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REsuME. — On montre que Iéquation —Au=f(u(x))—Ag(x) sur Q
avec la condition Dirichlet n’a pas de solution positive quand A est assez
grand sous des conditions assez générales sur fet g.

Mots clés : Equation elliptique non linéaire; la premiére valeur propre et fonction propre
associée de 'opérateur de Laplace.

ABSTRACT. — We prove that, when A is great enough, there is no positive
solution for the equation —Au=f(u(x))—Ag(x) on Q with the Dirichlet
condition.

1. ENONCE DU RESULTAT PRINCIPAL

On considére I’équation suivante :
—Au(xX)=f(u(x))—rg(x) dans Q
0y u(x)=0 sur oQ
u(x)>0 dans Q
ol Q = RN est un domaine borné, régulier.
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On fait les hypothéses suivantes:
(2) feC(R,R) et f(0)=0;
@) f@_,

(3) ——= est une fonction croissante et lim ——= ;
u u— +o0 u

(4) On pose 0Q,={ xe0Q|Q est localement strictement convexe en x },
et n, la dérivée normale extérieure en x. On suppose qu'il existe x, €08,
Ry,>0 et 3>0 tels que

g(x)>0
et

¥ (x,5)€B (X, R)NQ, ']y—"x—l—nxo <8 = g
y—x

Notre résultat principal est le suivant:

THEOREME 1. — Supposons que f vérifie les conditions (2), (3) et que g
vérifie la condition (4). Alors, il existe A* >0, tel que pour > A*, I'équation
(1) n’ait pas de solution.

En particulier, on a le

COROLLAIRE 2. — Pour tout p>1, il existe \*>0, tel que si L>M\*,
l'équation
—Au=u’—A dans Q

u=0 sur 0Q

u>0 dans Q

©)

n’a pas de solution.

Remarque 1. — F. Merle [4] a obtenu récemment un résultat comparable.
Il a montré que I’équation

—Au=uP—Arg(x) dans Q
u=0 sur JQ
u>0 dans Q

avec 1 <p<(N+2)/(N—2) n’a pas de solution pour A>A* si g(x) vérifie
la condition (4). Voir [4]. Notre démonstration est différente et plus simple
mais elle utilise un lemme de [4].

(6)

Remarque 2. — Pour 1 <p<(N+2)/(N—2), H. Brézis et L. Nirenberg
ont montré que 1’équation (5) admet au moins une solution quand A est
assez petit. Voir [1].

Remarque 3. — Le probléme (5) était motivé initialement par 1’article
de J. Smoller et A. Wasserman [7]. Pour le cas ou Q est une boule, ils ont
montré que si 1 <p<N/(N+2) ’équation (5) admet au moins une solution
quand A est assez petit. Voir [7]. Ultérieurement, M. Ramaswamy et
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P. N. Srikanth ont complété leur résultat pour ce cas particulier. Ils ont
montré que si 1 <p<(N+2)/(N—2), alors, il existe A*>0 tel que

— si 0<AZA*, Iéquation (5) admet au moins une solution;

— si A>A¥*, I’équation (5) n’a pas de solution.
Voir [5] et [6]. Dans un autre article, K. McLeod et J. Serrin ont obtenu
'unicité de la solution de (5) pour Q une boule, Voir [3].

Dans la démonstration du théoréme 1, on va utiliser un résultat de
F. Merle [4]. (Dans ce lemme, ’hypothése p<(N+2)/(N—2) n’intervient
pas.)

LEMME 3. — Si u est une solution de (1), alors il existe un voisinage ®
de n, dans SN et R >0 (indépendant de \) tel que
(7 VxeB(x,,R)NQ, VEew,  dufdE<0.

Pour la démonstration du lemme 3, Voir [4]; celle-ci utilise la technique

des «moving planes» (voir par exemple Gidas-Ni-Nirenberg [2] et
J. Serrin [8)).

2. LA DEMONSTRATION

Dans la suite, on note Q*=B(x,, R,) N Q.
Démonstration du théoréme 1: On pose

®) Q= {xeQ* [u(x)<(AN))

ou 0 <k <1 vérifie f(AL)¥)=AX et A sera déterminé ultérieurement.
On pose

0, =Q%/Q,.

Sans restreindre la généralité, on peut supposer que
1 _
9 g(xg)=1 et §§g(x)§1, VxeQ*,
Si mes { xe Q*|g (x)=1}+#0, on prend A=1 dans (8) et on remplace Q*
par {xeQ*|g(x)=1}.
. . L. 1
Sinon, i.e. mes{xeQ*|g(x)=0 }=0, on choisit > <A<l tel que les

ensembles { xeQ*|g(x)>A} et {xeQ*|g(x)<A} ne soient pas vides.
Posons

G, =0, N{xeQ*|g(x)>A}
G.=0QnN {xeQ*|g(x)<A}.

On notera que G; # J car Q, et { xeQ*|g(x)>A } contiennent un petit
voisinage de x, dans Q*,
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On designe par a; la premiére valeur propre de —A sur G, (avec la
condition de Dirichlet) et v(x) la fonction propre associée a oy. i.e. v(x)
vérifie ’équation suivante :

4 —Av=a,v dans G,
v=0 sur 9Q,
v>0 dans G,

(10)

Multipliant I'équation (1) par »(x) et intégrant sur G,, on obtient:

J Vqu=J‘ (f(u)—)xg)v=J‘ {(f(u)—AX)-i—(AX—Xg)}v
G, Gy G,

<f (f(u)—A)x)v=J {<@>u—Ak}v
Gy, Gy, u

§ J (f((A MY Ax>v:f((A M
Gy

J = (AN
Gy

(AL (AL
C’est-a-dire

FAMY _ k
(11) Lquva WLl(u (AN .

D’autre part, multipliant (10) par u(x) et intégrant sur G,, on a:

(12) —J ua—v-i-J‘ Vqu=a1J uv.
G g Gy

En combinant (11) et (12) on a

F(ANH J
Gy

k o
AN wu—(AMNYv=a, chuv+JGluan

galf uv+(A7&)kJ a—v=a1j uv+(AX)kJ Av
Gy, G;‘an Gy, Gy,
=a1f uv+(A7x)"J a1v=a1J (u— (AN 2.
Gy, Gy, Gj,

Or u<(AMN)* dans G,, d’ot on a

(13) f(ANY <a,.
(A"

Maintenant, on désigne par B, la premiére valeur propre de —A sur G,
(avec la condition de Dirichlet) et v la fonction propre associée. En utilisant
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la méme méthode, on a

Gy,

> j {f—((m{")u—m};= f__(((:f){") (u=(ANF}
G, G

09 [ vave=[ w-re)iz[ (w-ans
G, Gy

et d’autre part

~ ~ v ~ v
(15) jVqu=Blj uv+J uégéﬁlj uv+(AX)"J hid
& & oG, On & 26, On

=f~ uz7—<M)"Blj~ z‘f=ﬁlf~ {u=(AN*}e.

G Gy
En combinant (14) et (15) on obtient
(16) JAM

(AL

Pour conclure, raisonnons par I'absurde: supposons qu’il existe
A, = t+ oo tel que (1) admette une solution u,. On a donc

Bi-

Sy
k
Blnzf((f\—A;)%—»oo (n— )

Rappelons que si Q = Q', alors p, (Q)=p, (Q) ou p, (Q) et p, (Q)
désigne respectivement la premiére valeur propre de — A sur Q et Q' (avec
la condition de Dirichlet). Donc on a

Pour toute boule B = Q*, on ne peut pas avoir B < G, (resp.
(18) "
B = G, )lorsque n est assez grand.
On note
r=DiamQ*=sup {2R|B(x,R) = Q*}.

On fixe un point x,eQ* vérifiant dist(x;,0Q N Q*) <r/4 tel que
B (x;,r/4) = Q*. On introduit, pour tout xe B (x,, 7/4), le cone

Cly=x+m|t20,nen}

ou o est défini dans le lemme 3.

Gréce a (18), on sait que G, et G, ne sont pas vides. Il est aisé de
vérifier que

(19) { 3e>0 tel que VxeB(x,,r/4),
C, M Q* contient une boule de rayon &,
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Maintenant, il suffit de remarquer que lorsque » est assez grand, il existe
au moins un point x’e B (x,, r/4) vérifiant x’' € G,. D’aprés le lemme 3 et
la condition (4), on peut déduire que C,. N Q* = G, grace a (19). Ce qui
contredit (18).

Je remercie vivement M. F. Merle qui m’a suggéré d’utiliser le lemme 3. Je remercie
également MM. H. Brézis et H. Berestycki pour leurs aides et encouragements.
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