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RESUME. — On donne une condition nécessaire et suffisante sur

feLi(U), f = 0, pour que I’équation

u(x) = L N, ju(y)dy + f(x)  p.p. xeU

ait une solution positive ; ici, j est une fonction convexe de [0, oo dans
[0, 0 [ et N est un noyau positif de L{ (U x U). Entrent dans ce cadre
les équations semi-linéaires elliptiques et paraboliques non monotones
avec non-linéarité convexe comme, par exemple, le probléme

—Au=uw+g sur Q g>0 et y>1 donnés
u>0 u=0 sur 0Q

et sa version parabolique. Les applications a ces exemples sont traitées
en détail. Des conditions nécessaires en termes de W?7-capacité sont

explicitées.

ABSTRACT. — We give a necessary and sufficient condition on
fell(U), f >0 for the existence of a nonnegative solution for the

loc

equation
ux) = L N(x, V)ju( )y + f(x) a.e xeU.

Here j is a convex function from {0, oo [ into [0, co{ and N is a nonnega-
tive kernel of L, (U x U). This equation contains as a special case elliptic
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186 P. BARAS ET M. PIERRE

and parabolic semilinear equations of nonmonotone type like, for instance

—Au=uw+g on Q g=>0 and y>1 given
u>0, u=0 on dQ

and its parabolic version. These examples are treated in detail. Necessary
conditions in terms of W2"-capacity are also given.

I. INTRODUCTION

On se propose d’établir des conditions nécessaires et suffisantes d’existence
d’une solution positive pour des problémes elliptiques et paraboliques du
type suivant :

—Au=ju+g sur Q

(E) uz=z0 sur Q
=0 sur 0Q
ou ]
E—Auz}(u)%—g sur 0, T[ x Q
(P) uz0 sur 10, T[ x Q

u=20 sur JO,T[ x 9Q
w0, .)=uy(.) (ou u©0,.)=u(T,.)) sur Q,

o Q est un ouvert de RN, g et u, sont des données positives, éventuelle-
ment des mesures de Radon, et j une fonction convexe de [0, oc| dans
[0, o [ avec j(0) = O.

Ces équations ont déja été largement étudiées dans la littérature, en
particulier lorsque les données sont des fonctions L? et lorsque j(u) est
une fonction puissance. On y trouve ainsi plusieurs conditions suffisantes
d’existence d’au moins une solution positive et plusieurs cas de non existence.
Au vu de ces résultats, il apparait qu’il existe essentiellement deux obstacles
possibles a l'existence de solutions positives.

D’abord, les données doivent étre suffisamment « petites » : méme si
g est une fonction C*, le probléme

—Au=u +1ig sur Q
(E,) uz=0 sur Q
u=~0 sur 09
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SOLUTIONS POSITIVES POUR DES EQUATIONS SEMI-LINEAIRES 187

oug#0,1>0,y>1na pas de solution pour A supérieur a une certaine
valeur critique.

D’autre part, il existe un seuil de régularité au-dela duquel aucune
solution positive ne peut étre générée. Ainsi pour le probléme (E,), si
geLlPetsiy > N/N — 2), il est nécessaire que p = N(y — 1)/2y. Lorsque
g est une mesure de Radon bornée positive sur Q, nous avons montré
dans [3] qu’il était nécessaire que g ne soit pas trop « concentrée ». De
maniére précise, la mesure g ne doit pas charger les ensembles de W2'7'-
capacité nulle ou 1/y + 1/y" = L.

Nous montrons ici que (E,) a une solution pour tout 1 < 1 si et seu-
lement si

Vo e Wi™(Q) n W2=()) avec — Ag >0 a support compact
(H) y—1[ (= Ap)
Pg < y’ y—-1
o} Y o ¢

Cette condition un peu surprenante appelle plusieurs remarques. Elle
exprime, en termes de dualité, qu'une certaine norme de g doit étre suffi-
samment petite. L’appartenance de g a l’espace correspondant mesure
exactement la régularité nécessaire pour générer une solution positive.
D’autre part, la taille optimale est donnée par la constante (y — 1)/y”".
Nous verrons que la fonctionnelle qui apparait ici est naturellement
associée a (E,) : cette équation peut, en effet, étre interprétée (au moins
formellement) comme I’équation d’Euler d’'un probléme de minimisation
li¢ a cette fonctionnelle.

Par ailleurs, (H) contient bien siir les diverses conditions nécessaires
ou suffisantes lorsque g est une fonction de L? comme nous le vérifions
plus loin. Si g est une mesure, elle implique I’existence d’une constante C
telle que

YK < Q compact j g < C.Cy(K)

K

ou C, - est la capacité associée a I'espace de Sobolev W>¥'. On retrouve
que g ne doit pas étre trop « concentrée », cette condition étant cependant
beaucoup plus précise. Signalons qu'elle a été largement étudiée dans
un cadre différent (voir [/] et réf.).

Il s’avére que la méthode que nous utilisons pour étudier (E,) est tres
générale et s’applique, d’'une part, au cas ou u’ est remplacé par une fonc-
tion convexe j(u) nulle en 0, d’autre part, aux problémes de type (P). En
effet, si on note N(x, y) la fonction de Green du laplacien sur 'ouvert Q
avec conditions de Dirichlet homogénes, le probléme (E) s’écrit

(E") u(x) = L N(x, y)ju(y)dy + f(x)
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188 P. BARAS ET M. PIERRE

ou
Sx)= L N(x, y)g(y)dy .

C’est sous cette forme que nous I’étudions.
La méthode consiste a trouver la condition sur f pour que la suite (u,,
ne N) donnée par ug =0 et

Upt1(x) = J NCx, y)iun(y)dx + f(x)
Q

converge.

En fait, seule la positivité de N est essentielle, elle assure la monotonie
de (u,. neN). Ainsi, nous examinons plus généralement les problémes
de type (E’} ot N est un noyau mesurable positif et f mesurable positive,
J pouvant aussi dépendre de x. Ceci contient bien sir le probléme (P)
ainsi que des variantes de (E) ou (P) ou — A est remplacé par un opérateur
elliptique trés général, les conditions au bord pouvant étre mixtes.

Le paragraphe suivant est consacré a la résolution de (E’) dans la géné-
ralité annoncée. Les applications a (E) et (P) suivent. Le cas des solu-
tions périodiques en temps est traité & part : la valeur critique de y qui
apparait alors est N/(N — 2), comme pour (E), alors que celle du pro-
bleme de Cauchy (P) est (N + 2)/N.

Les auteurs remercient T. Gallouét qui a lu attentivement la premiére
version de ce papier et nous a permis d’en améliorer la rédaction en plusieurs
points.

JI. RESOLUTION DE u = Nju) + f

IT1.1. Hypothéses et résultat.

Soit (U, i) un espace mesuré de mesure positive u o-finie. On désigne
par (K,),>¢ une suite croissante de parties mesurables de U telles que :

(1) 20, uK)<o, | JK,=U.
nz0

Onmunit U x U de la mesure produit et onnote L, (U) (resp. L (U x U))
’espace des fonctions mesurables de U (resp. U x U)dans [0, oo ].
On se donne maintenant :

. un noyau Ne L (U x U)
(2) .j: Ux R — [0,c0] mesurable
telle que
(3) p.p. xeU, J(x,.) estconvexe, s.c.i, croissante et fx,0)= 0.
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SOLUTIONS POSITIVES POUR DES EQUATIONS SEMI-LINEAIRES 189

On rappelle que la fonction conjuguée j* de j est définie par

p.p- xeU J*(x, r) = sup (ra — j(x, a)).
acR

On vérifie que j* satisfait (2), (3). Pour simplifier les notations, st u € L, (U),
on écrira
Jx,u(x)) st ou(x) < oo

Ju)(x) = {

11_’r101o Jx,r) sl ou(x) = 0.

Etant donné he L ,(U), on note :

Nh(x) = | N(x, ph(y)du(y) < + o0

Nh(y) = | N(x, ph(x)du(x) < + oo

JU

"~

On écrira le plus souvent | f pour J f(x)du(x) et les espaces L?(U) o

LPUx U, 1<p< @ seront relatifs a la mesure 4. On note

@ LZU) = {heL*(U), h=0 p.p.
et {x;h(x)>0} <K, pourn assezgrand }.

REMARQUE 1. — Le plus souvent, U sera un espace localement compact,
muni d'une suite exhaustive de compacts K, et u une mesure de Radon.
Ainsi L§ désignera l'espace des fonctions bornées positives a support
compact. Les techniques que nous utilisons ne faisant en aucun cas appel
a une topologie sur U, nous avons préféré nous placer dans le cadre ci-des-
sus. Cette généralité n’apporte aucune difficulté supplémentaire et éclaire
au contraire la démarche suivie.

Etant donné f e L, (U), notre but est de résoudre le probléme

) uel (U), u=Njw+/f.

Commengons par faire apparaitre une condition nécessaire sur f pour
que (5) ait une solution. En multipliant par he L§(U) et en intégrant,
on obtient en supposant que uhe L}(U)

(6) th = juh —hNju) = juh —j)Nh= Jﬁh(u _i —j(u)) < jj* <i>ﬁh.
Nh Nh

On fait ainsi apparaitre la condition nécessaire suivante :

e[
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190 P. BARAS ET M. PIERRE

Nous allons voir que, sous des hypothéses minimales, elle est en fait
suffisante.
Etant donné C = 1 et he L (U), on note

A\ h h .
j*(C )Nh si — < oo p.p. et j*(C j>Nh e LY(U)
Fdh) = J Nh Nh Nh (

+ o0 sinon

avec la convention que h(x)/Nh(x) =0 si h(x) = Nh(x) =0. Si C=1,
on note F = F.. On introduit alors

X ={helFU); F(h) < oo}
X ={helg(U);3C> 1, Fe(h) < 0 }.

On a immédiatement X < X.
Dans la suite, on conviendra que

ub(x) =0 si h(x)=0 et u(x)= 0.

THEOREME 2.1. — Soit fe L,(U). Le probléme

© ueL (U), ulx) = Njux)+ f(x) pp.p..
(10) uhe LY{(U) VheX

a une solution si et seulement si
(11) YheX, th < F(h).

REMARQUE 2. — Lorsque X est réduit & {0}, Ihypothése (11) est
satisfaite pour tout fe L (U). Seulement dans ce cas, ’assertion (10) est
vide et la solution u de (9) peut étre identiquement égale & + oo. Le résul-
tat n’a d’intérét que lorsque X n’est pas réduit & {0}, hypothése qui garantit
en quelque sorte le caractére non linéaire du probléme. En effet, (11)
implique alors que, pour tout fe L, (U) tel que f4 # 0 pour un h dans X,
le probléme

u=Nju) + Af

n’a pas de solution pour A4 grand.

REMARQUE 3. — L’utilisation de X au lieu de X n’est pas seulement
due a une difficulté technique : dans certains cas limites — par exemple
lorsque j est linéaire & I’infini — il se peut que X soit réduit & {0} sans que
X le soit. On peut vérifier sur des exemples qu'on n’a dans ce cas aucun
contrdle sur u. Si j(r)=r?, y > 1, il est clair qu'alors X = X.
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SOLUTIONS POSITIVES POUR DES EQUATIONS SEMI-LINEAIRES 191
REMARQUE 4. — Il serait naturel de démontrer l’existence de u en
étudiant les points critiques de la fonctionnelle convexe b — F(h) — f fh.

. . .. .. h
Formellement, si hq est un point critique non trivial, alors u = j*’(:o_>
est solution de (9) comme on le vérifie en montrant

d _ _ h_O o ho .
i F(ho+th) l,=o—Jh[u N(u N, —j (N—h())] = Jh [u — Njw)].

Cette méthode donne cependant lieu & trop de difficultés techniques
pour pouvoir I'utiliser comme base de démonstration. Il est, en particulier,
difficile de dégager un cadre fonctionnel adéquat.

I1.2. Schéma de la démonstration.

La méthode utilisée pour démontrer 'existence utilise des arguments
de monotonie trés ¢élémentaires. Elle consiste a montrer que la suite
u,e L (U) définie pour Ae 0,1 par

(12) uo = Af

(13) Uns1 = ANj(wa)+ f)  Vn2=0
satisfait

(14) YheX fu,,h < % F(h).

Puisqu’il est immédiat par récurrence que n — u, est croissante, il en résulte
que u, croit vers u; solution de

(15) VheX, whel'(U),  u; = ANjw) + f).

On concluera alors de la maniére suivante : I'équation (15) implique
J'ulh = Afj(ul)ﬁh + zjfh VheX.

Soit C > 1 tel que Fg(h) < oo ; on a
h —
lj(uAC—h —j(ul)>Nh = (AC — I)Julh + lth,
N

A
h< ———Fdh).
J”A C 1 c(h)

et donc

Comme par construction, 4 — u; est croissante, que r — j{x, r) est
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192 P. BARAS ET M. PIERRE

continue a gauche p. p. x, on conclut que, quand 4 tend vers 1, u; converge
vers u solution de (9), (10).

Le point crucial est donc ’estimation (14). Pour cela, on applique ’hypo-
theése (11) a la fonction ¥ solution de

1 —
(16) Y(x) = max (E J () )Ny (x), h(X))

ou heX, 1 < C < 1/4 et Fe(h) < co. Admettons pour Iinstant 'existence
d’un tel . On a, en multipliant (13) par ¥

17 jupﬁ»llp =] J](un)ﬁl// + A Jfl/’ )
Mais B
Jf ¥ < F()) < j J* (max U (ﬁn)Nlp, c;:)m
Ny

< J max (j*(f'(un»m, 7 (gi)m)
Ny

Comme ¥ > h, on a Ny > Nh et, puisque j*(ar) < aj*(r) Voe [0,1],

Ch\__ h\__
7 (—_— Ny sj*(i)Nh.
Ny Nh

Drautre part, j*(j'(u,)) = u.j'(1,) — j(u,). Ainsi, revenant a (17), on obtient

Jun+1 U< j](“n)Nlp + 4 Jﬁlﬂ(unj’(u,,) — fu,)) + AFAh)

soit, avec (16)

Jvun+1¢/ < iC J‘un'ﬁl’ + /:FC(h) :

Puisque u,4+ 1 = u, et y = h, on en déduit

A
Jun+1h < Jun+1lp < Te Fe(h).

et donc (14) en faisant décroitre C vers 1.

La démonstration consiste uniquement & justifier tout ceci. Les diffi-
cultés sont de deux ordres.

1) Il n’est pas clair que u, < co sur un ensemble de mesure non nulle;
ainsi on ne sait méme pas si uy, = 4fest tel que j(ug) < oc p. p. Pour contour-
ner cette difficulté et pallier le manque de régularité de j, nous appro-
cherons j(u,), formellement égal a w,j'(u,) — j*(j'(un)), par u, By — j*(B,)
ot les B, sont des fonctions suffisamment réguliéres croissant vers « j’(u,) ».
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2) Il faut montrer I’existence de y ; ceci est un probléme de valeurs
propres puisqu’on reconnait dans le probléme (16) une version « amé-
liorée » du probléme linéaire

P(x) = j(u)NJ + h
qui n’est autre que le dual du linéarisé de (13) pour 1 = 1.
Il faut aussi montrer que i appartient a X.

11.3. Démonstration du théoréme 2.1.

La condition nécessaire s’établit avec (6), les justifications d’intégrabilité
étant assurées par (10).

Pour démontrer que (11) est suffisante, commengons par remarquer que,
pour r >0

o — roo — j¥() est une fonction strictement croissante de
(18) [0,74r)] = [0,j(r)] ou jy(r) est la dérivée a gauche en r de
Jx, )(Jlr) = + oo si jr) = + o).

En particulier
(19) rjgr) = J*Uer) = j)
(siji(r) = + oo, il faut comprendre : j(r) = I%m roe — j*(o0)).
Soit donc f e L .(U) vérifiant (11) et A€ ]0, 1[. Si K, est la suite définie

en (1), on note
1 si xek,
Ig,(x) =

0 si x¢K,
ct
Nk(xa y) - min { lKk(x)lKk(y)N(xa y)’ k} p. p

fox) = min { 1g (x)f(x),n} p.p..

Pour k fixé, on considére les suites définies par récurrence

(20) uo = Afo
(21) Vn =0, B = inf { 1¢ ji(u,), n}
(22) Uptr1 = ’lNk(unﬁn _J*(ﬁn)) + ’Ifn .

Pour simplifier les notations, on n’a écrit ici que I'indice n mais en fait
on a u, = u(n, k, 2) et B, = P(n, k, 1). Les suites u(n, k, ) et f(n, k, A)
ainsi définies appartiennent a L§(U) (voir la définition (4)). D’autre part,
on vérifie en utilisant (18), (19) et par récurrence que

(23) Vn = 0, Vk = 0, Vie [0, 1],
uim k, A) < un + Lk A) et Pk A< Bn+ Lk )
(24) k — un, k, 2) et A+ u(n, k, 2) sont croissants pour n fixé .
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194 P. BARAS ET M. PIERRE

Donc u(n, k, A) croit vers u(k, 2) < oo quand » tend vers l'infini. Comme
Ju croit vers f et u,fB, — j*(B.) croit vers wjp(ux) — j*(ji(ur)) = j(wy), ou
w, = u(k, A) et avec la convention que
oo silexiste »r >0 avec j{x,r)#0

] ’w: .
s, <0) { 0si jlx,r)=0 Vr > 0,

on a 2 la limite
u(x) = AN u(x) + f(x)) p.p. xeU.

Griace a (24), quand k tend vers linfini, u(k, A) croit vers u; solution de
uz(x) = ANju)x) + f(x)) p.p. xeU

et u; est clle-méme croissante en A.
Pour achever la démonstration, il nous suffit de montrer que

(25) YheX,  uheLYU).

En effet, u; vérifie alors (15) et on utilise les arguments développés
a cet endroit.

Pour obtenir (25), nous allons montrer que pour tout n, k, e [0,1],
on a

o A
(26) VheX, ju(n, k, Mh < 13 F(h).

L’estimation (25) s’en déduit grice aux monotonies. Comme annoncé
dans II.2, on obtiendra (26) en appliquant I’hypothése (11) a la fonction ¥,
donnée par le

LEMME 1. — Soit heX et Ce ]1,1/4] tel que Fe(h) < oo. Alors, pour
tout n = 0, il existe ¥, € LF(U) solution de

1
(27) Y = sup {E BaNita, b }

On remarque que (27) n’est autre que (16) modulo les approximations.
Admettons pour linstant ce lemme et établissons (26). Vérifions que

lwlln € )2 ;ona i B h
Fel() < J j*<max (BN C })N%’
N llln

soit puisque j* est croissante

7k n . Ch NT
Fe(¥) < JmaX {j*<ﬂn _lj 4 >]*(T> }Nl//,.,
Nl»[/n Nl!/n

soit encore en utilisant N = N, ¥, = h et j¥(ar) < o*(r) Vo e [0,1]

_ Ch\—
Fe(¥n) < Jmax {j*(ﬁ,.)Nkl!/n, j*(:)Nh }
Nh
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et

(28) Fe(n) < jj*(ﬁ,.)ﬁk% + Fe(h).

Le membre de droite est fini puisque Ny, < kp(Kp) || ¥, llo €t que
7 B) < upB,e L§(U). Ceci prouve que i, € X et autorise qu’on lui applique
I'’hypothese (11).

Multipliant alors (22) par y,, on obtient

(29) Jun+1wn = )"j\[unﬁn ——]*(ﬂn)]ﬁkwn + /]~ anwn

< /lj[unﬂn _J*(ﬁn)]ﬁkwn + /IFC('nbn) .

En utilisant (28), on obtient

(30) Jum Yo < 2 Junﬂnﬁkwn + AFd(h),

et avec (27) :
Un+1 '10" < AC Jun wn + ;{’FC(h) -

Puisque u,+1 > u, €t ¥, = h, on en déduit

31) fun+1h <1—~_chFc(h).

On fait alors décroitre C vers 1. Puisque r — j*(x, r) est continue en tout

point ro tel que j*(x, 7o) < oo, on a Fc(h) — F(h), on obtient ainsi (26).
Démonstration du lemme 1. — Soit A, Popérateur de L2(U) défini par

Anl = BNt .

Soit r, son rayon spectral. Supposons momentanément que

(32) r, < C.

Alors, (CI — A, ! = EC_“’“)A,’j est un opérateur continu positif

p=0

sur L3(U). 1l existe donc une solution de

. " PO B
(33) pel*U), ¢=0, ¢=6Anw+h‘
De plus i € LE(U) puisque h, f, € LF(U) et que
(34) INZITES kj ¥ < k(K2 1 fla.
K
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Posant alors

1
(39) vy = h, Ups1 = SUP (C Av,, h),

on a immédiatement par récurrence
Vp = 0, v, < Vpiy < Y.
Donc, v, croit vers une solution ¥, de (27).

Reste & montrer (32). Puisque S,(x)Ny(x, y) € L3(U x U), A, est un opeé-
rateur compact et positif de L*(U). Dong, le rayon spectral r, est une valeur
propre et la fonction propre associée peut &tre choisie positive (voir [10]).
On a par ailleurs r, = 0 puisque fo = 0.

Supposons r,—; < Cetmontrons qualorsr, < C. L’application de L (U)
dans R, qui a B associe le rayon spectral (f) de ¥ +— BNy est continue
pour la norme L¥ et croissante. Donc, si r, = C, il existe f, e Lg(U)
vérifiant

(36) Bu-1 < By < B By =C
Puisque C = 1(f,), il existe ve L% (U), v # 0 solution de
(37) Cv = B Nw.

D’aprés (34), v e Lg(U) et on vérifie que ve X en remarquant que

Co/Nv < Co/Now < By < Jilun) -
Soit u, donné par

(38) Uy = ANW(tn o — 7 (B)) + Af5 -

En multipliant (38) par v et en intégrant, on obtient par un calcul ana-
logue a (28)-(31)

(39) Ju*v < AC Ju,,v

Mais d’aprés (18), (19), (36), (22) et (38), u, = u,. Donc (39) implique

(40) Ju*v =0.
On va en déduire v = 0, d’ou la contradiction cherchée. Si K = {xe U ;

v(x) > 0}, (40) implique J u, = 0. Revenant a (38), on a

K

0=4 JK dx L Nux, DV By) — (B0 1dy
Mais d’aprés (36)
Ka {x;Bu0) >0} < {x;(ufu — H(Bax ) >0}
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et donc
Nyx,y)=0p.p. sur K xK.

Mais alors N,v = 0 sur K et donc v = 0. Ce qui termine la démonstration
du lemme 1.

On peut déduire du théoréme 2. 1 le résultat suivant qui ne suppose plus
f = 0,nij(x,r) =0 pour r < 0 et produit des solutions u non nécessai-
rement positives.

Soitj: U x R — ]— o0, co ] mesurable vérifiant (3), f: U — ]— o0, 0]
mesurable. On suppose qu’il existe une sous-solution de (9), (10), plus pré-
cisément qu’il existe v tel que

(41) vn, veLY(K,), N(.,.){).)eLY{K, x U)
42) v < Njw) +fp.p. sur U.

On définit alors j* et X, par

Jole, r) = sup (ra — jlx, o))

aZ v(x)

- h \—
X, = { helPU); IC > 1 telque j,’f(C j>Nh e LYU) }
Nh

COROLLAIRE 2.2. — Il existe u: U +— ]— o0, c0] mesurable, solution
de

{u)v, u = Nju) +f p.p

43 -
“3) uheLY(U), VheX,

si et seulement si

(44) VYheX,, J fh< f j:f(_i>ﬁh.
Nh

Démonstration. — On pose w = u — v et on définit g(x, r) par :

g(x,¥) = 0 pour tout x et pour r < 0,
glx, r) = jlx, r + v(x)) — jlx, v(x)) pour Jx, v(x)) < + oo et r> 0,
gx,r) =+ 00 si jix,v(x})=+c0 et r>0.

Alors g vérifie (2), (3) et puisque (41) implique en particulier

N, y)=0p.p.  (xy) telque jfy v(y)= + o0,
on veérifie que (43) équivaut a

4 { weLl.(U), w=Ngw)+f+Njw)—»

wheLYU)  VheX,
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On vérifie que
g¥06 1) = (%, 1) + jo)x) — rolx) sl jo)x) < + o0
g*(x,r) =0 sinon .

Donc si he L(U), on a presque partout sur { x ; ju)(x) < + oo }

h \-- h\__ _
(46) g*(C _‘>Nh :j):<c _—>Nh + j)Nh — chv.
Nh Nh

h \_ . .

On déduit de (46) et (41) que g*(C ﬁ)Nhe LYU) si et seulement si

J* (C i Nhe LY(U). Le corollaire 2.2 est alors une conséquence immé-
Nh '

diate du théoreme 2.1 appliqué au probléme (45).

TII. APPLICATIONS

III.1. Equations elliptiques.

Soit Q un ouvert régulier de RN, bornésiN = 10ou2,j: Q x R [0, o]
vérifiant (2), (3) (et donc j(x, r) = 0 Vr < 0) et x une mesure de Radon sur Q.
Considérons le probléme

® { — Au—z Jx, u) + u
Ulso = 0.

Nous nous intéressons a I'existence d’au moins une solution pour (E)
sans imposer a priori la positivité de u.

Soit N la fonction de Green du laplacien avec conditions de Dirichlet
nulles au bord. Par solution de (E), on entend ici :

(47) ue L, (Q)

(48) u(x) = L NCx, Yy, w(y)dy + f(x)p.p. xeQ

ou f(x) = J N(x, y)du(y). On supposera que
Q

(49) L NG, ] ul(y)eLi ().
On note
Y ={LeWy™(Q); — Ale L)}

ou L§(Q) désigne ici I’espace des fonctions de L=(Q) positives et & sup-
port compact (on choisit pour K, une suite exhaustive de compacts)
Rappelons qu’on note ju)(x) = j(x, u(x)).
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THEOREME 3.1. — On suppose qu’il existe C > 1 et {ge Y avec & # O
tels que :
A
(50) j*(— C 5—5)5 eL'(Q).
0

Si u est une mesure de Radon satisfaisant (49), (E) a au moins une solution
au sens (47)-(48) si et seulement si

(51) véeY, J &y < J j*<ﬂ>g.
Q Q é

Si de plus f = 0, alors, sous 'hypothése (51), (E) a au moins une solution
positive.

. . A
Remarque. — L’apparition du quotient — ?é est a rapprocher de la
caractérisation classique de la premiere valeur propre des problémes
du type
— Au = Aa(x)u sur € borné
u>0 sur Q
u=0 sur 0Q

ot a(.) = 0, & savoir (sous des hypothéses & préciser)

A = inf { sup ess _Aé(x)}.

geY xe  A(x)E(x)

Dans ce cas, on a
0 si r< da(x)

+oo sior> Aa(x).

-]

Démonstration du théoréme 3.1. — Elle est une application du corol-
laire 2.2. Pour le voir, posons :

) { 0 si f(x
v(x) = )

f) si f(x
Alors, Nj(v) = 0 et ve L (Q) d’aprés (49). Ainsi, (41) et (42) sont vérifiées,
J&=j*sur [0, 00 et X, = X est non réduit a {0} d’aprés (50). Puisque
toute solution de (E) vérifie a priori u > v, le probléme (E) équivaut a

{u?u, u=Nju) + f
ue Ll (Q).

) =0
)< 0

Par ailleurs, (51) équivaut & (44) : en effet,si e Y,on a
h=—Af « ¢ =Nh.
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Le théoréme 3.1 est donc une conséquence du corollaire 2.2 4 ceci prés
qu’il nous faut vérifier

(52) uheLY(Q) VheX = uell (Q)

pour la solution de (43). La seule hypothése X # {0} suffit. En effet, si
oY, &y # 0 et &, vérifie (50), on a uAé,eL! et donc u # + oo, ce qui,
revenant a I’équation, implique en particulier I'existence de xo € Q tel que
(53) N(xo, - )ju)(.) € LY(Q).

Soit alors K un compact de Q et K, un voisinage compact de K U { x; }
dans Q. En comparant les solutions de

—Aw, =6, sur Q — Aw,, = 0d,, sur Q
{ w, =0 sur 9Q { Wwe, =0 sur 0Q,
(9, désigne la masse de Dirac en x), on montre l’existence d’une constante
k > 0 telle que
(54) Vxek, Vye O\K, N(x, y) < kN(xq, ),

puisque w,(y) = N(x, y).
De (53), (54), on déduit

J dXJ N(x, y)j(y, w(y)dy < k(mes K)j N(xp, y)ju)(y)dy < oo.
K Q\Ko Q

Par ailleurs, (53) implique j(u)e L1 (Q) et donc

J dx J N(x, y)j(y, u(y)dy < 0.
K Ko

Onen déduit Nj(u) € L'(K) pour tout K et doncu € L}, (Q) puisque f €L}, (€2).

loc

Remarque. — Dans beaucoup de situations, en particulier si j(r) = 7,
I’espace X est suffisamment riche pour que I'implication (52) soit immédiate.

Nous allons maintenant expliciter le résultat du théoréme 3.1 sur
I'exemple suivant :

—Au=@"yY+Aiv sur Q
(E,)

u=20 sur 0Q

ol u™(x) = max (u(x),0), 4 = 0,y > 1 et v est une mesure de Radon bornée
sur Q. Lorsque v et u sont positifs, on retrouve le probléme évoqué dans
I'introduction.

CoRrOLLAIRE 3.1. — Le probléme (E,) a au moins une solution au sens
de (47)-(48) si et seulement si
-1 — AEY
(55) VeeY, 1J <! | ,_él) dx
Q Y o ¢
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ou 7 = y/(y — 1). Sous cette hypothése, la solution obtenue est posi-
tive dés que Nv = 0.

Démonstration. — C’est une conséquence immédiate du théoréme 3.1 :
on remarque qu’ici tout élément continu de Y vérifie (50), car si £€Y,
alors £ > 0 sur Q et — A& est borné et a support compact.

Nous allons expliciter ce résultat en examinant en particulier le cas
ou les données sont des fonctions de L?. On note encore v une mesure de
Radon bornée et v = v* — v~ sa décomposition de Jordan.

COROLLAIRE 3.2. — On suppose Q borné de frontiére réguliére. Alors
(E,) a au moins une solution au sens de (47)-(48) pour A assez petit si

i) N=1,2 ou N2z=3 et y < N/N - 2)
ou

i) N23, y>N/(N-2) et v el?Q) avec p= Ny—1)2y
ou

i) N=23, y=N/(N-2) et v el?Q) avec p>1.

Remarque. — La condition y = N/(N — 2) équivaut a N(y — 1) = 2.
Si la valeur limite p = N(y — 1)/2y est permise lorsque y > N/(N — 2),
elle ne I’est plus lorsque y = NAN — 2) comme nous le démontrons plus
loin. Les conditions sont en fait optimales en termes d’espaces L?.

La démonstration qui suit a essentiellement pour but d’expliciter sur
une situation simple le résultat abstrait. Il est clair que, dans ce cas parti-
culier, une démonstration plus directe peut étre facilement imaginée.

Démonstration du corollaire 3.2. — 1l faut montrer que Av vérifie (55)
pour A assez petit. Soit donc £€Y et w défini par

(56) — AE = wtirEn

Il s’agit de montrer I'existence d’une constante C telle que

dev <C Jw,

Si-+-<1,ona

p 4
(57) Jidv < jéva’ S CIv lp 11,
Par ailleurs, d’aprés les injections de Sobolev, si
1 1 2/1 2
58 - S -+ =i- —_ i =
%) SqN(s<NSIqOO>
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on a, en utilisant aussi (56) et pour 1 < s < +

1/s
1€l < CllE llwas < CIALs < C[fws”fs”} :

Si de plus
(59) s<y
on obtient
Ly , (y" —s)/y's

1N, < C(jw) [Jgsv’/y(y As)} ‘
Si maintenant
(60) q=sy/yy —s)
on en déduit

e, s C Jw

ce qui avec (57) donne 1’égalité cherchée. Pour satisfaire (58), (59), (60),
on choisit
q = o0, s>N/2 si N=1,2 ou N=3

g < oo et s réalisant I'égalité dans (58) si N > 3, v = N/(N — 2).

1 — 1/g = 29’/N et s réalisant ’égalité dans (58) si N = 3,y > N/(N -2)
et p = Ny — 1)/2y.

Nous allons maintenant établir des conditions nécessaires sur la don-
née p en termes de capacité associée a I’espace de Sobolev

, , ov  3%v ,
W2T(RN) =< ve LY (RN ; —, el"(RY), i,j=1,...,N ;.
axi axia.x,'j
Nous notons || . |5, une norme de cet espace et la capacité associée est

définie pour un compact K de RN par
(61) C, AK)=inf{|lvlls,; veCFRN), 0<v<1,v=1sur K}.
Nous renvoyons a [7] [2] [3] pour plus de détails et, en particulier, pour

la possibilité de « tronquer » les fonctions-test v dans la définition ci-dessus.

PROPOSITION 3.1. — Soit u une mesure de Radon positive a support
compact dans Q vérifiant (55) avec u = Av. Alors, il existe k = k(y, N, p)
tel que

(62) VK < Q compact, wK) < kC, (K).

En particulier, si B, = {xeQ;|x — xo| < r}, il existe k' = K'(y, N, w)
tel que, pour r assez petit,
KrN=2 gi oy > N/N — 2)
(63) uB,) < { , o
k' [Log(1/r)1*™" si y=NAN = 2).
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Démonstration. — Remarquons d’abord que (55) implique :
-1 Av Y
(64) voe Q) | vap <t 2[R0
o v Ul

En effet, étant donné un tel v, il suffit d’appliquer (55) a la solution ¢ de
— AL =|Av], Clon=0

qui majore v d’aprés le principe du maximum,
Etant donné ve CX(Q)*, appliquant (64) 4 v*”, on obtient

J v du < C) ﬁ 20 T 8w + 22y — 1P| V2
Q

< C(V)[ vl ji Avl" + Jl Vv l”}

.soit, en utilisant l'inégalit¢ de Gagliardo-Nirenberg [8]

(65) L v dp < COO vl ol

Etant donné K = Q compact, appliquant (65) aux fonctions-test défi-
nissant C, ,{K) dans (61) (apres localisation sur un voisinage du support
de p), on obtient

WK) < infj v*"du < kC, (K).

Q

La propriété (63) est alors une conséquence de (62) et des résultats de [7].

CoroLLAIRE 3.3. — Si v est positive, les conditions (ii) et (iii) du corol-
laire 3.2 sont optimales, c’est-a-dire :

siN > 3ety=N/N — 2), il existe ve L}(Q) tel que VA > 0, E, n’a pas
de solution,

SiN =3,y >N/(N=2),1<p<N(y — 1)/2y, il existe ve L#(Q) tel que
Vi >0, E, n’a pas de solution.

Démonstration. — Supposons y = N/(N — 2) et ueL}(Q). Dapres la
proposition 3.1, une condition nécessaire pour que (E,) ait une solution
positive avec y = Av est

(66) 3IC,ry>0telsque J w(x) < C(Log 1/r)! ~¥ pour xo e Qetr <ro.
|x—x0|<r

Mais des fonctions ayant des singularités en | x— xo |~ [Log (1/|x—xo [)] 7' ~*
avec0 < ¢ < 9’ — 1 produisent des fonctions de L' qui ne vérifient pas (66).
Siy > N/AN — 2), il existe des fonctions de LP(Q) avec 1 <p < N(y—1)/2y
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ayant des singularités en | x—xo | N 797 avec £ > 0 et 29" < N(1 — &)
Ces fonctions ne vérifient pas (63).

Remarque. — La propriété (62) a €té largement étudiée dans la littérature
dans un autre objectif (voir par exemple [/] et ses références). Rappelons
que (62) est équivalente 4 la formulation « de type fort »

Yo e W2T(RN) J@y'du <Cllels,.

Il a été démontré récemment par D. R. Adams et le second auteur qu’elle
était aussi équivalente a I'existence de C, > 0 telle que

Jédu <G J(— AEYELTY  NEESWRY,  E _AE>0.

Le cas des mesures C, _ -capacitaires est examiné par les auteurs dans [9).
Tous les résultats de ce paragraphe s’étendent bien sir au cas d’opé-
rateurs elliptiques plus généraux que — A, éventuellement non symétriques.

II1.2. Equations paraboliques.

Poursimplifier les énoncés, nous appliquerons le théoréme 2. 1 4 'exemple
suivant

0
M M=w4g sur 0,T[xQ u>0 sur 10,T[x Q
(P) Ot
ut,.) =0 sur 0Q, w0,.) = u.
ou u et g sont des mesures de Radon positives bornées sur Q et 10, T[ x Q
respectivement. Ici Q est un ouvert régulier borné ou non.
On note ¢25,(.) = u(t,.) la solution de

du
— —Au=0 sur ]0,00[ x Q

ct
w0,)=6..), u=0 sur ]0,00[x 0Q
ol x e Q. Le noyau N associ€¢ au probléme (P) est alors défini sur Q x Q
ou Q= [0, T[x Q par

At —s) .
(67) N(, x, s, y)—_—{ AT () st 1>s

0 si t<s
et on appelle solution de (P) toute fonction u vérifiant
ue LL(Q), u=0 sur Q

(6%) u(t, x) = Jt J‘ N(t, x, s, yu'(s, y)dyds + f(x, t)
0 JQ
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ol f est la solution de

of
E_Af g

f(0,.) =4, S=0 sur ]O,T[x 0Q.

On vérifie que, pour he L§(Q) (espace des fonctions positives bornées
4 support compact dans Q), & = Nh équivaut a
9
— = —Af=h 0, T[x Q,
(69) o A=k sur 10T
ET,.)=0, E=0 sur ]0,T[x Q.

On note Yy 'espace de toutes les fonctions & ainsi définies.

TuEOREME 3.2. — Le probléme (P) a une solution au sens de (68) si
et seulement si, pour tout £e Yy

(70) fé(o,.)dwf ff A
(9] )O,T[XQ 6

Démonstration. — On applique le théoréme 2.1 avec U = Q muni de
la mesure de Lebesgue et K, une suite exhaustive de compacts de Q. La
correspondance heX — &€ Yy est donnée par (69). De plus, (11) est
équivalent a (70) puisque

J Jf —A€)=f€(0,-)dﬂ+J dg .
Q 10.T[x Q

Le théoréme 2.1 fournit une solution u telle que uhe LYQ) Vhe X.
Reste 3 montrer que ceci implique u e L}, (Q). Soit K un compact de Q
0<Ty <T,¢,eC), & =0, & =1sur K; on pose

Gtx)={(T— )" }6)» et h=(=&,— A",

Onadonch > Osur 0, Ty [ x K et, en remarquant que £ donné par (69)
est supérieur & &,, on vérifie aisément que heX.

Lorsque g = 0, on retrouve les résultats d’existence classique (cf. [77] et
ses références).

COROLLAIRE 3.4. — On suppose Q borné, régulier et

i} si y < (N 4 2)/N, uest une mesure de Radon positive bornée
i) si y> (N4 2)/N, pel?Q), u=0, p = Ny — 1)2
i)y siy=(N+2)/N, uel?(Q), u=0, p> 1.
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Alors il existe T > 0 pour lequel le probleme

— —Au=uw sur 10, T{x Q, uz0
(71) ot

w0,.) = 4, u=0 sur ]0,T[x oQ

admet une solution.
La démonstration de ce corollaire est identique a celle du corollaire 3.2,

Elle consiste & montrer que u satisfait la condition (70). Ceci est obtenu
en faisant des estimations sur

_ ét — AéE = Wllv’éllv

en utilisant les injections de Sobolev et les propriétés régularisantes du
semi-groupe de la chaleur. Nous omettons les détails qui n’apportent rien

de nouveau. Signalons seulement que pour y > (N + 2)/N, on aboutit &
I’estimation :

Si p=py+pp avee ppel®(Q),  p e LNOTVHQ)
(72) Ve XY,
T — & - A v’
jé(o,.)d,u < C( Il fy HN(y~1)/z+T1/(y_1) 17 ”L°°) f j;z (“%'—T@_’
0

avec C indépendant de T.

Comme dans le cas elliptique, les résultats ci-dessus sont optimaux en
termes d’espaces L*. On a, en effet :

ProposiTiION 3.2. — Soit g une mesure de Radon positive a support
compact dans Q. Si p vérifie
T _5 — A y
(73 Jé(O,-)d#SCJ J( AT ey,
Q 0 JQ 5

alors, il existe k > 0 tel que
VYK < Q compact, wK) < kCyy, A(K).
En particulier, il existe k€ = k’(y, N, u) tel que pour r assez petit
kryN- 261 si y> N+ 2)/N
(74) uB,) < { , L=y o
k' [Log (1/r)] si y=(N+ 2)/N.

Démonstration. — Ici, Cyy, - désigne la capacité associée a I'espace de
Soboley WY (voir [4]).

Comme dans le cas elliptique, on commence par remarquer que, si y
vérifie (70), la méme estimation est vérifiée pour touteve CF(]1— T, T[x Q).
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On 'applique alors 4 v2" et un calcul en tout point analogue a celui du cas
elliptique permet d’obtenir

(J v”'(T)du> <A lvlln Nollgy,
Q
ou |} . |l2,1,,- €st une norme sur I'espace

. Ou ou Q%u
WLy — el”;, — —, ——eL”,i,j=1,... N .
{” o0 oxy e,

On en déduit (voir [4], proposition 2.4)
,U(K) < kCZ,l,y’( { 0} X K) < kCZ/y,y'(K) .

D’ou la proposition, (74) se déduisant des résultats de [7].

COROLLAIRE 3.5. — i) Les résultats (if) et (iii) du corollaire 3.4 sont
optimaux.

i) SiQ=RNetg=0
@) sil <y <N+ 2)/N, (P)n’a pas de solution globale (i.e. T = + o)
autre que u =0

B) siy > (N + 2)/N, (P) a une solution globale si || p||ng—1y2 €5t assez
petite.

Remarque. — Les résultats de (ii) ne sont pas nouveaux. Nous ren-
voyons a [5] [6] poury < (N + 2)/Neta [/2] pour le reste. Nous voulons
seulement indiquer ici comment ils peuvent étre obtenus comme consé-
quence de notre résultat général. Dans (i), 'optimalité est comprise comme
dans le corollaire 3.3.

Démonstration du corollaire 3.5. — Le point (i) se déduit de la proposi-
tion 3.2 puisqu’on peut construire des fonctions de L? ne vérifiant pas (74)
si p ne vérifie pas (ii) et (iii) du corollaire 3.4 (cf. corollaire 3.3).

Pour (ii)-a, on procéde par l'absurde. Si g > 0 est la donnée initiale
d’une solution globale, on a en réécrivant (70)

y—1
-

T _ ¥’
J E(T, )y < f f € =29 mote BT, )
RN Y o Jrv &7

et ce pour toute solution de
E—AE=h, §0,.)=0, &, x) — 0 quand |x| — oo, helHR" x RY).

Appliquant cette inégalité a #,(t, x) = &A%, xo + Ax) avec T = To/A2,
on obtient aprés changement de variable dans I'intégrale de droite

J E(xo + Ax, Todu < A7 "N 2F(T, §) .
RN
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Si y < (N + 2)/N, soit 2y* — N — 2 > 0, faisant tendre X vers 0, on a

&(To, xo) Jdﬂ =0 = Jd# =0,

ce qui démontre (ii)-o dans ce cas, Si y = (N + 2)/N, on aura

E(To, xo) Jd# < F(Tp, &) VxoeRY
soit

Il &(To, ) Ml Jdﬂ < K(To, &).

Si jd,u > 0, ceci prouverait, en revenant a la formulation (70)

VEe Yo, nc(o,.)nm<U} -1 (—&-Ay"

gt
Ainsi toute mesure bornée de mesure totale inférieure & jd,u vérifierait (70),
ce qui contredit le point (7).

Enfin pour (ii)-f, on utilise (72) avec u, = 0. Puisque la constante Cy est
indépendante de T, (70) (avec g = 0) est satisfaite pour tout T > 0 dés que
Il lIney - 172 €st assez petit.

I11.3. Problémes périodiques.
Considérons le probléme

0
a—Z—Au—uY+g sur 0, T[x RN
u>=>0 sur 0, T[x RN

w0,.) = u(T,.) sur RN

P(O,T)

ol g est une mesure de Radon positive bornée sur 10, T[ x RN. Ce probléme
peut étre, comme les précédents, écrit sous la forme

(75) u=N,u +g)

ou N, est un noyau positif et par solution de Py, 1), on désigne toute fonc-
tion de L{, ([0, T] x RM) vérifiant (75). On note | . |, la norme dans LZ(RN).
TuEOREME 3.3. — i) Sil <y < N/(N-2)", Py 1y 0’a pas d’autre solu-
tion que u = 0.
ii) SiN = 3ety > N/N — 2),il existe C > 0 tel que si g est une mesure
de 0, T[ vers LARN) n LA(RY) ot

(76) B =Ny—1/2
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avec .
w J ldglp + 1dglg, < C,
0

P(0, T) a une solution.

Démonstration.— Par application duthéoréme 2.1 avec U = [0, T] x RY
muni de la mesure de Lebesgue et Lg 'espace des fonctions de L*(U) a
support compact dans U, on obtient que Py 1 a une solution si et seulement si

73) j ﬁdg<y—1jTj ("étiAé)Y(
10,T[ xRN Y Jo Ja et

pourtout & = Otel que — £, — Aée Ly, &0,.) = &(T,.). On dispose d’asse~
de fonctions-tests & pour affirmer que la solution, quand elle existe, appar-
tient & L1 ([0,T] x RY) (prendre ¢ indépendante de t).

I
Montrons (i) : si P r) a une solution « non nulle, v = 7 u vérifie
v, —Av=0v"4+ 2" - " + g/2.

Donc v est solution d’un probleme P 1) avec donnée non identiquement
nulle méme si g = 0. Il nous suffit donc de montrer que si g > 0 vérifie (78),
alors g = 0.

Soit n € W5 (R™) avec — Ane LE(RY) et &(x) = n(xo + Ax — xo)). Si g
vérifie (78), on a :

¥’
J WA — xo) + xo)f dg(.,¥) < CTA - f ( yA_"l)
"N

On fait tendre 4 vers 0. Pour N=1,20u N = 3et1 <y < N/(N ~ 2),
la conclusion suit si on a pris la précaution de choisir x, tel que #(x,) # 0.
Si N> 3ety=N/(N —2), ona pour tout #

_A v
nnnff CTf (= Any
]O,T[XRN y

Si g #£ 0, ceci exprime que la norme L*® de # peut étre estimée par la
fonctionnelle f(— An)’'y' =7, Calculant comme dans la démonstration

de la proposition 3.1, on en déduirait que pour v e CF(RY)™*, la norme L*®
de v peut étre estimée par sa norme W2, ce qui est faux pour 2y” = N.
Pour démontrer (ii), commengons par établir que, pour toute fonction-

test £, on a :
T — & — AY)
79 J f(s,.)d j j ( iy1£
0
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ol p est tel que p’ = f/y. Soit w la fonction sous le signe intégral de droite ;
ona:

— ét _ Aé — wl/v’éllv

et donc, en intégrant sur (0, T)

- fres [

T g—1
Multipliant par (J é) ol g > 1, on obtient en intégrant par parties
0
et en utilisant les inégalités de Sobolev

T g 1/y'{ LT
[ =l
0 Ng/(N—2) Q 0

On obtient (79) en prenant g tel que (¢ — 1)y + 1 = Ng/(N — 2).
Soit alors g réguliére et v la solution de

{U;—szg sur 10, T[{x RN
v0,.) = u«(T,.),

solution au sens de (75) i.e. v = N; g.

On a :
1/y 11y
Q Q Q Q

Dong, au vu de (79), (78) sera vérifié si, pour C assez petit

g—1+1/y

- 1)y+1

(80)

| sup v¥(x, t) |er < C

0,T)
soit
(81) | sup v(x, t) s < C.
©,7 :

Or, par transformée de Fourier, on voit que la solution de (80) s’écrit
(82) ut) = G * e wo(T) + wy(t)

ol e est le semi-groupe de la chaleur sur RN, Gy = 1/(1 — ¢~ T4%) et

wolt) = jt A 9g(s)ds .

[¢]

On utilise que pour tout 4 = 0 sur RN

1
€*h(x) < Mh(x) = sup — j h(y)dy .
Ix=ylsr

r>0 ¥
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Ainsi ' .
(83) wyl(t) < J Mg(s)ds d’ou : sup we(t) < J Mg(s)ds .
0 t 0

T T
= lSltlp wo(t)lp < J [ Mg(s) [p < Cj | g(s)p-
0 0
De méme .
e*wo(T) < | Mg(s)ds
0
implique .
(84) | sup wo(T) [ < C | | &ls)lp-
0
~ 1 .
Par ailleurs, on vérifie que Gr =1+ —,5 4+ Hy ot Hye LY(RY).
On en déduit avec (82), (83), (84) Tl
T
(85) | sup ut, ) g < C|:J | &(5) lgsy + 1 8(5) |11:|-
0

(La norme f/y provient de la convolution de la transformée de Fourier de
1/] 1% avec un élément de LF)

L’inégalité (85) est valable par densité pour tout g satisfaisant (77).
Il suffit alors de choisir C assez petit dans (77) pour obtenir (81).

Remarque. — Des résultats analogues 4 ceux du théoréme 3.3, (ii) pour-
raient aussi &tre déduits du cas abstrait pour le méme probléme posé sur
un ouvert borné régulier de RN avec conditions de Dirichlet nulles au bord.
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