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RESUME. - Nous avons donne dans une precedente note [7] des condi-
tions suffisantes simples pour la reconstruction effective de densites
spectrales. Il s’avere que le cadre naturel de ces resultats est le probleme
de l’extension de fonctions de type positif dans le cadre multidimensionnel
[6]. Une analyse plus poussee, dans ce cadre, des resultats mentionnes ci-
dessus, montre qu’ils sont applicables au probleme de phases en cristallo-
graphie.

Mots clés : Fonctions de type positif, extensions, entropie et maximum d’entropie, cristallo-
graphie.

ABSTRACT. - In an earlier note [7] we gave simple conditions which
were sufficient for the effective reconstruction of spectral densities. Clearly
the natural setting for these results is the problem of the extension of
positive type in the multidimensionnal case [6]. Further analysis, in this
framework, of the results mentionned above shows that they are applicable
to the phase problem in cristallography. Illustrative examples of such
extensions are given.
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652 A. SEGHIER

INTRODUCTION

Soit A+ une partie finie de 7Ld (Z est l’ensemble des entiers relatifs et
d un entier ~ 1) dont on precisera la nature plus loin. On considere
des fonctions de type positif defmies sur la partie A =A+-A+ de 7Ld,
constituee par les points m - n, avec ... , md) E n + ,

..., 

Soit une suite de nombres complexes tels que cm = Cette
suite est une fonction de type positif si et seulement si pour toute suite

n + de nombres complexes on ait

(ou la somme est etendue a A+ X n + ).

Le probleme aborde dans ce travail consiste a determiner les conditions
pour lesquelles cette suite est la restriction d’une suite de type
positif zd définie sur tout le groupe Autrement dit, existe-t-il une
suite (dk)k E ~a verifiant les conditions suivantes

(a) pour tout k E A, dk = ck

{E) (b) pour toute suite finie (bk) de nombres complexes
(l’indice k varie dans une partie finie de Zd), on a

03A303A3bkbldk -l~0?

Lorsqu’une telle suite (dk)k E Zd existe, on dit que c’est une extension de
(Ck)k e A’
M. G. Krein a etabli (voir [6]) qu’il existe toujours, dans le cas d = l,

une extension repondant au probleme (E).
Dans le cas d>_ 2, A. Calderon [1], d’une part, et W. Rudin [6] d’autre

part, ont montre independamment que le probleme de l’extension decrit
ci-dessus n’a pas toujours de solution.

C’est un theoreme de Hilbert (1888), etablissant l’existence d’un poly-
nome positif (de plusieurs variables) qui ne s’ecrit pas comme une somme
de carre de polynomes, qui a permis a ces deux auteurs de montrer

Fimpossibilite, pour d>_ 2, de l’extension dans tous les cas. Les résultats
que nous proposons dans ce travail permettent des constructions effectives
d’extension grace a une condition suffisante simple.
Un autre aspect important du probleme decrit ci-dessus, dans le cadre

des applications, est le lien etroit de ces questions avec le probleme des
phases en cristallographie, dont voici une breve description : on dispose
d’un nombre fini de coefficients de Fourier, indexes par une partie 
d’une densite electronique (dans notre langage il s’agira d’une mesure
positive sur le 3-tore). Pour une partie de ces coefficients, seuls les modules
seront donnes (les phases sont inconnues).

Il s’agira alors de « reconstruire » cette densite a partir de ces informa-
tions partielles.
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653EXTENSION DE FONCTIONS DE TYPE POSITIF

Le probleme des phases ainsi presente (sous forme simplifiee), corres-
pond exactement au probleme d’extension de fonctions de type positif
(voir A. Calderon et R. Pepinsky [1]).

Composition de l’article :
Nous presentons dans la premiere partie le resultat principal (annonce

sous une autre forme dans [7]), qui sera un theoreme d’extension (construc-
tible). L’extension se presente non pas sous la forme d’une suite (dk)k E Zd,
mais d’un quotient de deux polynomes trigonometriques de plusieurs
variables (et positifs) dont les coefficients de Fourier constituent la suite

(dk)k~Zd solution du problème d’extension (E).
On etudiera dans la seconde partie les proprietes d’extensions extremales

en liaison avec le principe du maximum d’entropie. Nous donnerons
ensuite, comme consequence du theoreme principal, une version para-
metree des resultats precedents.
On supposera plus precisement qu’une partie des donnees depend d’une

famille de paramètres, (ce qui est le cas dans le probleme des phases
en cristallographie, les phases inconnues etant considerees comme des
parametres). Les constructions effectives que l’on obtient prennent en
compte cette dependance. Et la se trouve Finteret de la demarche en vue
des applications.

Notations. - Soit £ un « demi-espace » de Zd caracterise par les pro-
prietes suivantes

1. (0, ..., O)ES.
2. ..., md) E  si et seulement si ( - m 1, ... , - md) ~ ~, excepte

pour le point (0, ..., 0).
3. ~ (ml, ..., md)E et ..., impliquent

. On trouvera dans [4], l’introduction de ces « demi-espaces » par Helson
et Lowdenslager, l’objectif etant de generaliser, dans la theorie de la

prediction, la notion de passe et de futur d’un processus stochastique
multi-dimensionnel (on dit aussi champs aleatoire). On precise a ce niveau
la partie A + dont il a ete question dans l’introduction.

Soit A + une partie finie contenue dans ~,

On note par x : (81, . , , , gd) --~ eiel + ... +ied la fonction exponentielle
definie sur le tore multi-dimensionnel Td, d6 la mesure de Haar associee
et
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654 A. SEGHIER

On note, pour une partie finie M de ~ (M) l’ensemble des polynomes
trigonometriques engendre par les exponentielles {~n, n~M} et

f == L ck xk sera le polynome trigonométrique forme a l’aide de la suite
kEA

finie qui definit la fonction de type positif dont on cherche les
extensions (on notera que f est reelle).
La propriete de positivite de la suite E n peut se traduire par la

relation equivalente suivante :

et ceci pour tout P = 03A3 ak~k~(+). Remarquons que le polynôme f
k EA+

n’est pas forcement positif. Nous supposerons dans la suite que la matrice
(cl-k)(k, l) ~ n + x n + est inversible, elle est donc définie strictement posi-

tive et l’expression (1) ne s’annule que pour le polynome nul. On peut
definir un produit scalaire sur le sous-espace ~ (A+) par :

Considerons la relation suivante qui permet de définir le polynome extre-
mal 1 + Po, dont le role est fondamental par la suite, Po (n*) et

Les intégrales sont etendues a Ud. 
°

Le polynome 1 + Po est 1’element minimal du convexe 1 + P,
(A*) ~. On peut aussi interpreter la relation (2) en observant que

- Po est la projection orthogonale de 1 sur le sous-espace (A*), muni
du produit scalaire defini ci-dessus.
Nous allons decrire des sous-espaces de L2 (Ud) qui seront utiles par la

suite.

Les polynomes Q = 03A3bk~k, k~S, engendrent dans L2 un sous-

espace (de Hardy) H2 (~). On definit H°~~ (~) = H2 (~) n L~ 
Pour une partie W de ~, on notera H2 (W) le sous-espace ferme de

L2 (Ud) engendre par les exponentielles {~w, w E W}.
On notera, pour une partie finie M de 03C0M le projecteur orthogonal

de L2 sur le sous-espace (M) (de polynômes trigonométriques).
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1. CONSTRUCTION D’UNE FONCTION D’EXTENSION
SOUS FORME DE FRACTION RATIONNELLE

Le resultat qui suit presente une extension sous forme de fraction

rationnelle + Po I 2, ou Pi U A’) est un polynôme trigo-
nometrique reel, explicite et ou A’ = s) + A +.

Posons U = (S~B+ et V = SB(S n A) et précisons la forme de
Pi. L’objet de la demonstration du theoreme qui va suivre est l’existence
et l’unicité d’un element g, lorsque la densite h (a construire) s’ecrit sous
la forme

g sera un element de H2 (~/).
Grace a cette construction de g, on pourra definir un polynome D;j

dont le role sera essentiel dans la caracterisation d’extensions positives.
On posera

Le polynôme P1 est alors explicite et s’ecrira

2 est une constante positive qui sera définie en (5).
THÉORÈME 1. - On suppose que ( 1 + Po) -1 (S). On peut alors

construire un polynôme P1 décrit en (3) tel que la fraction rationnelle
h = 1 + vérifie

La fonction h est solution du problème d’extension des que le polynôme P1
est positif.

Preuve. - Comme 1’element - Po est la projection orthogonale de 1
sur le sous-espace  (A*) (par rapport au produit scalaire défini ci-dessus)
1’element 1 + Po est orthogonal au sous-espace  (A*). On a ainsi

Puisque Po (A*), on a

En utilisant la forme integrale du produit scalaire cette derniere expression
s’ecrit

Vol. 8, n° 6-1991.
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Construction de h. - Il s’agit de determiner un element h qui s’ecrit

h = f + g + g, avec g E H2 (V), et h sous forme de fraction rationnelle decrite
ci-dessus. Si un tel element h existe, il verifie necessairement les relations

d’orthogonalite suivantes

Ceci est du a la definition de h et au fait que f verifie des relations

identiques [les relations (4) et (5)].
Remarquons que dans les relations (6) et (7) seules les exponentielles

indexees par interviennent.
Des que la construction de h est realisee, on disposera d’une extension

qui ne sera pas forcement positive. Cependant le polynome D~j decrit

precedemment permettra de caracteriser les extensions positives. Appli-
quant le projecteur (V ~ S) a 1’element ( 1 + Po) h, on obtient

La fonction g + g a chercher vérifie donc l’équation

Si 1’equation precedente a une solution en g, on en deduit immediatement
h (et si h >_ o, la solution du probleme).
Nous allons resoudre 1’equation (9).
Une formulation differente de (9) nous amene a montrer qu’un operateur

est inversible.

Posons, pour J cp = cp. L’opérateur J définit une isométrie.

A ainsi defini est un operateur de H2 (V) dans lui-meme.
Montrons qu’il est inversible.

Étape 1. - On posera désormais 03C0V = x.
Il existe une constante positive y, 0  y  1, telle que

En effet le premier membre de l’inégalité ci-dessus est egal a

Considérons le produit scalaire qui intervient dans l’expression precedente

Annales de l’Institut Henri Poincaré - Analyse non linéaire
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C’est le produit scalaire d’elements

La somme des deux sous-espaces precedents

H’(V)+(l+Po)H~7)=(l+P,)[((l/(l+P,))H~~/)+H~/)]
est fermee. En effet Fhypothese (1 + Po) -1 E H2 () implique que les sous-
espaces ((1+P0)-1)H2(V)~H2(S) et H2(V) sont orthogonaux (on rap-
pelle que V est strictement contenu dans S). Comme ils sont fermes dans
L2 leur somme est aussi fermee dans cet espace. En multipliant la
somme de ces sous-espaces par 1 + Po on obtient immediatement que la
somme H2 (V) + (1 + Po) H~/) est fermee, et que

Ceci equivaut d’apres un lemme classique a l’assertion suivante : il existe
une constante y, 0  ~y  1, telle que pour tout couple

et verifiant II = 1, on ait

Cette inegalite entraine une majoration de la norme En effet
soit un element de et 1 un element quelconque de
H2 (V),on a

Ainsi le produit scalaire dans (12) peut etre majore

et la norme dans l’expression (11) est minoree par

Etape 2. - Il existe une constante m > 0 telle que ~u~ H2 (V) on ait

Supposons le contraire : il existe une suite (un), un E H2 (~/), de norme
minoree par une constante positive (on prendra par exemple un verifiant
I ~ (1 + Po) Un 1/ = 1, cela est possible car inf I 1 + Po ~ > 0), telle que
I x (1 + Po) un + x (1 + tende vers zero.

L’inegalite (12) implique immediatement que ~03C0 (1 + Po) et

tendent respectivement vers zero et vers 1, lorsque
n tend vers l’infini [I est 1’operateur identite sur H2 (S ) et

(1 + E H2 (~)].

Vol. 8, n° 6-1991.
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Il s’ensuit que la reste bornee. D’autre part,
comme ( 1 + Po) H2 (~/) est contenu dans H2 (~ (~ A), sous-espace
engendre par les exponentielles indexees par S n A, et que ~ n A est une
partie finie de 7Ld, les deux sous-espaces precedents sont de dimension
finie. La boule unite de ce sous-espace etant compacte et la suite

~ (I - ~) (1 + Po) bornee, on peut en extraire une sous-suite qui converge
vers un element Wo du sous-espace correspondant. Ce sous-espace etant
fermé, il existe un element qo E H2 (0/) tel que

Cet élément verifie ce qui
signifie encore que soit To ce polyn6me; il vérifie
la relation ~~, (To/(l + Po)) = 0, avec W == S n A = 
Montrons que To est nul. Pour cela posons la relation

précédente est équivalente au systeme lineaire suivant :

Comme cp E H2 (S), cp (k - j) = 0 pour k - j ~ - S et j, le système linéaire
est triangulaire (par rapport a un ordre bien choisi de la partie W), en
outre cp (0)= 1. Il s’ensuit que le systeme lineaire (13) a une solution unique
qui equivaut a To=0. Ceci contredit le fait ( ~ =1.
L’hypothese faite au debut de 1’etape 2 est donc absurde et il existe bien

Il s’ensuit de cette inégalité
et de l’inégalité (12) de 1’etape 1 qu’il existe une constante positive m > 0
telle que l’on ait

Étape 3. - Montrons que l’opérateur défini dans (3) est inversible. Soit
~ _ le projecteur orthogonal de L2 sur H2 (V). On considere l’opérateur
suivant

def 
_

Cet operateur defini sur u E H2 (V)", dans lui-même est auto-
adjoint. En effet on a

Ce qui montre que 1’operateur ci-dessus est auto-adjoint. D’autre part, on a

Annales de l’Institut Henri Poincaré - Analyse non linéaire
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Par construction, l’expression (*) ci-dessus est egale a

Cette norme est minoree d’apres l’inégalité (14) par 2 m I ~ u ~ ~ 2 - m I ~ 
L’operateur A etant auto-adjoint, cette condition implique qu’il est inversi-
ble sur Cela signifie que 1’equation

a une solution unique u + u, et grace a l’unicité de la decomposition
orthogonale, il s’ensuit que 1’equation

a aussi une solution unique u + u. Ainsi 1’operateur A est inversible sur
H2 (W) et la fonction g + g = ~ -1 ( - ~~, ( 1 + Po) _ f’)) repond a la question.

ftape 4. - Construction de la fonction d’extension.
Soit donc h = f + g + g, où g a ete obtenue dans 1’etape precedente.

L’element h verifie donc

(Les proprietes de f et de g+ g sont transferees a h).
Grace a cette construction de h, on peut determiner le polynome D~j

qui va caracteriser les extensions positives.
En effet rappelons que (1 + Po) (g + g) + ( 1 + P o)f).
Ce polynome va nous permettre d’expliciter le polynome P~ 1 qui inter-

vient dans la description de h.

Précisons la forme de la fonction d’extension h.
Nous avons d’abord

Ces relations sont une consequence simple des proprietes de h. Comme h
est reelle, les relations d’orthogonalite (8) son verifiees par passage au
conjugue, et on a

ou A’ _ (A ~ S~) + A + (A + etant le spectre de 1 + Po).
On a d’autre part, pour tout m E A’

Vol. 8, n° 6-1991.
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Posons alors
le polynome trigonometrique reel dont les coefficients

sont

t/

Comme h est reel, par conjuguaison les relations precedentes s’etendent a
tout 

Notons a ce niveau que la technique precedente s’inspire de la demons-
tration du theoreme Helson-Lowdenslager-Szëgo [3].

Determinons enfin la forme de P l’ On a

Comme (1 les expressions précédentes sont egales a

Ceci et ce qui precede implique que comme

annonce en (3).
On obtient ainsi + Po I2, p. p., la fonction d’extension annoncée

par le theoreme.
Il est clair alors que h est une solution du problème d’extension dès que

P est positif

Remarque. - Le polynome P 1 depend etroitement du polynome D ~
qui aura une part essentielle dont la determination d’extensions positives
et extremales

Il jouera un role « d’obstruction » que 1’on precisera plus loin.

II. EXTENSIONS EXTREMALES ET NON EXTREMALES

Parmi les solutions (eventuelles) du probleme d’extensions que l’on

obtient, celle qui correspond (polynome constant) a une interpreta-
tion remarquable et qui nous permettra d’etablir le lien avec la theorie de
la prediction de Helson-Szego.
Nous noterons he cette extension extremale dans un sens que nous allons

preciser. Nous avons ainsi (E 1 ) : he = ~.2/ ~ 1 +Po 12.

PRINCIPE DU « MAXIMUM D’ENTROPIE »

D’apres notre construction, l’extension extremale est obtenue si et seule-
ment si le polynome d’obstruction D~j est nul. Supposons qu’il en est

ainsi. Notons par la classe de toutes les extensions cp (positives)
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repondant au problème (E) pose dans l’introduction et verifiant la condi-

tion Log cp d6 > o. L’extension extrémale he est parmi les elements de F
(qui n’est pas vide puisqu’elle contient au moins he), celle qui rend maxi-
male 1’integrale ci-dessus.
En effet :

THÉORÈME 2. - On suppose toujours ( 1 + Po) -1 E (S).
(i) Pour qu’il existe une solution extrémale, he, au problème d’extension

(E), de la forme (E 1 ), il faut et il suffit que le polynôme d’obstruction D v
soit nul.

(ii) L’extension extrémale he, lorsqu’elle existe, vérifie

Preuve. - Nous allons utiliser de maniere essentielle un theoreme de
Helson et Lowdenslager, generalisant un theoreme de Szegö [4]

où 03C8~ 0, B)/ et Log 03C8 integrables et 03B3n x" sont des polynomes trigono-
metriques dans H2 (S*) (avec * = SB{ (0, ..., 0)}).
Par definition de la classe on a pour tout et tout P (A*).

il s’ensuit du théorème precedent l’inégalité
suivante

Nous avons par ailleurs Log he d03C3. En effet, comme

he = ~,2/I 1 + Po (2 et que par hypothese un theoreme
de Helson-Lowdenslager ([3], p. 181) affirme que

Vol. 8, n° 6-1991.
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Comme la valeur moyenne du polynomc 1 + est egale a 1, le premier
membre de 1’egalite ci-dessus est egal a zero. Il s’ensuit alors que

~2 = exp Log he d6 et le theoreme est prouve.
1. Entropie maximale

Nous pouvons definir l’entropie grace au theoreme de Helson-Low-
denslager et des inégalités (E2), etablies dans la demonstration du theoreme
precedent. Soit une suite type positif (ou M = M + - M + et

M + On pose on considere l’expression suivante

On supposera dans la suite que so = 1. Le nombre entr (s) est parfaitement
défini et on a - On appellera ce nombre entropie de la suite
de type positif 

L’interpretation geometrique est evidente : la suite E M induit, des
que la forme quadratique qui apparait dans l’expression (E2) est definie
positive, une structure euclidienne sur le sous-espace ~ (M +) de polynomes
trigonométriques. L’entropie de est le logarithme du cosinus de
l’angle que forme le polynome 1 avec le sous-espace supplementaire
(M + *). Le lien est d’autre part evident avec la théorie de la prediction

de Helson-Szego.
Les fonctions de type positif peuvent representer les correlations de

processus gaussiens stationnaires indexes par Le theoreme de Bochner

caracterise les fonctions de type positif defnies sur tout 7Ld comme etant
les transformées de Fourier d’une mesure positive sur lfd.

Ces deux faits nous permettront de transporter toutes les notions liees
a l’entropie et definies dans des structures hilbertiennes dans le cadre des
processus gaussiens stationnaires indexes par Z~.

2. Interpretation du maximum d’entropie dans le cadre de l’extension
des fonctions de type positif

On note par (s) la classe des suites de type positif (dk)k E ~a (les suites
de type positif sont definies dans l’introduction) telle que toute suite de la
classe verifie : 

Le theoreme de Calderon-Rudin [1] et [5] affirme que la classe 
peut etre vide, pour d >__ 2.
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On ne sait pas caracteriser les suites s = telles que

~M(s)=~.
Dans le cas (s) =/= 0, se pose alors le probleme de l’unicité ou de la

non-unicite de l’extension. Dans un article datant de 1959 [3], A. Devinatz
propose une condition suffisante assurant l’unicité de l’extension dans le
cadre ci-dessus (et aussi dans le cadre du groupe continu ~2).

Il est remarquable, dans le cas de Z2 et M = ~ (i, j) E ~2, 0 __ i, j __ n ~ ),
que l’unicité se traduise par le caractère singulier des matrices de

Tceplitz i =1, 2, of M 1= ~ ( j, o), 0 _ j __ n ~ et

M2 = ~ (o, j), 0 __ j __ n ~. Ce n’est cependant qu’une condition suffisante.

Lorsque la matrice est inversible l’extension n’existe pas ou n’est pas
unique. Le travail precedent montre alors que si le polynome P~ (explicite)
est positif alors l’extension est possible et la methode fournit un element
explicite de  M (s).
Ce commentaire etant fait, revenons a la notion d’entropie. On

peut interpreter les relations (E2) par l’algèbre lineaire. Lorsque la

forme quadratique induite par est definie positive, on a

En termes de prediction lineaire, on dit
que l’on a une prediction parfaite.
Dans le cas de non-unicite de l’extension chaque element h = (hk)  M (s)

a une entropie ent (h). Par definition meme de l’entropie on a 
ent (h) _ entM (s).
Remarquons que n’appartient pas a si mais

permet seulement de definir cette classe.
Dans le cas ~=1, d’apres le theoreme 2 ci-dessus et un theoreme de

G. Szëgo qui affirme que le polynome 1 + Po ne s’annule pas sur T, il
existe un element ho de  M (s) tel que entM (s) = ent (ho) = max (ent (h)).

h 6 ~M (S)

On dit alors que ho realise le maximum d’entropie. Remarquons, en
passant a la forme duale par la transformation de Fourier, que l’on a

Lien avec le theoreme de Szego-Kolmogorov-Krein

Soit p (h) la mesure positive sur le tore T dont les coefficients de Fourier
(h)) (k) = hk (théorème de Bochner). D’après un théorème classique des

trois auteurs cites ci-dessus, on a entr (h) = Log ~,’ (h) dcr ou 11’ (h) est la

partie absolument continue (par rapport a la mesure de Lebesgue), de la
mesure p (h). Par le biais de ce theoreme on peut donner une interpretation
du maximum d’entropie en termes de prediction lineaire. En effet la

Vol. 8, n° 6-1991.
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quantite exp (ent (h)) est l’erreur de prediction lorsque on approche le
polynome 1 par sa projection sur le sous-espace (H~ (~~) (S *).

Ainsi parmi les mesures (h), h (s), celle qui realise l’erreur de
prediction la plus grande est la mesure de densite ho définie ci-
dessus. Dans le cas d’indetermination, choisir ho a l’aide du maximum
d’entropie dans la classe ~ M (s), consiste a prendre la mesure qui realise
la « pire » prediction, ou encore celle qui introduit le moins d’informations.

Autres interpretations de I’ entropie

Il y a d’autres interpretations possibles, par exemple le caractere marko-
vien du processus gaussien sous-jacent. Nous n’aborderons pas cet aspect
des choses dans ce travail. Le lecteur desireux d’approfondir la question
se reportera a [13].
Le fondement probabiliste du choix de l’entropie precedente est etabli

dans un article de J. Chover [ 11 ], 1961.
L’utilisation de la technique du maximum d’entropie par le geophysicien

J. P. Burg [9] en Theorie du Signal (stationnaire) s’est révélée tres feconde
pour la synthese (ou la reconstruction) de densites spectrales. On se

reportera aussi au dernier travail de D. Z. Arov et de M. G. Krein [8].

Approximation par maximum d’entropie

Choisir un element /~ de ~ M (s) consiste a approcher le « vrai » element
h" E ~ M (s) dont on ne connait que les composantes en nombre fini
(hv, k)k E M - M~ Soit 8 un ccart defmi sur ~ M (s) et « diam » le diametre
de FM(s) defini par diam (FM (s)) = max (03B4 (h, h’)). La qualité de

l’approximation, relativen1ent a l’écart 03B4, d’un element hv de FM (s) par
un element hi de la meme classe, en observant que

dependra donc de la « taille », relativement a 1’ecart 6, de la classe (s).
Ce qui vient d’etre decrit ci-dessus correspond a un principe de reconstruc-
tion dans le cas d’indetermination (on dit aussi ambiguïté en cristallo-
graphie) suivi d’une estimation de la qualite de l’approximation.

L’état des choses

La notion d’approximation d’une densite positive f (de probabilité ou
de densite spectrale) par une densite positive obtenue en maximisant
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l’entropie - Jp logp d03C3, of p parcourt

a ete proposee par D. Dacunha-Castelle.
Son eleve E. Gassiat [12] a etabli, dans le cadre ci-dessus des inégalités

intéressantes et surtout a mis en evidence, par des simulations numeriques
l’excellente qualite sommatoire par maximum d’entropie comparée à celle
obtenue a l’aide de noyaux classiques tels que le noyau de Fejer, etc.,

lorsque (f (k))k M = [- n n], (la dimension est toujours d= ~) sont les
coefficients d’une densite de probability f presentant des « pics » tres

prononces (proche d’une combinaison de mesures de Dirac).
D. Dacunha-Castelle m’a alors propose de reflechir a ce phenomene.

Tous les efforts faits en ce sens n’ont permis que 1’amelioration des
inegalites de E. Grassiat et le phenomene est reste encore inexplique.
Le problème de l’extension effective des fonctions de type positif m’a

convaincu qu’un autre « angle d’attaque » etait necessaire. L’idée ~, retenir
est que, dans le cadre qui nous interesse, la qualite de l’approximation est
due plus a la « taille » de la classe (s), qui est définie de maniere plus
générale et plus intrinseque que la classe  M (s), que la propriete particulière
de telle ou telle fonctionnelle d’entropie définie sur les elements des classes
considerees. Nous reviendrons cependant sur le sens du choix d’une fonc-
tionnelle d’entropie donnee a la lumiere de recents resultats [2].
Pour mesurer la « taille » de la classe des extensions (non reduite a un

point), il est necessaire d’introduire un ecart, lie eventuellement a la

fonctionnelle d’entropie, pour rendre les calculs effectifs. Grace aux resul-
tats de A. Devinatz [3] concernant 1’unicite de l’extension, (on a une

condition necessaire et suffisante dans le cas d= l, et une condition suffi-
sante dans le cas d> 1) et la mise en place de la notion d’entropie ci-
dessus, on definit un ecart sur dans le cas J= 1, (1Vf = [ - n, n]), par

On a ainsi un encadrement du diamètre de FM (s)

Le rapport des determinants est obtenu (numériquement) comme l’élément

aO,O) de la matrice (TM + (s)) -1= (am, n) E ~ + x ~ + - Nous constatons que
cette definition est parfaitement coherente avec le cas particulier ou la
classe g- M (s) est consitutee d’un seul element, i. e. une extension unique.
En effet, d’apres le resultat evoque ci-dessus (Lemme 5.1, p. 125 [3]) nous
avons det T M+ = 0 si et seulement si l’extension est unique. On a alors
dans ce cas
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Le diametre de ff M (s) sera « petit », et donc l’approximation « bonne »,
dans deux cas (ou la combinaison des deux). Le premier cas consiste en
une suite dont les termes sk constituent les coefficients de
Fourier d’une densité positive assez régulière, nous obtenons une estima-
tion de Fecart b ( f , hn), ou hn est Felement de ø; M (s) realisant le maximum
d’entropie dans la classe (la dimension d est egale a 1). La qualite de
l’approximation augmentera en fonction de la croissance du cardinal de
M. On observera dans ce cas que les coefficients de la densité f convergent
(assez vite) vers zero (voir [7]).

Le deuxieme cas ou l’approximation est « bonne » est celui ou le dia-
metre de FM(s) est « petit » du fait que exp (entM (s)) est petit. Ceci
caracterise les transformées de Fourier de mesures « proches » de mesures
singulieres. Dans ce cas les coefficients de Fourier tendent tres lentement
vers zero.
Dans le cas d= 2, un autre resultat d’A. Devinatz (Theoreme 1’, p. 111

[3]), donne la condition suivante :
Soit s = (sk, ~)~k~ suite de type positif indexee par

et M ( 1 ) _ [ - m, m] X ~ 0 ~, M (2) _ ~ 0 ~ X [ - r~, n]. On suppose que les suites
s ( 1 ) _ (sk, o)~k, o~ E M ~ 1 ~ et s (2) _ (so,1)~0~ 1 > E M ~2~, admettent chacune une

extension unique, alors la suite s = (sk, l)(k, ~ > E M admet une extension unique.
En se basant sur ce dernier resultat, on peut definir un « écart » 8 qui

prendra en compte les entropies des « sections » s(1) et s (2) de la suite s.
Il est cependant necessaire, pour confirmer cette analyse, de mesurer la

proximité de deux elements de ff M (s) en introduisant une norme sur leurs
coefficients (ceux qui sont indexes par par exemple

On estimera alors cette norme en fonction de exp (entM (s)).
Nous esperons etablir des resultats dans ce sens prochainement.

Choix de l’entropie en fonction du type de contraintes a priori

D. Dacunha-Castelle et F. Gamboa ont montre, dans un travail

recent [2] dans un cadre plus general, que la prise en compte de contraintes
a priori dans un probleme de reconstruction de densités physiques, pouvait
determiner le choix d’une fonctionnelle d’entropie. Ceci apporte un eclai-
rage decisif dans le debat qui agite tous les auteurs concernes par l’utilisa-
tion du maximum d’entropie.

L’autre aspect important dans ce travail est la possibilité de proposer
des fonctionnelles d’entropie dans le cas ou les contraintes sont non

lineaires.
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La jonction avec Fidee que la qualite de l’approximation depend de la
taille s’etablit par le constat simple que toute contrainte (ou information)
supplémentaire a pour effet de réduire la classe des extensions retenues et
par la meme la « taille » de la classe. Le principal probleme (pour les
applications) est la construction effective d’une extension au moins.

Les commentaires qui viennent d’etre faits sur le principe du maximum
d’entropie, aussi bien sur les questions mathematiques qu’il soulève n’ont
pas encore de reponses complètement satisfaisantes, sont motives par la
tres grande importance prise par l’application de ce principe dans les

problèmes de reconstruction. On peut signaler des applications en cristallo-
graphie ([10], [5]), en Physique, en Theorie du Signal et en Image.
Le resultat que nous proposons, dans le contexte precis décrit dans

l’introduction, nous permettront de decrire (lorsque cela est possible) toute
une famille parametree d’extensions. Ce qui pourrait faire avancer le

probleme des phases en cristallographie ou les contraintes sur les coeffi-
cients ne sont pas linéaires.

Revenons au resultat principal de ce travail et a ses consequences.

VERS LES APPLICATIONS : extensions non extremales

Soit A = A ( 1 ) U A (2) la partie finie de Z~ introduite au debut de l’article.
Les coefficients qui definissent la fonction de type positif sont repartis en
deux sous-ensembles. Dans le premier les ek, k E A (1) sont connus, dans le
second les keA(2) dependent d’un paramètre t. Il s’agit de
construire des extensions appartenant a ff A en faisant varier le parametre t
(qui selon les donnees du probleme varie dans un certain ensemble).

Voici deux consequences du theoreme 1.

Extensions parametrees

On note par D~,, le polynome d’obstruction defini dans la demonstra-
tion du theoreme 1. Soit P1, t = F t) le polynôme qui intervient dans
l’expression de l’extension du theoreme 1 (F est la fonction qui permet de
construire P 1, t a l’aide de t).

COROLLAIRE 1. - (i) l’ensemble des indices t = t2>>

défini par les inégalités suivantes

Alors l’ensemble g = {P1,t/|1 + t E (2)}, constitue une famille d’ex-
tensions paramétrées de la , fonction de type positif définie par la famille

E A (1) ~ A (2)~
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(ii) (a) = 0 }. Les extensions extrémales sont alors
obtenues pour t ~ g et ont pour expression

oic t est une constante qui ne depend que des données.
(b) L’enveloppe convexe de g constitue aussi une famille d’extensions.

Lien avec le probleme des phases en cristallographie

En cristallographie, dans une modelisation simplifiée, le probleme des
phases se formule exactement de la meme manière.
Une densite electronique qui sera une estimee de la « vraie » densite

appartient a ~ n ~ 1 ~ ~ n ~2~, ou 1 >, sont les coefficients de Fourier (de
la densite electronique) connus (cm = ~ ~2>, dont on ne connait

que les modules (les phases sont inconnues).
On note par p la densite electronique a estimer. On pose comme

precedemment A==A(1) U A (2), et soit ( p (k))k E n, les coefficients de Fou-
rier relatifs a la partie finie A. Ils définissent une fonction de type positif.
On obtient en reecrivant le corollaire precedent :

COROLLAIRE 2. - Soit p (k), k E A, les coefficients de Fourier de p.
On suppose connus les coefficients indexes par k E A (1). On ecrit

( p (k) _ ~ On suppose connus les modules I p (k) ~, , mais pas
les phases Alors si les conditions suffisantes du corollaire precedent sont
satisfaites, les extensions fournies par ce corollaire constituent, lorsqu’on
remplace (Ck)k E A par ( p (k)k E A et t = (tk)k E A (2) par les phases ((Pk)k E A (2), des
extensions de densité electronique qui seront autant d’estimées de cette

densite.

Exemples d’extensions de fonctions de type positif

Nous donnons, dans le chapitre suivant, une serie complete et variee
d’exemples illustrant les resultats etablis ci-dessus.

Il faut cependant souligner que ces calculs ne peuvent etre faits qu’a
l’aide du theoreme precedent.

Ces exemples, traites a la main, montrent qu’il est possible de calculer
explicitement les solutions. Deux systèmes lineaires, 1’un de dimension

finie, l’autre de dimension infinie, dependant de parametres suffisent a
determiner les extensions cherchees. Nous donnerons dans la partie III
des details sur leur (remarquable) structure.
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III. EXEMPLES D’EXTENSIONS DE FONCTIONS
DE TYPE POSITIF

On considere des fonctions de type positif definies sur une partie (finie)
A = A + - A + ou A+ est une partie (finie) Cela correspond, rappe-
lons-le, a la donnée d’une suite de nombres complexes (cm, n) ou (m, n) E A,
telle que pour toute suite (ak, l), (k, ~ E A +, de nombres complexes, on ait

dans la somme ci-dessus ((k, /), (k’, 1’)) parcourt A+ x A +
Soit TA. _ (Cm _ m’, n - n’)((m, n), (m’, n’)) E A’ x A’ of A’ c A +, la matrice de T0153plitz

associee a A’ et a la suite donnee (cm, ~).
Une condition necessaire et suffisante pour realiser (1) est que 

pour toute partie A’ c A + (théorème de Herglotz 1911).

APPLICATION DU THEOREME D’EXTENSION

La determination pratique de la famille d’extensions parametrees neces-
site la resolution de deux systemes lineaires dependant de parametres. Le
premier systeme qui permet de determiner le polynome Po, est d’ordre

(card (M +))2, et de structure particuliere (de Toeplitz). Le second systeme
lineaire qui sert a determiner le polynome P 1 est un systeme lineaire
infini. On constate cependant que ce systeme presente une caracteristique
remarquable, celle d’avoir une structure de blocs-T0153plitz. C’est une situa-
tion qui est favorable pour notre objectif, car la resolution de tels systemes
infinis revient a la factorisation d’une fonction definie sur le tore T et a
valeur des matrices carrees. Ces problemes ont deja fait l’objet de travaux
et des solutions completes sont etablies.

Voici cependant quelques exemples traites « a la main ».
Soit A + _ ~ (0, 0), (1, 0), (0, 1 ) ~ . On a alors A = ~ ( -1, 1), (0, 1 ), ( -1, 0),

(0, 0), (1, 0), (0, 1), ( 1, -1 ) ~ .
Le but de ce qui suit est de construire une extension de (1) sous la

forme d’une suite (dk,l) verifiant la meme relation que (1), mais pour des
indices (k, I) variant dans Z2 tout entier et satisfaisant a la contrainte

(2) 

PRESENTATION DE L’EXEMPLE NUMERIQUE

Nous suivrons la demarche de la demonstration du theoreme.

Etape 1. - Determination du polynome extremal.
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Les donnees sont co, o =1, c 1, o = co, -1= oc, c 1, -1= c 1 ~ -1- ~ ~
Soit T~ la matrice de Tceplitz associee a cette suite

Les conditions de positivite de la forme definie par (1) sont

Les coefficients du polynome extremal sont donnes par

avec

et le polynôme est t + Po = 1 + + aei82 .

Étape 2. - Construction du polynome h = + Po I2, dont la pro-
priete est d’avoir des coefficients de Fourier egaux a Ck, lorsque (k, l) E A, h
est reel, mais non necessairement positif (il ne repond pas au probleme
pour le moment).
On note par le projecteur orthogonal de L2 (If 2) sur Ie sous-espace

engendre par les exponentielles xi x2 ou (k, On peut definir Ie
« demi-plan » S de Z2 par la relation {(m, n) ~ S equivaut a (ni, n) = (0, 0)
ou (m, n) verifie ~,m + vm > o, avec u/v irrationnel tres proche de zero}.

Posons n = (S n U = n~n +, ~ _ ~~n.
Calcul de DQJ = (1 + Po) (p +p) + (I + Po) f.
pest la solution de (1) ~~, ( 1 + Po) ( p + p) _ - ~~, ( 1 + Po) f.
Posons (k, L’existence de pest prouve dans Ie

theoreme. On a

ou
Comme dans I’ exemple U = ~ ( 1, - 1 ) ~, on obtient

Calcul de
On a

On verifie aisement que les coefficients (egaux a de x 1 et x2
sont nuls, ce qui est attendu grace a la construction de 1 + Po.
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Les deux calculs precedents nous permettent d’ecrire

on pose alors

Calcul du polynome P 1

D’après la demonstration du theoreme, on a :

Or par construction, on a V (m, n) E S,

Comme d’autre part Pj~ est reel, on a

On a ainsi explicitement la fonction annoncee par le
theoreme.

CONDITIONS SUFFISANTES D’EXTENSION

Remarquons que a est une fonction de a et P et que y 1, _ 2 s’obtient

grace au systeme lineaire décrit plus haut. On reviendra sur la determina-
tion pratique de ce coefficient.

Extention extremale

La condition necessaire et suffisante (ou relation d’obstruction) pour
que h soit solution du problème du maximum d’entropie decrit plus haut,
en particulier c’est-a-dire constitue une extension de type positif
definie sur tout ¿2, est

Comme yl, _ 2 est obtenue en fonction de a et P (precise plus loin) cette
relation nous donne, en tenant compte des contraintes pour assurer la
forme definie ci-dessus, les parametres a, P qui repondent au probleme.
Avant de preciser un peu plus les parametres, nous faisons une remarque

dans ce qui suit.
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Extension non extrémale

La relation d (rl, ~3) = 0 nous assure une construction optimale dans le

probleme d’extension pose plus haut. On peut cependant obtenir une
famille paramétrée d’extensions des que, dans l’expression de h, le

polynome P~ est positif. Cela est possible lorsque d (a, P) est proche de
zero, c’est-a-dire dans le « voisinage » de la condition d’obstruction.

Ainsi dans le cas extremal precedent a, P sont choisis sur la courbe
~i) = 0 (limitee par les contraintes etablies au debut du chapitre).

Determination pratique des coefficients d’extension

En principe le systeme lineaire (2) ci-dessus permet de determiner tous
les coefficients de p (ou de h a partir d’un certain rang). La relation
d’obstruction ne necessite qu’un nombre fini de coefficients ceux

indexes par et dans notre exemple un seul point. Remarquons
que, bien que tout le systeme ne soit pas nécessaire (seuls les indices

proches de la frontière de ~ interviennent), le sous-systeme lineaire est de
dimension infinie

Cependant la structure particuliere de l’exemple nous permet d’obtenir
exactement le terme cherche ~y 1, - 2 ~
En effet le systeme ci-dessus revient a resoudre le systeme suivant

C’est une structure de matrice de Tceplitz infinie que l’on sait classiquement
resoudre.

Remarque importante

La structure du systeme lineaire infini ci-dessus est connu sous le nom
de systeme Bloc-Tceplitz dont la resolution se ramene a la factorisation
d’une fonction matricielle.
Dans notre cas cela se ramene a la factorisation d’une fonction scalaire

Revenons aux calculs.
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Dans ce systeme et X1= yl, - 2 le coefficient cherche. On

remarquera que pour établir la relation (0), nous n’aurons besoin que de
Xo, en effet, on a

et Xo = - ( 1 /2) a ( 1- ( 1- 4 a2) 1 ~2, comme a = - a/( 1 + ~i).
La relation d’obstruction est particulierement simple

d (a, P) = 0 equivaut a a2 = 0.

Nous pouvons construire avec cette relation tous les exemples que nous
souhaitons, pour peu que les paramètres a et P verifient les conditions

imposees au debut.

Procedure de calcul

Exemple 1. - Soit a = .5, donc .25 vérifie la conditon d’obstruc-
tion (0). La fonction extremale h du theoreme est égale a

h = (3/5)/(1. 32 - .8 cos (61) - .8 cos (02) + .32 cos (O~ - 82).
Un petit programme (sur micro) permet de donner les coefficients de h
suivants

Exemple 2 (contre-exemple). - On prend toujours a = .5 mais (3 = .3 ne
verifie pas la relation d’obstruction (0).
La fonction

ou a = - .3846, a pour coefficients de Fourier h (0 . 0) _ .963 (au lieu de 1 );
h (0 . 1 ) = h ( 1 . 0) _ .454 (au lieu de .5) et ne constitue pas une extension
cherchee. Remarquons que dans le cas de ~, de telles fonctions repondent
au probleme d’extension. Le problème multidimensionnel est d’une nature
beaucoup plus complexe.

Exemple 3. - Les paramètres oc, 03B2, a sont les mêmes que dans l’exemple
precedent. La fonction est telle que P 1 est positif (Q est positif par
construction, dont l’expression est donnee dans l’exemple 2). On a

Les coefficients de Fourier de P l/Q sont
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La fonction ci-dessus a des coefficients qui ne verifient pas la condition
d’obstruction (0) (elle n’est pas extremale), mais repond neanmoins au
probleme d’extension de fonction de type positif defini ci-dessus, car elle
repond a la condition suffisante d’extension au sens large definie ci-dessus.

Exemple 4. - Dans cet exemple nous prenons a = .8, ~3 = .9.
Les calculs montrent que la fonction P 1 /Q definie comme precedemment

a des coefficients de Fourier, ceux indexes par A sont egaux respectivement
a 1, a, a, P, mais que :

n’est pas positif, et ne repond donc pas au probleme de l’extension.

Exemple 5. - Dans cet exemple on prend a = .9, .8, on obtient
a = - .5. Le polynome 1 + Po peut s’annuler. On se trouve au bord du
domaine de validite des conditions suffisantes enoncees dans le theoreme.
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