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REsuMmE. — Nous avons donné dans une précédente note [7] des condi-
tions suffisantes simples pour la reconstruction effective de densités
spectrales. Il s’avere que le cadre naturel de ces résultats est le probléme
de I’extension de fonctions de type positif dans le cadre multidimensionnel
[6]. Une analyse plus poussée, dans ce cadre, des résultats mentionnés ci-
dessus, montre qu’ils sont applicables au probléme de phases en cristallo-
graphie.
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ABSTRACT. — In an earlier note [7] we gave simple conditions which
were sufficient for the effective reconstruction of spectral densities. Clearly
the natural setting for these results is the problem of the extension of
positive type in the multidimensionnal case [6]. Further analysis, in this
framework, of the results mentionned above shows that they are applicable
to the phase problem in cristallography. Illustrative examples of such
extensions are given.
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652 A. SEGHIER

INTRODUCTION

Soit A, une partie finie de Z¢ (Z est ’ensemble des entiers relatifs et
d un entier =1) dont on précisera la nature plus loin. On considére
des fonctions de type positif définies sur la partie A=A, —A, de Z%
constituée par les points m—n, avec m=(my, ..., mHecA,,
n=(ny, ..., n)eA,.

Soit (c¢,).ca une suite de nombres complexes tels que ¢, =c_,. Cette
suite est une fonction de type positif si et seulement si pour toute suite
(@) o o, de nombres complexes on ait

Y apaye, ;20 (ol la somme est étendue a A, X A ).

Le probléme abordé dans ce travail consiste a déterminer les conditions
pour lesquelles cette suite (), ., €st la restriction d’une suite de type
positif (d,), . ¢ définie sur tout le groupe 7%, Autrement dit, existe-t-il une
suite (dy), . z¢ vérifiant les conditions suivantes

(a) pour tout ke A, d,.=c,
(E) (b) pour toute suite finie (b,) de nombres complexes
(I'indice k varie dans une partie finie de Z%), on a
P

Y2 bibd 207

Lorsqu’une telle suite (dk), .z existe, on dit que c’est une extension de
(Cien

M. G. Krein a établi (voir [6]) qu’il existe toujours, dans le cas d=1,
une extension répondant au probléme (E).

Dans le cas d=2, A. Calderon [1], d’une part, et W. Rudin [6] d’autre
part, ont montré indépendamment que le probléme de I’extension décrit
ci-dessus n’a pas toujours de solution.

C’est un théoréme de Hilbert (1888), établissant I'existence d’un poly-
noéme positif (de plusieurs variables) qui ne s’écrit pas comme une somme
de carré de polyndémes, qui a permis a ces deux auteurs de montrer
I'impossibilité, pour d=2, de I’extension dans tous les cas. Les résultats
que nous proposons dans ce travail permettent des constructions effectives
d’extension grace a une condition suffisante simple.

Un autre aspect important du probléme décrit ci-dessus, dans le cadre
des applications, est le lien étroit de ces questions avec le probléeme des
phases en cristallographie, dont voici une bréve description : on dispose
d’un nombre fini de coefficients de Fourier, indexés par une partie de Z°3,
d’une densité électronique (dans notre langage il s’agira d’une mesure
positive sur le 3-tore). Pour une partie de ces coefficients, seuls les modules
seront donnés (les phases sont inconnues).

Il s’agira alors de « reconstruire » cette densité a partir de ces informa-
tions partielles.
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EXTENSION DE FONCTIONS DE TYPE POSITIF 653

Le probléme des phases ainsi présenté (sous forme simplifiée), corres-
pond exactement au probléme d’extension de fonctions de type positif
(voir A. Calderon et R. Pepinsky [1]).

Composition de larticle :

Nous présentons dans la premiére partie le résultat principal (annoncé
sous une autre forme dans [7]), qui sera un théoréme d’extension (construc-
tible). L’extension se présente non pas sous la forme d’une suite (d,), . 9,
mais d’un quotient de deux polynémes trigonométriques de plusieurs
variables (et positifs) dont les coefficients de Fourier constituent la suite
(d)y « 22 solution du probléme d’extension (E).

On ¢étudiera dans la seconde partie les propriétés d’extensions extrémales
en liaison avec le principe du maximum d’entropie. Nous donnerons
ensuite, comme conséquence du théoréme principal, une version para-
métrée des résultats précédents.

On supposera plus précisément qu’une partie des données dépend d’une
famille de paramétres, (ce qui est le cas dans le probléme des phases
en cristallographie, les phases inconnues étant considérées comme des
paramétres). Les constructions effectives que 1’on obtient prennent en
compte cette dépendance. Et 1a se trouve I'intérét de la démarche en vue
des applications.

Notations. — Soit S un « demi-espace » de Z“ caractérisé par les pro-
priétés suivantes
1. (0, ..., 0)eS.
2. (my, ..., my)eS si et seulement si (—m,, ..., —my)¢S, excepté
pour le point (0, ..., 0).
3. {(my, ...,m)eSet(n, ..., n)eS} impliquent
(m,+n, ...,my+n)es.

On trouvera dans [4], I'introduction de ces « demi-espaces » par Helson
et Lowdenslager, I'objectif étant de généraliser, dans la théorie de la
prédiction, la notion de passé et de futur d’un processus stochastique
multi-dimensionnel (on dit aussi champs aléatoire). On précise a ce niveau
la partie A, dont il a été question dans Iintroduction.

Soit A, une partie finie contenue dans S,

A=A ~A,={m—n, (m neA, xA,}
et
A=A, ..., 0,0

On note par y:(0, ...,0,)—>¢% " %% la fonction exponentielle
définie sur le tore multi-dimensionnel T, do la mesure de Haar associée
et

10, ..., 0)=e MOt . Fubyy n=(ny, ..., ny).
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654 A. SEGHIER

On note, pour une partie finie M de 74, Z (M) I’ensemble des polyndmes
trigonométriques engendré par les exponentielles {x", neM} et

/= ¢ sera le polyndme trigonométrique formé a Iaide de la suite
keA

finie (c, )4 qui définit la fonction de type positif dont on cherche les
extensions (on notera que f est réelle).

La propriété de positivité de la suite (¢;), .4 peut se traduire par la
relation équivalente suivante :

(1) ﬁ Y ayt|?fdo=0

keAy

et ceci pour tout P= ) g, x*e#(A,). Remarquons que le polynéme f
keAy

n’est pas forcément positif. Nous supposerons dans la suite que la matrice
Ta=(c-)u.nea, xa, €St inversible, elle est donc définie strictement posi-
tive et I'expression (1) ne s’annule que pour le polyndme nul. On peut
définir un produit scalaire sur le sous-espace 2 (A.) par :

V(Py, P,)eZ(A) X P(A), <P17P2>f:J‘dP1p2fdG

T
Considérons la relation suivante qui permet de définir le polyndme extré-
mal 1+ P, dont le rdle est fondamental par la suite. P,e 2 (A,) et

) JL1+P0[2fdc=ian|1+PIZfdc, ou Pe2?(A,).

Les intégrales sont étendues a T,

Le polyndme 1+ P, est I'élément minimal du convexe fermé £={1+P,
Pe2(A,)}. On peut aussi interpréter la relation (2) en observant que
—P, est la projection orthogonale de 1 sur le sous-espace #2(A,), muni
du produit scalaire défini ci-dessus.

Nous allons décrire des sous-espaces de L2(T%) qui seront utiles par la
suite.

Les polyndmes Q= Y b, %%, keS, engendrent dans L?(T¢) un sous-

keS
espace (de Hardy) H2(S). On définit H* (S)=H2(S) N L*(T9).
Pour une partie W de S, on notera H?(W) le sous-espace fermé de
L?(T% engendré par les exponentielles { x*, we W }.
On notera, pour une partie finie M de 7%, = le projecteur orthogonal
de L2 (TY sur le sous-espace 2 (M) (de polyndmes trigonométriques).
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EXTENSION DE FONCTIONS DE TYPE POSITIF 655

I. CONSTRUCTION D’UNE FONCTION D’EXTENSION
SOUS FORME DE FRACTION RATIONNELLE

Le résultat qui suit présente une extension sous forme de fraction
rationnelle A=P /|1 +Po|?, ou P, e2(— A’ U A’) est un polynéme trigo-
nométrique réel, explicite et ou A'=(A N s)+A ..

Posons U=(SNANA, et V=S\(SMA) et précisons la forme de
P,. L’objet de la démonstration du théoréme qui va suivre est 'existence
et 'unicité d’un élément g, lorsque la densité A (4 construire) s’écrit sous
la forme

h=f+g+g
g sera un élément de H? (V).

Grice a cette construction de g, on pourra définir un polynome D
dont le réle sera essentiel dans la caractérisation d’extensions positives.
On posera

Dy=ny (1 +Py)h=ny (1 +Py)(g+g)+my (1+Py) f.
Le polynome P, est alors explicite et s’écrira
3) P, =p?+2Re(ng(1+Py) Dy).
u? est une constante positive qui sera définie en (5).

THEOREME 1. — On suppose que (1+P,) 'eH®(S). On peut alors
construire un polynéme P, décrit en (3) tel que la fraction rationnelle
h=PJ|1 +Py|? vérifie

VkeA, hk)=c,.

La fonction h est solution du probléeme d’extension dés que le polynéme P,
est positif.

Preuve. — Comme I’¢lément —P, est la projection orthogonale de 1
sur le sous-espace # (A,) (par rapport au produit scalaire défini ci-dessus)
I’élément 1+ P, est orthogonal au sous-espace 2 (A,). On a ainsi

4) {1+Py, x’">f=J(l+Po)x_’"fdo=0, VmeA,,
Puisque PyeZ(A,), on a
(1+P;, Py >,=0
et
(1P, 14+P, ), =(14Py, 13, +{1+Py, Py >, =(1+Py, 1.
En utilisant la forme intégrale du produit scalaire cette derniére expression
s’écrit

) j(l+Po)fdc=f|1+P0|2fdcsd=5fu2

Vol. 8, n° 6-1991.



656 A. SEGHIER

Construction de h. — 1l s’agit de déterminer un élément 4 qui s’écrit
h=f+g+g, avec ge H*(V), et h sous forme de fraction rationnelle décrite
ci-dessus. Si un tel élément # existe, il vérifie nécessairement les relations
d’orthogonalité suivantes

©) J] 1+Py|* hdo=p?;

7) J.(1+P0)hx‘"’d0=0, ¥YmeVUA,

Ceci est dil a la deéfinition de 4 et au fait que f vérifie des relations
identiques [les relations (4) et (5)].

Remarquons que dans les relations (6) et (7) seules les exponentielles
indexées par S/U interviennent.

Dés que la construction de / est réalisée, on disposera d’une extension
qui ne sera pas forcément positive. Cependant le polynéme Dy, décrit
précédemment permettra de caractériser les extensions positives. Appli-
quant le projecteur my, (V < S) a I’¢lément (1 +Pg) A, on obtient

Ty (1+Py) h=my (1+Py) (g +g) + my, (1 +Py) f=0.
La fonction g+ g 4 chercher vérifie donc I’équation
) Ty (14 Pg) (g +8)= —my (1+Py) f.

Si ’équation précédente a une solution en g, on en déduit immédiatement
h (et st h=0, la solution du probléme).

Nous allons résoudre 1’équation (9).

Une formulation différente de (9) nous améne a montrer qu’un opérateur
est inversible.

Posons, pour e L2 (T9), J o =¢. L’opérateur J définit une isométrie.

def
(10) Ag=my((1+Pe)g+((1+Pe)/(1+Py)) B
xJ(1+Pg)g)= —my(1+Pg) f)

A ainsi défini est un opérateur de H? (V) dans lui-méme.

Montrons qu’il est inversible.

Etape 1. — On posera désormais m,=m.
Il existe une constante positive y, 0 <y <1, telle que
YueH2(V),

(1 +Pu+n(1+PulP=(1—7)(|n(1+Po)ull> +{m (1 +Po)ul]’).
En effet le premier membre de I'inégalité ci-dessus est egal a
(A1) || +PulP+||[n (A +Pul>+2Re{n(1+Po)u, n(1+Py)u) )
Considérons le produit scalaire qui intervient dans ’expression précédente
(12) (n(1+Pu, t(1+Pu>={n(1+Py)u, (1+Pyu).
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EXTENSION DE FONCTIONS DE TYPE POSITIF 657

C’est le produit scalaire d’éléments
n(l1+Py)uecH? (V) et (1+Pyue(l1+P,)HZ (V).
La somme des deux sous-espaces précédents
H? (V) +(1+Po) H? (V)= (1 +P,) [((1/(1 + Py)) H? (V) + H? (V)]
est fermée. En effet ’hypothése (1+P,) e H?(S) implique que les sous-
espaces ((1+P,)")H2(V)cH2(S) et H?(V) sont orthogonaux (on rap-
pelle que V est strictement contenu dans §). Comme ils sont fermés dans
L?(T9%), leur somme est aussi fermée dans cet espace. En multipliant la
somme de ces sous- espaces par 1+P, on obtient immédiatement que la
somme H? (V) + (1 +P,)HZ(V) est fermee et que
H?> (V) N (1+Po) H*(V)={0}.

Ceci équivaut d’aprés un lemme classique a I’assertion suivante : il existe
une constante y, 0 <y <1, teile que pour tout couple

(W1, ¥2) e(1+Po) HA(V),

et vérifiant ||\, ||=]] W, ||=1, on ait

[ U D[S y< 1L

Cette inégalité entraine une majoration de la norme de n=mn,. En effet
soit Y, un élément de (1+P,)H?(V) et {, un élément quelconque de
H?(V), on a
”“\/(‘l’z)H:” squ s V) |§Y”‘l’2 ”
mpll=1

Ainsi le produit scalaire dans (12) peut étre majoré
2{n(1+Pu, n(1+P)u)y|<2v(|n(1 +Pg)ul|.]|(1+Py)ul) B
gy(” (1 +P0)u|]2+ H (1+Py) u||2).
et la norme dans I’expression (11) est minorée par
(12) [[m(1+Pp)u+m(l+Py)ul?
2(1=y)(|r(1+Py) ull®+|[(1 +Py)u]]?).
Etape 2. — 1l existe une constante m>0 telle que Yue H? (V) on ait
[m(1+Py)u+n(l +P)ull*zml|u|

Supposons le contraire : il existe une suite (u,), u,€ H*(V), de norme
minorée par une constante positive (on prendra par exemple u, vérifiant
[(1+Py)u,[|=1, cela est possible car inf|1+P,|>0), telle que
[l (1+Pg)u, +n(1+Py)u,|* tende vers zéro.

L’inégalité (12) implique immédiatement que [|m(1+Py)u,| e
|(@—m)(1+Py)u,|| tendent respectivement vers zéro et vers 1, lorsque
n tend vers TPinfini [I est Dopérateur identité sur H2 (S) et
(1+Po)u, e H? (S)].

Vol. 8, n° 6-1991.



658 A. SEGHIER

Il s’ensuit que la suite {(I—m)(1+P,) u,} reste bornée. D’autre part,
comme (I—m)(1+Py)H?(V) est contenu dans H?(S N A), sous-espace
engendré par les exponentielles indexées par S/ A, et que S () A est une
partie finie de Z%, les deux sous-espaces précédents sont de dimension
finie. La boule unit¢é de ce sous-espace étant compacte et la suite
{I—m)(1+Py) u, } bornée, on peut en extraire une sous-suite qui converge
vers un ¢lément s, du sous-espace correspondant. Ce sous-espace étant
fermé, il existe un élément g, H? (V) tel que

VYo=(I—m) (1+Pg)qgy.
Cet élément vérifie donc ||[(I—m)(1+Py)g,||={[(1+Py)qel=1, ce qui
signifie encore que (1+P;)g,eH* (S M A), soit 1, ce polyndme; il vérifie
la relation my, (to/(1+Py))=0, avec W=S N A=F\¥".

Montrons que t, est nul. Pour cela posons @=1/(1+P,), la relation
précédente est équivalente au systéme linéaire suivant :

(13) Yok—Nt()=0  (k,)eWxW.

Comme e H?(S), @ (k—j)=0 pour k—je—S et k+#J, le systéme linéaire
est triangulaire (par rapport & un ordre bien choisi de la partie W), en
outre ¢ (0) = 1. Il s’ensuit que le systéme linéaire (13) a une solution unique
qui équivaut & 1,=0. Ceci contredit le fait que ||t,||=|/(1+P)q,||=1.
L’hypothése faite au début de 1’étape 2 est donc absurde et il existe bien
£>0tel que Yue H*(V), ||t (1+Py)uliZelul|. Il s’ensuit de cette inégalité
et de I'inégalité (12) de I’étape 1 qu’il existe une constante positive m >0
telle que I'on ait

(14) m(1+Py)u+n(1+Poul|=ml ul?

Etape 3. — Montrons que Iopérateur défini dans (3) est inversible. Soit
n_ le projecteur orthogonal de L (T%) sur H? (V). On considére ’opérateur
suivant

VueH?(V), wutu—mn_(1+Pg)(u+u)+m(l+Py)(u+u)

def
Cet opérateur défini sur .# = {u+u, ue H* (V) }, dans lui-méme est auto-
adjoint. En effet soit ye H?(V), ye H2(V), on a

{n_(1+Py)(ut+u)+m(1+Py)(u+u), y+1¥))
={no (1+Po) (utu), U )+ (m(1+Pg) (u+u), ¥ )
={utu, (1+PIU >+ utu, A+P)VY )
=Cutu, n(1+P) (W +{)+n_(1+Py) (W +¥) )
Ce qui montre que I'opérateur ci-dessus est auto-adjoint. D’autre part, on a
(6) [[m_ (0 +Po)(wtuw)+m(1+Po) (utu?
=||m_ (1+Po) (utu) |[|>+||m (1 +Po) (u+u) |2
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EXTENSION DE FONCTIONS DE TYPE POSITIF 659

Par construction, I’expression (*) ci-dessus est égale a
(x) =2{|n(1+Py) (u+u)|*

Cette norme est minorée d’aprés I'inégalité (14) par 2m||u||*=m|u+u||*.
L’opérateur A étant auto-adjoint, cette condition implique qu’il est inversi-
ble sur .#. Cela signifie que I’équation

n_(I+Py) (u+ ) +n(l1+Py)(u+u)=YeHE(VI@H (V)

a une solution unique u+u, et grdce a l'unicité de la décomposition
orthogonale, il s’ensuit que I’équation

n(1+Py)(u+ )= —n(1+Py) feH2 (V)

a aussi une solution unique u+u. Ainsi I'opérateur A est inversible sur
H? (V) et la fonction g+g=/ "' (—ny (1 +Pg) f)) répond a la question.
Etape 4. — Construction de la fonction d’extension.
Soit donc h=f+g+g, ou g a été obtenue dans I’étape précédente.
L’¢lément 4 vérifie donc

(8) VmeA, UV, Jh(1+PO)x_"'dc=0 et j|1+P0|2hdc=p2.

(Les propriétés de f et de g+ g sont transférées a /).

Grdce a cette construction de /4, on peut déterminer le polynéme Dy,
qui va caractériser les extensions positives.

En effet rappelons que Dy =my (1 +Py) (g+g)+ 1y, (1+Py) /).

Ce polyndéme va nous permettre d’expliciter le polynéme P, qui inter-
vient dans la description de A.

Précisons la forme de la fonction d’extension h.
Nous avons d’abord

s (1 +Po) h=7g (1 +Po)f +7ns (1 +Pg)(gF ) _
=ng (1 T P)f+m, (1+Py) (g +8) +7s y(1+Po)(g+g)+ms (1+Py)f
=p? 41y (1+Po) (g +g) + 7y (1+Po)f =p>+ Dy,

Ces relations sont une conséquence simple des propriétés de 4. Comme 4
est reelle, les relations d’orthogonalité (8) son vérifiées par passage au
conjugué, et on a

YmeSN\A/, ﬁ 1+P, |2hx"mdc=J(l +Po)h(1+Py)yx ™do=0.

ou A'=(A,S)+A, (A, étant le spectre de 1+Py).
On a d’autre part, pour tout me A’

ﬁHPolzhx—"’dF Y. (TP ) (1+Po) ) Im— k).

ke Ay

Vol. 8, n® 6-1991.



660 A. SEGHIER

Posons alors

P,eZ(—A'UA’) le polyndme trigonométrique réel dont les coefficients
sont

VmeA’, lsl(m)=J|1+P0]2hx“"‘do.

Comme /£ est réel, par conjuguaison les relations précédentes s’étendent a
tout 7= -SUS.

Notons a ce niveau que la technique précédente s’inspire de la démons-
tration du théoréeme Helson-Lowdenslager-Szégo [3].

Déterminons enfin la forme de P,. On a

vmeSP, (m)=((T+Po) (1 + P h, 1" y={(1+Po)h, (1+P) %™
Comme (1+P,)x"eH?(S), les expressions précédentes sont égales a

(ms(1+ P}k, (1+Pg)x™ ) =( Dy, (1+Pe)x" )=P,(m)  (meS).
Ceci et ce qui préceéde implique que P, =p?+2Re((1+P,) D), comme
annonceé en (3).

On obtient ainsi 7=P,/|1+P,|?, p.p., la fonction d’extension annoncée
par le théoréme.

11 est clair alors que # est une solution du probléme d’extension dés que
P, est positif

Remarque. — Le polynéme P, dépend étroitement du polyndéme Dy,

qui aura une part essentielle dont la détermination d’extensions positives
et extrémales

I1 jouera un réle « d’obstruction » que ’on précisera plus loin.

II. EXTENSIONS EXTREMALES ET NON EXTREMALES

Parmi les solutions (éventuelles) du probléme d’extensions que P'on
obtient, celle qui correspond P, = p? (polyndme constant) a une interpréta-
tion remarquable et qui nous permettra d’établir le lien avec la théorie de
la prédiction de Helson-Szégo.

Nous noterons 4, cette extension extrémale dans un sens que nous allons
préciser. Nous avons ainsi (E,) : A,=p?/| 1+ P, |

PRINCIPE DU « MAXIMUM D’ENTROPIE »

D’aprés notre construction, 'extension extrémale est obtenue si et seule-
ment si le polynéme d’obstruction Dy, est nul. Supposons qu’il en est
ainsi. Notons par %, la classe de toutes les extensions ¢ (positives)
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EXTENSION DE FONCTIONS DE TYPE POSITIF 661

répondant au probléme (E) posé dans I'introduction et vérifiant la condi-
tion JLog ¢ do > 0. L’extension extrémale A, est parmi les éléments de %,

(qui n’est pas vide puisqu’elle contient au moins 4,), celle qui rend maxi-
male I'intégrale ci-dessus.
En effet :

THEOREME 2. — On suppose toujours (1+Py) 1 e H®(S).

(1) Pour qu’il existe une solution extrémale, h,, au probléme d’extension
(E), de la forme (E,), il faut et il suffit que le polynéme d’obstruction Dy,
soit nul.

(il) L’extension extrémale h,, lorsqu’elle existe, vérifie

wr= fLog h,do = max JLog o do.

9eFp

Preuve. — Nous allons utiliser de maniére essentielle un théoréme de
Helson et Lowdenslager, généralisant un théoréme de Szegd [4]

InfjlI—Zynx"lqudG:exijog\lldo

ou Y20,y et Log{ intégrables et ou Xy, %" sont des polyndmes trigono-
métriques dans H?(S,) (avec &, =S\{(0, ..., 0)}).
Par définition de la classe & ,, on a pour tout ¢ € % , et tout Pe 2 (A,).

J]l—P]ZfdG=J|1—P[2(pdG

Comme 2 (A,)cH?*(S,), il sensuit du théoréme précédent I'inégalité
suivante

(E,) uzd: inf Jll—PlzdeS: inf J]l*Plzde

Pe? (Ay) Pe?(Ay)

> inf J] 1 —Q]Z(pdcs=eprLog(pdG.
QeH%(S,)

Nous avons par ailleurs p?=exp JLog h,doc. En effet, comme

h,=u?/{1+Py|* et que par hypothése (1+P,)"'eH®(S,), un théoréme

de Helson-Lowdenslager ([3], p. 181) affirme que

Log J(l +P,)do

=JLog[1+Poldo‘
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Comme la valeur moyenne du polyndme |1+Pg| est égale & 1, le premier
membre de ['égalité ci-dessus est égal a zéro. Tl s’ensuit alors que

n?=exp fLog h,do et le théoréme est prouvé.

1. Entropie maximale

Nous pouvons définir ’entropie grace au théoréme de Helson-Low-
denslager et des inégalités (E,), établies dans la démonstration du théoréme
précédent. Soit une suite (s),.m de type positif (ou M=M_,-M, et
M, cS, s,=5_,). On pose s=) 5, %" et on considére I'expression suivante

(E,) exp(entry (s))d——e-f inf J| 1-P|*sdo

Pe? My y)

= Y $,5,(1—=P) (k=1
(k.1)eM4 xM 4
On supposera dans la suite que s,=1. Le nombre entr{s) est parfaitement
défini et on a— oo Zentr(s) <0. On appellera ce nombre entropie de la suite
de type positif (s;).

L’interprétation géométrique est évidente : la suite (s.), .y induit, dés
que la forme quadratique qui apparait dans Iexpression (E,) est définie
positive, une structure euclidienne sur le sous-espace (M, ) de polynémes
trigonométriques. L’entropie de (s.), .y €St le logarithme du cosinus de
I’angle que forme le polynéome 1 avec le sous-espace supplémentaire
Z# (M, ). Le lien est d’autre part ¢vident avec la théorie de la prédiction
de Helson-Szégo.

Les fonctions de type positif peuvent représenter les corrélations de
processus gaussiens stationnaires indexés par Z¢. Le théoréme de Bochner
caractérise les fonctions de type positif définies sur tout Z¢ comme étant
les transformées de Fourier d’une mesure positive sur T

Ces deux faits nous permettront de transporter toutes les notions liées
a l'entropie et définies dans des structures hilbertiennes dans le cadre des
processus gaussiens stationnaires indéxés par 7.

2. Interprétation du maximum d’entropie dans le cadre de P’extension
des fonctions de type positif

On note par & (s) la classe des suites de type positif (d,), . ¢ (les suites
de type positif sont définies dans I'introduction) telle que toute suite de la
classe vérifie : Vke M d, =s5,.

Le théoréme de Calderon-Rudin [1] et [5] affirme que la classe F y(s)
peut étre vide, pour d=2.
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On ne sait pas caractériser les suites s=(S), .M (M#Z9), telles que
Fu()=J.

Dans le cas ou F (s) # &, se pose alors le probleme de 'unicité ou de la
non-unicité de ’extension. Dans un article datant de 1959 [3], A. Devinatz
propose une condition suffisante assurant 'unicité de ’extension dans le
cadre ci-dessus (et aussi dans le cadre du groupe continu R?).

Il est remarquable, dans le cas de Z? et M={(i, j))eZ? 0<i,j<n}),
que l'unicité se traduise par le caractére singulier des matrices de
Taplitz Ty, ()= (kD nemyxmp =1, 2, ot M;={(j, 0),05j<n} et
M,={(0, ), 0<j<n}. Ce n’est cependant qu'une condition suffisante.
Lorsque la matrice est inversible ’extension n’existe pas ou n’est pas
unique. Le travail précédent montre alors que si le polynéme P, (explicite)
est positif alors I'extension est possible et la méthode fournit un élément
explicite de &y (s).

Ce commentaire étant fait, revenons a la notion d’entropie. On
peut interpréter les relations (E,) par lalgébre linéaire. Lorsque la
forme quadratique induite par s=(s.),. ¢st définie positive, on a
exp (enty (s))=det Ty, /det Ty, .. En termes de prédiction linéaire, on dit
que I’on a une prédiction parfaite.

Dans le cas de non-unicité de I’extension chaque élément 2= (#,) &\, (s)
a une entropie ent (k). Par définition méme de ’entropie on a ¥V he & (),
ent (h) <enty (s).

Remarquons que s=(s,), .y N'appartient pas a &y (s) si M #79, mais
permet seulement de définir cette classe.

Dans le cas d=1, d’apres le théoréme 2 ci-dessus et un théoréme de
G. Sz€go qui affirme que le polyndme 1+ P, ne s’annule pas sur T, il
existe un ¢lément sy de & (s) tel que enty(s)=ent ()= max (ent(h)).

he Fmis)
On dit alors que Ak, réalise le maximum d’entropie. Remarquons, en
passant a la forme duale par la transformation de Fourier, que I’on a

ho=exp (ent(s))/| 1 +P, 2.

Lien avec le théoréme de Szégo-Kolmogorov-Krein

Soit p(h) la mesure positive sur le tore T dont les coefficients de Fourier
(L () (k)= h, (théoréme de Bochner). D’aprés un théoréme classique des

trois auteurs cités ci-dessus, on a entr(h)= f Logu' (h)do ou w'(h) est la

partie absolument continue (par rapport a la mesure de Lebesgue), de la
mesure [ (4). Par le biais de ce théoréme on peut donner une interprétation
du maximum d’entropie en termes de prédiction linéaire. En effet la
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quantité exp (ent(h)) est I'erreur de prédiction lorsque on approche le
polynéme 1 par sa projection sur le sous-espace (H2 ) (S,

Ainsi parmi les mesures p(h), he F\(s), celle qui réalise I'erreur de
prédiction la plus grande est la mesure u(h,) de densité h, définie ci-
dessus. Dans le cas d’indétermination, choisir 4, & I'aide du maximum
d’entropie dans la classe % (s), consiste a prendre la mesure qui réalise
la « pire » prédiction, ou encore celle qui introduit le moins d’informations.

Autres interprétations de ’entropie

Il'y a d’autres interprétations possibles, par exemple le caractére marko-
vien du processus gaussien sous-jacent. Nous n’aborderons pas cet aspect
des choses dans ce travail. Le lecteur désireux d’approfondir la question
se reportera a [13].

Le fondement probabiliste du choix de I'entropie précédente est établi
dans un article de J. Chover [11], 1961.

Lutilisation de la technique du maximum d’entropie par le géophysicien
J. P. Burg [9] en Théorie du Signal (stationnaire) s’est révélée trés féconde
pour la synthése (ou la reconstruction) de densités spectrales. On se
reportera aussi au dernier travail de D. Z. Arov et de M. G. Krein [8].

Approximation par maximum d’entropie

Choisir un élément /4, de &, (s) consiste & approcher le « vrai » élément
h,e #y(s) dont on ne connait que les composantes en nombre fini
(M, Dk e = (S )i e - Soit 8 un écart défini sur #, (s) et « diam » le diamétre
de Fy(s) défini par diam(Fy(s))= max (8(h, #'). La qualite de

h,h' e Fp(s)
approximation, relativement a I'écart 8, d’un élément h, de F(s) par
un €élément /1, de la méme classe, en observant que

08 (h, h)<diam (F ()

dépendra donc de la « taille », relativement & I'écart 8, de la classe %, (s).
Ce qui vient d’étre décrit ci-dessus correspond & un principe de reconstruc-
tion dans le cas d’indétermination (on dit aussi ambiguité en cristallo-
graphie)} suivi d’une estimation de la qualité de 'approximation.

L’état des choses

La notion d’approximation d’une densité positive f(de probabilité ou
de densité spectrale) par une densité positive obtenue en maximisant
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I’entropie — Jp log p do, ou p parcourt

rg’n(f)={p20, dec<oo,—JpLogpd0<oo, Vk, —nékén,ﬁ(k)#(k)}

a été proposée par D. Dacunha-Castelle.

Son éléve E. Gassiat [12] a établi, dans le cadre ci-dessus des inégalités
intéressantes et surtout a mis en évidence, par des simulations numériques
I'excellente qualité sommatoire par maximum d’entropie comparée a celle
obtenue a 'aide de noyaux classiques tels que le noyau de Féjer, etc.,
lorsque (f(k)), .m» M=[—nn], (la dimension est toujours d=1) sont les
coefficients d’une densité de probabilité / présentant des « pics » trés
prononcés (proche d’une combinaison de mesures de Dirac).

D. Dacunha-Castelle m’a alors proposé de réfléchir a ce phénomene.
Tous les efforts faits en ce sens n’ont permis que I'amélioration des
inégalités de E. Grassiat et le phénoméne est resté encore inexplique.

Le probléme de I'extension effective des fonctions de type positif m’a
convaincu qu’un autre « angle d’attaque » était nécessaire. L'idée a retenir
est que, dans le cadre qui nous intéresse, la qualité de 'approximation est
due plus 4 la « taille » de la classe % (s), qui est définie de maniere plus
générale et plus intrinséque que la classe &y (s), que la propriété particulicre
de telle ou telle fonctionnelle d’entropie définie sur les éléments des classes
considérées. Nous reviendrons cependant sur le sens du choix d’une fone-
tionnelle d’entropie donnée a la lumiére de récents résultats [2].

Pour mesurer la « taille » de la classe des extensions (non réduite 4 un
point), il est nécessaire d’introduire un écart, lié éventuellement a la
fonctionnelle d’entropie, pour rendre les calculs effectifs. Grace aux résul-
tats de A. Devinatz [3] concernant Iunicité de l’extension, (on a une
condition nécessaire et suffisante dans le cas d=1, et une condition suffi-
sante dans le cas d>1) et la mise en place de la notion d’entropie ci-
dessus, on définit un écart sur &, (s), dans le cas d=1, M =[—n, n]), par

Y(h, h)eF ()X Fy(s), b(h, h")=|exp (ent(h)—exp (ent (k)
On a ainsi un encadrement du diamétre de %, (s)
0 <diam (% (s)) <exp (entr (s)) =det Ty, (s)/det Ty, (=L

Le rapport des déterminants est obtenu (numériquement) comme I’élément
a,, oy de la matrice (Ty, (9)) ™' =(ap, )m. m e+ xm+- INOUS constatons que
cette définition est parfaitement cohérente avec le cas particulier ou la
classe &, (s) est consitutée d’un seul élément, i.e. une extension unique.
En effet, d’aprés le résultat évoqué ci-dessus (Lemme 5.1, p. 125 [3]) nous
avons det Ty, =0 si et seulement si 'extension est unique. On a alors
dans ce cas

diam (£ (5)) =exp (enty (s)) = 0.
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Le diamétre de &, (s) sera « petit », et donc "approximation « bonne »,
dans deux cas (ou la combinaison des deux). Le premier cas consiste en
une suite s=(s.), .M. dont les termes s, constituent les coefficients de
Fourier d’une densité positive assez réguliére, nous obtenons une estima-
tion de I’écart & (f, A,), ou A, est I’élément de #  (s) réalisant le maximum
d’entropie dans la classe (la dimension 4 est égale a 1). La qualite de
I’approximation augmentera en fonction de la croissance du cardinal de
M. On observera dans ce cas que les coefficier:ts de la densité f convergent
(assez vite) vers zéro (voir [7)).

Le deuxiéme cas ou I'approximation est « bonne » est celui ou le dia-
meétre de %, (s) est « petit » du fait que exp(enty(s)) est petit. Ceci
caractérise les transformées de Fourier de mesures « proches » de mesures
singuliéres. Dans ce cas les coefficients de Fourier tendent trés lentement
vers z€ro.

Dans le cas d=2, un autre résultat d’A. Devinatz (Théoréme 1', p. 111
[3]), donne la condition suivante :

Soit §= (s, ). 1yem» 12 suite de type positif indexée par
M={(k, 1), —<k<m, —n<l<n>}

et M(1)=[—m, m]x {0}, M(2)={0} x[—n, n]. On suppose que les suites
s(=( o). oyemqy € $(2)=(50, 1), 1)em2» admettent chacune une
extension unique, alors la suite s=(s, ). 1) admet une extension unique.

En se basant sur ce dernier résultat, on peut définir un « écart » & qui
prendra en compte les entropies des « sections » s(1) et s(2) de la suite s.

Il est cependant nécessaire, pour confirmer cette analyse, de mesurer la
proximité de deux éléments de % (s) en introduisant une norme sur leurs
coefficients (ceux qui sont indexés par Z\ M), par exemple

V(h K)eF ()X Fp(s), ||h—K

w=sup | —h|.
keZ

On estimera alors cette norme en fonction de exp (enty (s)).

Nous espérons établir des résultats dans ce sens prochainement.

Choix de Pentropie en fonction du type de contraintes a priori

D. Dacunha-Castelle et F. Gamboa ont montré, dans un travail
récent [2] dans un cadre plus général, que la prise en compte de contraintes
a priori dans un probléme de reconstruction de densités physiques, pouvait
déterminer le choix d’une fonctionnelle d’entropie. Ceci apporte un éclai-
rage décisif dans le débat qui agite tous les auteurs concernés par l'utilisa-
tion du maximum d’entropie.

L’autre aspect important dans ce travail est la possibilité de proposer
des fonctionnelles d’entropie dans le cas ou les contraintes sont non
linéaires.
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La jonction avec 'idée que la qualité de I'approximation dépend de la
taille s’établit par le constat simple que toute contrainte (ou information)
supplémentaire & pour effet de réduire la classe des extensions retenues et
par 1a méme la « taille » de la classe. Le principal probléme (pour les
applications) est la construction effective d’'une extension au moins.

Les commentaires qui viennent d’étre faits sur le principe du maximum
d’entropie, aussi bien sur les questions mathématiques qu’il souléve n’ont
pas encore de réponses complétement satisfaisantes, sont motivés par la
trés grande importance prise par l'application de ce principe dans les
problémes de reconstruction. On peut signaler des applications en cristallo-
graphie ([10], [5]), en Physique, en Théorie du Signal et en Image.

Le résultat que nous proposons, dans le contexte précis décrit dans
introduction, nous permettront de décrire (lorsque cela est possible) toute
une famille paramétrée d’extensions. Ce qui pourrait faire avancer le
probléme des phases en cristallographie ou les contraintes sur les coeffi-
cients ne sont pas linéaires.

Revenons au résultat principal de ce travail et a ses conséquences.

VERS LES APPLICATIONS : extensions non extrémales

Soit A=A (1) U A(2) la partie finie de Z? introduite au début de Iarticle.
Les coefficients qui définissent la fonction de type positif sont répartis en
deux sous-ensembles. Dans le premier les ¢,, ke A (1) sont connus, dans le
second les ¢, =¢, (1), ke A(2) dépendent d’un paramétre r. Il s’agit de
construire des extensions appartenant a & , en faisant varier le paramétre ¢
(qui selon les données du probléme varie dans un certain ensemble).

Voici deux conséquences du théoréme 1.

Extensions paramétrées

On note par Dy, , le polyndme d’obstruction défini dans la démonstra-
tion du théoréme 1. Soit P, ,=F(Dy, ,) le polynéme qui intervient dans
I'expression de I'extension du théoréme 1 (F est la fonction qui permet de
construire P, , a I'aide de Dy, ,).

,(;O'ROLLAIRE 1. — (i) (Soit ., l'ensemble des indices t= () a (2
défini par les inégalités suivantes

|1+Py ,|>0 er P, ,20.

1,t=
Alors I'ensemble §={P, JI1+P, |, te I, }, constitue une famille d’ex-
tensions paramétrées de la fonction de type positif définie par la famille
(e eA(1)UA(2)
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(i) (a) Soit ¢ ={tef /Du,=0}. Les extensions extrémales sont alors
obtenues pour te ¢ et ont pour expression

he,tzptz/|1+P0,t|2'

ou W, est une constante qui ne dépend que des données.
(b) L’enveloppe convexe de & constitue aussi une famille d’extensions.

Lien avec le probléme des phases en cristallographie

En cristallographie, dans une modélisation simplifiée, le probleme des
phases se formule exactement de la méme maniére.

Une densité électronique qui sera une estimée de la « vraie » densité
appartient a4 F , 1), a 2> OU (Cx c 4 (1)» SONt les coefficients de Fourier (de
la densité électronique) connus (¢,,=| ¢, |€™)yca 2> dont on ne connait
que les modules (les phases sont inconnues).

On note par p la densité électronique a estimer. On pose comme
précédemment A=A (1)U A (2), et soit (p (k) . »» les coefficients de Fou-
rier relatifs a la partie finie A. Ils définissent une fonction de type positif.
On obtient en reécrivant le corollaire précédent :

COROLLAIRE 2. — Soit p(k), keA, les coefficients de Fourier de p.
On suppose connus les coefficients indexés par keA(l). On écrit
(p;(k)=| ﬁ(k)|ei"’k)ke,\(2). On suppose connus les modules ]6(/{) |, mais pas
les phases @,. Alors si les conditions suffisantes du corollaire précédent sont
satisfaites, les extensions fournies par ce corollaire constituent, lorsqu’on
remplace (¢ ea Par (P(K)cea €1 1= (L) a2y par les phases (@i e a 2y des
extensions de densité electronique qui seront autant d’estimées de cette
densité.

Exemples d’extensions de fonctions de type positif

Nous donnons, dans le chapitre suivant, une série compléte et variée
d’exemples illustrant les résultats établis ci-dessus.

Il faut cependant souligner que ces calculs ne peuvent étre faits qu’a
I'aide du théoréme précedent.

Ces exemples, traités a la main, montrent qu’il est possible de calculer
explicitement les solutions. Deux systémes linéaires, ['un de dimension
finie, 'autre de dimension infinie, dépendant de parameétres suffisent a
déterminer les extensions cherchées. Nous donnerons dans la partie 11T
des détails sur leur (remarquable) structure.
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III. EXEMPLES D’EXTENSIONS DE FONCTIONS
DE TYPE POSITIF

On considére des fonctions de type positif définies sur une partie (finie)
A=A, —A, ou A, est une partie (finie) de Z2. Cela correspond, rappe-
lons-le, 4 la donnée d’une suite de nombres complexes (c,, ,) ou (m, n)eA,
telle que pour toute suite (g, ;), (k,)e A, de nombres complexes, on ait

(M Y 1@, v oy ki 20,
dans la somme ci-dessus ((k, /), (k', I')) parcourt A, x A,

Soit Tar=(Coue ', i, my, (', wyy e A x a- O0 A’ A, la matrice de Teeplitz
associée a A’ et a la suite donnée (c,, ,).

Une condition nécessaire et suffisante pour réaliser (1) est que det T,. =0
pour toute partie A'<= A, (théoréme de Herglotz 1911).

APPLICATION DU THEOREME D’EXTENSION

La détermination pratique de la famille d’extensions paramétrées néces-
site la résolution de deux systémes linéaires dépendant de paramétres. Le
premier systéme qui permet de déterminer le polyndme P, est d’ordre
(card (M ,))?, et de structure particuliére (de Teeplitz). Le second systéme
linéaire qui sert a déterminer le polynéme P, est un systéme linéaire
infini. On constate cependant que ce systéme présente une caractéristique
remarquable, celle d’avoir une structure de blocs-Teeplitz. C’est une situa-
tion qui est favorable pour notre objectif, car la résolution de tels systémes
infinis revient & la factorisation d’une fonction définie sur le tore T et a
valeur des matrices carrées. Ces problémes ont déja fait 'objet de travaux
et des solutions complétes sont établies.

Voici cependant quelques exemples traités « a la main ».

Soit A, = {(0, 0), (1, 0), (0, 1) }. On a alors A={(—1,1),(0, 1),(—1,0),
(0,0, (1,0), (0, 1), (1, =) }.

Le but de ce qui suit est de construire une extension de (1) sous la
forme d’une suite (d, ;) vérifiant la méme relation que (1), mais pour des
indices (k, /) variant dans Z* tout entier et satisfaisant 4 la contrainte

2 ¢ =d V(k, )eA.

PRESENTATION DE I’EXEMPLE NUMERIQUE

Nous suivrons la démarche de la démonstration du théoréme.

Etape 1. — Détermination du polyndme extrémal.
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Les données sont ¢4 o=1, €, o=€y ;=C_; (=Co - =0 ¢ _;=¢; _;=p.
Soit T, la matrice de Teeplitz associée a cette suite

I o «o
TA=<01 1 B>
a B 1

Les conditions de positivité de la forme définie par (1) sont
1—o?20; 1-B2=0; (1-B).(1+B—2a23)=0.

Les coefficients du polynéme extrémal sont donnés par

1 [
T;‘(O) =p_2< a>
0 L
u2=(1+p—2ad/(1+PB) et a=—o/(1+p)
et le polyndme est 14+P,=1+ae®t + ae™2.

avece

Etape 2. — Construction du polynéme h=P,/|1+P,|?, dont la pro-
priété est d’avoir des coefficients de Fourier égaux a ¢, , lorsque (k, )e A, h
est réel, mais non nécessairement positif (il ne répond pas au probléme
pour le moment).

On note par «, le projecteur orthogonal de L?(T?) sur le sous-espace
engendré par les exponentielles x% x5 ou (k, [)e LcZ2. On peut définir le
« demi-plan » § de Z? par la relation {(m, n)e S équivaut a (m, n)=(0, 0)
ou (m, n) vérifie um+ovm>0, avec u/v irrationnel trés proche de zéro }.

Posons A=(SNANA, U=ANA,, V=S\A.

Calcul de Dy, =my, (1 +Pg) (p+p)+ 1y (1 +Py) £,

p est la solution de (1) ny, (1 +Py)(p+p)= —my, (1+Py) f.

Posons p=>Y v, ,xi x5 (k. [)eV. L’existence de p est prouvé dans le
théoréme. On a

(2) nS(l+PO)(p+p_):Z(Ym.ir+aYm—l,n+aYm,n-1

+§/Am, 7n+a§~m+1, —n+aY—m. —n+1)XTX3
ou (m, n)eS

Comme dans I'exemple U={(1, —1)}, on obtient
ny,(1+Py) (p+p) A(L —D=ay;

Calcul de g (1+Py) f.

On a

s (1+Py) f=1+2a0+B+an+(P+ac)x 1,
taay, g, Taoyi+aoy;+abyixs

On vérifie aisément que les coefficients (égaux a a+a—+af) de x, et ¥,
sont nuls, ce qui est attendu grace a la construction de 1 +Py,.

Annales de U'Institut Henri Poincaré - Analyse non linéaire



EXTENSION DE FONCTIONS DE TYPE POSITIF 671

Les deux calculs précédents nous permettent d’écrire
Dy~(1, -)=ay, _,+B+aaq,

on pose alors
d=d(a, B)=Dy-~(1, — ).

Calcul du polynéme P,

D’apres la démonstration du théoréme, on a :
P, (m, n)=Jh| 1+Po|?x "y "do

Or par construction, on a vV (m, n)€S,
Dy, " (m, ny=(h(1+Py)) " (m, n)
Comme d’autre part P, est réel, on a
P,(6,, 0,)=p*+2dcos(0,—0,)+2adcos(6,—286,)

On a ainsi explicitement la fonction h=P /[1+Py|* annoncée par le
théoréme.

CONDITIONS SUFFISANTES D’EXTENSION

Remarquons que a est une fonction de o et 8 et que v, _, s’obtient
grace au systéme linéaire décrit plus haut. On reviendra sur la détermina-
tion pratique de ce coefficient.

Extention extrémale

La condition nécessaire et suffisante (ou relation d’obstruction) pour
que 4 soit solution du probléme du maximum d’entropie décrit plus haut,
en particulier he & ,, c’est-a-dire constitue une extension de type positif
définie sur tout Z2, est

0) d=d(a, B)=ay, ,+Ptaa

=(—o/(1+B)y;, -2+ B=(a*/(1+B)=0.
Comme y, _, est obtenue en fonction de o et B (précisé plus loin) cette
relation nous donne, en tenant compte des contraintes pour assurer la
forme définie ci-dessus, les paramétres o, B qui répondent au probléme.

Avant de préciser un peu plus les paramétres, nous faisons une remarque
dans ce qui suit.
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Extension non extrémale

La relation d{(a, B)=0 nous assure une construction optimale dans le
probléme d’extension posé plus haut. On peut cependant obtenir une
famille paramétrée d’extensions dés que, dans Dexpression de A, le
polynéme P, est positif. Cela est possible lorsque d(a, ) est proche de
zéro, c’est-a-dire dans le « voisinage » de la condition d’obstruction.

Ainsi dans le cas extrémal précédent o, B sont choisis sur la courbe
d(a, B)=0 (limitée par les contraintes établies au début du chapitre).

Détermination pratique des coefficients d’extension

En principe le systéme linéaire (2) ci-dessus permet de déterminer tous
les coefficients v, ; de p (ou de 4 a partir d’un certain rang). La relation
d’obstruction ne nécessite qu’un nombre fini de coefficients v, ,, ceux
indexés par ANA,, et dans notre exemple un seul point. Remarquons
que, bien que tout le systéme ne soit pas nécessaire (seuls les indices
proches de la frontiére de S interviennent), le sous-systéme linéaire est de
dimension infinie

Yot ayy, -1 tave -1 =—(ms(l +Po)f) 0, 1), 122
Y1, -t a¥oxtavy 1= —@s(1+Pg) ) (1, —k), k=1
Cependant la structure particuliére de I’exemple nous permet d’obtenir
exactement le terme cherché v, _,.
En effet le systéme ci-dessus revient a résoudre le systéme suivant
XotaX,=—aa
aXytX,+aX,=0
aX +X,+aX,=0

C’est une structure de matrice de Teeplitz infinie que I'on sait classiquement
résoudre.

Remarque importante

La structure du systéme linéaire infini ci-dessus est connu sous le nom
de systéme Bloc-Teeplitz dont la résolution se rameéne & la factorisation
d’une fonction matricielle.

Dans notre cas cela se raméne a la factorisation d’une fonction scalaire
f (@) =ae ®+1+ae®.

Revenons aux calculs.
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Dans ce systtme X,=v, , et X;=v, _, le coefficient cherché¢. On
remarquera que pour établir la relation (0), nous n’aurons besoin que de
X,, en effet, on a

d(a, By=ay, _,+B+ao=aX,+aa+B=p—X,
et Xo= —(1/2)a(1 = (1 —4a*'"?, comme a= —a/(1+p).
La relation d’obstruction est particuliérement simple
d(a, B)=0 équivauta B—o?=0.

Nous pouvons construire avec cette relation tous les exemples que nous
souhaitons, pour peu que les paramétres o et B vérifient les conditions
imposées au début.

Procédure de calcul

Exemple 1. — Soit a=.5, donc B=.25 vérifie la conditon d’obstruc-
tion (0). La fonction extrémale 4 du théoréme est égale a

h=(3/5)/(1.32—.8 cos(8;)— .8 cos(6,)+.32 cos (0, —0,).

Un petit programme (sur micro) permet de donner les coefficients de A
suivants
h(1.1)=.99989~1;  A(0, )=.501~1/2=x;
7 (1.0)=.49999 ~ g
R(0.2)=.250=1/4: (1. —1)=.250=1/4=p.
Exemple 2 (contre-exemple). — On prend toujours «=.5 mais B=.3 ne

vérifie pas la relation d’obstruction (0).
La fonction

h=p*/Q=.6153/(1+2a*+2acos8, +2acos0,+2a’cos (6, —6,))

ou ga= —.3846, a pour coefficients de Fourier /(0.0)=.963 (au lieu de 1);
FO.1)=h(1.0)=.454 (au lieu de .5) et ne constitue pas une extension
cherchée. Remarquons que dans le cas de Z, de telles fonctions répondent
au probléme d’extension. Le probléme multidimensionnel est d’une nature
beaucoup plus complexe.

Exemple 3. — Les paramétres a, B, a sont les mémes que dans I'exemple
précédent. La fonction P,/Q est telle que P, est positif (Q est positif par
construction, dont I'expression est donnée dans I’exemple 2). On a

P, =.6153+.261 cos (6, —8,)—.1005 cos (0, —0,).
Les coefficients de Fourier de P,/Q sont
~ h(0,0)=199989~1, A(1, 0)=£(0, 1)=.501 ~1/2=0;
h(l, —1)=.3007~.3=8; h(0, 2)=.235; A(1.—2)=_110; etc.
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La fonction ci-dessus a des coefficients qui ne vérifient pas la condition
d’obstruction (0) (elle n’est pas extrémale), mais répond néanmoins au
probléme d’extension de fonction de type positif défini ci-dessus, car elle
répond a la condition suffisante d’extension au sens large définie ci-dessus.

Exemple 4. — Dans cet exemple nous prenons o.=.8, =.9.

Les calculs montrent que la fonction P, /Q définie comme précédemment
a des coefficients de Fourier, ceux indéxés par A sont égaux respectivement
al,a,a B, mais que :

P,=—.3263+.92 cos(8, —0,)—.389 cos (8, —286,)
n’est pas positif, et ne répond donc pas au probléme de I’extension.

Exemple 5. — Dans cet exemple on prend «=.9, B=.8, on obtient
a=—.5. Le polynéme 1+P, peut s’annuler. On se trouve au bord du
domaine de validité des conditions suffisantes énoncées dans le théoréme.
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