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Resumi. — Le modeéle que nous présentons ici est une version simplifiée
tirée de la simulation numérique d’un procédé de cristallogénése ([3], [6]).
On s’intéresse a la résolution de ’équation de la chaleur dans un domaine
Q avec des échanges thermiques par rayonnement sur une partie I'; de la
frontiére de Q. Ces échanges se font a l'intérieur d’'une enceinte fermée
I'=T, UT,. La prise en compte de toutes les réflections donne un cou-
plage des températures et une condition de Neumann non linéaire sur I';.
Cette non linéarité n’est pas monotone. On utilise la méthode des sous et
sur solutions pour montrer 'existence d’une solution minimale et d’une
solution maximale puis on établit I'unicité de la solution avec un principe
du maximum.

Mots clés : Equation de la chaleur non linéaire, équation intégrale, principe du maximum,
rayonnement, sous (sur)-solutions.

ABSTRACT. — The model we are presenting here is a simplified version
which arises from the numerical simulation of the crystal growth ([3], [6]).
We are interested in the resolution of the heat equation in a domain Q
with thermal exchanges by radiation on a part I'; of the boundary of Q.
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678 C. PERRET ET P. WITOMSKI

These exchanges exist inside a closed cavity =T, \UT,. If we take
account of all the reflections we obtain a nonlinear Neumann'’s condition
with temperatures coupled on I';. The method using here to prove the
existence of a solution to this problem is based on the utilization of lower
and upper solutions. We obtain the unicity by a maximum principle.

I. LE MODELE

On veut résoudre I’¢quation de la chaleur dans un domaine © de
frontiére Q=T JI'; avec les conditions aux limites suivantes :

— la température est fixée sur I'y,

~ le flux de chaleur ¢ traversant I', résulte du bilan des échanges
radiatifs dans I'enceinte fermée I'=T, {J T,.

La température est connue sur I',. I" est une paroi grise, opaque, diffuse
en réflection et en émission [1]. L’intérieur de la cavité limitée par T est
un milieu transparent et non absorbant n’intervenant pas dans les échanges
radiatifs qui relevent donc de réflections multiples.

I,

I

Appelons T la température. Notons e(x), i(x), r(x) et a(x) les densités
de flux de chaleur respectivement émis, incident, réfléchi et absorbé en x
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EQUATION DE LA CHALEUR, REFLECTIONS 679

—_— W
La b e
e(x)=os(x) T*(x) (loi de Stefan [1])
a(x)=g(x)i(x)
r(x)=(1-ex))i(x),

ou o est la constante de Stefan et £(x) est I’émissivité des matériaux
formant la cavité.

Le flux de chaleur w(x) quittant I en x est la somme des flux réfléchis

et émis @ w(x)=r(x)+e(x).
La loi de Lambert [1] indique que le flux incident i(x) est de la forme

sur I'. On a :

i(X)=J 9 (x, )w(y)do ()
D’ou
W(X)=(1"8(X))J @ (x, Y)w(y)do (y)+e(x)oT* (x).

Le modele couplant 1’équation de la chaleur dans Q avec les réflections
multiples dans la cavité T" est donc :

~AT=0 dans Q (1)
T(x)=Ty(x) sur I, 2
x‘lT(x)= E®) (6T (0)-w(x) sur r, 3)

on ~&(x)
w(x)= (1—8(X))J ox, »w(ydo(y)+e(x)oT*(x) sur ' (4)
T(x)=T,(x) sur I, ®)

To (resp. T,) est une fonction positive donnée dans ¥* Ty
[resp. £ ([,)].

& est une fonction positive définie sur I et il existe deux constantes €
et g, telles que :

O<gy=e(x)<e,<1 pourtout x sur [ (6)

o est la constante de Stefan et A la conductivité thermique du milieu Q. ®
est un noyau positif, symétrique. p € ' (I' xT') et

J o (x, y)do(y)=1. 7N
r
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680 C. PERRET ET P. WITOMSKI

Nous allons d’abord résoudre I’équation intégrale (4) & T donné puis
nous établirons ’existence et 'unicité d’une solution pour le modéle com-

plet (1)-(5).

1. RESOLUTION DE L’EQUATION INTEGRALE

Dans la suite on notera la norme dans un espace ¥”, 1 <p<co, par
I |l,- Nous noterons de la méme maniére la norme d’une application
lin¢aire continue de ¥? dans .#°.

On considére "opérateur A défini par

Aw(x)=(1—¢&(x)) j @ (x, M) w(y)do (y) 8
T
g étant donnée on cherche w tel que
(Id—A)yw=g. 9
ProrosiTion 1. — Soit ge £P(T") avec p=1. L'équation (9) admet une

solution et une seule dans ¥7 ().

Démonstration. — Montrons que A est un opérateur linéaire contractant
de #7(I") dans £?(TI"). Considérons d’abord les cas p= oo et p=1.
(i) Soit we = (I'). Avec (6), (T) et (8) on a :

[Aw) | 21— ||wll,
dou Awe Z* () et
[Afle=T-ego<1
(i) Soit we £'(I"). On pose F(x, »)=(1—&(x)@(x,)w(y). On a
grace a (7)
Jdc,(y)J |F (x, J/)|dG(X)§(1_So)J meij @ (x, y)do () do (¥)
=1 =g | wll

On déduit du théoréme de Fubini que x—»J F(x, y)do (y) est dans

r
L), cest-a-dire Awe £ (). De plus

J jAw(x)]dG(x)gj dcs(x)f |F(x, »]do (=1 —gy)|lwl
dou [|A]l; <1z,

On obtient le résultat pour 1<p< oo par le théoréme d’interpolation
de Riesz-Thorin [2]. On a pour tout pe[l, o] ||A||,£1—g,< 1. L’existence
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et 'unicité d’une solution pour (9) découlent alors des résultats classiques
sur les équations intégrales linéaires [4]. W
Nous allons maintenant écrire w, solution de (9), sous forme intégrale.
On pose
KO (x, py=(1-ex) o (x, )

et pour n=2 .
K™ (x, y)=J K® (x, n K"V (1, y)do (1)
r

LEMME. — Pour tout n=1 K™ est un noyau positif vérifiant les propriétés
suivantes :

(1)
f K (x, y)do (x) (1 —¢g,)" (10)
r
(i)
fK‘") (x, y)do ()= (1 —g) (11)
r
(iii)
KWe 1T xT) (12)
Démonstration. — Les inégalités (10) et (11) sont vérifiees pour n=1 en

utilisant (6) et (7). Supposons que (10) et (11) soient vraies au rang n— 1.
On a:

J K" (x, y)do (x)= J <J KM (x, K" V(¢ yydo (t)) do (x)
T T T

:j K@ 1, ) (J KY(x, t)do (x))dc 0
r r

S(1—gp)"

De la méme fagon on obtient (11). Enfin comme mes(I") < oo on déduit
(12) des inégalités (10) ou (11). W
On peut maintenant exprimer les puissances de A.

PrOPOSITION 2. — Soit we #*(I'). On a pour tout n=1 :

AP w(x)= f K (x, y)yw(y)do (y) (13)
r

Démonstration. — Etablissons le résultat (vrai pour n= 1) par récurrence.

A“”W(XFJ K®(x, y) (J KD (p, nw(@) d0(1)> do (y)
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682 C. PERRET ET P. WITOMSKI
La fonction (x, 1)+ |w ()| K™ (x, 1) est dans ¥ (I’ xT') car

J |w(t)]<J K™ (x, t)dc(x)>d0(1)§(l -80)"J |w(0)|do (1)< + 0.
r I I

On en déduit par le théoréme de Fubini que :

j [w(n|K®(x, Hdo(f)<+o  p.p.t.x.
r
D’ou

J }w(l)[(f KO (x, )K" V(y, 1) dc(y))dc(z)< +w p.p.t. X
r r

Il vient donc :
A‘")W(X)=J w (1) <J K®(x, y) K"V (y, ndo @)) do (1)
r I

:j K®(x, nw()do(r). M
r

La solution de I’équation intégrale s’écrit sous la forme

o

w=(Id~A)"'g= Y A"g. (14)

n=0
D’ou
xL

wx)= 3 j K" (x, y) g (y)do (y)+g(x).

n=1

ProrosiTIoN 3. — Soit ge £ (). 1l existe un noyau Ke £ (I'xT),
positif, tel que

w(x)= J K(x, »)g(y)do(y)+g(x).
I

P
Démonstration. — Soit S,(x, y)= Y K®(x,y). S, est une suite
n=1
croissante de fonctions positives.
On pose .
K(x, y)= lim S, (x, y) (15)
P

Avec (10) on obtient

—g,

J‘ K (x, y)do (x)= LimJ S,(x, yydo (x) = Z (1—¢gy)'= 1
r r

P~ n=1 0
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EQUATION DE LA CHALEUR, REFLECTIONS 683
On a

J \g(y)|<J K(x, y)do (X)> do (y) <mes (I') "
r r 0
La fonction (x, y)— K (x, y) g (») est donc dans £ (C'x D).
Notons I, (x)= j S,(x, g () do (2).

r
En appliquant le theéoréme de convergence dominée on a p.p.t.X.

I—g

J |g(»)|do ()< +oo
I

Lim 1, (x)=j K (x, 5)£()do (7)
T

P+ ©
p
Comme I,= Y. A"g converge dans £ () vers w—g on en déduit donc
n=1

le résultat cherché. B

ProposiTION 4. — Le noyau K (x, y) vérifie les propriétés suivantes
1)
jK(x, ye(y)do(y)=1-e(x) (16)
T
(i)
j K )29 do(n)=1 (17)
r 1—g(x)
Démonstration. — (i) Prenons g (x)=Ae(x), LeR, dans (9). La solution

est w(x)=A car

A= —S(X))J © (x, y) hdo (y)=he(x)

T
Avec la proposition 3 il vient donc

X=J K (x, ) Ae(y) do (y)+re(x).
T
D’ou
jK(x, ye(pdo(y)=1—g(x).
r

(ii) K est obtenu comme limite de la suite S, [¢f. (15)]. On a:
p

S, (x, =K (x, )+ % J K* (x, K"V (1, y)do (1)
T

n=2

=KW (x, y)+j KW(x, 0)S,_ 1 (t y)do (1).

r
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684 C. PERRET ET P. WITOMSKI

Passons a la limite. Il vient

K (x, ) =KW (x, ,v)—i—f KD (x, HK (¢, y)do (£)

r

=(I—-e@)o(x, y)+(1*8(X))J o (x, DK (, y)do (1)

r

Divisions par (1 —¢g(x)) et intégrons par rapport & x. On obtient

JK(X, y)do_(x)zl-kj K (¢, y)do (1)
rl—e(x) r

D’ou

£ (%) _
LI_S(X)K(X, ydo(x)=1. B

III. RESOLUTION DU MODELE COMPLET

On cherche une solution du systeme (1)-(5). La température doit étre
comprise entre

Tye=Min {InfT,, InfT,} et T, ,=Max{SupT,, SupT,}.

To > I'o 2
On se restreint a cet intervalle [T, T,,,] en posant
Tine si T(x)<T,,
Tx)={T(x) st T sT()ZT
Teup si Te, ST ().

Etant donné Te #2(I') on note ¢ (T) I’élément de £ = (I') défini par
¢ (T) () =(T (x)*.

On étudie alors le probleme modifié :
trouver T vérifiant :

sup

—AT=0 dans Q (18)
T)=Ty(x) sur T, (19)
oT e(x)
—h—(x)= (oo (D) (x)—w(x) sur I'y (20)
on 1—e(x)

W(X)Z(l‘S(x))J ¢ (x, )wp)do(y)+e(x)oo(T)(x) sur I' (21)
r
Tx)=T,(x) sur T, (22)
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EQUATION DE LA CHALEUR, REFLECTIONS 685

Avec la proposition 3 on peut éliminer w entre (20) et (21). On obtient
sur I';

2L (9 =e(x) 00 (T) ()
on

_ X
1—e(x)Jr

Dans I'intégrale on a prolongé T sur I', en utilisant (22) et dans la suite
I'intégrale sur I doit donc se lire

K, y)e(y)oo (D) (y)do(y) (23)

j K, »)e(y)oo(T)(y)do(y) +j K(x, y)e(y) o0 (T,) (»)do (»).
Iy

Iy

Le couplage des températures sur la frontiére I, apparait clairement dans
(23). On note g 'opérateur sur £*(T',) par :

a(T) () =e(x) o9 (1) () - - f(:()x) f K (v, ) (3 00 (D) do () (24)
Le probleme (18), (19), (22), (23) s’écrit alors :
~AT=0 dans Q (25)
T(x)=T,(x) sur T, (26)
- XZ—T(X)=q(T) (x) sur I'; 27
n

On peut obtenir 'existence d’une solution dans #'(Q) pour (25), (26),
(27) avec le théoréme du point fixe de Schauder. Nous allons plutot
employer ici la méthode des sous et sur-solutions qui est constructive et
avec laquelle on peut obtenir I'unicité de la solution en utilisant le principe
du maximum de Hopf.

On considére 'opérateur d’itération M, : T, — T, , défini par :

—AT,, ;=0 dans Q (28)

T 1 (0)=To(x) sur T (29)

VT @R (=W VT s T, G0)
N

avec v=4e, o T2 de fagon que u, 2u, implique
Vi, (X) =€ (x) 00 (u,) () — vy (x) Te(x) o9 (uy (x)=0  p.p.

ProOPOSITION 5. — M, est un opérateur compact, monotone croissant
de #! (Q) dans #! (Q).

Vol. 8, n° 6-1991.
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Démonstration. — EBtablissons d’abord que ¢ est Lipschitzien de #2(T,)
dans #?(T",). Soient U et V dans #*(T",). On a

(V) (x)—g(V) (@) | =e(x)c|oU)(x) =0 (V) ()]

] £(x) oj K (. ) e0) | W) (3)— 0 (V) ()| do (7)
"S(X) T

En posant C=4T;, il vient

lq(U)(x)—q(V>(x>1§C{os(x>xU(x)—V(x>l

€ (%)
1—¢(x)

Gj K(x, e |Um»-V(»)|do (y)}
I

Soit ¥ (x)= J Kx, e o U)o (V) (»)|do ().

Iy
Comme

SUPf K (x, yye(y)do (y)= SUPJ K (x, p)e(y)do(y)
ry r

xel'y xel'y

SSupl—-e(x)Sl—¢g,
xely

on obtient avec I'inégalité de Young [6],
Wl S —e) U=V},
On en déduit

[ =g azocs s B ju-vi,

€

ce qui montre que ¢ est Lipschitzien de #2(I';) dans #*(T")).
On en déduit alors que M, est continu de #°* (Q) dans #' (Q).

En utilisant (16), (24) et le fait que T, et T, sont positifs on a pour
U dans £*(T")) :

€(x)
1—e(x)Jr

lq(U) ()] éGTfup<81 + K(x, y)e(y) dG(y)>

§281 GTgup

L’image de .#*(I";) par g est donc bornée dans #* (I';). L’injection de
#?(T,) dans o~ 22 (T',) étant compacte on déduit que M, transforme les
bornées de #! (Q) en des relativement compacts de #' (Q). M, est donc
compact.
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Soient maintenant v, et v», dans #'(Q) tels que v,=v;. On pose

u,=M, v, et u; =M, v,. u=u, —u, est solution de

—Au=0 dans Q
u(x)=0 sur I'y

)\.%(X)+Vu(X):V(‘I)Z“Ul)(x)——g(X) 0((P (vz)_(p (vl)) (X)
e(x)

l-e(x)Jr

- K(x, »)e(»)o(@(v) =9 @) (y)do(y) sur I

Comme K est un noyau positif et avec le choix de v on voit que

Jdu ” . .
Xa— +vu20 sur I';. u est donc positif ce qui montre la croissance de
I¢:

M, R

v

DEFINITION. — u est une sous solution (resp. sur solution) de (28), (29),
(30) si u=M, u(resp. u=M, u).

Pour le probléme considéré on a une sous-solution naturelle T, et une
sur-solution Tg,,.

ProrosiTioN 6. — On pose u; =T, et u=T, . on a y,sMuy; et
uzM, ug
Démonstration. — Vérifions que u; est une sous-solution. On pose

0
u=u;—M,u;. On a Xa—u +vuz0sur I';. Eneffet ona:
n

inf

X@+vu=+s(x)0Tf‘— £ jK(%y)S(J’)UTf;de(J’)
on 1—¢e(x)Jr

. 0 .
Avec (16) on obtient Xa—u +vu=0 et u est donc solution de :

n
—Au=0 dans Q
u(x)<0 sur I',

X?E +vu=0 sur I,
on

On en déduit que u<0 ez u; est bien une sous-solution. De la méme fagon
on démontre que T, est une sur-solution. M
Comme T, <Ty,,, il résulte de la monotonie de M, la

sup>

ProPOSITION 7. — Le systéme (25), (26), (27) admet une solution minimale
uy. et une solution maximale u*. On a Ty Su, Su*<T,,.

inf =
Démonstration. — Elle se fait comme dans [§] en utilisant les méthodes
de monotonic dans #'(Q). Posons u,=T,, et v,=T,,,. On forme les

suites u,=M,u,_, et v,=M,v,_;. De la monotonie de M, et de la

Vol. 8, n° 6-1991.
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proposition 6 il résulte que les suites u, et v, vérifient :

TS 200 Sy, <0, < ... S0, =T,

inf =

On pose u,=Supu, et u*=info,. Vérifions que u, converge vers u dans
A (Q). Le théoréme de convergence dominée appliqué a (u,, — u,)* montre
que la suite u, converge vers u, dans #?(Q). On établit comme dans [8]
en écrivant la formulation variationnelle du probléme (28), (29), (30) que
la suite u, est bornée dans #' (Q). De la compacité de I'opérateur M, on
déduit I’existence d’une sous-suite u,, qui converge dans #'(Q) vers u,.
La suite u, toute entiére converge alors vers u, et par continuité on voit
que u, est solution de (25), (26), (27).

De la méme fagon on montre que u* est solution. W

II est clair que toute solution u de (25), (26), (27) appartenant a
Pintervalle [T, ¢, T, ] est comprise entre u, et u*.

Pour établir 'unicité il suffit donc de montrer que u, = u*.

ProposiTiON 8. — Le systeme (25), (26), (27) admet une solution unique
dans Uintervalle [T, ;, T

inf» sup]‘
Démonstration. — On pose v=u,—u*. v est solution de
—Av=0 dans Q
v(x)=0 sur [,

—k@ =q(u,)—qW*) sur I,
on

Prolongeons u, et «* sur I'y par T,. On a alors

j q(u,) (x)do (X)ZJ &(x) 00 (u,) (x) do (x)
r T

_J‘ €(x) Jv K (x, y)oe(¥) o (u,)do (y)do (x).
r 1 —‘S(X) r

En permutant 'ordre d’intégration dans I'intégrale double et en utilisant
(17) on obtient

J q(uy) (x) do (x)=0,
r

ce qui traduit la conservation du flux. On a la méme relation pour u*.
On en déduit

J (q(uy (x)—qW*) (x))do (x)=0
r

et donc

on

f )ﬁ}(x) do (x)=0.
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On a d’autre part

J x?%mdcuo=o

n

dv
et —=0sur 'y caro=0sur Qetvo=0sur I,
n

On en déduit que %} =0 sur [',. Le principe du maximum de Hopf [7]
n

implique alors que v est identiquement nul sur Q. W

Remarque. — Si on modifie le probléme (1)-(5) en travaillant sur un
intervalle [T;, T(] avec T;<T,, et T,,, <T, on obtient de la méme maniere
une solution et une seule dans cet intervalle qui est solution de (1)-(5). Le
probléme initial admet donc une seule solution bornée sur Q. Cette solution
est comprise entre T ¢ et T,
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