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RESUME. - On s’interesse a des systèmes hamiltoniens convexes. On
démontre que, sur une surface d’énergie donnée, ou bien les trajectoires
fermées sont en nombre infini, ou bien elles vérifient une relation de reso-
nance. On en déduit que génériquement, les trajectoires fermees sont en
nombre infini. La demonstration repose sur une forme duale du principe
de moindre action, sur la theorie de Morse, sur une formule d’itération
pour l’index, et sur le theoreme de transversalite de Thom.

ABSTRACT. - This paper deals with convex Hamiltonian systems. It
is shown that, on any prescribed energy level, either the closed trajectories
are infinitely many, or they fulfil a resonance condition. It follows that,
generically, there are infinitely many closed trajectories on a prescribed
energy level. A dual form of the least action principle, Morse theory, an
iteration formula for the index, and Thom’s transversality theorem, are
used to obtain these results.
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0 . INTRODUCTION

Dans cet article, on s’interesse aux equations de Hamilton :

ou H : [Rn x (F~n -~ f~ est une fonction convexe, tendant vers + oo quand
~ ~ -~ Plus precisement, on s’intéresse aux trajectoires du
système (1) qui restent sur un niveau d’énergie donne, 1 par exemple :

On desire savoir combien le problème (1) (2) possède de trajectoires
fermees distinctes. En d’autres termes, combien le système (1) (2) a-t-il
de solutions periodiques qui ne se ramènent pas l’une à l’autre par chan-
gement de phase ? Le meilleur resultat en ce sens est du a Lasry et l’auteur,
qui montrent que, moyennant une condition métrique sur l’hypersurface
d’équation H(p, q) = 1 dans le problème (1) (2) a au moins n tra-
jectoires fermées.

Dans cet article, on démontre deux theoremes :

THEOREME A. 2014 Si ~ ~ 3, si le problème (1) (2) n’a qu’un nombre fini
de trajectoires fermées, il existe entre elles une relation de résonance..

THEOREME B. - Si n > 3, pour presque tous les hamiltoniens convexes H,
le problème (1) (2) a une infinite de trajectoires fermées. []
Des énoncés precis sont donnes dans le courant de l’article : il s’agit des

theoremes 5.3 et 6.2.
L’auteur ne connait pas d’analogue du theoreme A dans la litterature.

Certes, la notion de trajectoire resonante est tout a fait classique : elle
apparait lorsqu’on cherche à réduire un système hamiltonien, au voisi-
nage d’un point fixe ou d’une orbite periodique, à une « forme normale ».
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21UNE THEORIE DE MORSE POUR LES SYSTEMES HAMILTONIENS CONVEXES

Nous renvoyons pour cela aux beaux livres d’Arnold ( [4 ], appendice 7
et [3 ], chapitre 5), et aux references qu’ils contiennent aux travaux’ origi-
naux de Poincaré [26] et de Birkhoff [7]. La notion de tore resonant est
plus tardive, et est centrale pour le fameux theoreme de Kolmogorov,
Arnold et Moser (voir [20 ] pour des presentations approfondies).
Mais tous ces résultats classiques concernent des systèmes dependant

d’un petit parametre s, le système obtenu pour s = 0 etant complètement
integrable. 11 n’en est pas de meme ici, ou nous étudions un système non
linéaire tout à fait general, qui peut être fort eloigne d’un système comple-
tement intégrable.

Par ailleurs, la notion de « famille résonante » de trajectoires périodiques
semble nouvelle. Si la famille se reduit à une seule trajectoire, elle se reduit
bien sur à la notion classique, c’est-a-dire que certains des exposants carac-
teristiques de la trajectoire considérée doivent etre imaginaires purs, donc
de la forme + 1  k  p, et satisfaire de manière non triviale une rela-
tion à coefficients entiers :

Dans le cas ou la famille comprend plusieurs trajectoires, il faudra pon-
derer les exposants caracteristiques de chacune par un coefficient appro-
prie (definition V. 2). La condition de non-resonance sera alors une gene-
ralisation de la précédente aux exposants normalises (definition V.3).
Elle implique en particulier que chaque trajectoire de la famille est non-
résonante au sens precedent.
Dans les systèmes linéaires à coefficients constants, obtenus a partir

d’un hamiltonien quadratique défini positif, toute famille de n trajectoires
fermées de meme energie est résonante. Ceci explique que certains de
ces systèmes, de la forme

les cvi etant lineairement independants sur 0, n’ont pas plus de n solutions
periodiques sur chaque niveau d’énergie.

A. Weinstein m’a communique une interpretation géométrique du theo-
reme A, dans le cas of le système serait complètement integrable. Les tra-
jectoires fermées apparaissent alors comme des tores invariants degeneres.
Si elles sont en nombre fini, aucun des autres tores ne peut etre resonant.
Ceci implique que les fréquences fondamentales sur chacun d’eux sont
de la forme aQ, ou Q = ..., E [R" est un vecteur constant et a 

un facteur scalaire dependant du tore. Le vecteur Q transporte en quelque
sorte les exposants caracteristiques d’une solution périodique sur l’autre.
Le theoreme B se rapproche de résultats connus. Pugh et Robinson [27]
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22 1. EKELAND

ont demontre que, pour presque tout Hamiltonien H (convexe ou non)
les trajectoires périodiques remplissent une partie dense de l’espace. Tou-
tefois, le mot « presque tout » n’a pas le même sens dans ces deux resultats.
Il est dans les deux cas à prendre au sens de Baire (vrai sur Ga dense),
mais pour Pugh et Robinson il s’agit exclusivement de la topologie C2,
tandis que pour le theoreme B il s’agit de n’importe quelle topologie CB
3  k  00. Passer de la topologie C2 a une topologie plus fine dans le
theoreme de Pugh et Robinson relève du « closing lemma », qui est une
des difficultes majeures de la theorie des systèmes dynamiques.
Par ailleurs, le theoreme de Birkhoff-Lewis (demonstration par Moser

dans [21 ]) affirme en substance que si une orbite periodique est elliptique,
c’est-à-dire si elle admet au moins un exposant caracteristique imaginaire
pur et non nul, non resonante, et si elle satisfait une condition de non-

degenerescence portant sur les termes d’ordre superieur, alors il existe
une suite infinie de trajectoires fermées, de période de plus en plus grande,
tendant vers la trajectoire considérée.
Pour demontrer l’existence d’une infinite d’orbites periodiques, il suffirait

donc de démontrer l’existence d’une seule, pourvu qu’elle soit elliptique
et non degeneree au sens de Birkhoff-Lewis. Malheureusement, nous ne
savons pas si le problème (1), (2) possède necessairement une solution
periodique elliptique, et le present travail n’apporte pas de reponse a cette
question.

Si on est dans la situation du theoreme de Kolmogorov, Arnold et Moser,
c’est-a-dire si le système (1) est proche d’un système complètement inte-
grable, on sait bien que les orbites elliptiques et hyperboliques coexistent,
les unes n’apparaissant pas sans les autres. Plus généralement, on peut
espérer étendre le recent travail de Ballmann, Thobergsson et Ziller [5]
sur les géodésiques fermées au cas qui nous occupe, et démontrer l’existence
d’une solution periodique elliptique moyennant des restrictions sur H".
Mais cela ne résoudrait pas la question de savoir s’il existe des systèmes
hamiltoniens convexes sans orbites elliptiques.
Nous ne savons pas si l’hypothèse n  3 est essentielle aux theoremes A

et B. Elle apparait tardivement, dans la demonstration du theoreme 5.3,
pour eviter qu’une orbite hyperbolique ne puisse voir l’index de ses iteres
croitre de deux en deux, et garnir ainsi a elle seule les cases prévues par la
theorie de Morse (theoreme 111.8). Bien entendu le cas n = 1 est trivial,
ce qui ne laisse ouvert que le cas n = 2.

Le § I montre que le problème (1), (2) est de nature géométrique plutôt
qu’analytique, puisqu’il ne depend du Hamiltonien H que par l’intermé-
diaire de la surface de niveau H(p, q) = 1 dans [R2n.
Au § II, on se ramene à un Hamiltonien homogène. Cette reduction

tout à fait classique, mais popularisee par Rabinowitz, est essentielle pour
la suite des operations. Elle permet de deplacer le problème, en imposant
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23UNE THEORIE DE MORSE POUR LES SYSTEMES HAMILTONIENS CONVEXES

la periode des trajectoires fermées plutôt que leur energie. On peut alors
limiter le cadre fonctionnel aux fonctions T-periodiques. Les itérés d’une
meme orbite T-periodique, c’est-a-dire les solutions kT-periodiques
obtenues en la parcourant k fois, ne sont plus genantes, mais sont rem-
placées par leurs homothetiques T-périodiques sur des niveaux d’énergie
inférieurs.

Le § III est consacre à la theorie de Morse. Nous definissons l’index et
la nullite d’une solution periodique du problème (1) (2), et nous mon-
trons qu’il doit y avoir au moins une solution periodique pour chaque
index pair.
Bott le premier [9 ], suivi par Duistermaat [I S ], a défini l’index d’une

solution d’un système hamiltonien. Leur definition n’est pas la notre,
et surtout, il ne semble pas qu’il s’agisse la d’un index de Morse, c’est-a-dire
permettant d’aboutir à des résultats d’existence de solutions periodiques
par le biais de relations de Morse. De tels résultats d’existence sont en tout
cas absents de leurs articles.

Il n’en est pas de meme des articles plus recents d’Amann et Zehnder [2 ],
ou de Conley et Zehnder [13 ], qui utilisent l’un et l’autre l’index de Conley,
qui est une extension de la theorie de Morse aux systèmes dynamiques.
Ils obtiennent des résultats de multiplicité, le premier pour des systèmes
asymptotiquement lineaires, le second pour des systèmes hamiltoniens
non autonomes. La encore, leur index n’est pas le nôtre : c’est que ces

auteurs travaillent sur la fonctionnelle associée au principe de moindre
action, alors que nous travaillons sur une fonctionnelle duale, introduite
par [Il ] et [12].

Les avantages de cette approche sont multiples : la fonctionnelle duale
est bornee inferieurement et vérifie la condition (C) de Palais-Smale, ce
qui évite les reductions en dimension finie a la Liapounov-Schmidt. Mal-
heureusement les insuffisances actuelles de la theorie de Morse en dimen-
sion infinie (que Struwe [28 ] a surmontées autrement) ont amené l’auteur
à construire un modèle en dimension finie, dans la ligne de [1 D ]. On remar-
quera la simplicite des relations de Morse obtenues a la fin du § III. Cette
simplicite est due au cadre linéaire dans lequel on se place (la fonction
etudiee est definie sur un espace vectoriel et tend vers + oo a l’infini),
cadre qui fait defaut à 1’etude des geodesiques fermees sur une variete
riemannienne.
Au § IV, on compare l’index d’une trajectoire fermée a celui de ses itérées.

Une étude de ce genre est evidemment centrale au problème des geode-
siques fermees, et nous lui avons pris l’idée de depart, un lemme de décom-
position du à Bott (lemme IV. 2). La encore, les résultats obtenus sont
difficilement comparables.
Au § V, nous definissons la resonance, et nous demontrons le théorème A.

Cette demonstration separe les orbites hyperboliques (pour lesquelles elle
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24 1. EKELAND

est simple) des orbites elliptiques (pour lesquelles elle est compliquee).
On pourrait envisager une demonstration courte, basee sur l’alternative :

. ou bien toutes les trajectoires fermées sont hyperboliques, auquel cas
elles sont automatiquement non resonantes, et on conclut aisement qu’il y en
a une infinite,

. ou bien il y a au moins une trajectoire fermee elliptique non resonante,
auquel cas on tenterait d’appliquer Birkhoff-Lewis pour conclure à
l’existence d’une infinite de trajectoires fermees dans son voisinage.

Malheureusement, pour appliquer le theoreme de Birkhoff-Lewis, la
non-resonance ne suffit pas ; une condition de non-dégénérescence portant
sur les termes d’ordre superieur, doit etre satisfaite. Peut-être decoule-t-elle
de la convexité du Hamiltonien H ? L’auteur en doute, et en tout cas a ete
incapable de le demontrer.

Le § VI démontre le théorème B : c’est une simple application du theo-
reme de transversalité de Thom. Enfin, le § VII donne une application à
1’etude de la stability propose une conjecture.

L’auteur remercie A. Weinstein, G. Thorbergsson et un rapporteur ano-
nyme pour leur interet et leurs critiques.

I. FORMULATION GEOMETRIQUE

Considerons l’espace x 11 est muni de la structure eucli-
dienne standard ; le produit interieur de deux vecteurs ~ et ( sera note (~, ().
On le munit egalement de la structure symplectique standard. 11 s’agit

d’une 2-forme non degeneree a, définie par :

Introduisons la matrice 2n x 2n :

La structure symplectique est donnee par :

Considerons dans une hypersurface S, c’est-a-dire une sous-variete
de dimension (2n - 1) et de classe 3. Soit as la 2-forme induite

par a sur S :
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25UNE THEORIE DE MORSE POUR LES SYSTEMES HAMILTONIENS CONVEXES

Comme S est de dimension impaire, toutes les 2-formes sur S degenerent.
Ceci signifie que le noyau Ker défini par : 

-

est non-trivial quel que soit x dans S.
En fait, ce noyau est partout de dimension un. On voit immédiatement

qu’il s’écrit :

ou NxS est l’espace normal à S en x :

On a bien J(NxS) c TxS, et on obtient ainsi un feuilletage de S. Les
courbes integrales sont appelees caracteristiques de cr sur S.

DEFINITION 1. - Une S, de classe C1, est une carac-
téristique de 6 sur S si elle verifie : 

’

Dans toute la suite, S sera compacte, et nous nous interesserons aux
caracteristiques fermées sur S. Le mot « fermé » peut vouloir dire, soit
que la trajectoire {x(t)|t E R} est topologiquement fermée dans S, soit
que l’application x : R ~ S est periodique. Comme S est compacte,
ces deux interpretations sont équivalentes (voir [25 ]).

II. FORMULATION
COMME EQUATION DIFFERENTIELLE

On suppose dorénavant que S est le bord d’un convexe compact C de
!R2n, d’interieur non vide. En outre, S sera de classe C~, avec k > 3, et de
courbure gaussienne strictement positive.

Par translation, ce qui n’affecte pas les caracteristiques, on peut toujours
se ramener au cas ou : ’

Soit H : f~2n -~ [R une fonction qui soit Ck au voisinage de S et qui
vérifie :

Trouver les caracteristiques fermées sur S revient a trouver les solu-
tions periodiques du système hamiltonien x = JH’(x) sur le niveau H = 1.

Vol. 1, n° 1-1984.



26 1. EKELAND

Le problème se formule donc ainsi :

Ici T, comme x, est une inconnue.
Dans cette formulation, nous sommes libres de choisir la fonction H,

pourvu qu’elle verifie (2) et (3).

DEFINITION 1. - Nous dirons que le hamiltonien H : (~2~‘ --~ [R est

fidèle a S si :

ou [0, ~ ) -~ fF~ vérifie les proprietes suivantes :

(7) qJ est de classe C~, convexe, strictement croissante.

LEMME 2. - Donnons-nous un nombre a > 15/4. Alors il existe un

hamiltonien fidele H tel que cp"(O) = a. La fonction H est alors convexe,
et de classe Ck sur ~2n~ ~ 0 }.

Démonstration. - Définissons la fonction 03C6 comme suit :

La valeur du paramètre a etant imposee, cherchons à determiner m, r
et s de maniere à ce que la fonction cp ainsi définie soit de classe C2. Le
raccord au point t == 8 impose que : .

On multiplie la premiere equation par 12s -2, la deuxième par - 6~-1,
et on les ajoute a la troisième, ce qui donne :

Annales de l’Institut Henri Poincaré - Analyse non linéaire
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En utilisant cette valeur, on trouve :

L’équation (13) determine 8; les equations (14) donnent alors les valeurs
de m et de r. ~

1, c’est-a-dire si a > 4 , il est clair que la fonction 03C6 est de classe C2
et verifie les conditions (6) et (8), avec 03C6"(0) = a.

Par ailleurs, on verifie que :

Ceci prouve que (p" est strictement positive partout, et donc que (p
est convexe et strictement croissante.

Reste la condition (9). Elle est vérifiée sur l’intervalle [s, + oo), ou
(p(t) = t3/2. Calculons la dérivée de la fonction t[03C6(t)]-1/2 sur l’inter-
valle [0, E ] ; elle s’ecrit :

La fonction t~p(t)-1~2 est bien strictement croissante. Les conditions (6)
à (9) sont donc satisfaites, à l’exception de celle qui porte sur la régularité
de la fonction 03C6 : celle-ci est seulement C2 au point t = E.
On prend alors une suite qJn de fonctions C~ telles que :

Comme (p" > 0, (p’ > 0 et [t~p -1~2 ]’ > 0, on aura, pour n assez grand :

La fonction qJ = qJn vérifiera donc toutes les conditions (6) à (9).
Le hamiltonien H est alors défini par :

Vol. 1-1984.



28 1. EKELAND

La fonction j (jauge du convexe C) est convexe sur f~2n, et de classe
Ck sur ~2nB~ 0 ~. Comme ~p est convexe croissante, et de classe la fonc-
tion H = cp 0 j sera convexe et C~, sauf à l’ origine..
Dans toute la suite, on prendra pour H un hamiltonien fidele. II ne sera

pas C2 a l’origine, à moins que S ne soit un ellipsoide de centre 0. On peut
toutefois préciser l’allure de H au voisinage de l’origine :

LEMME 3. - Soient r, R et y trois nombres positifs tels que, pour tout

où j est la j auge du convexe C. Alors il existe 8 > 0 tel que, pour tout x ~ 0
tel que ~ ~ 8, on ait :

Demonstration. En confrontant les formules (21) et (22), on obtient :

Comme H = avec = a et cp’(O) = 0, on a :

D’ou l’existence d’un 8 > 0 tel que :

Par ailleurs, d’après la condition (9), la fonction t ~ ~2 est stricte-
ment croissante. L’expression jH-1~2 doit donc croitre avec j, de meme
que j2 /H, et le quotient H/j2 doit décroître. D’ou :

Pour l’inégalité (25), on procède de la meme maniere, en remarquant
que H"(i! x) _ 03C6(03BB)03BB-2H"(x) pour tout x ~ S et tout 03BB > 0. Tous les hamil-
toniens fidèles ont meme H"(x) en chaque point x E S. Cette matrice depend
uniquement de la courbure de S au point x, et est non dégénérée si la cour-
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29UNE THEORIE DE MORSE POUR LES SYSTEMES HAMILTONIENS CONVEXES

bure totale est non nulle. On peut appeler y(x) sa plus petite valeur propre,
et prendre pour y la valeur minimum de y(x) 
La definition d’un hamiltonien ndcle, et plus particulièrement la rela-

tion (5), assure que toutes les surfaces de niveau H(x) = h sont homo-
thétiques de S. Les caracteristiques sur differents niveaux se correspondent
par homothetie.

LEMME 4. - La courbe x(t ) est une solution du problème :

si et seulement si la courbe

est une solution du problème :

En outre, les solutions x et xh ont les memes multiplicateurs caractéris-
tiques.

Demonstration. - Il suffit de poser y(t ) _ et de determiner ~.

et  par les conditions H( y) = h et y = JH’( y). La premiere donne :

D’où À = Pour la seconde, il faut commencer par prendre le
gradient des deux membres de l’équation (5), ce qui donne :

En reportant dans 1’equation y = JH’( y), on tire  = 03C6(03BB)/03BB2, d’ou les
formules (31) et (33).
En ce qui concerne les multiplicateurs caracteristiques de x et xh, rap-

pelons que ce sont les valeurs propres de R(T) et ou R et Rh sont les
resolvantes des equations linearisees autour de x et x~ .

L’equation linéarisée autour de x s’ecrit :

L’equation Hnearisee autour de xh s’écrit :

Vol. 1, n° 1-1984.



30 1. EKELAND

On vérifie comme ci-dessus que H"(/bc) = 03C6(03BB)03BB- 2H(x). L’équation prc-
cédente devient :

~ / / . B B

Le changement de variable s = tTTh- 1 ramene 1’equation (38) à l’équa-
tion (36) ; si y(t) est solution de (36) sur [o, T ], alors z(t ) = est

solution de (38) sur [o, Th ], et reciproquement. Les applications :

coincident donc, et leurs valeurs propres sont les mcmcs. )))!
On remarquera que, grace à Fhypothese (9), la fonction 

est strictement croissante. Donc Th croit strictement d’une limite To à + oo
quand h eroit de 0 à l’infini.

Cette limite To se calcule aisément :

On est donc conduit au diagramme suivant :

On peut deduire de cette analyse que le système i = JH’(x) n’a pas
de solution de periode arbitrairement petite. Plus precisement :

PROPOSITION 5. - Soit H un hamiltonien fidele, avec a = et r

défini par (22). Si

, 

le problème :

n’a que la solution x = 0.

Demonstration. - Ceci découle de l’estimation (24) et d’un theoreme
de Croke-Weinstein ( [14 ] ; voir une demonstration simple dans [6 ]).
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On en deduit une relation entre 1’energie h et la periode T :

COROLLAIRE 6. - Posons h = H(x(t )), ou x verifie (44). Alors : 1

Demonstration. - Si h > 1, la solution T-périodique sur le niveau h
correspond à une solution Th-1/3-périodique sur le niveau 1 et à une

solution de periode voisine de sur des niveaux voisins de 0.
La condition donne le résultat.

III. FORMULATION VARIATIONNELLE

Dans toute la suite, H sera un hamiltonien fidele à S. On se donne un
nombre T > 0 et on recherche les solutions T-periodiques de l’équa-
tion x = JH’(x). Ce problème s’ecrit :

On introduit la fonction convexe conjuguee G de H, definie par :

Des hypotheses faites sur H (definition II.1 et lemme II. 3) decoulent
certaines proprietes de G :

LEMME 1. - La fonction G : f~2n --~ [R est convexe, de classe C~ sur
[R2n et sur Ll~2nB ~ 0 }. On a :

Démonstration. - Ce sont, soit des propriétés classiques de la conju-

Vol. 1, n° 1-1984.



32 1. EKELAND

gaison (la formule (3) par exemple), soit des exercices sur la definition (2).
On renvoie à [18 ] pour les details. A titre d’exemple, demontrons la for-
mule (7) ; les formules (8) et (9) en decoulent par derivation en y.

Soit y E H’(S). 11 existe x ~ S tel que y = H’(x), et l’on a H(03BBx) = 03BB3/2H(x)
pour tout ~. > 1. On en tire Ay = H’(~,2x), et donc :

On introduit alors l’espace de Sobolev :

et la fonctionnelle § : E -~ (F~ définie par :

La fonctionnelle ~, duale du principe de moindre action, a ete introduite
dans l’article [12 ] (voir aussi [11 ]). On y demontre entre autres la :

PROPOSITION 2. - La fonction § est de classe C~ 1 sur E. Si x est solu-
tion du problème (1), alors ~’(x) = 0. Reciproquement, si ~’( y) = 0 il

existe un vecteur 03BE ~ R2n et un seul tel que x(t) = y(t) + 03BE soit solution
du problème (1).

Démonstration. - La fonction 03C6 sur E est la somme d’une forme quadra-
tique continue, donc Cx, et de la fonctionnelle :

qui est C 1 puisque la fonction G est C~ et satisfait les estimations (7) et (8)
(voir [18 ~, § X . 4 . 3).

L’equation = 0 se ramène aux equations d’Euler-Lagrange :

D’ou l’existence tel que :

En utilisant la formule de reciprocite (3), ceci donne :

qui est l’équation desiree, avec x = y + ~. Comme y est T-periodique,
il en est de même pour x.
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S’il y avait deux vecteurs ç 1 et ~2 associes a un même y, et donnant
naissance a deux solutions xl - y + ~1 1 et x2 - y + ~2, on obtiendrait
par soustraction :

et donc, faisant le produit scalaire par ~2) ~

pour un certain t entre 0 et 1. Puisque H" est partout défini positif, 03BE1 = 03BE2.

Les g rou p es et S agissent sur E suivant les formules : 
.

La fonction § est invariante par ces deux actions, et si y est un point
critique de ~ il en sera de meme de LçY et 

11 est commode de passer au quotient par l’action de [R2n. Cela revient
à prendre y comme unique variable, en oubliant y, qui n’est défini qu’a
une translation i~ pres. 

’

Considerons donc l’espace :

et la fonction 03C8 : Lo(o, T) ~ R2n définie par :

Ici Mu est l’unique primitive de u dont la moyenne s’annule :

PROPOSITION 3. - La fonction 03C8 est de classe C1 
sur Lo(o, T). Si x est

solution du problème (1), alors u = x est un point critique de Recipro-
quement, si u est un point critique il existe une primitive x de u et
une seule qui soit solution de (1).

Ceci n’est que la traduction de la proposition 2.

PROPOSITION 4. - La fonction satisfait la condition (C) de Palais-
Smale sur T)..

Démonstration. Considerons une suite un E T) telle que : 
’
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Il s’agit d’extraire de un une sous-suite qui converge dans T) vers
un point critique de ~r.
Pour cela, il nous faut remarquer que, grace a la condition (7), on a :

ou rn = min { G( y) y E H’(S) } et r est une certaine constante. En reportant
cette inégalité dans l’expression (23) on obtient :

Le premier terme est quadratique et continu. 11 existe donc une autre
constante b telle que :

L’hypothèse (26) nous permet alors d’affirmer que la suite un est bornee
dans T). Nous pouvons donc extraire une sous-suite vn convergeant
faiblement vers un certain v :

On en deduit que MVn converge vers Mv, uniformement sur [0, T].
Utilisons maintenant l’hypothèse (25). Elle s’ecrit, pour la sous-suite vn :

avec 03BEn E R2n et En ~ 0 dans L 3/2.
La condition (8) nous permet d’affirmer que :

max ~ ~ ~ et r’ est une certaine constante. La

suite ~~, etant bornée dans L~(0, T), on en deduit que la suite G’( - Jvn)
est bornee dans L 3/2(0, T).
Le premier membre de 1’equation (31) est donc borne dans L3~2(o, T).

On en deduit que la suite 03BEn doit etre bornee dans R2n, et on peut donc,
par extraction de sous-suite, se ramener au cas ou elle converge :

L’équation (31) s’ecrit encore, grace à la formule de reciprocite (3) :

Grace à l’estimation (11.35), l’application non linéaire x ~ H’ 0 x
envoie L 3/2(0, T) dans L3(o, T). D’après un theoreme de Krasnoselski [22 ] ;
voir aussi [18 ], proposition IV. 1.1), cela suffit pour qu’elle soit continue.
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La parenthèse, dans 1’equation (34), converge vers Mv - Jç dans L3~2(O, T).
Le second membre converge donc vers dans L3(o, T). Il doit
en être de meme du premier :

Or on savait deja que vn convergeait faiblement vers v. D’ou, par uni-
cite de la limite :

Finalement vn 2014~ v dans L~(0, T) et v, qui verifie 1’equation (36), doit
etre un point critique de 

Soit u un point critique non trivial 

Il est facile de voir que u est de classe et que ~) ~ 0 pour tout t.

Comme la fonction G est C~ sur fF~2n~ ~ 0 ~, et grace à l’estimation (9), on
peut montrer que l’application v -~ v de L~(0, T) dans L312(o, T)
est Gâteaux-différentiable au point u :

avec 0 ~ 8(t )  1, et en utilisant l’inégalité de Holder. D’après le theoreme
de Krasnoselskii deja cite, G" 0 (u + 0sw) - G" 0 u dans L~(0, T) quand
s ~-~ 0, et les deux membres de l’expression tendent donc vers zero.

11 faut remarquer que l’application v -~ G’ 0 v ne saurait etre car

tout voisinage de u dans L~(0, T) contient une fonction qui s’annule sur
un intervalle de longueur positive et G" n’est pas défini en 0. Donc la fonc-
tion ~ est deux fois Gateaux-differentiable en u, mais non C2.
On peut toutefois définir le hessien de ~r au point u. C’est la forme qua-

dratique sur T) donnee par :

L’index de u est la dimension maximale d’un sous-espace sur lequel
le hessien est défini negatif. La nullité de u est la dimension du noyau de
~(r"(u).

PROPOSITION 5. - L’index et la nullite d’un point critique u =1= 0 sont
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toujours finis. Ce sont respectivement l’index et la nullite de la forme

quadratique Q(u) sur T) donnee par :

Démonstration. On commence par se ramener de Lo(o, T) a l’espace
Lo(o, T) défini par : __

Il est clair que Lo(0, T) est contenu dans L6(0, T), et donc que l’index de u
est au plus egal à 1’index de Q(u).

Réciproquement, si 1’index de Q(u) est ~ i, il existera un sous-espace
F ci Lo(0, T), de dimension i, tel que la restriction de Q(u) à F soit définie
negative. Il est alors facile d’approcher les fonctions de F par des fonc-
tions C~, et d’obtenir un sous-espace F’ c Lo(0, T), de dimension i, sur

lequel le hessien (39) sera défini negatif. Donc 1’index de u sera aussi  i.

Quant à la nullite, il suffit de remarquer que le noyau des formes qua-
dratiques (39) et (40) est constitue des fonctions v qui vérifient les equations :

Comme u est de classe Ck, avec u(t ) =~ 0 pour tout t, la fonction
t ~ G"( - Ju(t )) est continue, et v est donc continue. Ainsi le noyau est
constitue de fonctions continues, et est contenu dans T) comme
dans Lo(o, T).

Reste à montrer que l’index est fini. -

Ecrivons Q(u) sous la forme :

ou les opérateurs K et A de L~(0, T) dans lui-meme sont donnes par :

11 est clair que K et A sont autoadjoints, que K est compact, et que A est
defini positif et inversible. L’equation :

définit donc un nouvel opérateur autoadjoint B, défini positif et inversible.
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L’operateur B -1 KB -1, étant compact et autoadjoint, possède une base
orthonormee de vecteurs propres e;. Soient 03BBi les valeurs propres cor-

respondantes ; elles sont réelles et tendent vers zero.
Posons fi = constituent une base de T), et 1’on a,

en posant v = 

Comme )"i --~ 0, il ne peut y avoir qu’un nombre fini de carres negatifs :
c’est 1’index de Q(u)..
Nous avons omis de demontrer que la nullite etait finie. Cela decoulera

du résultat suivant, beaucoup plus precis :

PROPOSITION 6. - Soit u ~ 0 un point critique de 03C8 sur T) et x
1’unique solution de i = JH’(x) telle que x = u. La nullite de u est le nombre
de solutions lineairement independantes du problème aux limites :

Démonstration. Reprenons les equations (42) et (43), caractérisant le
noyau des formes quadratiques (39) et (40). On sait que u et x sont lies par
la relation G’( - Ju) = x. La formule de réciprocité (3) permet alors de
transformer l’équation (43) comme suit :

Ceci signifie que y = Mv + Jç est une solution du problème (49). On
verifie aisement que le vecteur M~ est determine de maniere unique. et
donc que la relation y = v met en correspondance biunivoque les ele-
ments du noyau avec les solutions de (49).

COROLLAIRE 7. - La nullite de u est au plus egale a 2n et au moins
egale a 1.

Demonstration. - Les solutions du problème (49) forment un sous-
espace de l’espace de toutes les solutions de 1’equation dnferentielle linéaire
y = JH"(x(t ))y, qui est de dimension 2n.
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Par ailleurs, le problème (49) a toujours la solution y = x, puisque x est
T-périodique. []
Le fait que la nullité soit toujours  1 n’est pas surprenant : il traduit

l’invariance de la fonction 03C8 par l’action de S1 :

Si 0 est un point critique de ~, son orbite sous l’action de S~ 1

est entièrement constituee de points critiques :

Comme u est de classe Ck, il en est de meme de l’application 03B8 ~ 68u,
dont la dérivée n’est autre que 0. Par ailleurs, on ne saurait avoir

= que si (82 - o1)T est une période de u. Soit T/p la période
minimale de u. L’orbite L(u) est l’image du cercle Slip dans T) par
une immersion de classe Ck. Ce sera donc une sous-variété de dimension un.
On appellera L(u) une orbite critique. On dira qu’elle est non dégénérée

si la nullite de chacun de ses points est egale à un.
L’origine, u = 0, est un point critique de nature differente. Il est inva-

riant par l’action de S ~, et ne fait donc pas partie d’une orbite critique.
La fonction 03C8 n’a pas de dérivée seconde en ce point. Donnons une condi-
tion suffisante pour que l’origine soit un point critique isole.

LEMME 7. - Soit T > T ; on lui associe la fonctionnelle 03C8 sur Lo(©, T)
definie par

Si les orbites critiques de ~ sont toutes non degenerees, l’origine sera
un point critique isole de ~.

Démonstration. Supposons que l’origine n’est pas un point critique
isole de 11 existe alors une suite un ~ 0 dans L~(o, T) de points critiques
de 03C8, à laquelle correspond par xn = un une suite 0 de solutions

T-périodiques de x = JH’(x).
D’après le paragraphe II, particulièrement le tableau (42), les x~ sont

homothétiques de solutions Ta/2-periodiques dont Ie niveau tend vers 1.
Une seconde homothétie pour ramener la periode a T, et on trouve que les
x,~ sont homothétiques de solutions y~, de période T et de niveau :

Donc h > 0. Les yn sont deux à deux distinctes puisque les xn le sont.
Par compacité, on voit facilement que yn converge uniformement vers un
certain y, qui verifie :
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Donc y == ~ =~ 0 est un point critique ainsi que les vn = Comme
les vn convergent vers v, ce dernier n’est pas un point critique isole, et doit
donc etre degcncre. )t!
Nous arrivons maintenant au resultat principal.

THEOREME 8. - Supposons que les orbites critiques de 03C8 soient toutes
non dégénérées, et que l’origine soit un point critique isolé. Alors 03C8 a au
moins une orbite critique de chaque index pair plus petit que

Ici E(a) designe la partie entiere du reel a.

La demonstration comporte deux etapes : une reduction a la dimension
finie, puis une utilisation de la theorie de Morse en dimension finie. Des
difficultes techniques, en particulier le fait que la fonction 03C8 n’est nulle part
C2, empechent de travailler directement en dimension infinie.

LEMME 9. - Associons a ~ E [R2n et s > 0 le problème

ou

Il existe So > 0 tel que, pour tout s tout ~ E (1~2n le problème (~E,~)
ait une solution unique u(s, ~), de classe Ck -1 en t. On a u(s, 0) = 0 pour
tout s, et 0 on a u(s, ~)(t ) ~ 0 pour tout t.

Démonstration. Il ressort du lemme 1 que l’on peut trouver une cons-
tante c > 0 telle que :

Notons 1’integrale a minimiser dans (~£,s). Quels que soient u 1
et u2, on a :
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On a ~ ~ MEu I I 2/~ d’après Cauchy-Schwartz. On en tire :

Donc est strictement convexe dès quc s  

Il est facile de voir que ~£ est continue, C~ meme, et que + oc

quand ~u~ ~ oo . -£

Appelons F le sous-espace affine de L2(0, s) défini par 1’equation 03BE.

Il est de codimension finie, donc ferme. La fonction 03C8~ doit atteindre son
minimum sur F en un point unique u( e, ~), et la restriction a F ne sau-

rait avoir d’autre point critique.
Au point u(e, 03BE), 03C8~ doit posséder un sous-gradient orthogonal a F03BE.

Il faut noter que l’opérateur JM~ n’est pas autoadjoint, et que le sous-
différentiel de est donne par la formule :

L’espace normal à F dans L2 est l’espace des fonctions constantes.
Ainsi, ç) doit verifier 1’equation :

pour une certaine constante ) E f~2n. On a donc ~) = x, ou x est une
solution de x = JH’(x). D’ou le resultat .

Soit N un entier tel que TN - 
1 
 go. Posons 8 = TN - 1.

i - 1

..., ~N) E (~2~)0 ! ~ ~~ 
Soit pN : T) -~ (I1~2~‘)0 1’application definie par:

Soit rN : (~2n)~N ~ Lg(0, T) l’application definie par :

La fonction ... , ~ N) sera sur chaque intervalle (k + 1 )~ ],
et en general discontinue aux points kE .

LEMME 10. - La fonction 03C8 ° rN est de classe C1 sur et C3 sur Q.
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Si (03BE1, ...,03BEN) ~ 0 est un point critique de 03C8 ° rN, alors ..., 03BEN) ~ 0
est un point critique sur T). Reciproquement, si u ~ 0 est un
point critique de 03C8, alors appartient a Q et est un point critique de

Demonstration. 2014 Par abus de notation, nous designerons par rN 1’appli-
cation de (~2n)N dans L~(0, T) dennie par les formules (62). Nous cherchons
une expression explicite de 03C8 ° rN.

-t
Soit u = rN(03BE1,..., 03BEN). Notons MTU = Remplacer Mu par

MTU dans 1’expression (23) pour ne change pas sa valeur. On a :

avec :

L’intégrale qui figure dans le membre de droite de l’expression (64)
est le minimum realise dans le problème (~,03BE) : notons le V(03BE). Cette fonc-
tion est bien connue en analyse convexe (fonction de performance). On
sait qu’elle est convexe, continue sur et que son sous-différentiel 
n’est autre que l’ensemble des multiplicateurs. de Lagrange associés a la

contrainte u = 03BE dans le problème (~,03BE). Dans le cas present, le mul-

tiplicateur de Lagrange est le vecteur (E tel que :

On verifie qu’il est unique. La fonction V est donc C~ sur [R2n, avec V’(~) == ~.
On obtient ainsi l’expression cherchee pour 03C8 ° rN :

Supposons maintenant que ... , ~N) soit un point critique de la
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restriction de 03C8 ° rN au sous-espace défini par 03A303BEi = 0. Ceci signifie
que :

Notons cu E cette commune valeur, et dérivons l’expression (67)
par rapport a ~k. On doit donc avoir, pour chaque k :

Posons 03BEk = + ... + 03BEk-1 - 03BEk - ... - 03BEN). On obtient

On verifie alors que la fonction y définie par :

est une primitive de u sur [0, T ] tout entier. On a donc y = Mu + avec

a~’ E et les equations (69) se ramenent a :

ce qui signifie que u est un point critique de 03C8 sur T).
Si maintenant u est un point critique de il doit verifier 1’equation (73)

sur [0, T ], donc uk doit verifier 1’equation (71) pour des valeurs appropriees
des constantes. Cela signifie que uk est la solution du problème (~E,~) pour

03BE = uk. En d’autres termes, rNpNu = u. On en deduit que 0 si

u ~ 0, et que pNu est un point critique de 03C8 ° rN .
Reste a demontrer que 03C8 ° r est C3 sur Q. L’application qui a 03BE associe

l’unique solution u(e, ç) du problème (~E,~) est visiblement continue de ~2"
dans T). Mais u(e, ç) = x(e, ~), ou x(s, ç) est une solution de l’équa-
tion x = JH’(x), ne s’annulant pas 0. Comme H est Ck sur (~2" - ~ 0 },
on conclut par un argument de bootstrap que 03C8 ° rN est Ck.

LEMME 11. - Soit u ~ 0 un point critique de 03C8 sur Lo(o, T), et

p Nu = {~ 1, ... , ~ N) le point critique correspondant Alors u
et p Nu ont meme index et meme nullite.

Démonstration. Comme = 0, on a :
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Le calcul montre que .. - , ~ N) est la fonction T)
donnee par :

ou vk E L3(o, ~) est la solution du probleme « tangent » a (~,03BE) :

Soit 0 un element du noyau de On sait que wo verifie l’équa-
tion :

qui est la condition d’optimalite dans le problème (76). Si donc on pose :

dans (76), la solution obtenue sera vet) = wo(t -E- (k -1)E) avec 0  t  E.
Ceci revient a dire que :

Pour tout ..., ~N) E (f~2’~)0, on aura donc :

Donc pNw0 est dans le noyau de (03C8 ° rN)")pNu). On verifie aisément que
la restriction de pN au noyau de est injective. La nullite de 
est donc au plus egale a la nullite de 

Soit maintenant w e L3(0, T) tel que w)  0. En remplaçant 03C8"(u)
par sa valeur, on obtient 1’inegalite :

Si l’on remplace w par obtenue sur chaque intervalle
kd

[(k -1)~, /ce ] en resolvant le problème (76) avec 03BEk = (k - i w, il est clair qu’on

diminuera le premier membre de l’inégalité (81). On obtient finalement ;

Soit E c T) un sous-espace vectoriel maximal ou est definie

negative. La propriete (82) entraine que pN est injective sur E, et que
(03C8 ° rN)"(pNu) est définie negative sur p N(E). Réciproquement, si (03BE1, ..., 03BEN)
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rend ( ~ o negative, alors, d’après la formule (74), ..., ~N)
rendra negative. On conclut que l’index de u pour t/J est egal a l’index
de p Nu pour rN’

Enfin, prenons (~ 1, ... , ~ N) quelconque dans le noyau de 
Il doit vérifier :

pour tout v E E. En utilisant de nouveau la formule (74), ces formules
deviennent :

11 ressort de la definition de par le probleme (76) que

Donc l’image de E dans T) par l’application injective 
est un autre sous-espace maximal F sur lequel est définie negative.
Les equations (85) et (86) montrent alors que ~N) est ortho-
gonal a lui-meme et a F. C’est donc un élément vvo du noyau de 

Compte tenu de la relation (79), ceci donne :

Comme rN(pNu) est injectif, on en tire enfin :

Donc tous les elements du noyau de sont de la forme pNw0,
avec wo dans le noyau de ~"(u), et on conclut que les nullites sont egales.

LEMME 12. - Si (ç 1, ... , ~ N) E Q est un point critique o r N, il existe
une immersion i : (f~~’~)~ de classe C3 telle que : i(o) _ (~ 1, ..., ~N)
et que tous les i(8), e E S1, soient des points critiques rN.

Demonstration. - On sait que ..., ~N) _ ~ est de classe Il
suffit de prendre :

On dira que i(S 1 ) est un cercle critique Il sera non dégénéré
si la nullite de u, et donc de tous les autres points de est égale a 1.

Ceci rend compte de tous les points critiques non nuls rN. Reste
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a étudier 03C8 ° rN au voisinage de l’origine, qui est un point critique rN
n’est plus de classe C2. On posera :

et l’on supposera qu’aucun des trois membres dont on prend la partie
entiere n’est lui-meme entier. -

LEMME 13. - Pour tout N assez grand, il existe un voisinage V de
l’origine et trois formes quadratiques non dégénérées Qi sur (R2n)N0, d’index
respectifs ni, 1 ~ i ~ 3, telles que, pour tout ... , ~ N) E ‘~, on ait :

Démonstration. - On se sert bien entendu des estimations (5), (6) et (10).
La seconde, par exemple, nous montre que si II u J J ~  r~, on a :

Nous avons au second membre une forme quadratique sur T).
Elle prend la forme diagonale sur la base des vki, 1 ~ i ~ 2n, k E ~, k ~ 0 :

ou les ç forment une base de [R2n. On a :

L’index de 03C82 est 2nE T et sa nullite est 0 pourvu que 2014 a ne2n R 
p q 

2n R
soit pas entier. Or les vk~ peuvent etre approches uniformement sur [0, T ]
par des fonctions de la forme ... , ~N). On en conclut que, pour N
assez grand, 03C82 ° rN sera non dégénérée et de même index que ..
Nous pouvons maintenant passer a la demonstration du theoreme 8.

Sous les hypotheses faites, les cercles critiques de 03C8 ° rN seront non dege-
neres, et l’origine sera un point critique, degenere mais isole. On remar-
quera que 03C8 ° rN(03BE1, ...,03BEN) ~ +00 quand l’un des I Çi tend vers rinfmi.
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On va remplacer 03C8 ° rN par une fonction de classe C3 qui ales mêmes
cercles critiques. Pour cela, on approche G par une famille G£ de fonctions
de classe Ck sur [R2n telles que :

On peut par exemple considerer le produit de convolution G * ~pk,
of ~pk E ~(Lf~2n) et ~pk -~ 60 (masse de Dirac a l’origine) dans ~’ quand
k ~ 00. Soit alors 03C6~D telle que cp(x) = 1 8/2 et = 0 si

s. La fonction Gk = + ( 1 - cp)G peut jouer le role
de G~ des que k est assez grand.
On définit alors en remplacant G par Gg dans la formule (23). La

fonction rN est de classe Ck partout, et coincide avec t/1 o fN sauf au
voisinage de ((~2")o~s2.

Prenons pour Hg la fonction convexe conjuguee de Gg. 11 existe un q > 0,
tendant vers zero avec 8, tel que H£(x) = H(x) Les points
critiques o rN correspondent aux solutions T-periodiques de x = 
de même que les points critiques de 03C8 ° rN correspondent aux solutions
T-periodiques de 

L’équilibre x = 0 est une solution T-periodique isolee de 1’equation
x = JH’(x), puisque l’origine est un point critique isole de t/1 sur On

peut donc choisir 8 > 0 assez petit pour que toutes les solutions T-perio-
diques non triviales de x = JH’(x) soient solutions de Cette
derniere equation peut avoir d’autres solutions T-periodiques, mais elles
seront toutes contenues dans la boule II x ~ ~  r~ de 

Ceci signifie que les cercles critiques de 03C8 ° rN sur (R2n)N0 seront des
cercles critiques En outre, les cercles critiques de 03C8 ° rN doivent
etre en nombre fini, puisqu’ils sont contenus dans un meme borne de
(~2n)o ~ obtenu par le corollaire 11.6, qu’ils sont tous non degeneres, donc
isoles, et que l’origine est un point critique non degenere. Ainsi, quitte a
diminuer 8 si necessaire, on peut supposer que 03C8~ ° rN coincide avec 03C8 ° rN
sur un voisinage des cercles critiques, et donc que ceux-ci ont meme index
pour les deux fonctions.

rN peut avoir d’autres points critiques, mais ceux-ci sont
contenus dans un voisinage ’~!~E de l’origine, image de la 
de ~n ( [o, T ] ; [R2n) par l’application

ou pN est donne par la formule (61). Comme ~ ~ 0 quand 8 ~ 0, on

peut rendre ~’£ aussi petit que l’on veut. En particulier, d’après 1’inegalite
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(101), et les arguments deployes au lemme 13, on aura, pour ( ~1, ... , ~ N) E 

(103) ° 
..., ..., (~1~ ..., ~ .., iN)

ou Q est une forme quadratique d’index no = Min (n2, n3).
Ainsi, pour tout voisinage l’origine dans on peut choisir 8

assez petit pour que 0 rN fasse eclater l’origine en points critiques d’index
no, tous contenus dans V. Quitte a approcher 03C8~ 0 rN par une fonction

de Morse sur ~ ce qui ne peut qu’augmenter les index, et donc preserver
l’inégalité i ~ no, on peut supposer que tous ces points critiques sont
non degeneres, et donc en nombre fini.
Appliquons a la fonction ~rE o rN la théorie de Morse, telle qu’elle a ete

adaptee par Bott ( [8 ] ; voir aussi [10 ] et [24 ]). Les inégalités de Morse
pour M~ - ~ (~ 1, ... , ~ N) ~ c} s’ecrivent :

pour tout m  0, ou bp désigne le nombre de Betti, et ou V represente
un cercle critique, ou un point critique de d’index iv.
Pour c suffisamment grand, M~ sera étoilé par rapport a l’origine, et

donc homeomorphe a la boule-unite de (fF~2n) p . En effet, fixons (ç 1, ..., ç N)
dans la sphere-unite S de (L~2n)o , et considerons :

En adaptant la formule (67) on a, avec des notations evidentes :

Donc :

Or V"~(03BE) ~ + oo ~ ~. Pour voir cela, il faut reprendre
le lemme 9 en remplaçant G par Gf, et remarquer que la solution u du
problème (~E,~) s’écrit toujours u = x, ou x verifie x = JH~(w) et se situe
sur un niveau d’energie Hf(x) == h qui tend vers + oo Pour ~ ~ ~ ~ ~
assez grand, la trajectoire x(t ) sera toute entière tracee dans la region ou
Hix) = H(x) _ ~(x)3~2, ce qui fait qu’on pourra remplacer Gf par une
fonction positivement homogène de degre 3. Dans ce cas le resultat annoncé
s’obtient sans difficulte.

Plus précisément, on pourra trouver Jwo assez grand pour que ~p£ (~,) > 0
pour tout choix de ~, > ~,o et de (~ 1, ... , ~ N) dans S. Ceci implique que,
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pour c suffisamment grand, M~ est etoile par rapport a l’origine. Donc
bp(MC) = 1 si p = 0 et 0 si p > 1.

Tant que, iv x no - 1, V sera un cercle critique, et donc bp(V) = 1
si p = 0 ou 1 et 0 si p > 2. Designons par Np le nombre de cercles cri-
tiques d’index p. On a :

La fonction rN admet donc au moins un cercle critique de chaque
index pair  no - 1. Ce sont également des cercles critiques de 03C8 o rN,
et leur image par rN est une orbite critique de 03C8 dans Lo(0, T). D’ou le
théorème 8.

IV. COMPORTEMENT DE L’INDEX
PAR ITERATION

Au paragraphe precedent, nous avons défini l’index (resp. la nullite)
d’une solution T-periodique de l’équation

comme l’index (resp. la nullite) de la forme quadratique Q sur T ; [R2n)
donnée par :

Si x est une solution T-périodique de l’équation (I), il en est de m£me

~ 
d

de 03C303B8x pour tout 0 e S , et - 03C303B8x = décrit l’ or bite critique Xl(k) de g/
dt

sur L©(0, T). Celle-ci est non dégénérée si sa nullité est I.

DÉFINITION I. - On dira que la solution x de (I), de période T, est
non dJg[nJrJe, si :

ou R(t) est la resolvante de 1’equation linearisee autour de la solution x(t ) :
s

D’après la proposition III.6, cela implique que l’orbite critique 03A3(x)
est non degeneree.
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On remarquera que le multiplicateur caracteristique 1 est au moins
double (une fois parce que l’équation (1) est autonome, et une autre fois
parce qu’elle admet une intégrale premiere). La condition (3) n’en est pas
moins generique. Si n == 1 par exemple, R(T) n’a que 1 comme valeur

propre, et la degenerescence signifierait que R(T) est diagonalisable,
donc R(T) = I. Bien entendu, si n = 1 toutes les solutions sont pério-
diques ; la degenerescence signifie aussi que la derivee de la periode par
rapport a l’amplitude est nulle. Ainsi, la condition de non-dégénérescence
doit etre comprise comme une condition de non-linearite.

Si x est une solution T-periodique de l’équation (1), elle est a fortiori
kT-périodique pour tout entier k > 1. Il lui est donc associe un index ik,
et une nullite nk, qui sont 1’index et la nullite de la forme quadratique Qk
sur kT ; [R2n) donnée par :

Nous nous proposons de calculer ik et nk en fonction de ii 1 et n 1. On

remarquera que i 1 et n 1 sont l’index et la nullite « primitifs », definis a
partir de la forme quadratique (2), ik et nk etant « iteres ».
La formule que nous cherchons necessite une complexification du pro-

bleme. La formule (5) définit une forme hermitienne sur L2(0, T ; C2n),
qui sera egalement notee II sera commode de poser :

et de definir une forme hermitienne Pk sur H~ par la formule :

On remarquera que Pk( y + ç) = pour tout vecteur constant ~ E ~2n.
On en deduit :

La decomposition des fonctions de H~ en serie de Fourier nous donne le :

Les H~, pour wk == 1, sont des sous-espaces orthogonaux pour P~ et
pour la structure euclidienne de H~, et on a la decomposition en somme
directe :
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Démonstration. Tout y E Hk se met sous la forme :

Notons C(q) l’ensemble des p qui sont congrus à q modulo k. On a :

On verifie alors que :

Le reste du lemme est trivial. Vérifions simplement que les H~ sont
orthogonaux pour Prenons y ~ H103C9 et ze H p avec |03C9| = 1 == I et

p. On a :

Ceci est nul puisque cop est une racine de 1’unite differente de 1..
Notons Pk,~, la restriction de Pk a H~ et posons :

Ainsi j et m sont des applications du cercle unite C dans R, et le lemme 2
se traduit immediatement par les formules :
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11 ne reste plus qu’a expliciter les fonctions j et m : C ~ R. Commen-

çons par la nullite.

PROPOSITION 3. - Pour tout on a

En particulier, 0 si et seulement si co est un multiplicateur carac-
téristique de x.

Demonstration. Si co = 1, on retombe sur la proposition III.6, avec
~r = Q, en tenant compte de (10). Supposons donc cc~ ~ 1. Par definition,
m{cv) est la nullité de la restriction de Pk a H103C9. En d’autres termes, c’est le
nombre de points critiques lineairement independants de la fonctionnelle
quadratique :

sur l’espace :

11 est facile de voir que, si ye H~, :

Supposons que y soit un point critique de sur H~. On aura, pour
tout ze H~ :

Une integration par parties donne :

Le premier terme est nul puisque =1. On verifie aisément que la
condition z(T) = n’impose aucune restriction a z, qui peut etre
quelconque dans L2(o, T ; C2n). Finalement, on obtient une condition
necessaire et suffisante pour que J soit un point critique de P~,~, :

Que l’on transforme :

ou encore, grace a la formule (111.3) :

avec y E H103C9, donc y(T) = D’ou le résultat.
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Nous passons maintenant a j(w). Il ressort immediatement des défi-

nitions que :

Pour 1, si y E H~, on peut exprimer y(0) en fonction de y :

avec y quelconque dans L2(o, T ; 
En faisant ce changement de variable dans l’expression (29), on trouve,

pour ye H~ :

De cette discussion, resulte immédiatement le :

LEMME 4. - Pour ] = 1 et co ~ 1, j(w) et sont respectivement
1’index et la nullite de la forme quadratique Q~ définie sur L~(0, T ; C2n) par :

On prendra garde que l’isomorphisme y ~ y de H103C9 sur L2(0, T ; C2n),
dont l’inverse est donne par la formule (37), ne preserve pas les fonctions
réelles. Par ailleurs, on notera que :

Ainsi (J03BE, ç) est imaginaire pur, nul si 03BE est reel. En particulier, - (J03BE, ç)
est une forme hermitienne non degeneree sur c2n. 

~

LEMME 5. - Si 03C9~C est un point de discontinuité de j, alors west un
multiplicateur caractéristique de x.

Demonstration. Supposons que 03C9 ne soit pas un multiplicateur carac-
teristique de x. D’apres le lemme 3, la nullite de Q03C9 est 0, ce qui signifie
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que Q~ est non degeneree. En diagonalisant Q~ comme a la proposition III. 5
(formules (44) et (48)), on voit que l’on peut decomposer L~(0, T ; en

somme directe orthogonale :

ou a et ~3 sont des constantes positives non nulles. Si maintenant e C

est voisin de co, on aura Q03B6(u)03B1 2~ u 2 pour tout u e E +, et Q03B6(u)-03B2 2~u~2
pour tout u e E_. Donc j(w) = j(03B6). []
Pour caracteriser completement la fonction j : C ~ ~I, il suffit donc

de determiner ses sauts aux multiplicateurs caracteristiques, et sa valeur
en un point.
C est le cercle-unite. Pour tout cc~ e C, nous posons avec s > 0 :

Rappelons quelques elements de la théorie de Krein (voir [23 ], [19 ], et
surtout [29 ], chapitre III). Soit 03C9 e C, avec 1, un multiplicateur carac-
teristique d’ordre m, c’est-a-dire une valeur propre d’ordre m de R(T).
Considerons le sous-espace V de R2n défini par :

Il est de dimension m et la restriction a V de la forme hermitienne - ç)
est non degeneree. Soit p le nombre de carres positifs et q le nombre de carres
negatifs apres diagonalisation : ainsi q est l’index de - ç) sur V et
p + q = m.
On dira que le multiplicateur w est de type (p, q). Ainsi, si co est un mul-

tiplicateur simple, il sera, de type (1,0) ou (0, 1) : dans le premier cas, il

sera dit positif, dans le second negatif.
Si w est de type (p, q), son conjugué 03C9 sera de type (q, p).

PROPOSITION 6. - Soit 03C9 ~ 1, un multiplicateur caracteris-

tique de type (p, q). Alors :

Démonstration. - Supposons d’abord que west un multiplicateur
simple, et posons w = e‘8.

Ecrivons la somme directe orthogonale L~(0, T ; 
avec Qw(v)  v ~ ~ 2 pour v E E + , Q~,(v)  - ~ ~ ~ v ~ ~ 2 pour v E E _ et Q~, = 0
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sur Eo (voir lemme 5). D’apres la proposition 3, tout u E Eo est de la forme
u = y, où y est solution du probleme :

d
Ainsi, Eo est de dimension un. On va étudier d 8 Qw(u), ou u engendre Eo.Il est clair que l’on aura : 

~°

pourvu que cette derivee ne soit pas nulle. Calculons-la.

grace a la formule (37).
Comme y(0) engendre Ker (R(T) - wI), et que la forme hermitienne

- ç) ne degenere pas sur ce sous-espace, - i(Jy(o) y(o)) n’est pas nul, et :

Le resultat est donc etabli quand co est une valeur propre simple de R(T).
Si maintenant w est multiple d’ordre m, il sera de type ( p, q) avec p -E- q = m.
Une petite perturbation, obtenue par exemple en remplacant 1’equation
y = JH"(x)y par 1’equation y = JH"(x)y + Jsy, fera eclater co en m valeurs
propres simples ( [29 ], III . 4 . 3). Celles qui ne sont pas sur le cercle unite
sont appariees, chaque paire etant de la forme (co£, c~r 1), les vecteurs propres
correspondant étant 03BE1 et 03BE2. Le sous-espace engendre par 03BE1 et 03BE2 est

orthogonal au reste de l’espace pour - ç) ( [29 ], III . 2 . 4), et 03BE1 et 03BE2
sont des vecteurs isotropes. Il en resulte que les valeurs propres qui quittent
le cercle unite laissent inchange le bilan q - p. Il reste donc sur le cercle
unite r multiplicateurs positifs au sens de Krein, et (r + q - p) multipli-
cateurs negatifs. En appliquant a chacun d’eux le resultat precedent, on
obtient un saut total de (q - p). Il ne reste plus qu’a faire tendre E vers zero.

PROPOSITION 7. - Supposons que x est une solution T-periodique du
probleme (1), et notons d la dimension de Ker (I - R(T)). Alors :

Annales de l’lnstitut Henri Poincaré - Analyse non linéaire



55UNE THEORIE DE MORSE POUR LES SYSTEMES HAMILTONIENS CONVEXES

Demonstration. - Comme | 03C9| - l, on peut écrire :

Il revient alors au même de dire que 1 dans C et h -~ + oo dans I~.
La formule (39) s’écrit alors :

Qw et Qi 1 sont des formes hermitiennes sur L2(o, T ; ~2’~), et - ~)
une forme hermitienne sur c2n. Il sera commode de poser la somme directe
orthogonale L 2 = L~ 0+ et d’ecrire la decomposition cor-
respondante. On ecrira aussi :

On va tacher de decomposer Q~ en carres :

of Bh = - JG"(- Jx)Jdt - T2hiJ est un operateur hermitien dans C2n,0

certainement inversible pour h assez grand. Continuons les calculs :

T

+ Bh 1 Auodt E Il est clair que l’application qui a (uo, 03BE)

associe (uo, () est un isomorphisme, et que (uo, () est donc un systeme de
coordonnees linéaires dans L2. La formule (57) montre que les sous-espaces
( = 0 et uo = 0 sont orthogonaux pour Q~. L’index de Q~ est donc la
somme des index de ses restrictions a ces deux sous-espaces.
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En faisant u - 0, on obtient la forme hermitienne 1 2 (Bh03B6, () sur 
Pour h ~ I assez grand, elle se comportera comme - i(J(, () qui est non
degeneree et d’index n.
En faisant ( = 0 on obtient la forme hermitienne Q~, sur L~ donnee par :

Quand I h I -~ oo, Bh 1 -~ 0. A la limite, la formule (59) se reduit a :

On reconnait la forme quadratique Q de la formule (2). L’index de Q 1(uo)
est donc precisement i 1, l’index primitif de x.

Mais Q a aussi une nullite. D’apres la proposition 3, son noyau dans L~
est constitue de tous les uo de la forme uo = y, ou y est solution du problème
aux limites :

Il faut calculer le signe du dernier terme de l’expression (59) pour les uo
de cette forme. D’apres la definition de Bh, on a :

ou B est une matrice définie positive. Donc :

Par ailleurs, en reportant uo = y dans l’expression (56), et en tenant
compte des relations (61) :

Donc :
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Si d = 1, la solution x est non degeneree, et le problème (61) a essen-
tiellement une seule solution, a savoir y = E C. Ainsi, x(0) étant reel,
(fJy(O), y(0)) doit etre nul, et le terme du premier ordre dans (65) disparait.
Le terme d’ordre deux impose donc son signe quand h ~ + oo : il est

positif dans les deux cas.
Si d > 2, la forme hermitienne ç) n’est plus identiquement nulle

sur Ker (I - R(T)) : son index est Si d est pair, les termes du pre-

mier ordre sont preponderants dans la formule (65), et le resultat s’en suit.
Si d est impair, il reste un sous-espace isotrope de dimension un, engendre
par un vecteur sur lequel il faut examiner le terme du deuxieme ordre.
Celui-ci, étant positif, ne contribue rien a l’index, et la formule (51) est
etablie.

L’index de Q~, pour h assez grand, sera donc n (pour l’index de - i{J~, ~)),
+ ii (pour l’index de Qi), + 0 (pour la nullite de Ql)’
Récapitulons nos resultats. Si x est une solution T-periodique non

degeneree , d’index et de nullite primitifs i 1 et l’index et la nullite de la
meme solution itérée k fois, ik et nk, sont donnes par les formules :

où j et m sont des applications du cercle-unite C dans ~1. On a

La fonction est constante au voisinage de tout point c~ n’appartenant pas
au spectre de R(T). Si w est un multiplicateur de type ( p, q), on a Oj(co) = q - p.
Enfin, j( 1 ) = i et j(w) tend vers i 1 + n quand w tend vers 1 dans C.
Donnons quelques consequences faciles.

COROLLAIRE 8. On suppose que x est hyperbolique. Alors, pour tout
entier k :

Démonstration. Dire que x est hyperbolique signifie que 1 est le seul
multiplicateur caractéristique de module 1 et que d = 1.

Donc j est constante sur CB{ 1 }, et egale a sa valeur donnee par la for-
mule (51) avec d = 1.

Vol. 1, n° 1-1984.



58 1. EKELAND

COROLLAIRE 9. - Pour toute solution x, on a : 1

Plus precisement, si l’on appelle V la quantite ci-dessus, il existe deux

constantes c et c’ telles que :

Demonstration. La formule est évidente si est constante sur C

(en particulier si x est hyperbolique) ou meme si j(co) est constante presque
partout (c’est-a-dire si le saut Aj(co) est nul aux multiplicateurs caracte-

ristiques ; c’est toujours le cas en 03C9 = - 1).
Supposons donc qu’il y ait des multiplicateurs caracteristiques differents

de -~- 1 sur le demi-cercle superieur. Notons-les wp = 0  8p  71,

1  p  Yn, et rajoutons eo = 0 et 8m + 1 = 7r. Le nombre Nk, p de racines
keme de l’unité strictement comprises entre 1 et 03C9p est :

i

Occupons-nous de 1’inegalite de gauche. Multiplions-la par jp, valeur
entre et et sommons :

Le membre de gauche contient tous les termes de la formule (20), a l’excep-
tion de ceux d’entre eux qui tombent sur un multiplicateur caracteristique
different de 1. Il y en a au plus (n -1). II faut en outre tenir compte de la
racine - 1, presente si k est pair. Si par exemple il n’y a pas de multipli-
cateur caracteristique qui soit racine de 1’unite, sauf 1 lui-memc, le membre
de gauche est ik ou ik - jm + 1 suivant que k est impair ou pair. Dans le
cas general, la difference avec, ik sera majoree par une constante que le
lecteur explicitera.

Le membre de droite, lui, est toujours fi 1 + kV - La formule (74)
nous donne enfin :

C’est la premiere partie de l’inégalité (71). L’autre s’obtient de meme.
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COROLLAIRE 10. - Soit x une solution quelconque, et d la dimension
de Ker (I - R(T)). Alors :

d
Démonstration. - On a vu que partait de i 1 + n + E(a 2) au voisi-

nage de 1, et que chaque multiplicateur caracteristique present sur le demi-
cercle superieur contribuait au plus m a la variation de j(w), ou Yn est la

multiplicite (proposition 6). Si d est pair, on pourra placer au plus n - 2 d
multiplicateurs sur le demi-cercle superieur, si d est .

En supposant que chacun d’eux diminue la valeur de j(co), on obtient la
formule (76)..
On peut desirer controler ce dernier resultat par une methode indépen-

dante. Vérifions par exemple que l’on a toujours j( - 1) > 1.
Pour ce faire, posons w = - 1, donc h = 0, dans la formule (57). On

obtient : 
_ ,

ou Bo est defini positif. 
’

Prenons uo = x ; on a alors 2Auo = Jx(o) + Jac(T) d’après (56), et :

Le premier terme de droite est nul puisque x est periodique. Choisissons
alors ç tel que x(T)), ç)  0. On a :

Ceci est negatif pour t > 0 assez petit. Donc Q _ i ne saurait etre semi-
définie positive : son index j( - 1) est au moins 1.

V. RETOUR AU PROBLEME INITIAL

Nous revenons maintenant au problème geometrique enonce au para-
graphe 1. On se donne une hypersurface S dans !R2n, de classe Ck avec k  3,
de courbure strictement positive, et on cherche ses caracteristiques fermées.
Comme on l’a indique au § II, le probleme peut etre mis sous forme hamil-

tonienne (II.4) de plusieurs manieres, et les multiplicateurs associes a une
caractéristique donnee ne dependent pas du hamiltonien particulier H
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choisi, pourvu qu’il verifie (II.2) et (II. 3). On les appellera donc les multi-
plicateurs de la caracteristique fermee consideree.

LEMME 1. - Soit H un hamiltonien fidèle a S et x une solution pério-
dique de i = JH’(x) tracee sur S. On note T sa période, R(t ) la résolvante
de 1’equation linéarisée et ToS l’hyperplan tangent a S en x(0). Alors ToS
est un sous-espace propre de R(T), et on note Ro(T) : ToS ~ ToS la restric-
tion de R(T). Les proprietes suivantes sont équivalentes :

a) la solution x est non degeneree
b) dim Ker (I - R(T)) = 1
c) dim Ker (I - Ro(T)) = 1.

Démonstration. (a) ~ (b) d’après la definition IV .1. Si (b) est satisfaite,
le vecteur propre de R(T) associé a la valeur propre 1 est x(0), qui appar-
tient a ToS, d’ou (c).

Supposons (c) satisfaite. On peut donc ecrire ToS = Q+ E, ou E est
un sous-espace propre de Ro(T). On sait que le vecteur est transversal
a ToS dans [R2n, de telle sorte que :

On sait que R(T)x(0) = x(0) et que R(T)E = E. Pour trouver l’effet de
R(T) sur x(o) ; il suffit d’appliquer le lemme 2 . 4, et de dériver par rapport
a h, en h = 1, 1’identite xh(Th) = On obtient :

Soit, en tenant compte des formules (II.31) et (11.33) avec = 1

et = 3/2 : 
- _ ,

ou enfin :

La matrice de R(T) présente donc le bloc de Jordan

Ceci implique que x(0) est le seul vecteur propre de R(T) associe a la
valeur propre 1..

Passons maintenant a la definition de la resonance. Les multiplicateurs
d’une caracteristique fermee sont { 1,1, W2, ..., ~. Convenons d’appeler
multiplicateurs non triviaux les (2n - 2) qui restent lorsqu’on a compte
deux fois le multiplicateur 1. Ainsi, dire que 1 est un multiplicateur non
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trivial signifiera qu’il est d’ordre supérieur a 2, donc au moins 4. Dire que
la caracteristique est hyperbolique signifie qu’il n’y a pas de multiplicateur
non trivial de module 1.
Considerons une caracteristique fermee. Soit H un hamiltonien fidele

a S, et x(t) une solution de x = JH’(x) dont la caracteristique consideree
soit la trajectoire. On rappelle que, pour = 1, on a défini j(03C9) comme
1’index de la forme hermitienne :

sur 1’espace :

On remarque que la fonction j : C -~ I~ ne depend pas du hamiltonien
fidèle choisi : ils conduisent tous a la meme equation linearisee, et donc
a une meme valeur de G"( - Jx).

DEFINITION 2. - Considerons les multiplicateurs non triviaux de
module 1, que nous mettons sous la forme :

Soient o 1, ..., 8m les nombres ainsi obtenus. On appelle exposants nor-
malisés les (m + 1) nombres :

ou :

Si la caractéristique consideree est hyperbolique (pas de multiplicateurs
non triviaux sur le cercle unite), on a m = 0, et on lui associe un seul expo-
sant normalise, a savoir 

’

Considerons maintenant une famille finie xq, 1 N, de caractéris-
tiques fermées. La caracteristique xq a 2mq multiplicateurs non triviaux
sur le cercle unite, 0  mq  n - 1, et (1 + mq) exposants normalises ap,

1 + mq. On considere la famille de reels :
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On remarque qu’elle est de corang au moins N sur les rationnels. En
effet, pour chaque q on a la relation a coefficients dans Z :

et ces N relations sont indépendantes.

DEFINITION 3. - On dit que la famille de caracteristiques xq, 1 ~ q  N,
est non resonante si la famille de reels (10) est exactement de corang N sur
les rationnels. Elle est résonante dans le cas contraire..

Si N = 1 on a affaire a une caracteristique seule. Dire qu’elle est non
resonante, au sens de la definition 3, signifie qu’il n’existe pas d’entiers
relatifs np non tous nuls tels que :

Il s’ensuit que les op, 1  p  m + 1, sont lineairement independants
sur les rationnels. Ils sont donc tous irrationnels, et en particulier aucun
d’eux ne peut être nul. Ainsi, si une caracteristique est non resonante,
ses multiplicateurs non triviaux sont differents de 1, et on est dans le cas (c)
du lemme 1 : la solution periodique correspondante est non degeneree.

Plus généralement, si une famille de caracteristiques xq est non reso-
nante, chacune des xq est non resonante, et donc non degeneree.
Une famille résonante contient une famille resonante minimale ; celle-ci

ne contient aucune caracteristique hyperbolique.
Voici maintenant notre resultat principal :

THEOREME3. - Soit n  3. S’il existe sur S une famille non resonante
constituee de N caracteristiques fermées, il existera aussi une (N + 1 )eme
caracteristique fermee n’appartenant pas a la famille.

Démonstration. Soit donc F la famille en question. Supposons qu’il
n’y ait pas d’autre caracteristique fermee.

Representons donc S par un hamiltonien fidèle H. Les N caracteristiques
fermees sur S sont representees par N solutions periodiques de l’équa-
tion x = JH’(x) sur le niveau H = 1. Comme H(x) = j(x)3~2 pour tout
x e S, 1’equation est indépendante du choix de a, et il en est de meme des
periodes T 1, ..., TN des solutions sur S. Nous nous reservons de faire
tendre a vers + oo .

Prenons T = Max {T1, ..., et considerons le probleme :

II a N solutions de periode minimale T, soit x 1, ..., xN, sur les niveaux
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H = h 1, ... , h N . Il possede egalement d’autres solutions, mais ce ne

peuvent être que des iterees des préeédentes. La solution xl est accompa-
gnée de solutions de periode T/k, placees sur des niveaux decroissants,

d’apres le tableau (II. 4 . 2). De même pour x2, ..., xN.
Le probleme (13) a donc en fait ki + ... + kN solutions. Les solutions

primitives sont par hypothese non degenerees. Elles sont

également non resonantes, ce qui implique qu’aucun multiplicateur : :/= 1
n’est racine de 1’unite. Les resolvantes R’ de xj et Rl de xl sont liées par
la relation Rl = En mettant R’ sous forme de Jordan, on en déduit
que dim Ker (I - Rl) = dim Ker (I - R’) = 1. Les solutions iterees xl
sont donc non degenerees elles aussi.
Le lemme III. 7 et la definition IV. 1 nous montrent que la fonctionnelle ~

correspondante sur L~(0, T ; a l’origine comme point critique isole ;
les autres orbites critiques etant non degenerees. On peut donc appliquer
le theoreme III. 8, suivant lequel 03C8 a au moins un point critique de chaque

index pair plus petit que 2nE a T 203C0 Min R2 , y .

Soit I( rindex du itere de x’, donne par la formule (IV. 66). En
faisant tendre a vers l’infini, on voit que les ik, 1  j  N, 1  k  oo, doivent
contenir tous les entiers pairs. Nous allons voir que ce n’est pas possible.
Commencons par separer les solutions hyperboliques. Disons par

exemple que ce sont les (N - K) dernieres x’, K + 1  j  N, avec leurs
iterees.
Pour ces solutions, l’index des iterees est donne par le corollaire IV. 8.

On a :

Un entier pair 2p ne pourra etre mis sous la forme (5) que si (f{ + n)
est un diviseur de (2p + n). Si n est. impair on peut choisir (2p + n) pre-
mier, ce qui donne i{ = 2p. Si n est pair, on peut choisir (2p + n)/2 pre-

mier, ce qui donne iji = /? 2014 ( - ). Dans les deux cas, p peut prendre des
valeurs arbitrairement grandes, alors que ij1 ne peut prendre qu’une des
valeurs i ~ + 1, ... , l N. Il existe donc une infinite d’entiers pairs qui ne
peuvent etre mis sous la forme (15).

Soit 2p l’un d’entre eux, choisi plus grand que tous les i{. Soit d le plus
petit commun multiple des (i i + n) et de 2. Les nombres de la forme 2p + qd,
q E sont des entiers pairs, non representables par la formule (15).

Passons maintenant aux autres solutions ..., xK. La solution xq
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possède mq multiplicateurs sur le demi-cercle superieur, 1  mq  n -1.
Notons-les

Posons = - 2 et 80 
= 0. L’unité est un multiplicateur caracteris-

tique d’ordre deux. L’hypothese de non-resonance implique que - 1
ne saurait etre un multiplicateur caracteristique.
En faisant appel au corollaire IV. 9, on peut écrire :

On rappelle que jp est la valeur de entre et l’expo-
sant q indiquant que l’on travaille sur la solution xq. On a calcule

= - grace a la proposition IV. 6, et on rappelle que
+n.

En posant jqm+1 = + ... + + jq1, la formule (17)
s’éerit :

On en deduit que la suite est croissante pour chaque q fixe.
En effet : 

On a - 1 ~ 1. Par ailleurs, jp + 1 ~ est inferieur ou egal a la
multiplicite de cop, et la somme des multiplicites est un nombre mq, avec

1. Finalement :

Considérons le tore Tq, produit de exemplaires du cercle Sl = 
Ecrivons 1’ensemble {1, ..., comme reunion disjointe A q u Bq u Cq,
avec :
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A chaque p ~ Aq ~ Cq, on associe un intervalle ouvert bp [, avec :

Ainsi, si s ~ Ip, on > 1  1 suivant que p E Aq ou p E Cq.
Choisissons ~q ~ ]0, (bq - aq)/2 [ assez petit pour que s ~ Iqp et |s-s’|  ~q
implique que 0  s’  1 et que s’ + 9j[ > 1 ou s’ + ez  1 suivant que
pEAq 

Enfin, dans le (mq + 1)eme exemplaire de S1, reportons l’intervalle
Io = ]0, sq [. Ceci nous permet de définir dans Tq Ie pave ouvert :

Considerons maintenant le tore :

qui contient le pave :

Construisons dans le tore T une suite 6(t ), indexee par tEN, et dependant
des parametres reels positifs avec 1 ~ q S K :

Dans ces formules, on a pose :

On rappelle que d est le PPCM de 2 et des (f{ + n), pour K + 1  j  N,
et que Vq = lim est donné par :
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Les coefficients des equations (30) vérifient les relations :

D’apres l’hypothèse de non resonance, ils ne vérifient pas d’autre rela-
tion de ce type a coefficient dans Z (noter que yqep = apd pour 0).
La suite est donc dense dans l’ensemble T’ = T défini par les K equa-

tions :

ou gq est le plus grand commun diviseur des jqp pour 1  p  mq + 1.
Cet ensemble T’ est une sous-variete compacte de codimension K dans T
(en fait, une reunion finie de tores).
On peut toujours choisir les {3q de telle sorte que T’ rencontre U. Il suffit

pour cela que, pour 1 K, l’on ait :

Moyennant ce choix des il existera une infinite de valeurs tEN pour
lesquelles 
Donnons à t 1’une de ces valeurs, et notons k la partie entiere de 

On a k > 1 si t est choisi assez grand. Comme E on a :

Donc, pour 1 ~ p  mq :

Par definition de Ij; pour p ~ 0, on a :
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On aura donc, en tenant compte de ( 18) :

On n’apas utilise encore toutes les proprietes de Ip . On sait que :

D’apres les formules (25) et (26), on aura :
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Donc :

Le schema de la demonstration est maintenant clair. On commence par
choisir les ap, les bp et les ER de façon a ce que :

On choisit ensuite les {3q de telle sorte que

La formule (36) nous offre cette possibilité. On rappelle que les index
de la forme 2p + d N ne sont pas atteints par les solutions hyperboliques
et que gq est le PGCD des jp.
On a alors, d’apres les formules (43) et (32) :

Le premier membre de cette expression est entier. Au second membre,
td est entier, et l’expression entre crochets est a une distance au plus 0,1
d’un entier de la forme avec 0 ~ gj x gq. Donc :
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D’apres la formule (48) :

Comme gq divise les jp, on a :

Donc :

Finalement, on a :

Comme les suites ik, sont croissantes quel que soit q, l’index pair
td + 2p n’est realise ni par les solutions hyperboliques ni par les autres.
D’ou le resultat.

VI. UN RESULTAT GENERIQUE

Commencons par introduire une structure de variété sur l’ensemble 
des hypersurfaces S = p~2n~ compactes, de classe Ck avec A; ~ 3, et de cour-
bure gaussienne strictement positive. Si S E ~, elle borde un convexe C,
et nous nous interessons plus particulièrement a :

Nous allons montrer que ~o est le domaine d’une carte locale, et par
translation dans [R2n, on obtiendra un atlas de ~ tout entier.
Tout S E ~o est caracterise par sa jauge

C’est une fonction de classe Ck sur f~2n~~ 0 ~, positivement homogene
de degre 1. On a :

Notons L la sphere-unite de [R2n :

Toute fonction positivement homogène de degre 1 est caracterisee par
sa restriction a E. Reciproquement, toute fonction sur E s’etend en une
fonction positivement homogene de degre 1.
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On note Q l’ensemble des f E 0 }, R), positivement homo-
genes de degré 3/2, telles que :

Nous identifions Q a un ouvert de Ck(t, R) par l’application de res-
triction f - L’application S -~ est alors une carte de go dans
Ck(~, ~).

Notons :

et associons a S E go le systeme hamiltonien :

Notons qJs le flot associe a cette equation differentielle : ~) = x(t ),
ou x est la solution de 1’equation (7) satisfaisant a la condition initiale
x(0) = ~.
Notons Rs(t, ç) la resolvante de 1’equation linearisee :

Nous allons considerer deux applications :

Ici, on désigne par Sp(2n) le groupe des matrices symplectiques 2n x 211,
c’est-a-dire des matrices M vérifiant M*JM = J. On rappelle que 1’algebre
de Lie associee est constituee des matrices M vérifiant M*J+JM=0, soit
M = JM*J. Notons-la sp(2n).

LEMME 1. - Fi et F2 sont des submersions.

Demonstration. - Fixons (S, T, x). Il s’agit de montrer que les appli-
cations tangentes TFi(S, T, x) et TF2(S, T, x) sont surjectives.

Occupons-nous d’abord de la premiere :

ou ~( f ) est la valeur a l’instant T de la solution du probleme de Cauchy :
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On a etendu f en une fonction positivement homogene de degre 3/2 sur
, [R2n tout entier, c’est-a-dire que l’on a pose/(~)==~~~/(~~!r~).

En prenant f de la forme particuliere

on met l’équation (12) sous la forme :

L’application z ~ ((T) de [R2n dans lui-meme est bijective, puisque
l’équation homogene associee a (14) n’a que la solution triviale. L’appli-
cation f ~ 03B6(f) est a fortiori surjective, ainsi que T, x).

Passons a la seconde :

Notons prl la projection de ~2" x sp(2n) sur ~2n, et pr2 la projection
sur sp(2n). On a :

Occupons-nous donc de pr2 ° TF2(S, T, x), ou plutot de sa premiere
composante r( f), obtenue en faisant s = 0 = 0. Elle est donnee par
r( f ) = r(T), ou la matrice r(t ) est solution du probleme de Cauchy :

Ici ~{t) est la solution de l’équation (12). -

On a de nouveau affaire a un probleme lineaire non homogène.
Comme la trajectoire x), t E, reste sur un homothetique de S,

sa projection radiale sur E n’a pas de point double, et on peut donc faire
varier independamment f ’ et f " le long de cette trajectoire. Plus preci-
sement, quels que soient les applications continues 11 : [0, T ] ~ [R2n et
A : [o, T ] ~ ~( ~2n) pourvu que A*(t ) = A(t ) quel que soit t, on pourra
trouver f tel que :

En gardant f ’ fixe et en faisant varier f" dans 1’equation ( 18), on gardera ~
fixe, et on fera déerire a r(t) un sous-espace affine de ~{f~2n). Si par exemple
on pose x)) = A, ou A est une matrice symetrique constante,
on fera decrire a r(T) un sous-espace de meme dimension que le sous-

espace des matrices symetriques, c’est-a-dire 2 Mais c’est aussi la
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dimension de sp(2n) (dire que M E Sp(2n) c’est dire que JM est symétrique).
Donc r(T) decrit tout l’espace tangent a Sp(2n) en Rs(T, x).

Finalement, quand f decrit Ck(L, fI~), le couple (~( f ), ref)) decrit
~2n x sp(2n). Donc TF2(S, T, x) est bien une submersion..

THEOREME 2. - Munissons ~ de la topologie Ck, avec 3  k  oo .

Alors l’ensemble des S e Q dont les caracteristiques fermees constituent
une famille infinie non résonante est un Ga dense.

Demonstration. C’est une application simple du théorème de trans-
versalité de Thom, tel qu’il est expose dans [1 ].
On dit qu’une famille infinie est non resonante si chaque sous-famille

finie est non resonante.
Prenons d’abord k fini, et montrons qu’il existe un Ga dense Go c ~o

tel que si S e Go, toutes ses caracteristiques fermées sont non degenerees.
Pour cela, on considere l’application Fi et la sous-variété { 0} de 

Comme Fi est une submersion, elle est transversale à { 0 }. D’apres le theo-
rème de transversalite de Thom, il existe dans Ga dense Go tel que,
si SeGo, 1’application partielle :

est transversale a ~ 0 ~. Cela signifie que si x) = x, c’est-a-dire si
t -~ x) est une solution T-periodique, on doit avoir :

En particulier, le corang de (Rs(T, x) - I) est un, donc la dimension du
noyau est un, et la solution periodique trouvee est non degeneree.
Montrons maintenant qu’il existe un G~ dense G 1 c ~o tel que, si S E Gi,

chacune de ses caracteristiques fermees est non degeneree et non resonante.
Fixons une relation de resonance, par exemple ai + 203B12 = 3ao. Apres

multiplication par V, , on obtient 81 + 3 e2 = 3, , ou 1 et e ± 2 ~~82 sont
des valeurs propres de R(T). L’ensemble des matrices symplectiques qui
vérifient cette relation est un ensemble stratifié M de codimension ~ 1
dans Sp(2n).

Considérons l’application F2 et l’ensemble stratifié W === { 0} x M dans
le produit [R2n x Sp(2n). Comme F2 est une submersion, elle est trans-
versale a W. D’apres le theoreme de transversalité de Thom, il existe dans

un Ga dense G tel que, si S E G, 1’application partielle

est transversale a W. Son image réciproque est donc, soit vide, soit une
sous-variété fermée de meme codimension que W, c’est-a-dire (2n +1).
Mais l’espace de depart, ]0, oo [ x E, n’est que de dimension 1 + 2n -1= 2n,
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- 

et ne saurait contenir de sous-variete de codimension 2n + 1. Donc l’image
de ]0, oo [ x E par l’application (23) ne rencontre pas W.
On a donc trouvé un Ga dense G tel que, si S E G, la relation oc~ + 2a2 = 3ao

n’a pas lieu. On precede de meme pour chaque relation de resonance
possible ; comme il n’y en a qu’une infinite denombrable, l’intersection
de tous les Gb denses correspondant sera encore un Ga dense (theoreme
de Baire). D’ou le resultat.

Il ne reste plus qu’a eliminer les relations de resonance entre plusieurs
trajectoires. Soit par exemple a 1 + 2a2 = Elle relie les exposants
normalises de trois trajectoires, c’est-a-dire qu’elle s’ecrit aussi

ou e2in8 et e2in8’ sont des multiplicateurs caracteristiques de deux solutions
periodiques distinctes, et ou V est donne par la formule :

Si on connait l’opérateur de monodromie R(T) associe a une trajec-
toire T-periodique, on connait certainement les 0p puisque les 
sont des valeurs propres de R(T), on connait les sauts par la

proposition IV. 6, mais on ne connait pas ji . On tourne cette difficulte
en donnant àj1 successivement toutes les valeurs entieres (~ 2014 1), n, (n+ 1), ...
On obtient ainsi pour V une infinite denombrable de valeurs possibles

..., parmi lesquelles figure certainement la bonne.
Pour chaque choix de ( j 1, j i , j i ) la relation (24) se traduit par une rela-

tion entre les valeurs propres de R(T), R’(T’), R"(T"). Elle définit dans
l’espace produit un ensemble stratifié M de codimension  l.
On considere alors dans ( ]o, oo [ x 03A3)3 l’ouvert u constitue par les

couples (T, x), (T’, x’), (T", x") qui sont deux a deux differents, et l’appli-
cation :

On constate que F3 est une submersion, et d’apres le theoreme de trans-
versalité de Thom il existera dans dense G tel que l’application
partielle obtenue en fixant S dans G soit transversale 
L’image reciproque de W est donc soit vide, soit une sous-variete fermee
de meme codimension, a savoir 6n + 1. L’espace de départ u n’etant que
de dimension 6n, c’est que I’image reciproque de W est vide pour tout S de G.
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On prend Fintersection de tous les G~ denses obtenus en faisant varier
.I 1 ~ .7 i ~ .I ~ ~ et on obtient encore un Ga dense G’. Pour S E G/, la relation
03B11 + 2a2 = 303B1"2 n’a pas lieu. Puis on prend l’intersection de tous les G03B4
denses associes a toutes les relations de resonance possibles. On obtient
un G~ dense G2.
Le G~ dense Go n G 1 n G2 c ~o repond a la question..

VII. COMPLEMENTS

- 

A. Stabilite.

Les resultats precedents permettent aussi d’obtenir des lumieres sur la
stabilite des solutions periodiques de 1’equation

ou H est un hamiltonien convexe, que l’on ne suppose plus positivement
homogene.

Rappelons d’abord la notion de stabilite forte d’une matrice symplectique.

DEFINITION 1. - On dit qu’une matrice M est stable si II est uni-
formement borne quand n ~ ± ~. On dit qu’une matrice symplectique
est fortement stable si toutes les matrices symplectiques suffisamment
voisines sont stables..

Il est clair qu’une matrice est stable si et seulement si elle est diago-
nalisable et a toutes ses valeurs propres sur le cercle-unite. La notion de
stabilite forte n’a de sens que pour les matrices symplectiques : elle signifie
alors que la matrice est stable, et qu’il n’y a pas de valeurs propres mul-
tiples de type ( p, q) avec p 0 (voir [19], [23] ] ou [29]; on a défini
le type au § IV). En d’autres termes, les valeurs propres multiples sont de
type (p, 0) (positif) ou (0, q) (negatif).

Soit maintenant une solution T-periodique non de 1’equa-
tion (1). Soit R(t) la résolvante de l’équation linearisee

On sait que 1 est valeur propre double de R(T). On peut donc écrire :

ou E est de dimension (2n - 2) et stable par R(T). L’operateur R(T)EE2(E),
obtenu en posant :
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preserve la structure symplectique JE induite par J sur E :

Donc sera représenté par une matrice symplectique (2n- 2) x (2n- 2)
dans une base adequate de E. Cette matrice aura les memes valeurs propres
que R(T), a l’exception de 1, avec la meme multiplicite et le meme type.

DEFINITION 2. - On dira que x est orbitalement linéairement fortement
stable (OLFS) si R(T)E est fortement stable..

L’elimination de la premiere valeur propre 1 est naturelle dans tous
les problemes autonomes : une perturbation minime de la période se
traduira touj ours par de grands ecarts sur la position x(t ) quand t - + oo .
L’elimination de la seconde valeur propre 1 signifie qu’on fixe le niveau
d’energie H(x) a une valeur h : les perturbations de x(t ) que l’on considere
ont lieu sur l’hypersurface H(x) = h.
On peut alors enoncer :

PROPOSITION 3. - On suppose n > 3. Soit x une solution T-periodique
non degeneree. Notons (i + - n) et i- respectivement l’index des formes
quadratiques Q + et Q - donnees par :

On a toujours i _ > 1 et ~ I+ - i _ ~  n - 1. Si ~ I+ - i _ ~ = n - 1,
la solution x est OLFS. Dans ce dernier cas, les multiplicateurs non triviaux
appartenant au demi-cercle superieur ont tous Ie meme type, positif si
i + - ii 1 = n - 1, négatif si I- - i + - n - 1.

Démonstration. L’inegalite i _ > 1 avait deja ete remarquée a la fin
du § IV (corollaire IV. 10). D’après la proposition IV. 6, I+ - i _ ~ est au
plus egal a la somme des multiplicites des valeurs propres de R(T) - I
présentes sur le demi-cercle superieur, a l’exception de + 1. Cette somme
est inferieure a (n - 1), et ne peut lui etre egale que si les (2n - 2) multi-
plicateurs non triviaux sont tous situes sur le cercle unite, différents de
± 1, et si les sauts donnes par la proposition IV . 6 ont tous lieu dans
le meme sens quand on passe de co = + 1 a cc~ = - 1. D’ou le resultat.
Un resultat analogue avait deja ete etabli dans [30], avec une autre

demonstration pour des systemes hamiltoniens non autonomes.
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B. Prolongements.

L’auteur conjecture que la fonction du theoreme III.8 a au moins

une orbite critique de chaque index pair plus petit 2n 2014y).
Pour le démontrer, il faudrait une etude plus precise de la fonction ~ o xN

a l’origine : la relation III (95), jointe au fait que l’expression

a une limite finie quand t -~ 0, quel que soit le choix de ... , ~ N),
suffit peut-etre a montrer que l’origine n’intervient pas dans les relations
de Morse entre les points critiques d’index  n2 ou  n1.

L’avantage serait double :

a) En remplaçant E(aT 203C0 Min R2 , y )) par E(T 203C0 2 a R2) dans le théo-
rème 8, on eliminerait la constante y des enonces ultérieurs, qui se trou-
veraient ainsi etendus au cas y = 0. Les theoremes A et B resteraient
donc vrais sous la seule hypothese que S soit le bord d’un convexe de
classe C3, sans qu’il soit besoin de supposer que sa courbure gaussienne
soit strictement positive.

b) On retrouverait ainsi de maniere simple le résultat de J. M. Lasry
et l’auteur [9]. En effet, si 03C8 a au moins une orbite critique de chaque index

pair plus petit que cela fait au moins 2014 ) orbitesp p p q 
2~c R B27r R

critiques, donc autant de solutions du probleme :

On sait par ailleurs que les solutions de ce problème sont groupées par
familles homothétiques, de périodes T, T/2, ..., T/k. D’après Ie théorème

T 2r
de Croke-Weinstein (proposition II. 5) on doit avoir 2014 ~ 2014 r~ ce qui donne :

._ . 
k a

On trouve done au moins 2014y solutions périodiques, groupees

en families dont chacune a eu plus E (2014 a r2) membres. Cela fait au moins :

Annales de l’Institut Henri Poincaré - Analyse non linéaire



77UNE THÉORIE DE MORSE POUR LES SYSTEMES HAMILTONIENS CONVEXES

familles distinctes, chacune correspondant a une caracteristique fermée
sur S.

En choisissant T dans la formule (10) de telle sorte que 1,
on obtient l’estimation : 

) q 
2rc R2 

’

ou N est le nombre de caracteristiques fermees distinctes tracées sur S,
chacune etant supposee non degeneree. Si par exemple R  r~/2, on trouve
N > n, conformement au theoreme d’Ekeland-Lasry [17].
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