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RESUME. - En 1976, Aubin énonçait la conjecture suivante : pour toute
variete riemannienne compacte de dimension N > 3, la meilleure constante
de l’inclusion de H1 dans I,2N/{N-2) est atteinte. On montre que la

conjecture est vraie.

ABSTRACT. - In 1976, Aubin stated the following conjecture: for any
compact riemannian manifold of dimension N > 3, the best constant

corresponding to the imbedding of H1 in L2N/(N-2) is attained. We prove
that the conjecture is true.

1. INTRODUCTION ET RESULTATS

Soit (M, g) une variete riemannienne C°° compacte (sans bord) de
dimension N > 3. Une fois pour toutes, on note
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= volume de la sphere unite de (~N+1

HI (M) designe 1’espace de Sobolev complete de C°° (M) pour la norme :

M etant compacte, Hi (M) ne depend pas de g.
On sait que Hl (M) se plonge continument dans LP+1 (M). De plus

(voir Aubin [2]) :

(i) Pour tout E > 0, il existe une constante C~ > 0 telle que pour tout
u E ~h (M),

(ii) Si pour tout u E Hl (M),

of A et C sont des constantes, alors A > SN .
On démontre ici que la conjecture énoncée par Aubin dans [3] est vraie.

Autrement dit :

THÉORÈME. - Soit (M, g) une variété riemannienne compacte de

dimension N > 3. Il existe alors une constante C > 0 telle que pour
tout u E Hl (M),

Ce resultat fut demontre dans [3] lorsque g est a courbure sectionnelle
constante, puis dans [16] lorsque g est conformement plate. Par ailleurs,
le resultat reste valable pour les varietes compactes a bord lorsque H1 est
remplace par Ho, 1 (le complete de D (~t~l ) pour la meme norme). Pous plus
de details, on renvoie a l’appendice 1.

Enfin, la demonstration du theoreme passant par plusieurs étapes, le plan
de l’article est le suivant :

1. Introduction et resultats

2. Reduction du probleme a la boule unite B
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3. Les equations associees a la conjecture
4. Theorie classique des points de concentration
5. Estimations de la vitesse de convergence des xa au bord de B

6. Transformation du probleme et blow-up
7. Une estimee C° pour va
8. Conclusion et identite de Pohozaev

9. Appendices

2. REDUCTION DU PROBLEME A LA BOULE UNITÉ B

On note B la boule unite de IRN. Soit g une metrique riemannienne
C°° definie sur B (que l’on pourra voir comme la restriction a B d’une

metrique riemannienne C°° définie sur On note (B) l’espace de
Sobolev complete de D (B), l’espace des fonctions C°° a support compact
dans B, pour la norme

B etant compacte, la encore Ho, i (B) ne depend pas de la metrique g.
On dira que g vérifie la propriete (*) sur B s’il existe une boule ouverte

B’ centree en 0, contenant B, telle que g soit geodesiquement convexe
sur B et sur B’ (i. e. deux points quelconques de B, resp. B’, sont joints
par une unique geodesique contenue dans B, resp. B’, et cette geodesique
est minimisante).
On demontre ici la proposition suivante.

PROPOSITION 1. - Soit B la boule unite de N > 3. On suppose que

pour toute métrique g définie sur B et verifiant la propriété (*) sur B, il

existe une constante Cg > 0 telle que pour tout u E H0, 1 (B),

La conjecture est alors vérifiée par toute variété riemannienne compacte
de dimension N. Autrement dit, (M, g) désignant une variété riemannienne
compacte quelconque de dimension N, il existe une constante C > 0 telle

que pour tout u E Hl (M),
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Démonstration. - M etant compacte, il existe un atlas fini (Ui, ~i)i=1,..., ~
de M, tel que pour tout i : ~i (Ui) = B

Il s’ agit la d’ un resultat classique de geometrie riemannienne. Pour plus de
details, on renvoie a [ 17], tome 1, theoremes 8.7 page 149 et 3.6 page 166.

Soit maintenant (~i)i=1,..., k une partition de 1’ unite subordonnée au
recouvrement ( Ui ) i=1, ... , ~ . Sans perdre en generalite, on pourra supposer
que pour tout z :

Soit maintenant u E C°° (M). On pose Ui = On a alors :

Par ailleurs, puisque Ui E ( Ui ), les hypotheses de la proposition
nous permettent d’ écrire qu’ il existe une constante Ci > 0 telle que

On obtient ainsi :

On retrouve donc l’inégalité qu’ il fallait obtenir. La proposition est

démontrée. []
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3. LES EQUATIONS ASSOCIÉES A LA CONJECTURE

En vertu de ce qui vient d’être dit, le probleme devient : montrer que
pour toute metrique riemannienne g definie sur B et verifiant la propriete
(*) sur B, il existe une constante Cg > 0 telle que pour tout u E (B),

Soit alors g une metrique riemannienne définie sur B et verifiant la

propriete (*) sur B. Pour tout reel a > 0 on definit la fonctionnelle 7c, (u),
0, en posant

Démontrer l’existence de la constante Cg revient alors a montrer qu’il
existe un reel a > 0 pour lequel Infu 7c, (u) > 2014 (1’inf étant pris sur

les u e 

Par suite, si l’on suppose que C~ n’existe pas, on obtient que pour

tout a > 0, Infu 7c, (u)  20142014. En utilisant des techniques variationnelles
standard on démontre alors Ie résultat suivant.

PROPOSITION 2. - Si pour tout a > 0, Infu 7c, (u)  20142014, alors pour tout
_ SN

a > 0, il existe ~~ e C" (B) n (B), ~~ > 0 sur B, existe

A~ e 0, > 2014 , tels ..

ou

Démonstration. - L’inclusion de Ho,i (B) dans (B) etant compacte
pour tout q  p, on demontre sans difficult£ 1’ existence de ~q E

Vol. 13, n° 1-1996.
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C~ (B) n (B), ~q > 0 sur B, et l’existence de A~ > 0 tels que

Les techniques utilisees pour demontrer un tel resultat sont maintenant
classiques. (~q ) etant bornee dans Ho,1 (B), on pourra en plus supposer que
lim 03A6q = 03A603B1 faiblement dans Ho,i (B), fortement dans L2 (B) et presque

partout. Comme lim B = Infu I03B1 ( u ) C 1 , les mêmes arguments que
ceux utilises dans la demonstration du theoreme 1 de [4] nous permettent
alors de montrer que 0.

~~ devient ainsi une solution faible, positive et non identiquement nulle,
de 1’ equation

Par theorie classique de regularite, on obtient maintenant C2 (B),
et avec le principe du maximum, on obtient 03A603B1 > 0 sur B.

Il reste donc a montrer que B 03A6p+103B1 dv (g) = 1. L’inclusion de Ho, i (B)
dans Lp (B) etant compacte, sans perdre en generalite, on pourra supposer
que lim ~q = t~ dans Lp (B).
On obtient alors :

Par suite,

Annales de l ’lnstitut Henri Poincaré - Analyse non linéaire



63MEILLEURES CONSTANTES DANS LE THEOREME D’INCLUSION DE SOBOLEV

Independamment,

On obtient ainsi :

et, comme consequence directe de ces inegalites, B 03A6p+103B1 dv (g) = 1. La
proposition est donc bien démontrée. []

Ainsi, demontrer la conjecture revient a montrer que la situation decrite
par la proposition 2 ne peut pas se produire.

4. THEORIE CLASSIQUE DES POINTS DE CONCENTRATION

La demonstration de la conjecture se fait par l’ absurde. On suppose donc
que pour tout a > 0, il existe ~~ E C~ (B) n (B), ~a > 0 sur B,
et il existe ).01 E 0, 2014 , tels que :

On etudie dans ce paragraphe les premieres proprietes vendees par les
~a . Pour un complement sur le type des phenomenes decrits ici on pourra
voir [19], [21], [22] et [25]. Dans tout ce qui suit nous considerons des
suites de reels a qui tendent vers +0oo, et nous prenons successivement
des sous suites.

LEMME 3. - (1) Toute sous suite de (a) qui converge dans un

Lq (B), q > 1, a pour limite 0. En particulier, on pourra supposer que
lim a = 0 p.p. et dans L2 (B).

Vol. 13, n° 1-1996.
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Demonstration. - ( 1 ) Puisque

on obtient lim r dv (g) = 0. La première partie du lemme est donc/~
bien démontrée.

(2) Supposons maintenant qu’il existe une sous suite (A~) de (A~)
vérifiant dc* >a # >  £ . Soit E > ° choisi de Sorte qUe i + E> > 
£, et soit Of; une con stante strictement positive pour laquelle

On a alors

puisque

Par suite, on obtient

ce qui est impossible pour 03B1 » 1. Le lemme est donc bien démontré. []

LEMME 4. - lim a / ( g) = 0.B
Demonstration. - Soit c > 0 et soit C~ > 0 telle que pour tout

u E H0,1 (B),
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D’ apres (1) et (2),

Par suite,

Comme par ailleurs, A~  2014 et / ~~. on obtient
~~ J~

1’existence d’une constante C > 0, indépendante de o; et c, pour laquelle

Du lemme 3 on déduit alors lim a r 03A6a03B1 dv (g)  étant arbitraire,

on récupère lim a r dv (g) = 0, et le lemme est démontré. []B
Comme dans [ 13], on dira maintenant que xo E B est un point de

concentration de { ~ a ) si pour tout b > 0, lim r ~ a+ 1 dv (g ) > 0.
(xo ~ b)

(Une fois pour toutes, par l’intégrale sur B (xo, b) on entend l’intégrale sur
B (xo, b) n B.) On démontre alors le résultat suivant.

LEMME 5. - ( 1 ) Si ~o est un point de concentration de ( ~a ), alors pour
tout b > 0, lim r dv (g) = 1B (xo ~ s)

(2) (03A603B1) possède un et un seul point de concentration (toujours quitte
a extraire une sous suite)

Démonstration. - ( 1 ) Soit xo E B et soit ~ E C°° verifiant
0  = 1 sur B (xo, b/2), r~ = 0 sur b), b > 0.

Vol. 13, n° 1-1996.
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En multipliant (1) par r~2 ~~, 1~ > 1, on obtient (voir [14]) :

Les inegalites de Holder pour le membre de droite de (3), l’inégalité
de Sobolev classique rappelee dans l’introduction et le fait que ( ~~ ) soit
bornee dans H1, permettent alors de montrer le resultat suivant :

Par suite, en tenant compte du fait que lim a = 20142014, on obtient :

Supposons maintenant qu’il existe 80 > 0 tel que
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En utilisant (4), on obtient pour k > 1 suffisamment proche de 1 et pour
b « 1,

of C"2 et ~3 sent deux constantes indépendantes de 03B1 avec ~2  1.

Par suite, /~(~~~)~(~)  Cte.

Posons alors a= lim / ~~~ ~ (~)- P~r definition, si ~o est un"~~/B(.ro,5o/2)
point de concentration de (t~), ~ > 0.

Independamment, avec Holder,

puisque

Par consequent, si k1 = N(k + 1) Nk - 2, on obtient

Cette derniere inegalite contredisant le premier point du lemme 3, la

premiere partie du lemme 5 est demontree.

(2) En vertu de ce qui vient d’être dit, et puisque = 1,

quitte a extraire une sous suite (03A603B1) possede au plus un point de
concentration. A l’inverse, par definition meme des points de concentration,
on montre facilement que (~a) possede au moins un point de concentration.
La seconde partie du lemme 5 est donc demontree.
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(3) Pour iinir, lim = oo se démontre avec la premiereQ’2014)-00 
~’ 

partie du lemme 5. 11 suffit de remarquer que pour tout 6 > 0,

LEMME 6 . - Soit zo le point de concentration de (03A603B1). Alors, lim 03A603B1 = 0
dans C1loc (B) _ (zo ) ). 

Démonstration. - Soit x # zo, x e B. Pour 6 « 1 on a alors
% B (x, 03B4) 03A6p+103B1 dv (g) = 0. Par ailleurs, voir (3) et (4),,

ou

Par suite :
r

Sobolev). 
B~,~,-)

(ii) nous permet maintenant d’ utiliser (5) avec k = (p+1)2 2 - 1, et on
obtient ainsi lim / 

(x, 
03A6(p+1)3/403B1 dv (g) = 0 pour un certain b’ > 0,

Finalement, par recurrence, on voit que pour tout x ~ xo, et tout q,

il existe 6 ~: 1 tel que lim / = 0. Par suite, puisqueB (x, s~
O9 03A603B1,  03BB03B1 03A6p03B1, on obtient que pour tout 03C9  B/{x0}, lim 03A603B1 = 0 dans
L°° (03C9). (Voir [11], theoreme 8.25.)

Pour finir, le lemme 7 ci-dessous, le theoreme 8.32 et le corollaire 8.36
de [ 11 ], montrent que lim 03A603B1 = 0 dans 

LEMME 7. - Soit Xo le point de concentration de (03A603B1). Alors, pour tout
q et tout cv (~ lim (w) = 0. En particulier, pour tout
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Démonstration. - Soit x f E B, et soit 8 > 0 tel que Xo (x, 8).
On a alors, voir (3),

ou Ci et C2 ne dependent que de ~ et k.
Par ailleurs, en raison de ce qui vient d’ être demontre, pour tout

w C et tout m, lim = 0. Par suite, en raisonnant
w

par recurrence sur q, on obtient que pour tout x ~ xo, tout m et tout q,
il existe 8 > 0, b « 1, tel que

Pour finir, comme Og ~a  A~ on obtient que pour tout q et tout
cv  /{x0}, lim (03C9) = 0. (Voir [11], théorème 8.25).
Le lemme est donc bien démontré. []

On note alors

Tout comme les !~, les Ua se concentrent au point xo, et :

Soit maintenant xa un point de B tel que

et soit tel que

D’ apres les lemmes 5 et 6, lim xa = xo et lim ~ca = 0. De plus :

LEMME 8. - est bornée.

Démonstration. - Au point xa, > 0. Par suite, 03B1 -(N-2)/203B1 C

Vol. 13, n° 1-1996.
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5. ESTIMATION DE LA VITESSE DE

CONVERGENCE DES xa AU BORD DE B

On note d la distance euclidienne de Les xa ayant ete introduits a la
fin du paragraphe 4, l’objet de cette partie est de demontrer la proposition
suivante.

Demonstration. - Puisque lim xa = xo, on remarque deja que le resultat
est immediat si B. Sans perdre en generality on pourra donc supposer
que ~o = (0,..., 0, 1) E On introduit maintenant les isometries

vectorielles de IRN qui ramenent le point xa sur un point ~~ E [0, xo~ (ou
[0, ~o~ _ ~e~o, 0  8  l~). En composant g et Ua par ces isometries, on
obtient une famille ga de metriques sur B, et des fonctions encore notees

qui verinent :

Comme = il nous faut montrer que

d (x~ ~ ~o)lim ’ ~~20142014i = oc. Pour se faire, on introduit les fonctions
~~’°° ~a

v est définie p our x e B~ = B ( 2014~ 2014 ). . On a alors 0  1 et

pour
tout a, et si on suppose que est decroissante (ce qui ne nuit pas a la

generalite), on obtient Ba C Ba~ des que c~  c~’.
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On définit maintenant ha (x) == ga + XO), X E Ba . D’ apres (9),
pour tout K  E, lim ha = g (xo) dans C2 (K). De plus, si 03BE designe
la metrique euclidienne de 

(16) les ha sont uniformement bornees C1 sur Ba .

Par ailleurs, avec (11), on voit facilement que

On définit alors y03B1 = et va (y03B1) = 1.

On distingue maintenant deux etapes dans la demonstration.

1. - On montre que lim 
d ~’2014~- = 0 est impossible. Si ce

/~~
n’ etait pas Ie cas, quitte a extraire une sous suite, on pourrait supposer

que lim = 0. Par suite, on aurait lim ~a = 0. Or, voir

1’ appendice 2, les relations (15), (16), (17), Ie lemme 8 et Ie fait que
~~  1, entrainent que les fc, sont uniformement bornees C1 au

voisinage de 0. Avec Ie theoreme des accroissement finis, on devrait donc
avoir

ce qui est impossible. En conclusion,

Étape 2. - On montre que lim = l, l E R, l > 0, est

impossible. La encore, si ce n’ était pas le cas, quitte a extraire une sous
suite, on pourrait supposer que lim Ya E. On remarque alors que

(va ) est equicontinue sur tout compact de E. Pour le voir, on utilise (15),
(16), (17), le fait que 0 :S Va  1 et le theoreme 8.32 de [ 11 ] . Par suite,
il existe v E C° (E) telle que pour tout K C E, une sous suite de (va )
converge vers v dans L°° (K). La fonction v vérifie ainsi 0  v  1 et

v(yo) = 1. En particulier, v fi 0.
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On remarque maintenant qu’à extraction près d’une sous suite,
lim = 0. En effet,

Pour tout K C E. Or,

et puisque v fi 0, on deduit du lemme 4 que, quitte a extraire une sous
suite, lim = 0.

Par consequent, avec (17), v E C°° (E) et

(On rappelle que lim ha = g (xo) dans C2 (K) pour tout E.)

On remarque maintenant qu’en transportant la metrique 9 (xo) par un
isomorphisme vectoriel de convenablement choisi, et en composant v
par ce meme isomorphisme, on obtient une solution de = N (N - 2) vP
sur un demi-espace de (Quitte a composer de nouveau par une isometrie
vectorielle, on pourra meme supposer que ce demi-espace est encore le
demi-espace E.) Pour ne pas trop alourdir les notations, on continue de
noter v cette solution et E le demi-espace sur lequel elle est définie.

Soit maintenant

On pose h = w4/(N-2) ~. A un facteur multiplicatif 4 pres, h represente la
metrique standard de la sphere apres projection stereographique. On note
alors v = v et Ka = La courbure scalaire de la metrique h valant

4N (N - 1), on obtient
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De plus,

Les (Va) sont donc uniformement bornées dans Ho,i (E, h). Par suite,
puisque lim Ka = v uniformement sur tout compact de E, on obtient
V E H 0,1 (E, h). (Toute suite bornee dans un Hilbert possede une sous
suite faiblement convergente.)
Notons maintenant SN la sphere unite de et go sa metrique

standard. Par projection stereographique, E devient une demi-sphere S+ de
SN . Avec ( 19) on obtient ainsi une solution positive vi E ( S+ , go ) de

En effectuant une nouvelle projection stereographique, mais de pole
oppose au sommet de S+, on obtient alors une solution positive v2 E

(B) de

Or ceci est impossible d’après Pohozaev. On obtient donc la contradiction

recherchee, , et, , par suite, , lim = oo. En conclusion, la

proposition 9 est demontree. 
~

(On rappelle que d (x, xo) = d (xa , aB ) . ) 1

Remarque. - Avec les resultats de [10], theoreme 2, xo se trouve
forcement dans B si la metrique g est euclidienne au voisinage de c~B.
Dans ce cas particulier, la proposition 9 est immediate.
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6. TRANSFORMATION DU PROBLEME ET BLOW-UP

La metrique g verifiant la propriete (*) sur B, il existe une boule ouverte
B’, centree en 0 et contenant B, telle que g soit geodesiquement convexe
sur B et sur B’. L’ application exponentielle est alors une fonction C°°
de deux variables, a valeurs dans B’, et depute sur un voisinage ouvert
de B’ x ~0~ dans B’ x (Pour plus de details, voir [17], tome 1.) Par
ailleurs, puisque la metrique g est geodesiquement convexe sur B’, pour
tout x donne de B’, expx realise un C°° diffeomorphisme d’un voisinage
ouvert de 0 dans sur B’. Avec le theoreme des fonctions implicites,
(expx ) -1, regardée comme une fonction définie sur B’ x B’, est alors C°°
des deux variables.

On note maintenant Wa = exp~.~ . ~~ est donc un C°° diffeomorphisme
d’un voisinage ouvert de 0 dans sur B’. On note alors

et Xa ont ete introduits a la fin du paragraphe 4).
cva est un domaine relativement compact etoile en 0 de (au sens

ou pour tout x de cv~ et tout 0  8  1, ~~r E De plus, puisque
l’exponentielle et son inverse sont C°° des deux variables, on obtient
facilement :

(ç la metrique euclidienne)

(21 ) les ga sont uniformement bornees C2 sur Wa

(22) lim g03B1 = (expx0)* g dans C1 (K) pour tout K C (B’).

Par ailleurs, toujours d’ apres les proprietes elementaires de

l’exponentielle, on obtient :

(23) les ga sont geodesiquement normales en 0. En particulier,

pour tout 03B1 et tous i, j, k = 1,..., N, ga (0)ij = 03B4ij
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Enfin :

On definit maintenant :

Va verifie alors :

Par ailleurs, comme lim 
d C B) 

= oo ( voir proposition 9), et
J1a

puisque les metriques g et ga sont equivalentes a la metrique euclidienne,
on obtient lim d (o, ~03A903B1) = oo. Par suite, RN au sens ou pour
tout K C et tout a » 1, K C 03A903B1.

Enfin, utilisant (22), on obtient

On etudie dans ce paragraphe les premieres proprietes verifiees par les Va.
Pour commencer, on remarque que (20), (28), (29), (30) et [11],

theoreme 8.32, entrainent que les Va sont equicontinues sur tout compact
de Par suite, il existe V E C° (IRN) telle que pour tout K C RN, une
sous suite de (via) converge vers v dans L°° (I~j . On a alors 0  1 et

V (0) = 1. En particulier,  ~ 0. On demontre maintenant le resultat suivant.
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LEMME 10. - A extraction près d’une sous suite, lim = 0.
’ 

On remarque que pour tout ~ (~ 

Or u03B1 = 

. 

(03BB03B1 N(N - 2) (N-2)/4 
et puisque v fl 0 on deduit

facilement du lemme 4 que, quitte a extraire une sous suite, lim a = 0.

(On rappelle que lim h03B1 = 03BE dans C1 ( K ) pour K  RN.) []
Avec le lemme 10 et (29), (30), on obtient alors v E C°° et

Par suite, avec les resultats de [8] (voir aussi [20]), on obtient

LEMME 11.

Démonstration. - Avec Ie lemme 6, lim ua = 0 dans 

Par suite, pour tout 6 > 0, ~ ~ 1,

On remarque maintenant que :

Pour le voir, il suffit d’écrire que

D’après (22) on a alors lim (expx0 )*g~C0(B(0, 03B4)) = 0. et
0

puisque est normale en 0, pour ~ suffisamment petit on aurra
 ~/2.
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Par suite,

Reste maintenant a remarquer que pour tout 8 > 0, ,

Le lemme est donc bien démontré. []
Pour finir, on démontre le résultat suivant.
LEMME 12. - lim va = 5 dans Lp+1 (RN) 5a étant prolongée par 0’

en dehors de Q~.

Démonstration. - On démontre en fait un peu plus en montrant quelim r 
dv (£) = 0. Le résultat annoncé découle alors duthéorème d’inclusion de Sobolev.

Or :

et puisque 0  va  1 (voir (28)),
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Par ailleurs,

d’ apres Ie lemme 11. Enfin,

Par consequent,

Le lemme est donc bien démontré. []

7. UNE ESTIMÉE C° POUR va

Les notations sont celles du paragraphe 6. On démontre le résultat suivant.

PROPOSITION 13. - Il existe une constante C > 0 telle que pour tout a et

tout x E ~Ja ~~) ~ C~J (x).
La demonstration de cette proposition passe par plusieurs £tapes. On note

La encore, a un facteur multiplicatif 4 pres, h represente la métrique
standard de la sphere apres projection stereographique. Si maintenant

= on vérifie sans difficult£ que

En effet, (Tapres (29).
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et si designe la courbure scalaire de ha, on peut ecrire

Reste alors a remarquer que

On demontre maintenant le resultat suivant.

LEMME 14. - Pour a » 1 et pour tout x E S2a,

Démonstration. - Soit (x) _ CPa realise une isometrie de

ha ) sur (wa , ga). . Par suite, = ~a (v o 4’a ~ ~ ~ ~ .

Independamment, puisque les ga sont geodesiquement normales en 0, pour
tout u = u (r)

ou r = Ixl et [ est comme dans [2], chapitre 4.
De plus, voir [2] chapitre 4 et theoreme 1.53, (wa, ga) et (B, g) etant

isometriques, il existe une constante A > 0, independante de a, telle que
 Ar. On obtient ainsi, > Par

suite, puisque = N ( N - 2) iP et puisque

on obtient

Le lemme 14 est donc bien démontré. []

Du lemme 14 on deduit maintenant
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On note alors

(~ l’inversion définie par

8a est du type ou les ~o; sont des ouverts contenant 0 et tels
que pour tout 6 > 0, et tout c~ » 1, Oa C B (0, 8). De plus, puisque
~ realise une isometrie de (Qa, ha ) sur ( O a , Ha ) , 1’ inegalite (31) est

conservee et on obtient

Enfin,

et.. ainsi (voir (20) et (21)) :

(34) les Ha sont uniformement bornees C° sur e a n B.

On demontre maintenant le resultat suivant.

Demonstration. - On a

(33))

(avec (20), les ha sont equivalents a la metrique euclidienne).
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Par suite, en vertu du lemme 12, lim / IWa - (~) = 0..

On possede maintenant tous les renseignements necessaires a la

demonstration de la proposition.

FIN DE LA DEMONSTRATION DE LA PROPOSITION 13. - On remarque dej a que
demontrer la proposition equivaut a montrer 1’ existence d’une constante
C > 0 telle que pour tout a et tout x E Oa, wa (x)  C. Or, pour tout

IRN, lim wa = 1 dans L°° (K). Par suite, demontrer la proposition
revient a montrer 1’ existence d’une constante C > 0 et d’un réel R > 0

tels que pour tout a et tout x E SZa verifiant (x) > R, wa (x)  C. Ce que
l’on peut encore ecrire, apres inversion :

Soit alors ~ E C°° (IRN) telle que 0 ~ ~  = 1 sur B (0, 8/2),
q = 0 sur (0, b), b > 0. En multipliant (32) par r~2 Wa , k > l,
on obtient (voir [14]) :

Les inegalites de Holder pour le membre de droite de (35) et l’inégalité
de Sobolev classique rappelee dans l’introduction permettent alors de
montrer
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ou

Avec Ie lemme 15, on voit maintenant que pour tout 1~, on peut choisir
8 > 0, S « 1, de sorte que Ci  C  1, Va. Par suite, avec un

raisonnement par recurrence du meme type que celui effectue pour la
demonstration du lemme 6, on obtient :

(On rappelle que les metriques ~I~ vérifient (33).)
On ecrit maintenant (32) sous la forme

D’ apres (33), (34) et (37) on peut appliquer le theoreme 8.25 de [11].
Par suite, il existe une constante C > 0 et il existe ~o > 0, $o ~ 1, tels
que Wa (x)  C pour tout x de 8a verifiant Ixl  bo. Comme annonce,
cette dernière inegalite termine de demontrer la proposition 13..

Remarque. - (1) Comme consequence directe de la proposition 13, on
obtient lim Xa = v dans L°° ( f~ N ) .

(2) Le resultat de la proposition 13 est en fait strictement equivalent au
resultat suivant : il existe une constante C > 0 telle que pour tout a et tout

8. CONCLUSION ET IDENTITE DE POHOZAEV

On acheve la programme annonce au paragraphe 3, et donc la
demonstration du theoreme, en montrant que 1’existence des ~a de la

proposition 2 pour cx grand conduit a une contradiction. L’étude est basee
sur l’identité de Pohozaev et utilise fondamentalement la proposition 13.

Les notations sont celles du paragraphe 6. Dans toute la suite, les Ci
sont des constantes strictement positives qui ne dependent pas de a. On
pose maintenant :
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n = normale extérieure unitaire a ~03A903B1 pour la métrique eucilidienne 03BE

c~n va = derivee normale de Va au sens de la metrique euclidienne.

On obtient alors (voir [18] pour plus de details)

ou (., .) designe le produit scalaire euclidien.
Or 03A903B1 est etoile en 0. Par suite, pour tout x de ( x , n ) > 0. On

obtient ainsi

Soit maintenant un réel ~ > 0 tel que pour tout X de IRN, hij03B1 XiXj >
(r~ existe (Tapres (20)). On ecrit que

les symboles de Christoffel de ha.
Par suite, apres avoir multiplie (38) par r~, on obtient

Or va verifie 1’equation (29) (voir paragraphe 6), et ainsi

Vol. 13, n° 1-1996.



84 E. HEBEY ET M. VAUGON

Avec des integrations par parties, Xa etant nulle sur on obtient
maintenant

Par suite,

et j5Y) clement

Un s’intéresse maintenant aux differents termes qui interviennent
dans (40). Tout d’ abord, en integrant par parties, on obtient
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et

Par suite,

et :
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De meme,

et :

Ainsi,

Enfin,

En reportant (41), (42) et (43) dans (40), et apres simplification, on
obtient maintenant :
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Or, pour tout x de (x, n) > 0 et n2 n~ > 0. Par suite,

et :

On remarque maintenant que ~Z~ hij ( x ) = ~ca x ) . Avec (20)
et (21) on obtient alors :

De meme, et ainsi

Independemment, avec Taylor et puisque les go: sont normales en 0,

Par suite, en utilisant F equivalence des métriques h03B1 et 03BE, des integrations
par parties, (20), (21) et l’équation (29) vérifiée par on obtient
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Par suite,

et en raisonnant de la meme façon, on montre que
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Par ailleurs, toujours d’ apres Taylor et en utilisant 1’ expression des

on voit que pour tout X de ] 
Par suite,

et, la encore,

En reportant les relations (45) a (49) dans (44), et en simplifiant par ~ca,
on obtient maintenant :

Pour conclure, et donc obtenir la contradiction recherchée, il reste a

remarquer que :

(puisque les va convergent uniformement vers v sur tout compact de IRN)

(d’ apres la proposition 13).

Par suite, (50), (51 ) et (52) imposent a  Cte. Les ~a de la proposition 2
n’existent donc pas pour a grand, et le theoreme est démontré. []
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9. APPENDICES

APPENDICE 1

(M, g ) designant une variete riemannienne compacte a bord de dimension
N > 3, on note Ho, i (M) 1’espace de Sobolev complete de D (M), 1’espace
des fonctions C°° a support compact dans pour la norme

La question devient : montrer qu’il existe une constante C > 0 telle que

La reduction du problème présentée dans le paragraphe 2 reste valable
pour cette question. Par suite :

THEOREIVIE. - Soit (M, g) une variété riemannienne compacte a bord de
dimension N > 3. Il existe alors une constante C > 0 pour laquelle (53)
est vérifiée.

APPENDICE 2

On démontre une version modifiée du corollaire 8.36 de [11].

LEMME. - Pour 1, on considère la famille (D03B1) de domaines de RN
définis par l’intersection d’une boule de rayon 1 et d’une boule de rayon a,
dont un modèle peut être obtenu de la façon suivante : Da = Bl n Ba

On note = ~D03B1 n B1, = ~D03B1 n Ba, et si (xo, 0) E on

note O a l’intersection de Da avec la boule de centre (x0, 0 ) et de ra y on 1
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Soit maintenant (ga ) une famille de métriques définies sur un voisinage
ouvert de D~ telles que

1

et soit (va ) une famille de solutions régulières sur Da des equations

ou ha et f a appartiennent a C° (Da).
Si : (i) les métriques ga sont uniformément bornées C1 sur D03B1
(ii) les fonctions h03B1 et f a sont uniformément bornées C° sur Da

alors il existe une constante C, indépendante de a, telle que

(C ne depend en fait que de N, de la borne C1 des ga, de la borne C°
des ha et de A. )

Demonstration. - Pour y E IRN -1, on note xa (y) 1’unique point de 
de coordonnée y sur IRN -1, et on note xa (y) 1’unique point de ~D+03B1 de
coordonnee y sur 

On considere maintenant la famille d’homeomorphismes Ba : Da --~ Di
definies par

On verifie facilement que les 9a, restreints a

sont des diffeomorphismes sur leurs images, et qu’il existe C (E ),
independante de a, telle que pour tout (x, ~/) E D~ :

Sur Di on considere maintenant la famille d’equations

= (~’)~.. o ~ et r - {(o, ~/)/(o, y) e ~i}.
Compte tenu de (54), on se trouve dans les conditions d’application du

corollaire 8.36 de [11]. Par suite,

et en utilisant (54),

Le lemme est donc bien démontré. []
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