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RESUME. — On s’intéresse ici aux solutions de I’équation de Burgers
non visqueuse avec condition initiale & accroissements indépendants et
homogénes, a sauts négatifs. On dégage la notion de solution statistique
intrinseque de cette équation d’évolution et on montre qu’une famille
(X (t); t > 0) de processus de Lévy homogenes est solution statistique
intrinséque de l’équation de Burgers si et seulement si les fonctions
exposants 1 (t, w) satisfont 1’équation : 0,9 = i1 0, ¢. L’étude de cette
équation permet d’établir I’existence d’une telle solution. Le cas d’une
condition initiale brownienne est explicité.
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ABSTRACT. — We study here solutions of inviscid Burgers equation with
a stochastic initial value with homogeneous and independent increments
without positive jumps. We define the notion of intrinsic statistical solution
of this evolution equation and show that a family (X (¢);¢ > 0) of
homogeneous Lévy processes is an intrinsic statistical solution of Burgers
equation if and only if the exponent functions ¢ (¢, w) satisfy the differential
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432 L. CARRARO ET J. DUCHON

equation: 0.y = 11 J,, 1». The existence of such solutions follows then
from the examination of that last equation. The case of a brownian initial
condition is made explicit.

© 1998 L'Association Publications de I'Institut Henri Poincaré. Published by Elsevier B.V. All rights reserved

INTRODUCTION

Une approche de la turbulence hydrodynamique consiste & chercher des
solutions statistiques (i.e. 2 donnée initiale aléatoire) des équations régissant
le mouvement d’un fluide. L’équation de Burgers :

1 .
Oru+ 0, (511,2) =ecdu

est considérée dans ce contexte pour son analogie avec celles de Navier-
Stokes (¢ > 0) ou d’Euler (¢ = (), malgré bien des différences.

Les solutions de cette équation sont connues explicitement via la
transformation de Hopf-Cole (voir [5]). Dans le cas non visqueux (¢ = 0),
cette technique est notamment utilisée pour analyser les solutions lorsque
la condition initiale est aléatoire. Par exemple, Sinai [8] s’intéresse au cas
d’une condition initiale nulle sur R_ et brownienne sur R.. She, Aurell
et Frisch [7], & I'aide de calculs numériques, examinent particuliérement
des conditions initiales du type browniens fractionnaires. Néanmoins les
expressions obtenues se prétent difficilement a des évaluations de nature
probabiliste (moments, densité, loi du processus...).

Formellement, si uo est une condition initiale aléatoire pour laquelle la
méthode de Hopf-Cole s’applique, si u (t, .} est la solution de 1’équation de
Burgers avec condition initiale ug et si p; désigne la loi de w (¢, .), la famille
(t4+)¢ de probabilités définies sur un espace F de fonctions réelies d’une
variable réelle, vérifie pour toute fonction test v appartenant a ’espace D
des fonctions de classe C'™ a support compact:

O exp(itu, ) dp () = / <§u v'>exp(z'<u, o)) dps ().

Compte tenu de I’invariance galiléenne de I’équation de Burgers (comme
de celles d’Euler ou de Navier-Stokes), nous définissons des solutions
statistiques « intrinséques » qui généralisent les solutions homogénes (i.e.
invariantes par translation en la variable d’espace ).

Annales de Ulnstitut Henri Poincaré - Analyse non linéaire
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La premiére partie introduit les principaux outils probabilistes concernant
les processus de Lévy qui seront utiles dans la suite. Nous définissons
alors dans une deuxiéme partie les solutions statistiques et les solutions
statistiques intrinséques de 1’équation de Burgers et montrons comment ces
derni¢res généralisent les solutions statistiques homogenes. La section 3
est consacrée au résultat principal de ce travail, a4 savoir le lien entre
processus de Lévy homogenes de variance finie et solutions statistiques
intrinséques. Cependant, de telles solutions peuvent faire apparaitre des
fonctions a sauts positifs, donc ne vérifiant par les conditions d’entropie
de Lax. C’est pourquoi nous montrons dans la quatriéme partie comment
la classe plus restrictive des processus de Lévy homogenes de variance
finie a trajectoires dépourvues de sauts positifs est conservée par le flot
de I’équation de Burgers et établissons un résultat d’existence et d’unicité
de solutions de ce type. Nous explicitons enfin dans la derniére partie
les solutions dans le cas d’une condition initiale brownienne et donnons
quelques propriétés de celles-ci.

1. PRELIMINAIRES PROBABILISTES

On commence par préciser le cadre fonctionnel de 'étude qui permet
de définir la notion de fonction caractéristique d’un processus aléatoire.
On aborde ensuite les propriétés les plus importantes des processus a
accroissements indépendants : décomposition de Lévy-Khintchine et mesure
de Lévy.

Les processus aléatoires considérés dans la suite sont des processus
X = (X (2)).er dont les trajectoires sont cadlag (i.e. sont continues a
droite et posseédent une limite & gauche en tout point). Si F désigne
I’ensemble des fonctions réelles d’une variable réelle qui sont cadlag, la loi
d’un tel processus est la mesure image de la probabilité P sous-jacente par
I’application X. E est muni de la tribu cylindrique C(F) engendrée par
les fonctions d’évaluation : C(E) = o ({u € E — u(z), x € R}), choix
naturel vis-a-vis du modele probabiliste. Il est souvent essentiel dans la
pratique que cette tribu coincide avec la tribu borélienne; ce qui n’est pas
le cas ici lorsque la topologie de I’espace E est celle de la convergence
uniforme (essentiellement car E est alors non séparable). C’est pourquoi
on munit cet espace de la métrique de la topologie de Skorokhod sur tout
compact, définie comme suit :
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434 L. CARRARO ET J. DUCHON
On note, pour n € N*,

Q,={w: [-n, n] = [-n, n]/w est bijective, w (—n) = —n, w(n) = n},

et si w € Q,, on pose :

”an = sup Log (M)‘
z,y€[—n,n] r—y
r#y

On définit ensuite pour u, v € E :

d(u, v) = Z 27" Min (1, d,, (u, v)),

n>1

d, (u, v) =Inf{e >0, Jw e Q,, |||, < e,

sup |u(z) ~v(w(x))] <e}.
C€[—n.n]

On montre que muni de cette métrique, £ est un espace polonais (voir
Billingsley [2]); ce qui implique en particulier la coincidence des tribus
borélienne et cylindrique.

On désigne par M 1’espace des mesures de Radon sur R, & support
compact et par D le sous-espace vectoriel engendré par les masses de
Dirac. Dans la suite, pour simplifier I’écriture, si A désigne la mesure de
Lebesgue sur R, on identifiera une fonction v appartenant a I’espace D des
fonctions de classe C'* a support compact a la mesure ».A et on écrira par
exemple v(A), si A est un borélien de R.

Avant d’indiquer la dualité naturelle entre E et M, il est nécessaire
de rappeler quelques propriétés des fonctions de F. Ainsi, toute fonction
de £ est borélienne, localement bornée et ’ensemble de ses points de
discontinuité est au plus dénombrable. Par suite, il est loisible de poser,
pour w € Fetv € M:

() = / w (@) dv ().

L’application : .« € E — (u, v) va nous intéresser particulierement dans
ce qui suit. Il est bon de noter que cette application n’est pas continue en
général (elle ne I'est pas lorsque v € D); d’ol I'intérét du :

LEMME 1. - (1) Siv € D, u € E +— (u, v) est continue.

(i) Si v € M, il existe une suite (v, ), de fonctions de D telle que :

Yu € E, (u, vy = lim(u, v,)
{\m 0a (R) = v (R)"
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Preuve. — (i) Si u,, — u, u, (x) — u(z) en tout point x de continuité
n n

de u (voir [2]). Comme de plus, la suite u, (x) est bornée uniformément
(en z € Supp v et n € N), on déduit du théoréme de convergence dominée
la convergence de (u,, v) vers (u, v).

(ii) Fixons p € D telle que [ p(z)der = 1 et Suppp C Ry ; puis
posons, pour . € N*, p,, () = n p(nz). Il est alors clair que les fonctions
Uy, = pn kv sont éléments de I’espace D, et si u € E, on a:

(w0) = [ a@) [ puta=v)dv ) de

= / (/ u () pn (T — y) d-’ﬂ) dv (y).

Le théoreéme de Fubini est ici applicable par p,, et v sont & support
compact.

De plus, par continuité a droite de wu,

+o0
/u(w)pn(m—y)dw=/0 u(y +2) pn (2) dz — u(y).

Comme par ailleurs,

[ e o = 9) | < Sup a2 € Suppw+Suppol € (1)

le théoréme de convergence dominée s’applique et fournit le résultat. [
On déduit immédiatement de ce lemme que pour toute mesure v de M,
I’application :
u€eE— (u,v)
est mesurable ; ce qui permet de donner un sens 2 la :

DEFINITION 1. — Soit y une probabilité sur E muni de la tribu C(E); on
appelle fonction caractéristique de p Uapplication [ définie sur M par :

M) i) = [ e dutu)
E

Cette fonction détermine la mesure p; plus précisément :
LEMME 2. — Une probabilité p sur (E,C(E)) est caractérisée par :
(i) i (v), pour v € D,
ou par:
(ii) 4 (v), pour v € D.
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436 L. CARRARO ET J. DUCHON

Preuve. — Le premier point est conséquence de I'injectivité de la
transformation de Fourier des probabilités sur R™ (n € N*) et du théoréme
d’unicité du prolongement d’une probabilité du 7-systéme engendré par les
évaluations © € E — u (x), x € R, a la tribu engendrée C(E). Le point (ii)
est conséquence immédiate du point (i) et du point (ii) du lemme 1. O

Nous ne considérons dans ce qui suit que la loi des accroissements des
processus étudiés; il faut pour cela donner quelques notations et résultats

N

analogues & ce qui précede.

On définit tout d’abord la tribu C'(F) = o({u € £ — u(x) ~
u(y); z. y € R)} engendrée par les accroissements et on note :

My={ve M v(R)=0}, Dy={veD,vR)=0}
Dy ={veD,v(R)=0}

On peut remarquer que lorsque v € My, I'application u € E — (u, v) est
C’ (F)-mesurable ; ce qui permet de considérer la fonction caractéristique
d’une probabilité p sur (E, C' (E)) comme une fonction définie sur M,
par la formule (1). Cette fonction mérite toujours son nom puisque :

LEMME 3. — Une probabilité y sur (FE,C'(E)) est caractérisée par :

() o (v), pour v € Dy, ‘
ou par:

(ii) 2 (v), pour v € Dy.

Preuve. — Identique a celle du lemme 2. [J
Terminons ces préliminaires fonctionnels en rappelant le résultat suivant,

qui a trait a la différentiabilité au sens de Giteaux de la fonction
caractéristique /i :

LEMME 4. — Soit u une probabilité sur (E,C(E)). Alors, {1 est de classe
C? sur M si et seulement siVv € M, [|{u, v)|*dp(u) < +oo; dans ce
cas, si v, vy, vo sont éléments de M, on a :

2 D*a(v) (v, 1) =— / (u, v1) {u, va) exp(i(u, v)) dp (u).

Preuve. — L’implication (Vv € M, [ [(u, v)|* du (u) < 400 = [ est de
classe C?) est immédiate. L’ implication inverse résulte de la considération,
pour v € M, de la probabilit¢ p, image de p par 1’application :
uw € E — (u, v). Comme £, est de classe C?, on a [, £2du, (t) < +o0;
cest-a-dire [ |(u, v)|?dp (u) < +oo. O
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Remarquons que ce lemme reste valable pour une probabilité g sur
(E, C'(E)) a condition de s’intéresser & la différentiabilité de [ sur
I’espace M.

Avant d’aborder les notions fondamentales concernant les processus
a accroissements indépendants, il est bon de donner [’interprétation
probabiliste des précédentes notions.

On appellera processus aléatoire 2 trajectoires dans E toute application
mesurable X : (Q, F) — (E, C(E)); la loi d’un tel processus est alors la
mesure image de la probabilité¢ P sur F par I’application X. En d’autres
termes, si g est cette loi, on a:

VB eC(F), P(X € B)=u(B).
De fagon analogue, la loi des accroissements du processus X est la trace
de la probabilité 4 sur la tribu C’' (E). Les lemmes 2 et 3 donnent alors des
caractérisations de la loi du processus ou de ses accroissements.

DEFINITION 2. — (i) Un processus X = (X (z))rer est dit a
accroissements indépendants (en abrégé PAl) si pour tout n € N (n > 3)
et tous v1 < Ty < ... < T, les variables aléatoires X (x3) — X (x1),
X (x3) — X (%) ..., X (xn) — X (xn-1) sont indépendantes.

(ii) Le PAT X = (X (x)).er est dit a accroissements indépendants et
homogenes (en abrégé PAIH) si pour tous x < y, les variables X (y)—X ()
et X (y —xz) — X (0) ont méme loi.

(iii) Un processus X est un processus de Lévy (resp. de Lévy homogéne)
si X est un PAI (resp. PAIH), a trajectoires dans E, et continu en probabilité,
i.e. vérifiant :

Ve >0, P(IX (y) — X (z)] > ¢) o0 0.

Si X = (X (z))zer est un processus de Lévy homogene, sa fonction
caractéristique admet une expression simple. On a en effet, pour y > =z
et w € R:

3) E [exp {iw (X (y) — X (2))}] = exp{(y — =) ¥ (w)},

oll ¢ : R — C est continue et vérifie ¢ (0) = 0. Cette derniere fonction,
appelée exposant de Lévy, est définie de facon unique par X (ou plus
exactement par la loi des accroissements de X), on notera donc ¢ = ¥x.
Notons que réciproquement, la donnée de la fonction ¢ détermine la loi
des accroissements du processus X puisque la formule (3) se généralise
au cas des mesures de My en :

@ et i) =eo{ [ v (o roo)df.

Vol. 15, n® 4-1998.



438 L. CARRARO ET J. DUCHON

Cette fonction ¢ admet une décomposition, dite de Lévy-Khintchine, qui
est le reflet de la décomposition du processus X en somme de ses sauts
et d’un processus a trajectoires continues.

De fagon précise, notons, pour A € B(Rx R*) et w € 2 :

N (A) () = Card {(z, s) € Rx R*, X (z) () — X (27) (w) = s}

et
A(A) = E[N (4)].
ProPOSITION-DERINITION. — (i) N, appelée mesure des sauts du processus

X, est une mesure de Poisson aléatoire d’intensité A, i.e.:

VA€ B([RxR*), N(A) < 400 = N (A) est une variable aléatoire de
Poisson d’espérance A (A).

* Pour presque tout w, N (.){(w) est une mesure positive localement finie
sur R x R*.

*» Pour toute suite Ai,...., A, de parties disjointes de B(R x R*), les
variables aléatoires N (A1), ..., N (A,) sont indépendantes.

(ii) A est une mesure positive sur R X R*, produit de la mesure de Lebesgue
sur R par une mesure, notée n et appelée mesure de Lévy du processus
X, sur R* qui vérifie :

/ min(s?, 1)n (ds) < +oo.
Jr

TuéorEME D PauL Leévy ([1], [4]). — Soit X un processus de Lévy
homogeéne et N sa mesure des sauts. Alors, si © < y, ona:

5) X(y)-X(z)=a(B(y)-B(z)+by—2)

+ ,/|S|>1 s N ([z, y], ds)

+ / ‘S{N([377 y]» db) - (y - .L')n(dé)}
Jisj<a

oua>0, beRetB estun processus dont la loi est celle du mouvement
brownien standard.

De plus, les processus B et X — B sont indépendants.
Notons seulement a propos de cette décomposition que I’expression
attendue ne devrait a priori pas comporter d’intégrale en n; 1’apparition
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de celle-ci est due aux problémes de convergence de I’intégrale en N au
voisinage de 0 (i.e. au cumul de petits sauts).

Il découle simplement de cette décomposition la forme de I’exposant de
Lévy du processus X :

COROLLAIRE 1. — Sous les hypothéses précédentes, on a la formule de
Lévy-Khintchine :

2

(6) w(w)-———%w2+i5w+[|>l(ei“'w—1)n(ds)

+ / (e — 1 —isw)n (ds)
[s|<1

Remarquons que cette écriture caractérise les exposants de Lévy des
processus de Lévy homogeénes au sens ot si ¢ : R — C vérifie (6), il existe
un processus de Lévy X dont v est I’exposant.

Les processus que nous considérons par la suite seront toujours de carré
intégrable; d’ou l'intérét du :

LEMME 5. — Soit X un processus de Lévy homogéne de mesure de Lévy
n, alors :

Ve<y, X(y)-X(z)e L’ & s%n (ds) < +o0.
Jre

Dans la suite, lorsque la condition du lemme 5 est satisfaite, on parlera
pour simplifier de processus de Lévy homogene de variance finie. Dans
ce cas, du fait des propriétés d’intégrabilité de la mesure 7, la formule de
Lévy-Khintchine se simplifie :

COROLLAIRE 2. — Soit ¢ 'exposant de Lévy d’un processus de Lévy
homogéne de variance finie; alors :

2
7 w(w):—%w2+ibw+/ (e — 1 —isw)n (ds)
LEMME 6. — Soit ¢ : R — C. o est I’exposant de Lévy d’un processus
de Lévy homogéne de variance finie si et seulement si ¢ (0) = 0, 9 est de
classe C?* et —v)"" est définie positive.

Preuve. — Soit X un processus de Lévy homogéne, on sait que ¥y
vérifie ¢x (0) = 0. Si de plus X est de variance finie, la condition
Jg- 8% n(ds) < +oco permet d’appliquer le théoreme de dérivabilité sous
le signe intégral; on montre ainsi que x est de classe C? et que
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- (w) = a® + [;. " s*n(ds). La fonctlon ~4%-, transformée de
Fourier de la mesure positive finie m (ds) = a® 6y (ds) + s?n(ds), est
donc définie positive.

Réciproquement, si v satisfait les conditions du lemme, le théoré¢me
de Bochner fournit Pexistence d’une mesure m sur R dont —¢)" est la
transformée de Fourier. En isolant la masse éventuelle de ¢ en 0, on peut
toujours écrire :

m (ds) = a® 8y (ds) + s> n (ds),
ol 7 est une mesure positive sur R* telle que [,. s*n (ds) < +oc.
En intégrant deux fois 1’équation :
_/(/)// (’U)) — (1/2 + / eisu' 82 n(ds),
J R
on obtient immédiatement I'identité (7), od b = —i v’ (0). O

2. SOLUTIONS STATISTIQUES INTRINSEQUES

Commengons par établir formellement la notion de solution statistique.
Si X, est un processus aléatoire et si X (¢, z) est la solution de I’équation
de Burgers au temps ¢, a ’abscisse « avec condition initiale Xy, la famille
(X (t, ))t>0,ccr €St un processus aléatoire & deux indices ¢ et . Nous
allons voir qu’alors, la loi du processus X (¢) défini par X (¢)(z) = X(¢,x)
suit une équation d’évolution simple. Une telle approche ne permettra
évidemment pas d’obtenir des renseignements probabilistes du type loi
conjointe des processus X (s) et X () en des instants distincts s et ¢ mais
est susceptible d’aider a la connaissance des lois des processus X (t), ¢t > 0.

En raisonnant donc de fagon formelle, nous obtenons a partir de I’ équation
de Burgers non visqueuse 1’équation, valable pour toute fonction v de D :

/ / 0, X (¢, 2) v (x)dz exp (i (X (¢..), v)) dP (w)
/ / [ X (L @) ] () dx exp (i({X (¢, .), v)) dP (w),

soit :

10
i Ot

:/ / %X(t, 2)2 0 (2) do exp (i(X (£,.), v)) dP (w),
Q JR

exp (1 (X (¢,.), v)) dP (w)
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soit encore, en notant 4, la loi du processus X (t) :

gt =i [ <§u > exp (i u, v)) dpe ()

L3

d’ou :

DerNiTION 3. — Une solution statistique de [’équation de Burgers est une
Sfamille (p1t);>0 de probabilités sur (E,C(E)) vérifiant :

® voed, Siw=if <3u2,v'>exp<z'<u,v>>dut<u>
ai \2

Comme nous 1’avons vu plus haut, la probabilité bien connue dans le
cas d’un processus de Lévy est la loi des accroissements du processus. Or,
si v € Dy, f1; (v) est bien définie par la trace de p, sur C'(E) mais par
contre, I'application : u € E — (% u?, v') exp (i (u, v)) n’est pas C'(E) -
mesurable. Ce qui va nous mener & modifier la définition.

Pour u € E, nous désignerons, pour a < b, par (u), , la moyenne de
la fonction v sur l'intervalle [a, b] :

(Wa,b = ! /ab u(x)de.

b—a

DEFINITION 4, — Une solution statistique intrinséque de ['éguation de
Burgers est une famille (p.):>0 de probabilités sur (E, C'(E)) vérifiant :

(9) Vv € Do,
J . o 1 2 :
B e (v) = lim z/ 3 (u— (u)a,p)", v ) exp(i(u, v)) dp (u)
i U |

Notons au passage que la définition précédente est cohérente car
la fonction: u € E — (& (u— (u)e5)?, v')exp(i(u, v)) est C'(E)-
mesurable.

Comme nous I’annoncions dans I’introduction, il est important de noter, &
’appui de notre définition, le rapport entre les deux définitions précédentes.

Rappelons pour cela qu’un processus X = (X (x))zer 2 trajectoires
dans E est un processus homogene si pour tout y € R, les processus
X (X (2)zer et (X (z + y))zer sont de méme loi.
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ProOPOSITION 1. — Soit X un processus homogéne, dont le moment d’ordre 2
est fini, on a:

(10) lim 4 / <% (u— <u>mb)2, 1;’> exp(i (u, v)) du (u)

a—+—00
b—toc

=i / <% 2, v'> exp(i (u, v)) dye ().

Preuve. — En développant le carré du terme de gauche de la formule
(10), il suffit de montrer que :

A, b))+ B(a,b) — 0,

b oo
ol :
(11) A(a, b) = /(u)a,b {u, v')y exp(i (u, v)) du (u)
(12) Bla, b) = / ()2 ) {1, o) expli (u, v)) dps (u).

Comme v est & support compact, il est évident que le terme B(a,b)
est nul; il suffit donc de s’intéresser & A(a,b). Or, d’apres le théoreme
ergodique, si J désigne la sous-tribu de C(E) des événements invariants
par translation, on a :

(Was , = U(0)/7),
b—s4o00
od E(./J) désigne I’espérance conditionelle relativement a la sous-tribu
J et ol la convergence a lieu presque stirement et dans L? (p).

Par ailleurs, la finitude du moment d’ordre 2 indique que 1’application :
u v (u, v') appartient 2 L?(y); par suite,

Alad) = [ B/ () exp it o) duw).
b—+oo

11 suffit donc de voir, pour achever la preuve, que cette expression limite,
notée A, est nulle. Comme E est un espace polonais, il existe une version

réguliere de la loi conditionnelle de w par rapport & E (u(0)/J) = y. En
notant 4, cette loi conditionnelle et v la loi de £ (u(0)/J), on a donc :

A= /R /E (u, v") exp (¢ (u, v)) dpy, (u) dv (y)
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Or la probabilité p, est la loi d’un processus homogeéne (et ergodique)
dont le moment d’ordre 2 est fini. La conclusion sera donc acquise si ’on
montre que pour toute loi g d’un processus homogeéne de variance finie,
on a:

(13) /E (u, v"yexp (i(u, v)) dpo (u) = 0.

La preuve formelle de cette identité est trés simple : si, pour v € D, on
considere V'application T': = € R — f1 (7, v), ol 7, désigne la translation
par z, la dérivée de cette application est donnée par la formule :

T (z) =1 /E(u, 7. V') exp (i {u, T, v)) dpo ().

En particulier, si le processus considéré est homogene, I’application T’
est constante et sa dérivée en 0 est donc nulle; ce qui fournit (13).

Pour justifier la dérivation précédente, on utilise 1'inégalité | exp (ia) —
1—ial < %, valable pour a réel. Elle fournit ici, pour A # 0 :

1 o ‘ , .
_E / (ez(u,-rh vy _ ez(u,v) —’L(U, Y — ’U> ez(u,v))duo (u)
E

h 1
< - / u, — (v —v) ) exp (i {u, v))dpo (u)
2 J.\" %
et I’hypothese faite sur o, i.e. [, u(z)?duo (u) < +oo, montre que cette

derniere quantité tend vers O lorsque h tend vers 0. Une derniére utilisation
de cette méme hypothése montre enfin que :

1 . )
/ 7 <u, 7 (Thv — v)> e dpg (u) — / (u, ') e dpg (u) ;
E h—0 E

ce qui termine la preuve. [J

3. SOLUTIONS STATISTIQUES
INTRINSEQUES ET PROCESSUS DE LEVY

Le résultat qui suit montre de quelle fagon la famille des processus de
Lévy est conservée par le flot de 1’équation de Burgers.

THEOREME 1. — Soit (X (t);t > 0) une famille de processus de Lévy
homogeénes. On désigne par . la loi des accroissement de X (t) et on note
¢ (t, .) Uexposant de Lévy du processus X(t). On suppose que :
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* (H1) Pour tout t > 0, v (t, .) est de classe C?.
* (H2) Pour tout réel w, v (.. w) est dérivable et 3,4 est localement bornée.

Alors, la famille (j1s)e>0 est solution statistique intrinséque de I'équation
de Burgers si et seulement si :

(14) O = i1 Dy 1.
Notons, avant d’aborder la démonstration de ce résultat, que, en vertu

du lemme 6, supposer la condition (H1) satisfaite revient a considérer que
pour tout ¢ > 0, le PAIH X (¢) est de variance finie.

Preuve. — Nous poserons pour simplifier les écritures, pour v € Dy
et z € R, w(z) = v([z, +o0[). Commengons par expliciter le terme
de gauche de I'identité (9) : on fixe pour cela 0 < ¢, < ¢;. Pour tout
réel x, la fonction : ¢ €]0, +oo[— ¥ (¢, w(x)) est dérivable. De plus,
I’hypothese (H2) indique que la fonction J;¢ est bornée sur le compact
[to, t1] X w (Suppv) et le théoréme de dérivation sous le signe intégral
fournit ainsi, pour ¢ appartenant a |to, ]

dt/d)tw dv—/dttw ))dz.

Cette formule, liée a la relation (4), donne alors :

9
(15) atut(v fie ( /&uﬁ(t w (7)) dx

I’évaluation du terme de droite de (9) est beaucoup plus délicate ; nous
utiliserons pour cela le :

LEMME 7. — Soit X un processus de Lévy homogene d’exposant de Lévy
Y de classe C?. Alors, [i est deux fois différentiable sur My et, Vv, vy,
ve € My :

16)  Di(w) () = ( / v ([z, +oo)) ¥’ (v ([a. +oo[))dw) av).

(17) DQﬂ 14 (1/1., 1/2)

v)
- { [ 1o ool (o +o0) v (1, +00D)
# ([ e+ ¥ Lo sy o)

< ([ vl 400 (wlo, +oolyde) o)
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Preuve. — La formule (4) montre que pour obtenir (16), on est amené a
étudier la dérivabilité en O de la fonction :

heR— / ¢ (v ([z, +0of) + kv ([z, +o0]) d.

Or, lorsque h appartient & un voisinage compact de 0, comme )’ est
bornée sur tout compact, on a :
J

ah
= 1 ([z, +oo) ' (v ([z, +oo[) + h vy ([z, +00])]
S ]\4':1511},[,,,1 (l’)

La formule (16) est alors une conséquence immédiate du théoréme de
dérivabilité sous le signe intégral et de I’identité (4).

¥ (v ([, +00) + hws ([, +00])

Le méme raisonnement est valable pour obtenir (17); il suffit de
considérer dans ce cas I’application :

heRw— / vy ([, +00) ¥ (v ([, +00]) + Fve ([x, +00])) da

qui, du fait que )" est localement bornée, est dérivable en 0. [

Fin de la preuve du théoréme 1. — Nous noterons désormais p = 3= 1(, ]
et utiliserons dans la démonstration qui suit uniquement le fait que lorsque
a — —oo et b — 400, les probabilités p. A convergent faiblement vers 0.

Evaluons, pour v élément de Dy, le terme de droite de (9), c’est-a-dire :

a® 4= [ (G- p>)2,v'>exp(z'<u, ) e (u).

Nous allons appliquer le théoréme de Fubini; notons pour cela la
majoration, valable pour tout réel zx :

as) 5 00 = G ) (@) exp )

< M Tsuppe (@) (u (@) = (u, p))2.

De plus, en utilisant le lemme 4, on a :
[ @) = (s )P s ) = =D i 0) (0, ),
olt v, , est la mesure d(v,,,) (y) = db, (y) — p(y) dy.
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La relation (17) fournit alors :

/ (u () — (4, p))* dpe () = — / v ([y. +00))? 82 (£, 0) dy
JE .

_ (/ arp ([, +00D) Db (1 o>dy)
<- / Ve, ([, +000)2 82 9 (¢, 0) dy.

Or, v, , ([y, +o0[)|21k (y), od K = Supp p U Suppv. Par suite,

@ [ o) = (w0 die () <~ (K) B (8, 0,
E
On déduit de (19) et (20) que la fonction :
1 ,
(@, u) = 5 (u(@) = (u, p))* v (@) exp (i(u, v))
est d\ ® du,— intégrable et le théoréme de Fubini meéne & :

A0 =5 [ ([ vl expli (o, o) e ) ' (@)

soit encore, en utilisant & nouveau le lemme 4 :
1 R
A(p) = -5 / D? iy (V) (e, p Vs, p) V' () da.

L’utilisation de la relation (17) permet d’aboutir a :

21 A(p) = fir (v) (B (p) + C (p)),

avee

7

@ B =5 [ ([ el o002t v )y ) o (o)

@ 0= 4 [ ([ sl socdov e wya ) o (@)
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Explicitons tout d’abord B (p) :

znm:—§/</m([Lp@mﬁzﬁ¢mww»@)vaw

—o0
i +oo +00 2
[T vew) avevwna ) v e
* y
soit, apres intégration par parties (les termes tout intégrés s’évanouissent

du fait que v est élément de D) :

Bw=§/(/xmawf%¢wwmqux

-0

_ % / (/:OO p(z)dz)285¢(t,w(az))v(x)dz

Mais comme p(R) = 1, on a:

(/x P(z)dz)Z—(/:ooﬂ(z)dz)zz/:op(z)dz—/:oop(z)dz.

— 00

Par suite,

Bm=i/(/mmaw—[mpwm)%wwwwwuwm

2 —00
Apres avoir noté que 829 (t, w(z))v(z) = =& 8, ¥ (¢, w(z)), on
intégre une deuxiéme fois par parties; nous obtenons ainsi :

B =i [ (@u(tw(@) ~ 2w (8. 0) p(o) ds
(R
+oo

xww¢wumm>—mwwamﬂ

Comme la fonction : z +— 8, % (¢, w(z)) — 0y 1 (¢, 0) est continue et
nulle & P'infinie, la convergence faible de p vers 0 montre que :

(24) B(p) — 0.
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En ce qui concerne le terme C (p), le procédé est analogue a celui utilisé
pour B(p); la formule (23) meéne a :

Cloy =~z [ 1@ @)

1@):/; (/_:p(z)dz)d W (1, w(y)) dy
+/:°° (—/:OCp<z>dz)aww<t,w<y))dy

On obtient alors par intégration par parties :

Cp)=1 / I(z)I' (z)v(x)dx.

ou :

Or,
= ([ seri) o o)
+oo
+ (/ p(z) dz) Ow ¥ (t, w(z)) = 0, ¥ (¢, w(z))
donc C(p) =i [ I(z)d, (¢, w(z)) (z)dx.
De plus, 0w ¥ (t, w(r)) (a:) = —= 4 (¢, w(z)); comme par ailleurs,

la fonction v (¢, w(.)) tend vers 0 2 I’ 1nﬁn1 on obtient aprés une nouvelle
intégration par parties :

Clp) =i / I (2)9 (t, w () dr.

soit :

(25) Cp) =i / O (t, w(z)) Y (t, w(x))de

En conclusion, les formuies (15), (18), (21), (24) et (25) montrent que la
famille (j¢):>0 est solution statistique intrinséque de 1’équation de Burgers
si et seulement si :

(26) YweD,
/ O (t, w(z))de =i / Ow ¥ (¢, w(x)) ¥ (t, w(z))dx.
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Nous terminerons la démonstration a 1’aide du :

LEMME 8. — Soit f : R — C borélienne, localement bornée, telle que
f(0)y = 0; alors :

f=0&VweD, /f(w(:c))dx:O.

Preuve. — Fixons un réel non nul w; nous supposerons w > 0 pour fixer
les idées. Pour € > 0, on construit w. élement de D tel que :

Suppw. = [0, 1]
we(z) =wsiz € e, 1 —¢]
Vz eR, w(z) € [0, w]

On a alors :

0= / [ (w, (2)) dz = (1 - 2¢) f (w) + / f (w (@) da.

[0,e]ull—eg, 1]

Si on note M la bornée supérieure de |f| sur I'intervalle [0, w], on

obtient :
/ f (w(2)) da
[0,e]ufl—e¢,1]

Le résultat du lemme en découle. [

<2Me.

On achéve la preuve du théoréme en appliquant le lemme & la fonction
f =0¢ — i1 0y, qui s’annule en 0. I

Notons que le théoreme précédent ne donne ni 1’existence, ni I'unicité
de solution statistiques intrinséques de 1’équation de Burgers et que les
conditions d’entropie de Lax ne sont pas prises en compte. Dans notre
contexte, ces conditions imposent a la solution de I’équation de Burgers
d’avoir des sauts tous négatifs. Nous allons donc considérer maintenant des
processus de Lévy homogenes de variance finie a sauts négatifs.

4. SOLUTIONS STATISTIQUES INTRINSEQUES
ET PROCESSUS DE LEVY A SAUTS NEGATIFS

Nous allons donner tout d’abord trés succintement les propriétés des
processus de Lévy a sauts négatifs qui seront utiles dans la suite. Avant
tout, il convient de bien noter que ce que nous appelons processus a sauts
négatifs n’impose pas au processus considéré d’avoir des sauts mais lui
interdit d’avoir des sauts positifs.
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Rappelons que la mesure de Lévy d’un processus de Lévy de variance
finie a sauts négatifs vérifie la condition :

/ s?n (ds) < 4o
|=20,0]

et permet d’écrire la formule de Lévy-Khintchine sous la forme :
2

¢(w):—%w2+ii7w+/' (e — 1 — isw)n (ds)
]_0070[

Dans ce cas, en posant, pour w € [It = {w € C, Re(w) > 0} :

2

on définit une fonction analytique sur II™ qui se prolonge continfiment
a IIt, et:

9 .
27 p(w) = o +hw +/ (e — 1= sw)n (ds)
]—O0,0[ .

(28) P (w) = @ (iw), siw € R.

Nous appelerons dans ce qui suit second exposant de Lévy du processus
X la restriction de la fonction ¢ a R4 (p est appelé exposant de Laplace
dans [1]).

LEMME 9. — La loi des accroissements d’un processus de Lévy homogene
de variance finie a sauts négatifs X est déterminée par son second exposant.

Preuve. — Si ¢ est connue sur R, elle I'est également sur II* par
prolongement analytique, puis sur IIt par prolongement par continuité.
La formule (28) montre alors que 1 est également connue; ce qui suffit
pour déterminer la loi des accroissements de X d’aprés la formule (4)
et le lemme 3. Réciproquement, la donnée de ¢ détermine, en vertu du
principe de symétrie de Schwarz, la fonction ¢ sur II*, donc en particulier
sur Ry.. O

Le précédent résultat d’injectivité est complété par le lemme suivant, qui
a trait 4 la surjectivité :

LeEMME 10. — Une fonction ¢ : Ry — R est le second exposant de Lévy
d’un processus de Lévy homogéne de variance finie et a sauts négatifs si et
seulement si ¢ est de classe C°° sur )0, +oc|, de classe C? sur [0, +oc],
@ (0) = 0, er ¢ est complétement monotone.

\

Preuve. — Nous ne la reproduisons pas; elle est trés analogue & celle
du lemme 6. Rappelons seulement qu’une fonction f : R, — R est
completement monotone si elle est de la forme :

fw)= [ e mids),
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ol m est une mesure positive finie sur R_.

Le théoréme de Bernstein caractérise cette classe de fonctions par la
condition nécessaire et suffisante :
f est continue sur R, de classe C* sur |0, +o0[ et vérifie :

VneN, (-1)" f(n)>0. O

Remarquons que le résultat du lemme 9 peut également &tre établi a 1’aide
de la formule suivante, valable pour toute fonction w positive, appartenant
aD:

[ e du) = Blessl(x, o] =ex [ owl)ds )

Cette formule permet en effet de connaitre la loi p de X sur (E, C'(E)).
11 suffit pour cela d’établir un lemme analogue au lemme 3, qui utilise la
transformation de Laplace au lieu de la transformation de Fourier.

Terminons ces préliminaires en évoquant le cas des processus de Lévy
de variance finie, & sauts négatifs et dont les trajectoires sont a variation
bornée sur tous les compacts de R ; nous dirons pour simplifier qu’ils sont
a variation bornée. Nous les rencontrerons comme solutions de I’équation
de Burgers. Ils sont caractérisés par une forme nouvelle de la formule de
Lévy-Khintchine (27) :

(29) ¢(w)=bw+ / (e* — 1)n(ds),

]—o0,0f

/ max(|s|, s*)n (ds) < +oo
]_0070[

qui traduit au mieux la décomposition du processus X en somme de ses
sauts :

60 X@-X@=b-a+ [ N (el b

Cette formule permet également une interprétation simple du coefficient
b : il s’agit d’un coefficient de dérive (linéaire).

THEOREME 2. — Soit (X (t); t > 0) une famille de processus de Lévy
homogénes de variance finie et a sauts négatifs. On désigne par u, la loi
des accroissements de X (t) et on note o (t,.) le second exposant de Lévy
du processus X (t). On suppose que :

* (H'2) Pour tout w > 0, ¢ (., w) est dérivable et Oy est localement bornée.
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Alors, la famille (11 )>¢ est solution statistique intrinséque de ’équation
de Burgers si et seulement si ¢ est solution de |’équation de Burgers :
drp+9d,p=0
31
S { t>0, w>0

Preuve. — Nous ne la reproduisons pas; il suffit de répéter la preuve du
théoréme 1 en remplacant chaque fois que de besoin la transformation de
Fourier par celle de Laplace. [

Nous allons terminer cette section avec un dernier théoréme qui
donne I’existence et 'unicité de telles solutions statistiques intrinséques
a4 accroissements inépendants et homogénes a sauts négatifs (i.e. vérifiant
les conditions d’entropie).

THEOREME 3. — Soit g le second exposant de Lévy d’un processus de Lévy
homogeéne de variance finie et a sauts négatifs de loi py. On suppose que :

(H3) ©p (0) > 0.

Il existe alors une unique solution @ a I'équation de Burgers (31) avec
condition initiale py. De plus, pour tout t > 0, la fonction ¢ (t,.) est le
second exposant de Lévy d’un processus de Lévy homogéne de variance
finie, & sauts négatifs, a variation bornée, de loi p;.

Enfin, la famille (p;):>0 est ['unique solution statistique intrinséque de
[’équation de Burgers formée de processus de Lévy homogeénes de variance
finie, a sauts négatifs, vérifiant (H'2), avec condition initiale py.

Remarque. — La condition (H3) signifie que le processus de Lévy X(0)
de loi pp vérifie E (X (0)(y) — X (0)(z)) > 0, pour y > z; elle fournit
la non explosion de la solution en temps fini.

Preuve. — Déja, du fait que ] est positive et que g (0) > 0, on en déduit
que la fonction @f est positive. Par suite, pour tout ¢ > 0, la fonction :

(32) wERL — wHtyy(w) € Ry

est une bijection et un C*°-difféomorphisme de |0, +oo[ sur ]0, +o0[; on
notera 1’application réciproque h (¢,.). On en déduit aisément I’existence
et I'unicit€ d’une solution (réguliére) a 1’équation (31) : elle est donnée
par la formule :

(33) @t w+te(w)) = o (w),
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soit :

(34) ¢ (t, w) = po (h(t, w)).

Montrons maintenant que ¢ (£,.) est le second exposant de Lévy d’un
processus de Lévy homogéne de variance finie et & sauts négatifs : il suffit,
en vertu du lemme 10, de vérifier que ¢ est de classe C? sur [0, +o0] et
que 92 ¢ (t,.) est completement monotone.

On tire déja de la formule (33) les deux identités :

o) vttt () =
* Y0
(36) B (b wt o () = —20)

(1 4ty (w))*

On en déduit immédiatement que ¢ est de classe C? sur [0, +oof et
que 82 ¢ est positive. Pour établir la compléte monotonie de 92 ¢ nous
utiliserons la caractérisation de Bernstein donnée au lemme 10. Il s’agit de
prouver par récurrence que :

37) V> 2, (-1)"9" ¢ > 0.

La propriété est vrai a I’ordre 2; supposons-la satisfaite pour les entiers
compris entre 2 et n — 1. En dérivant n fois (par rapport a la variable w)
I’équation (31), on obtient :

1
0 05 ¢+ 05" <§ w2> =0,

soit, a4 1’aide de la formule de Leibniz :

n—1
1 1 ,
0,0 oot (n+1) 0, 09 = 2 3 (” ¥ ) ok pomt i,
2 & k
L hypothése de récurrence montre alors que :
()" [0 059+ 900 o+ (n+1)dupdly] 2 0.

Appliquons cette inégalité en (¢, w + ¢ o (w)); en utilisant la relation
(33), on aboutit 2 :

D=1 0 (1, w0+ 0 ()]
Dt 0t oo (@)1 ot w+ ey () > 0.
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c’est-a-dire a une inégalité différentielle de la forme %;i + fu > 0 (ici,

|'= 13%%57). Compte tenu de la condition initiale « (0) > 0, on en déduit
0

que pour tout ¢, u (t) > 0; autrement dit (—1)" 9" ¢ (¢, w + t o (w)) > 0.

Ce qui suffit & établir la compléte monotonie de ¢”.

N

Il nous reste & voir que I’hypothese (H'2) est satisfaite et que les
trajectoires du processus de loi p; sont, pour ¢ > 0, & variation bornée.

Pour obtenir (H'2), il suffit de vérifier que ¢ J,, » est localement bornée.
Or,

o (bt w))
1+tgy(h(t, w))’

@0, @ (t, w) = o (h(t, w))

le résultat en découle.

11 reste a voir que le processus de Lévy associé a ¢ (t,.) est a variation
bornée. Nous utiliserons pour cela le critére donné par Bertoin ([1], p. 192) :
il suffit d’établir que l'on a :

- t, w
im et w)
w—+00 w

< 4+

Or, en effectuant le changement de variables w +— h (¢, w), on vérifie
facilement que :

g 2ow) g po(hlb W) solw)

w—+o0 w w—-toc w w—oo w 4 Ly (w)

1
§?<+OO7

ce qui achéve la preuve. [J

Tirons quelques conséquences faciles de ce théoreme.

COROLLAIRE 3. — Sous les conditions d’application du théoréme 3, si pour
tout t > 0, ¢ (t,.) admet la décomposition de Lévy-Khintchine (29) de la
forme :

vt w)=hw —I—/ (e® — 1) ny (ds)

]-0070[

Alors, pour t > 0, le coefficient de dérive b, est donné par les formules :

by = 1 si X (0) n’est pas d variation bornée
b L
(38) by = 1 +Otb0 51 X (0) est d variation bornée,

de coefficient de dérive by
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Nous utiliserons pour la démonstration le lemme trés élémentaire suivant :

LEMME 11. — Si la décomposition de Lévy-Khintchine du second exposant
de Lévy d’un processus de Lévy homogéne de variance finie, a sauts négatifs,
a variation bornée est de la forme :

so(w)=bw+/]_ (= Ons)

alors, le coefficient de dérive b est donné par : b = ‘lirj_l @ (w).
w—rT0oC

Preuve du corollaire 3. — 1l s’agit de déterminer la limite en +oc de la
dérivée 0,  (t, w), laquelle concide, en vertu de la formule (35) avec :

wo (bt w))
1+ ¢ (h (2, w))
Or h(t,.) tend vers +oo en +oc et la fonction ¢, est croissante, donc
a une limite [y en +o00. Ainsi,

N
De plus, d’apres la décomposition (27) de g, on a :

tpa(w)=agw+l;0+/ (e ~ 1) sng (ds)
J=o0,0[

be

d’out I’on déduit facilement que Iy = a2 oo + by — f] sno(ds).

Le résuitat annoncé est alors établi si ’on remarque de plus que lorsque
X (0) est a variation bornée, on a :

bozi)o—/ sng(ds). O
]_0010[

—00,0[

"THEOREME 4. — On se place dans les conditions d’application du
théoréme 3 et on note X (t) le processus de Lévy associé au second exposant
@ (t,.). Alors, avec une probabilité 1, la fonction z — X (t) (z) est dérivable
presque partout, de dérivée b, donnée par la formule (38).

Afin de démontrer ce théoréme, rappelons le résultat suivant :

ProrosiTION 2 ([4], p. 316). — Soit X un processus de Lévy homogeéne
de variance finie et a sauts négatifs, de second exposant de Lévy :¢p (w) =

Jecoro (€% = 1) n(ds).
Alors,
Pl jm X&) -X0©

a——00 xT
b—+oco

=0 =1,
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qui admet comme corollaire immédiat :

COROLLAIRE 4. — Soit X un processus de Lévy homogéne de variance finie
et a sauts négatifs, de second exposant de Lévy ¢ (w) = bw+ f]_oo’ of (e —
1)n (ds).

Alors, avec probabilité 1, la fonction : x — X (x) est dérivable presque
partout, de dérivée b.

Le théoreme 4 est donc une simple conséquence des corollaires 3 et 4.

5. LA CONDITION INITIALE BROWNIENNE

Cette condition initiale a été particulierement étudiée par Sinai [8] en
utilisant la transformation de Hopf-Cole. De facon précise, il examine le
cas ol la condition initiale X (0) vérifie :

X(0)(z)=0 si =<0
{X (0)(z)=B(x) st >0

ou B est un mouvement brownien standard.

(39)

Rappelons trés rapidement en quoi consiste la méthode de Hopf-Cole.
L’équation de Burgers visqueuse :

i 1
d,X—i—f)t ('Q-X?) :E(‘)fX

est résolue explicitement en faisant le changement X = —2¢ dg—’ car la
fonction Y vérifie alors I’équation de la chaleur. La solution de 1’équation
non visqueuse est obtenue en faisant tendre le parameétre € de viscosité vers
0; ce qui met en ceuvre une méthode de Laplace. La solution s’exprime a
’aide de la transformée de Legendre de la primitive de la condition initiale

a laquelle est ajoutée une dérive linéaire.

Pour la condition initiale (39), Sinai est donc mené a étudier 1’enveloppe
convexe de la primitive du mouvement brownien avec dérive linéaire. Il
obtient notamment 1’analogue de notre théoréme 4, avec comme dérivée %

Nous allons examiner ce méme cas particulier en choisissant plutdt une

condition initiale brownienne sur R.
La condition initiale brownienne correspond au cas olt g (w) = % W
Il est alors facile de résoudre explicitement 1’équation (31) a I’aide de la

formule (34); on obtient ainsi :

B 14+ a?wt—V1+2a2wt

a?t?

(40) o (t, w)
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La décomposition de Lévy-Khintchine (29) de la fonction ¢ est de la
forme :
o(t,w) =bw +/ (e® = 1) ne (ds)
]—OO, 0[
et on sait déja avec la proposition 2, que b, = % Des calculs élémentaires
menent 2 :

a? 0 s 2
Rot,w)= e = e d
w(p( LU) <1+2a2tw)5/2 /—oo € a /27Tt3 exp (2(1,2t> $

et la mesure de Lévy n, est donc donnée par :

(ds) 1 2 p
n = ex ;
ST aamespre T \2at)

Notons pour terminer qu’il est également possible d’expliciter la densité
des accroissements X (t) (x + k) — X (¢) (z) : on obtient en effet apres
inversion de la transformation de Laplace donnée par la formule (40) :

(1) P(X)(t(z+h)— X (1) (z) € du)
h
~lee W
12 1
X exp [_Zcﬂt(h/t - m] (i = wyer
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