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0. INTRODUCTION 

Soient f et g deux fonctions C” a support compact sur IWd. Si pour 16 
fonction C” sur un ouvert de [w x Iw”, muni des coordonnees (t. LI:), on 
note U’ (resp. u”) les derivees d’ordre 1 (resp. 2) de u par rapport a toutes 
les variables, et si F(u, u’, u,“) designe une fonction C” de ses arguments. 
lineaire en u”, considerons la solution ‘u de l’equation de Klein-Gordon 
nonlineaire : 

(0.0.1) clu + II, = F(,uw’. IL”), 1Ll+=0 = Ff, &f&O = Fg 

ou t designe un petit parametre. Si l’on suppose F nulle a l’ordre 2 en 
0, Klainerman [ 161 et Shatah [20] ont independamment prouve que, en 
dimension d 2 3, la solution de (0.0.1) existe globalement en temps pour 
E > 0 assez petit. Ce resultat a ete Ctendu a la dimension 2 par Simon et 
Taflin [21] et par Ozawa, Tsutaya et Tsutsumi [19]. Enfin, en dimension 1, 
Moriyama, Tonegawa et Tsutsumi [ 181 ont prouve que l’intervalle maximal 
d’existence de la solution [0, T, [ verifie T, > Ce’.lF2 pour une constante 
c > 0, resolvant ainsi une conjecture d’Hormander. D’apres Yordanov [23], 
un tel ordre de grandeur du temps d’existence est optimal. Le but de cet 
article est de donner une minoration explicite de la constante c a partir de 
quantites reliees aux donnees de Cauchy et a la nonlinearite. 

En effet, lorsqu’on considere le probleme analogue pour l’equation 
des ondes, 0~ = F(u’; u”), on sait d’apres John-Klainerman [ 121 et 
Klainerman [13], [14] qu’il y a existence globale en dimension d > 4 et 
que le temps d’existence est minore par c/c’ (resp. Ce”‘) en dimension 
d = 2 (resp. d = 3). Hijmander [9], [IO] a donne une minoration explicite 
de c en utilisant une solution approchee de l’equation. Le fait que cette 
borne inferieure soit en fait Cgale au temps oti se produit l’explosion n’a Cte 
connu pendant longtemps que dans des cas particuliers, d’apres les travaux 
de John [ 111. Recemment, Alinhac, en conclusion d’une suite de travaux 
consacres a ces questions, et pour la bibliographie exhaustive desquels nous 
renvoyons a sa monographie [I], et a ses articles les plus recents [2], [3], 
[4], a prouve que, en dimension 2, pour une equation d’onde quasilineaire 
get&ale, et des donnees initiales generiques, la minoration Ctablie par 
Hijrmander donne bien le temps d’explosion de la solution. I1 a en outre 
obtenu un developpement asymptotique complet du temps d’existence en 
fonction de E, et une description de la solution au voisinage du point 
d’explosion. 

Notre but ici est plus modeste : nous nous contentons d’obtenir, 
pour l’equation de Klein-Gordon en dimension 1, une minoration 
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de lim infee,-, e2 log T,, qui est l’analogue de celle due B Hiirmander 
pour l’kquation des ondes, et que nous prouvons par une mkthode 
similaire de construction d’une solution asymptotique. Le minorant de 
lim inf t-O t* log T, obtenu est Cgal B +cc lorsque la nonlinkaritk vCrifie 
une propriCtC que nous appelons << condition nulle >> par rkfkrence aux 
conditions introduites par Christodoulou [5] et Klainerman 1151 pour 
l’kquation des ondes en dimension 3. Contrairement 2 ces auteurs, nous ne 
savons pas prouver que cette condition nulle entraine l’existence globale 
pour (0.0.1). Ce resultat est toutefois connu dans un certain nombre de cas 
particuliers d’aprbs les travaux de Moriyama [17], ce dont nous discutons 
au paragraphe 1.2. 

L’essentiel du travail consiste en la construction d’une solution approchCe, 
d&rite dans la section 2. La section 3 donne la preuve du thCorkme, en 
appliquant la mkthode de Moriyama, Tsutaya et Tsutsumi 2 la diffkence 
entre la solution approchke et la solution exacte cherchke. 11 s’agit en fait 
de combiner la reduction B une forme normale de Shatah [20] & l’utilisation 
des champs de Klainerman [16]. Nous reprenons 2 cette occasion nombre 
de rksultats de [18] afin de les mettre dans un cadre qui facilite l’kriture 
de la preuve du thkorkme. 

1. MINORATION DU TEMPS D’EXISTENCE 
ET CONDITION NULLE 

1.1. IboncC du thGori%me 

DCsignons par (t,~) = ( 50, x1) les coordonnkes sur R2, et notons 
a, = &,a, = a,, Dt = Do = $9,, D, = D1 = +a,, 0 = g - g 
l’opkrateur de d’Alembert en dimension 1. Nous nous proposons d’ktudier 
le temps d’existence des solutions de l’kquation de Klein-Gordon quasi- 
1inCaire 

oii f,g E C,-(R) sont don&es 2 valeurs rkelles, lorsque le petit paramktre 
e tend vers 0. La nonlinCaritC F sera supposke polyn8miale, g coefficients 
rkels, nulle B l’ordre 2 B l’origine, au plus de degrC 1 en les dCrivCes 
secondes. On sait grlce aux travaux de Georgiev [7] et Moriyama, Tonegawa 
et Tsutsumi [18] que si F est indkpendante des dCrivCes secondes, ou bien 
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est nulle a l’ordre 3 en 0, l’equation (1 .l.l) admet une unique solution 
maximale definie sur [0, TF[ avec T, 2 Ce’./tz pour une certaine constante 
c > 0. Une telle minoration est optimale en general, d’apres Yordanov 1231. 
Nous nous proposons ici de minorer c i.e. d’etudier lim inft+O e2 log T,. 
Comme les nonlinearites nulles a l’ordre 4 a l’origine donnent lieu a des 
solutions definies globalement en temps, nous nous limiterons au cas ou 
F s’ecrit 

(1.1.2) F=Q+P 

avec Q (resp. P) polynome homogene de degre 2 (resp. 3). Nous 
decomposerons 

oil Qk(Tl,Tz,T3;Zl~Z2) (resp. Pk(TI,T2,Tz;Z1,Z2)) est un polynome 
reel homogene de degre k en 2 = (2,) 2,) et 2 - k (resp. 3 - k) en 
T = (T, , T2, T3), le degre en (T2, T3) &ant en outre inferieur ou Cgal a 
1. On Ccrit de plus 

(1.1.4) 
Qo(Tl, T2. Ts) = &#‘I) + Q’,‘(K T2: Ts) 

Ql(T; 2) = Q:(R .G, 22) + Q:I(G, TX; -&,z2) 

oti Qb est quadratique, Qi est lineaire en Tl et en (T2, Ts), Qi et Q’f sont 
lineaires en T et lineaires en 2. Si (wo, WI) E R2, on pose 

(1.1.5) 

et pour k = 0,l on decompose qk en q; +& d’apres (1.1.4). Si y E] - l> l[ et 

(1.1.6) WO(Y) = & Wlb) = -Y 
&-7 

nous definirons 

(1.1.7) Q(y) = p1(wo(y>, W(Y)) + ~P3(~0(!/)> Wl(Y)) 

+ q:(q; + q2)(LJo(y),e(Y)) - 4x4; + 2q2)(fJo(Y)~w1(Y)) 
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Associons d’autre part aux donnees de Cauchy f, y la quantite suivante 

(1.1.8) r(Y) = &Cl - Y2)-1w4(Y))12 + (1 - Yl”M~l(Y))l”) 

et definissons A E IF! U { +oc} par la relation 

(1.1.9) 
1 
- = SUP (r(Y)+(Y)). A YEI--l,l[ 

On remarquera que A > 0 puisque, I‘ &ant nul a l’ordre infini sur ]yI = 1, 
I’(y)@(y) tend vets 0 si y + fl. Le theoreme que nous nous proposons 
de prouver est le suivant : 

THBOR~ME 1.1 .l. - Supposons, soit que F est indkpendante de &C&U 
et i?zu, soit que & E 0. L’unique solution de (1.1.1) est dkjinie sur un 
intervalle maximal d’existence [O; T, [ ve’ri$ant 

Remarque. - Le theoreme precedent est Cgalement valable si on remplace 
l’hypothese f, g E Cr (R) par f, g E S(H). Nous nous limitons au cas de 
donnees a support compact dans un souci de simplification technique de 
certaines preuves. Le cas plus general de donnees a decroissance rapide 
se traiterait en remplacant dans les sections 3.1 et 3.2 les normes L2 ou 
L” utilisees par des normes a poids, comme dans l’article de Moriyama, 
Tonegawa et Tsutsumi [ 181. 

La preuve du theoreme va consister en l’obtention d’une solution 
approchee a (1.1. l), suivie de l’utilisation de la methode de Moriyama- 
Tonegawa-Tsutsumi [ 181. Les restrictions imposees a F dans l’enonce du 
theoreme proviennent du fait que cette methode ne s’applique que sous 
de telles conditions. 

Lorsque Q(y) E 0, le theoreme affirme que lim infF+O e2 log T, = +cc, 
et il est nature1 d’introduire la definition suivante : 

DEFINITION 1.1.2. - On dit que la nonlinkarite’ F ve’rije la condition nulle 
si et seulement si a(y) = 0. 

Remarquons que l’expression de G(O) a 6tC obtenue par Hormander [lo] 
section 7.5, dans le cas de la dimension 0 d’espace, par l’intermediaire 
de considerations d’energie. Nous ne savons pas si la condition nulle 
entraine l’existence globale pour E > 0 assez petit. Toutefois, dans le cas de 
nonlinearites cubiques, un certain nombre de resultats sont connus. Nous 
nous proposons d’en discuter dans le paragraphe suivant. 
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1.2. Condition nulle pour des nonlinkaritb cubiques 

Nous supposons dans ce paragraphe C) =: 0. La fonction (D(y) est alors 
donnee par 

(1.2.1) @(Y) = Pl(%(Y).~l(Y)) + w3(~nt~/)~~lt!4)) 

Introduisons Cgalement 

(1.2.2) q(Y) = -3P&“(Y)4Y)) - P2hl(:Yh(:II)) 

DBFINITION 1.2.1. - On dim que P ve’r$e la condition nulle (resp. lu 
condition nulle avec comportement asymptotique libre) si et seulement si 
@(:y) z 0 (resp. cP(y) = 0 et q(y) c 0). 

La terminologie precedente sera justifiee au paragraphe 2, lorsque nous 
verrons que la solution approchee que nous construirons aura, lorsque 
Q(y) E 0, un comportement asymptotique de solution libre de I’equation 
de Klein-Gordon, si et seulement si on a de plus S(:y) E 0. 

Les polynbmes PO, PI, P2, P3 etant au plus d’ordre 1 en TJ. 711, ils 
peuvent se decomposer de la man&e suivante : 

(1.2.3) 
Pl = T,2L1(Zl, Z,) + TlT2L”(Z1, 2,) + TlT3L”(&. Z,) 

P2 = T,QL(Zl. Z,) + T2Q2(Z1. Z,) + T3C&Zl, Z,) 

r, = Pj(Z1, Z,) 

ou IL E R, L, L1. L2. L3 sont des formes lineaires a coefficients reels, 
Q’, Q*, &” des formes quadratiques rbelles. Remarquons que ;(lk (wg . wi ) 
n’est autre que Pk(T2, XY. Y2: X7 Y) restreint a T = 1. X = q. Y = WI. 
Comme lorsque ;y decrit ] - l,l[, (wg(y),wi(y)) decrit une branche de 
l’hyperbole 

la condition Q(y) E 0 s’ecrit encore 

(1.2.5) P,(T*, XY, Y2; X, Y) + 3P3(T2, XY, Y*; X, Y)T2 = 0 

sur l’hyperbole X2 = Y2 + T*. et la condition 9(y) = 0 s’ecrit 

(1.24 sp”(~~, xy. Y*; x, Y) + Pz(T*:XY. Y*; X,Y)T2 = ” 
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sur l’hyperbole X LJ = Y2 + T*. (11 est immediat que les conditions 
(1.2.9, (1.2.6) sont satisfaites sur toute l’hyperbole des qu’elles le sont 
sur une de ses composantes.) 

Definissons 

(1.2.7) 

?a = {(Pa, PI. P2. PS), polynomes de la forme (1.2.3) verifiant (1.2.5)) 

P, = { (PO. P1. P2. PS): polynomes de ?a verifiant ( 1.2.6)) 

espace des nonlinearites verifiant respectivement la condition nulle et la 
condition nulle avec comportement asymptotique libre. 

PROPOSITION 1.2.2. - L’espace vectoriel PO est de dimension 18 et le 
.xus-espace PI de dimension 13. 

De’monstration. - Notons E’ (resp. E”) l’espace des couples (PI, Ps) 
(rev. (PO, Pz)> d e d 1, f orme (1.2.3), EA (resp. E,!,‘) le sous-espace de E’ 
(resp. E”) donne par (1.2.5) (resp. (1.2.6)). On a done PO = EA x E”, PI = 
E{, x E,$’ et E” est de dimension 12. Pour que (PI. PS) appartienne a Eb, 
il faut et il suffit que 

T2L1(X, Y) + XYL2(X, Y) + Y2L”(X. Y) + Vj(X. Y) 

soit divisible par X’ - Y’ - T2 soit encore, de man&e equivalente, que 

(X2 - Y2)L1(X, Y) + XYL2(X. Y) + Y2L”(X, Y) + 3Ps(X, Y) E 0. 

Done PS est determine par (L1, L2, L”) i.e. Eb est de dimension 6. 

Pour que (PC,, P2) appartienne a Ei, il faut et il suffit que 

3(aT4 + T2L(XY, Y”)) + T2Q1(X, Y) + XYQ2(X. Y) + Y2Q3(X, Y) 

soit divisible par X2 - Y2 - T2 soit encore 

(1.2.8) 34X2 - Y2)2 + (X2 - Y”)[SYL(X, Y) + Ql(X, Y)] 

+ XYQ2(X, Y) + Y2Q3(X, Y) E 0. 

Alors, necessairement 

XYQ2(X, Y) + Y2Q3(X, Y) = (X2 - Y2)YH(X,Y) 

pour une forme lintaire H. On en deduit qu’il existe une deuxieme forme 
lineaire A4 telle que 

Q2=XH-YM, Q”=-YH+XM. 

Vol. 16, no 5.1999. 
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Reportant dans (1.2.8), on obtient Qr = -%(X’ - Y’) - 3YL(X,Y) - 
YH(X,Y) i.e. Et est parametre par (I,. L, H, M : il est done de 
dimension 7. 0 

II est tentant de conjecturer que le probleme (1.1.1) admet une solution 
globale lorsque t > 0 est assez petit pour toute nonlinearit de PO, et que 
cette solution a un comportement de solution libre a l’infini pour toute 
nonlinearite de PI. Moriyama [ 171 (cf. Cgalement Yagi [22]) a prouve qu’il 
y a existence globale avec comportement libre a l’infini pour 7 nonlinearites 
lidairement independantes, dont on verifie aisement qu’elles appartiennent 
a P, Comme PI est de dimension 13, ces nonlinearites n’epuisent pas tous 
les cas oti on peut esperer un tel resultat. 

Le seul cas, a notre connaissance, ou l’existence globale soit connue 
saris que la condition VI(:q) = 0 soit Cgalement satisfaite, est celui ob 
la nonlinearite ne depend que de II. et pas des derivees. L’existence 
globale decoule alors de considerations d’energie et, pour F(U) = T?, on a 
Q(y) s 0, !P(:y) E -3. Dans ce cas. Georgiev et Yordanov [S] ont prouve 
que la solution ne peut avoir a l’infini un comportement de solution libre. 

2. SOLUTION APPROCHkE 

Nous nous proposons de construire une solution approchee a (1.1.1). Nous 
considerons une nonlinearit de la forme & + P donnee par (1.1.2). Nous 
ne supposons pas necessairement dans cette section que les hypotheses 
du theoreme 1.1.1 sont satisfaites i.e. now autorisons des nonlinearites 
quasilineaires quadratiques. En effet, les restrictions imposees dans I’CnoncC 
du theoreme 1.1.1 ne sont utiles que pour la preuve de l’existence d’une 
solution exacte a (1 .l.l). 

2.1. Solution asymptotique 

CommenGons par rappeler le developpement asymptotique de la solution 
du probleme lineaire. Nous noterons V l’algebre de Lie engendree par les 
champs d,, d,, td, + lcdt et pour k E fV et u distribution sur R2, nous 
noterons V’u la famille de distributions obtenue en faisant agir de manike 
iteree sur u au plus k champs de V. Nous poserons pour (t, 3;) E R2 
avec 1x1 < (t] 

(2.14 p(t,n;) = d?T7 

et nOus fiXOnS X2 E c?(W), xz = 1 au voisinage de 0 et x1 = 1 - x2. 
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PROPOSITION 2.1.1. - Soient f, g E Cr (R), 6 support duns un intervalle 
] - m, m[, 13 valeurs re’elles. La solution u” du probleme linkaire q uo + u” = 
0, u”lt,O = Ef, &uOl,,, = cg s’kcrit pour t > 0 sous la foime 
uO(t, x) = xl(t)q(t, x) + xl(t)u!,(t, x) + r(t, x) oti 
(2.1.2) U,“@, Lx) = ,t-l’*ei’P(t~“)a~(z/t) 

avec 
(2.1.3) 

4(Y) = $&Cl - z?-“‘“[f^(w~(y>> - dWG((w(~))l si IYI < 1, 
a:(y) = 0 si IyI > 1 

et 0B Uo, = l7: et 7’ est une fonction C” 6 valeurs rkelles, supportke dans 
1x1 5 m + t, ve’ri&mt pour tout k E N 
(2.1.4) p%(t, .)llLX < G&(1 + t)-3’2. 

Dkmonstrution. - On a ii(t, I) = &“mk+(<) + ~?mk-([) 
avec 

D’apres [lo] theoreme 7.2.5, la solution de I’kquation Dtv = 
~iTQV,Zllt=a = h, s’ecrit 

u(t, x) = e’“(‘>i)!zXl(t)e’nl’ (1 - EJ -3’4h( dt-T 52) 

+ s(t, +!i’p(t’“) + s’ 
oit s est un symbole en (t,x) d’ordre -3/2, supporte dans 1~1 5 It], et 
s’ E S(W*). La proposition resulte de cette expression et de la vitesse finie 
de propagation. 

Soient aj(s, y), 0 < j 5 3, des fonctions C” sur [0, A[ xR, supportees 
dans IyI 5 1, aa &ant a valeurs reelies, et aj a valeurs complexes pour 
j 2 1. Si (t, X) vCrifie t > 0, E* log t < A et ]lc] < t, nous poserons 

(2.1.5) 

ul(t,2) = +e ~4Wa1 ( 62 log t, 4 > 
tlo(t,x) = $o(t*logt. 5) 
U*(t,Z) = $*i’(‘.“)n2(2 log t, %> 

U3(& x) = $e3i~~%3(t* log t, ;) 
u-j(t,Z) = Uj(t,X) j = 1,2,3. 

Vol. 16. no S-1999 
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Ces fonctions sont prolongkes par 0 pour 121 > t. 

TH&O&ME 2.1.2. - Soit A la constante dkjinie par (1.1.9). II existe des 
fonctions 

(S:Y) ---) aj(s,Y), O 5 j 5 3, 

ve’rifiant les conditions prkkdentes, avec de plus al(0, y) = n:(y), telles 
que si l’on d&nit, avec les notations (2.1..5), 

j=3 

(2.1.6) Lqt,x) = c U&J& 
j=-3 

la fonction 

(2.1.7) 

ve’rije 

S(t, z) = clu + Ii - Fyu, &U, a,u, &a& i3gJ) 

VA’ < A,Vk E N, 3C > 0 et t/t ~10, l[,Vt E [l, eA’/‘“] 

(2.1.8) IIv”s(t, .)llLrn 5 C(c2t-2 + Et-5’2). 

Nous dbignerons dksormais par Ra,p(t,x) (a,/3 E R+) toute fonction 
C” sur R8; x W, B support dans IzI 5 t, telle que pour tout k E N, il 
existe C > 0 avec 

(2.1.9) vt L 1. 

Nous utiliserons les expressions suivantes (oti w. = wo(x/t), wl = wl(z/t)) 

(2.1.10) 
t 1 

x [‘+I - 2~2’-4dsa~ + 2woyydyul] (c2 log t, ;) + Rl,5,2 

Dful = ~$1 + i&e+ [W&J, - 2w&ul] (t” log t, ;) + R1.5,z 

d’oh I’on dkduit 

(2.1.11) q u1 + UI = 2&zpwod,a, + R1,5,2. 
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D’autre part, si a, ,8 vaut 0 ou 1, on peut Ccrire : 

(2.1.12) 

DaUo = R2,2, Da U2 = 2w, U2 i- R2,2, D,U, = 3w,Us + R3,5/2 

D,D,dJ, = wcwpu~ i- &,3/2 

DJ’,uo = R2,2, D,D,U, = 4w,wpU2 + R,2,2 

D,,D/yUz = Yw,w,U, + R3,5/2. 

LEMME 2.1.3. - La quantite’ q U + U s’tcrit 

(2.1.13) 2i$woasale’Y 

+ $ - 3; [a2e?9 + ii2e-2iy 

- a-& [u3e3ip + ti3e-3+pl + %5/2 + R2,2. 

Le lemme rCsulte immkdiatement des expressions (2.1.1 I), (2.1.12). 
Pour dkmontrer le thCorkme, il nous reste A comparer (2.1.13) B 
F(U, &U, &U, &?(JJ, 8,“U). 

LEMME 2.1.4 - On a l’expression suivante : 

(2.1.14) Q(U, WJ, &JJ, &UJ, a:u, 

= &3i?[2q;i + 5q; - 4q2 + 3i(q; + 2q;)]ala2 

+ $z2”[q: + 4:: - q2 + i(ql + q:l)]a: 

+ $e+[(2q& + 5qi + 4q2 + i(ql, - 2q~))cGl 

+ (29; + 9; + ~q:)wll 

+ $J/ + ub’ + q2)lm12 

+ termes conjuguks des trois premiers + R2,2. 

Dkmonstration. - D’aprks (2.1.12), 

D,U = W, c jUj + R1,3/2, D,D,U = w,Wp c j”uj + &,3/2. 

I.412 Iill2 
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On aura done, avec les notations (1 .1.3) 

(2.1.15) Qk(U: DtD:JT, DZU; DJJ; DJJ) 

On obtient done, pour k = 2, l’expression 

(2.1.16) YZ(WO, WI> + R2,2. 

Pour k = 1, on dkcompose Q1 en Qi + Qy et on obtient l’expression 

(2.1.17) c jUj 
13’112 

Pour k = 0, on dkcompose QO en Qb + Qg et on obtient 

(2.1.18) (,g2h)2Yb+ (g2uj) (~~2uj),lwo~w1)+R2~2. 
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Or, on constate immkdiatement que 

+ 2(u1u-2 + ud-1) + UT, + 2U-1U-2 + R2,2 

(z24 (24 = 
3ulu2 +u,z +(u,u-, +u,u,) 

-(U,U-,+uou-1) 

- u”, - 3U-1U-2 + R2,2 
2 

= 4UlU2 + uf - 4U2U-1 - 2UlU-1 - 4UlU-2 

+ UT, + 4u-I~-2 + R2,2 

(P) (z-2uj) = 5&b i- u; + (5u2u-1 + uluo) + 2ulu-1 

= 6U7U2 + u; - 2U&1 + 2U1K2 

- U!l - 6U-IU-2 + R,y2. 

Reportant ces expressions dans (2.1.16), (2.1.17), (2.1.18), on obtient 
(2.1.14). 0 

LEMME 2.1.5. - On a 1 ‘expression 

(2.1.19) P(U, WJ, WJ; a,aJJ, a;u, 

= $p"'%h3 -p2 + i(pl -p3)]uT 

+ $$+Vm + ~2 + i(n + 3p3)]4iZ1 
+ termes conjugue’s + R2,2. 

Dkmonstration. - On peut hire 

Dau = wa(ul - U-1) + R,,, + R1,3,2 
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et 
D,D& = w,wp(U~ + U-1) + R2.1 + R1,3/2 

d’oti 
Pk(U, D,D,U, D;U, DJJ, DJJ) 

= Pk(U, + u-1, WOWl(U1 + U-l), wf(U1 + U-1); 

wo(u~ - U-I),WI(~I - [I-I)) + 42 + J&,5/2 

= (Ul + K1)“-“(U1 - U-&Q + R2.2. 

Le lemme rksulte du dkveloppement de ces expressions. 

Dkmonstration du th&orGme. - D’aprks les lemmes 2.1.3, 2.1.4, 2.1.5, 
pour que S donnC par (2.1.7) s’kcrive R2,2 + Rl,j,2, il faut et il suffit que 
soient satisfaites les conditions 

(2.1.20) -8~~ = (2q; + 5~&’ - 4q2 + 3i(qi + 2q:l))a1a2 

+ (PO - P2 + i(Pl - p3))a; 

(2.1.21) -3a2 = (qb + qi - q2 f i(qi + q:l))cLf 

(2.1.22) 2iWo&Q = (%(I + 5q; + 4q2 + i(qi - 2q:‘))a2a1 

+ pq; + 4; + iq:)alao 

(2.1.23) 
+ (3Po + p2 + i(p1 + 31.'3))a& 

a0 = 2(43 + q; + q2)[a#. 

Reportant (2.1.21), (2.1.23) dans (2.1.22), on obtient 

(2.1.24) wo&a1 = ;a1 1% 12[@(Y) + iQ(Y)] 

oti @e(y) est don&e par (1.1.17) et 

(2.1.25) 9(y) = gq; + 5q: + 4q2)(dJ + 4:: - 42) 

- ;bI; - %:‘)M + 43 

- 2pq; + q;)(q; + 4:: + q2) - (3Po + P2) 

qui coincide bien avec la notation dkjh introduite en (1.2.2) dans le cas 
de nonlinCaritCs cubiques. 

On dCduit de (2.1.24) 

(2.1.26) 



NLKG EN DIMENSION 1 577 

et puisqu’on impose al],=0 = a:, on obtient 

qui est defini pour s E [0, A[. On obtient alors al comme l’unique solution 
sur [0, A[ de l’equation differentielle lineaire 

(2.1.27) dsal = al WY) + i*(Y) 14Y)12 
2Wo(Y) 1 - b:(Y)w’(Y)Jm~ 

et on constate que al verifie les conditions de 1’CnoncC. Les 
equations (2.1.20), (2.1.21), (2.1.23) determinent alors ao, u2, u3. Le 
theoreme est demontre. 0 

Remarque. - Si la condition nulle a(y) E 0 est satisfaite, on a A = +cx 
et aI est donne par 

al(s, y) = a?(y) exp 
[ 
~I/GFI~(Y)I~QCY)~ 1 . 

Par consequent, la phase de la contribution principale Ur + U-r a U est la 
phase libre fp modulee par la phase de (2.1.28) (ou son opposte). On voit 
done que la condition 9(y) E 0 introduite dans la definition 1.2.1 (pour 
des nonlinCaritCs cubiques) signifie que la solution asymptotique a m&me 
comportement a l’infini qu’une solution libre. 

2.2. Construction de la solution approchCe 

Nous allons construire une solution approchee U, de l’equation (1.1.1) 
par recollement de la solution asymptotique U precedente et de la solution 
libre u’. 

PROPOSITION 2.2.1. - Soient x2 E C,-(W), x2 E 1 au voisinage de [-1, 11, 
Supp x2 C] - 2,2[, et x1 = 1 - ~2. On pose 

(2.2.1) Ua(k x) = X& 2’3t)U(t, x) + X2(E 2’3t)uo(t, x). 

Alors U, ve’rifie sur [0, eAIE2 [x R 

q u, + Ua = F(Ua, WJ,, &JJa, WXJJ,, a:&) + Sa 
(2.2.2) Ualt=o = Ef 

&Ualt=o = ES 
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et pour tout A’ E 0, A[, tout k E N, il existe C > 0 tel que l’on ait pour 1 
tout t E [O, eA’lr [ 

(2.2.4) JIV”S,(t, .)llLs 

SC 1 
tz2 

(1 + t)1/2 lW3t<21 + (& + ;)l,il~jt>l,]. 

Dkmonstration. - On a pour t E [0, &‘I” [ 

(2.2.5) S, = jy1(e2’? ,)((a + 1)U - F(U, &U, &U, a,a,u, @IT)) 
+ 2Eyy/1(&)(&U - a$“) + t4’3xy(E2’3t)(U - u”) 
+ X1(c?‘3t)F(U, a,U,a,.U, a,a,u, a:u) 

- F(u,,. a,u,, azu,, atazu,, azu,,). 

Comme U est a support dans 1x1 5 t, le theoreme 2.1.2 entraine que la 
contribution a S, de la premiere ligne de (2.2.5) verifie la majoration (2.2.3). 
Pour 1 < e2/3t < 2, on peut &tire d’apres (2.1.6) et la proposition 2.1.1 

(2.2.6) U - u” = -$eip [al (c2 log t, ;) - a; (;)] 

+ $e-+ [Cl (c’ lo,g t; ;) - $f( ;)] + R1,3,2 + R2,1 

et de m&me 

(2.2.7) 

+ R1,3/2 + R2,1. 

Puisque all,=o = a: et que al est C” a support dans IyI 5 1, on a 

si 1 < t2/“t < 2. La norme L” de la seconde ligne de (2.2.5) se majore 
done par 

c “I log El + & + ; 1{l<t2/“t<2)t2’3 
[’ d 1 



NLKG EN DIMENSION I 579 

qui s’estime par le premier terme du membre de droite de (2.2.3). 11 faut 
voir que l’on a la meme estimation lorsqu’on fait agir k champs de V. Or, 

t210&;) -“:(;)I +&,1/2+&,3,2+&J 

avech(s,y) = (1-y2)a,al(~,y)-yal/2,6~(y) = (l-y2)4&y)-y4/2. 
On obtient des expressions du meme type lorsqu’on fait agir sur U - u” 
8, ou 8,. 11 en resulte que la contribution a V”S, de la deuxieme ligne 
de (2.2.5) se majore Cgalement par le premier terme du membre de droite 
de (2.2.3). 

Enfin, les deux demieres lignes de (2.2.5) sont nulles si c2/3t > 2. Comme 
d’autre part V’“U(t, .) et VkUa(t, .) se majorent dans L” par Cc(l+t)-1/2, 
et que F est au moins quadratique, la contribution correspondante au 
membre de gauche de (2.2.3) s’estime par le premier terme du membre 
de droite. 

L’inegalite (2.2.4) resulte de (2.2.3) et du fait que S, est a support dans 
1x1 5 t + m. 

COROLLAIRE 2.2.2. - Avec les notations de la proposition, pour tout 
A’ < A, et tout k E N, il existe C > 0 tel que VE ~10, l[, 

(2.2.8) 

e/i’/2 

s 
, IIVhS,(t,..)llL2 dt 5 Ct”” 

0 

Soit (4j)j20 une partition dyadique de 1 ‘unite’ sur W. I1 existe C > 0 telle que 

(2.2.9) c 
23 <&“I.2 

y$$Ml+ 4ll~“u% NLZI L cE5’3. 

3. PREUVE DU THkORfME D’EXISTENCE 

3.1. OpCrateurs bilinaires et estimations 

La preuve du theoreme d’existence, dans le cas de nonlinCaritCs 
quadratiques, consiste a combiner la methode de Moriyama, Tonegawa 
et Tsutsumi [18] a l’utilisation de la solution approchte construite dans la 
section precedente. Nous adaptons dans ce paragraphe les resultats de ces 
auteurs que nous utiliserons. 
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DEFINITION 3.1.1. - Pour m E R, nous dhignerons par S”(R2) 1 ‘espace 
des symboles d’ordre m sur R & valeurs duns C. Nous poserons d’autre 
part pour (a, j3) E 2’ 

(3.1.1) Pa = {a E C”(R2; C); 3 6 E S”(R2), 3 P,, Qs E C[X] 
de degre’s respectifs infe’rieur ou Algal ci a, ,h’ tels que 

45 71) = P,(I)Q,drlM<, 71)) 

si Q 2 0, /3 2 0 et 

(3.1.2) s”‘” = {a E C”(R2; C); 3 ii E S”(R2), 3 Qa E C[X] 

de de@ L P tel que a(<, 71) = Qp(71)2L(<, 71)) 

si cx < 0 et /3 > 0. 
On dkfinit symktriquement S”lfi pour cx 2 0: 0 < 0. Si a E S”afi et 

u; w E S(R) on pose 

/’ ei”.(E+‘r)a(<, +i(<)lj(~) d<dr/. 

Nous noterons I/./j H8 1 a norme dans l’espace de Sobolev H”, I.1 la norme 
L” et I I .I I la norme L2 par rapport aux variables d’espace. 

PROPOSITION 3.1.2. - Soient (cx, p) E Z x N et a E S”,“. I1 existe C > 0 
et pour tous U, ‘u E S(R) 

Dkmonstration. - Si (?. E 5”” avec m 5 0, on a j/Op(G)(u, u)II < 
m4PI~I d’ P a rks Coifman-Meyer [6], thCo&me 12. La proposition 
rCsulte immkdiatement de la dkfinition de Sa,fi. 0 

COROLLAIRE 3.1.3. - Soient (Q, /3) E Z2 avec a 2 - 1 et /3 2 -1. Soit 
b E Sa,fi+l f? ,‘F1~@. IL existe pour tout T > 0, k E N, une constante C > 0 
teEZe que pour tous U, II E S( [0, T] x W), tout t E [0, T] 

(3.1.5) IP’“WW, v)(t> .)I1 
5 C(JJv”u(t, .)lJHalV[lc’2’+~+1w(t, .)I 

+ IV[“‘21+“+1U(t, .)llpAl(t, .)ll,fl). 
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Si on suppose seulement que b E Sa,P+l, on a l’inkgalite’ 

(X1.6) IP’“Odb)(4(~, .>I1 5 CIIV”46 .)IIjpI~k+P+14~, .)I. 

Dkmonstration. - On remarque que si d = 8, ou a,, 

dOp(b)(u, U) = Op(b)(& u) + Op(b)(u> 8~). 

Si X = td, + :kJ, 

XOp(b)(u, w) = Op(b)(Xu, w) + Op(b)@,Xv) + iOp(6’b/at)(%w u) 

+ iOp(db/dv)(u, 4~). 

Comme db/dc et db/dq sont dans SatP+l n S”+‘,p, on voit que 
si pour e E N, Xe designe I’itCrC de e champs choisis parmi 
&,&,G + x&._ X%(b)( , ) u ‘u est combinaison lineaire d’expressions 
de la forme Op(b)(XPu,Xqv) avec p + q = l, p < [e/2] ou q 5 [e/2] 
et 6 E S”lJ+l n Sa+lJ. 0 n obtient (3.1.5) en appliquant (3.1.4), b &ant 
consideree soit comme un Clement de Sa,O+l soit comme un Clement de 
Scy+l~~‘. L’inCgalitC (3.1.6) est immediate. 0 

Pour appliquer la methode de [ 181, introduisons les notations suivantes : 

DEFINITION 3.1.4. - Pour e = 1,2, on note &p l’espace vectoriel sur 
R engendre’ par les optrateurs nonlinkaires de S(R) x S(R) dans S(R), 
(u,w) --f M(u.w) de la forme 

(3.1.7) 
W’(L>‘U) = OK [G ((~Y4~y,<~--a,y,,g), G2((d”,u)l~,~1-~,~o~1)] 

oii : 

0 T E Sa,P+l n SU+l,p pour un couple (a,P) E {-l,O, l}“, 
l G1 et G2 sont deux mon6mes ve’rifiant deg G1 + deg G2 > e + 1, 
l le degre’ de Gj par rapport aux de’rivkes secondes est infe’rieur ou &gal 
2 1 pour j = 1,2. 

On note 3 l’espace vectoriel sur R engendre’ par les ope’rateurs de 
S(R) x S(R) dans S(R), (u, w) -+ N(u, w) de la forme 

(3.1.8) WG w) = W-) [a’~, G2((d”w),,,~1-~,~a~1)] 

02 : 
0 r c S~~“+l n fP+lJ avec (a,/?) E {-l,O, l}“, 

l IYI I 1 - N,YO 5 1, 
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l Gz est un monSme de degre’ supe’rieur ou &gal h 1. 
Now utiliserons les propriMs suivantes de ces opkrateurs : 

PROPOSITION 3.1.5. - Soient k E IW, T > 0. I1 existe pour tout M E Et 
(1 = 1,2) un polyniime HO 6 coeficients rkels sur R*, de valuation 
supe’rieure ou kgale L? li, tel que pour tous U, II. 1~‘: II’ E S( [O. T] x W) et 
tout t E [0, T] on ait 

(3.1.9) llVyM(Vi + I’: w’ + II’) - M(w. w’))(t, .)I1 

I (IIlJ”v(t, .&I + IIvwu(t, .)I1 + lll/%‘(t: .)ll$p + p%tzqt, .,/I) 

x He IV[k/2]+3~(t, .)I, (V[k/2’+3*~~‘(t, .)I, IV”+3~~+ .)I< IV’+‘, 
( w (9 .,I). ’ t 

De mgme pour N E 3, il existe un polyn8me HI h coejficients re’els sur R, 
de valuation supe’rieure ou &gale 6 1, tel que pour tous IL, *v E S( [O, T] x R), 
on ait 
(3.1.10) 

llV”N(u,~)(t, .)I[ 5 (IIV%(t, .)llHl + lIV%tu(t; .)II)HI(~V”+‘U(~, .)I). 

Si k: > 5, l’injection de Sobolev entraine lV[“/*1%(t, .)I 5 
CIIV’“v(6 J&p, done la proposition entraine en particulier que M se 
prolonge h l’espace 

(3.1.11) E& = (71 E CO([O,T], HI) nC’([O,T],L*) 

tels que V’U E C”([O,T]!H1) nC’([O,T],L*)}. 

Nous utiliserons le lemme suivant ([ 181, Proposition 2.4) : 

LEMME 3.1.6. - Soit fi E { -l,O. I}. Pour II, w E S(R), on a l’inkgalite’ 

(3.1.12) IIII’uIIIH,, 5 CII1~IjH,?(lWI + l3,rwl). 

Si v, w E S( [0, T] x W), on a pour tout k E N et t E [O; T] les irkgalit~s 

(3.1.13) IvvJ4(t; JIIHa 
< c ( 1 IPw(t, .) I IH” Iv[“‘2l+1 w(t, .)I + IV[“‘21+1w(t, .)lllV”w(t, .,ll,a) 

(3.1.14) IIV”(ww)(t, .>IIfp I qlv”~(~, .)llfp Iv”+lw(t, .)I. 

Dtfmonstration de la proposition. - La diffkrence M(w + II, w’ + II’) - 
M(w, w’) est combinaison lirkaire d’expressions de la forme 

(3.1.15) c$(~) [G;(P’w)G;‘(~~“w), G;(~“‘v’)G;(Y”w’)] 
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oti r verifie les conditions de la definition 3.1.4, 

Gi, Gy Ctant des monbmes dont la somme des degres est superieure ou 
Cgale a 3. De plus deg G’, ou deg Gi est non nul. 

Supposons d’abord deg G’, # 0 et deg G’, # 0. D’apres le corollaire 3.1.3, 
la contribution de (3.1.15) au membre de gauche de (3.1.9) se majore par 

C 
[II ( 

V” G;(dr’)G;‘(@w)) (t, .)I IHct 

x ),?[‘“/21+~3+1 G;(ac’ v’!G’;(a”“w’)) (t, .)I 

+lv 
G;(&,)G;(d”’ 

x V” G;(d”‘v’)G;(d”” II ( 
done, d’apres (3.1.14), par 

C IJV’“G’#“v)(t, .)IIHn IVk+lG:‘(dY”w)(t, .)I 
[ 

x lV[“/2]+‘3+1Gh(au’~‘)(t, .)IIV[“‘2]+P+1G:‘(d”“~‘)(t, .)I 

+lV[~‘2]+“+1G~(d~‘~~)(t, .)IIV[lc’2j+cu+1G:l(dY”w)(t, ,)I 

x IIV”G’,(d”‘v’)(t, .)IIHi-lIVk+lG;(d”” w’)(k .)I]. 

Comme G: et Gk ne sont pas constants, le lemme 3.1.6 permet de majorer 
cette dernibre expression par le membre de droite de (3.1.9), en utilisant 
ly’l 5 1 - GE,?; 5 1, lg’] < 1 - p, CT; 5 1. 

Si degGk = 0, on majore (3.1.15) par 

cl pk(G;(&)G~(i3~“w))(t, .)IIHe p@+fl+%;(d”“~‘)(t, .)I 

a l’aide de (3.1.6) et on conclut comme prCcCdemment. Pour estimer 
N(u, v), on majore le membre de gauche de (3.1.10) a l’aide de (3.1.6) par 

CllV”(a’u)(t, .)llHe jVk+“+‘(G2(3’v))(t, .)I 

d’oti l’on deduit immediatement (3.1.10). 0 

Si 23 = (bij)l~i,j+ est une matrice dont les coefficients sont des 
symboles bij E S”i~p~ verifiant ‘B(<,rl) = B(n,J), et si Or, O2 E 
S(R,W), on posera 

(3.1.16) Op(B)(@r, 0,) = -& /eiz([+n) %&)B(<, &(n) d&. 
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lhoqons une version Egkement &endue du principal rhltat de [ 181, 
dont nous allons donner une preuve pour la commoditk du lecteur : 

THE~OR~ME 3.1.7 (Moriyama-Tonegawa-Tsutsumi [ 181). - Supposons 
que F est une nonlinearite semi-line’aire de la forme (1.1.2), et soient 
T > 0, k E k4, k > 5. I1 existe une matrice de symboles B = (hi3)lsi,jL2 
avec 

b.,, E s3--i.l-j 
,J 

n sz--i,z-j n sl--,.3-J 1 < a,j 5 2 

verijiant ‘B(<, q) = B(v, 0, un operateur M E 82, un ope’rateur N E .T, 
un symbole r E SO,O, tels que pour tout S E S( [0, T] x R), et tout 7~ E E$ 
solution de 1 ‘equation 

(3.1.17) q !u + u = F(u, &u, 8,~) + S, 

la fonction u1 dejinie par la formule 

(3.1.18) 72 = u + Op(B)(O,, O,), 

OQ 0, = t [u, &u], ve’rijie 

(3.1.19) q iu1 + u1 = M(u, U) + N(S, U) + Op(r)(S, S) + S. 

LEMME 3.1.8. - Soit B une matrice de symboles ve’rifiant les conditions de 

l’&once du theoreme et ‘u E E$. Soient E(r)) la matrice 
[-10 r,2 :,I et 

(3.1.20) CK, rl) = t-W)2W: v) + 2tW)B(t, 4E(v) 

+ WE; rl)E(d2 + ((I + 4’ + lP(E, r/l. 

I1 existe M, N et r comme dans l’t%once’ du the’oreme tels que 

(3.1.21) (0 + l)Op(B)(O,, 0,) 

= Op(C)(O,, 0,) + M(u, u) + N(S, u) + Op(r)(S, S). 

Demonstration. - Notons F(U) le vecteur t(O, F(u, &u, &u)) et S = 
t(O, S). Alors &O, = Oarzd = E(D)@, + F(u) +‘S d’oti 

&Op(B)(O,, 0,‘) = 20p(B)(F(u) + 8, @u) + OdBl)(@u, 0,) 

avec B,(J, 7) = tE(E)B([, 7) + B(<; v)E(rj). De m&me, on obtient, 

(3.1.22) @Op(B)(% 0,) = @@2)(%, 0,) + C(u) 
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Oii 

(3.1.23) C(U) = 20p(B)(&E + &S, 0,) + 20p(B)(E + 3, E(D)@,) 

+ 2Q@)(F + s, F + $1 + 2R@l)(F + s, w 

avec B2(J, 71) = tE(C)B~(<, q) + I&([, v)E(q). On en dCduit 

et il reste i voir que C(U) s’ecrit M(u, U) + N(S, u) + Op(r)(S, S). Dans 
le premier terme de C(U), 

at~(u,atu,azU) = al~.atu+a,~(a;u - g +a2~.~+a3~.ataru 
done s’ecrit Gl(dY~)tr152,ro51, oti GI est un polynome nul a l’ordre 2 au 
moins en 0. Comme bZ1 E S-l>’ n S”,l et b22 E S-lx1 n So,‘, on constate 
que Op(B)(d&O,) est bien de la forme (3.1.7) (avec ! = 2). De meme, 
comme F s’ecrit G1 ((dYU)(y,ll,yo51), et que l’on a aussi bzl E So,] rlSl,O 
et bxz E S o,“nS1,-l, on constate que Op(B)(F, E(D)@,) et Op(B)(F, F) 
sont de la forme voulue. Enfin, remarquant que Br(c, ~1) = (bij)lli,j<2 avec 
bl.. E S2-i,3-j n S3-i,2--j, on constate que Op(Br)(F, 0,) est au&i de la 
fzrme (3.1.7). On verifie de mCme que les contributions dependant de S 
peuvent s’ecrire N(S, U) -I- Op(r)(S, S). q 

De’monstration du the’or2me. - On peut Ccrire la partie quadratique de 
la nonlinearite 

au, atu, ad = OP~~L, 0,) 

oil K = (kij)l-;,’ < 352 est une matrice’verifiant %(I, q) = K(v, I), et dont 
le coefficient kij (I, 7) est un polynome de degre au plus 2 - i en < et 2 - j 
en 71. D’apres (3.1.18), (3.1.21) on a done 

(3.1.24) q U’ + u1 = OP(K)(@u, 0,) + OP(C)(%, 07‘) 
+ M(U,U) +N(s,u) +op(~)(s,s) +qu,a,~,adq + s. 

I1 suffit done de choisir B tel que K + C f 0 i.e. (cf. [I 81) : 

hl = -WI - lhl + (1 + [“)(I + q2)kz 
P(l> 7) 

b22 = 2h - (WI - l)h 
P(l,rl) 

b 
12 

= _ (25q - ‘)‘,2 + 2(1 + t2)Ic21 

PC<, rl) 

b21 = - a(1 + q2h2 + (%I- l)kn 

P(<> 7) 
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avec p(<, q) = -(4<* + 4~1~ + 4cr/ + 3). On verifie que les conditions sur 
B de 1’CnoncC du theoreme sont satisfaites, et (3.1.24) donne (3.1.19) en 
incorporant P h M(u, u). cl 

3.2. Freuve du Moor&me 1.1.1 

Nous prouvons le theoreme dans le cas d’une nonlinearite semi-linbaire 
quadratique, en combinant la solution asymptotique du paragraphe 2.2 a 
la methode de [ 181. Fixons A’ < A. D’apres la proposition 2.2.1, il existe 
une solution approchee U,(t, XT:), C” pour t E [0, eA’iF2], telle que l’erreur 
S, verifie sur cet intervalle les estimations uniformes (2.2.3), (2.2.4). Soi: 
T E [O> eA’lF2] et u solution de (1.1.1) sur [O: T[. On posera avec les 
notations du theoreme 3.1.7 

(3.2.1) u1 = u + Op(B)(@,, %) 

u, = U, + Op(B)(%a > @u,) 
w = u- vu, 2/1=u1-u1. a 

Puisque 

q u + ‘21 = F(u, a,u, &u). au, + u, = F(U,,&U,, tY,U,) + s,, 

il resulte de (3.1.19) que l’on a 

(3.2.2) cld + d = R(u, U,,S,) 

(3.2.3) R(u, ua, &) = M(‘LL, u) - w-&L, Ua) 
- N(Sa: U(X) - @+g(S,, Sa) - sa 

avec M E &*, N E .T, T E S”>O. On notera desormais 

(3.2.4) MC(t) = $-& [ww’, NH1 + Ilv%@~ N] 

N!(t) = sup 
t’G[o,t] 

[(l + t’)qV%(t’, .)I] 

et on fixera les entiers k, .! verifiant les conditions suivantes 

(3.2.5) e > [k/2] + 3, li 2 9, k 2 c + 3. 

On supposera de plus que sur [0, T] on a 

(3.2.6) Ne(t) F 1. 

Annah de l’lnstitut Henri Poinmrd Analyse non h&ire 
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Remarquons que, d’aprks (3.1 .lO), et puisque 1V”+‘U,(t, .)I est 
uniformkment born& 

(3.2.7) II1/‘“w%, Ua)(h .)I1 5 cII~k+l&(t: .)II. 

De mCme, la borne uniforme de IV”S,(t, .)I, q . ul rksulte de (2.2.3), et (3.1.6) 
entrainent que IIV’“Op(r)(S,, S,)ll se majore par le membre de droite 
de (3.2.7). Appliquant (3.1.9), on dCduit done de (3.2.3) qu’aussi longtemps 
que I’inCgalitC (3.2.6) est satisfaite, on a 

(3.2.8) IIV”R(u, ua, S,)(G .>I[ I CM/$) 
( 

am,,]+, + 2 
1+t ) 

+ cIl~k+l&(t, .)I1 
oti on a utilisk l’estimation IVk+“Un(t, .)I 5 Cc(l + t)-l/’ 

PROPOSITION 3.2.1. - I1 existe C > 0, 6 ~10, l[, to > 0 tels que si 
0 < E < EO et si pour tout t E [O? T] 

(3.2.9) Ne(t) I 6: 

on a pour tout t E [0, T] I’inkgalite’ 

(3.2.10) s 
t ikb(t) < Ct5’3 + c Mk(S) Ne(s)2 + E2 

ds. 
0 1+s 

Dkmonstration. - L’irkgalitC d’hergie associke B l’kquation (3.2.2), 
appliquke a V”w ’ donne : 

(3.2.11) II~W~, .Ilfp + II~“W(~, .)I1 

I C 
J 

t IIV”R(u, ua, &)(s, .)I/ ds. 
0 

D’aprh (3.2.8) et (2.2.8), (3.2.11) se majore par le membre de droite 
de (3.2.10) (puisque /? 2 [k/2] + 3). Comme 

(3.2.12). tJ = TJ1 - (OP(~)(~u, &A> - OP(fw@ua i %>), 

il reste B voir : 

LEMME 3.2.2. - I1 existe 6 ~10, l[ et EO > 0, C > 0 tels que si la 
condition (3.2.9) est satisfaite sur [0, T], la somme, pour IQ] 5 1, des 
quantitks 

(3.2.13) II~“~“[@J(~Pu,%) - @GwUa, @dI(~> .)II 
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se majore par 

(1 + t)-l’2 
( 

+(t) + CE5’” . 
> 

Dkmonstration. - La quantitk 

est combinaison 1inCaire d’expressions de la forme 

(3.2.15) Op(bij)(d-?L, dU7L) - Op(b;j)(dw,, t?“Uo) 

avec IyI 5 %, 101 5 i - 1, (resp. IyI 5 % - 1,101 5 j). Comme 
b,ij g Sl--i,3-j ” s2-i.2-j (resp. S2-42-j ” S3-k-j), c-,acune de ces 

quantith s’krit M(u, U) - M(Un, Un) pour un opkrateur M E El, ii 
condition que y. 2 1 et go < 1. 

Dans le cas contraire, on &crit 

d,2U = i3$L - u + F(u, &u, i3,u) 

et on obtient, dans le cas yo = 2 par exemple, que (3.2.15) s’kcrit M(u, u) - 
M(ua, ua) + N(Sa, u<l,) avec M E II, N E 3. Les inCgalitCs (3.1.9), 
(3.1.10) permettent done de majorer (3.2.13) par 

CMdt) [IV [k’21+3?i(t: .)I + Iv”+“u, f )I + CP’” (9. ] (1 +it)l;2 

oti on a utilisk que, d’aprh (2.2.4), I lVkflSa(tr .)I I < Cc’/” et que 
pJ”+2Ua(t, .)I < CE(l + t)-l/2. L a majoration (3.2.14) en rksulte si t 
et S sont assez petits. 

Le facteur (1 + t) ‘I2 dans (3.2.14), inutile pour la preuve de la 
proposition 3.2.1, sera exploitk dans l’obtention de la majoration L”. 

LEMME 3.2.3. - Supposons la condition (3.2.6) rkalise’e. I1 existe une 
constante C > 0 telle que pour tout t E [0, T] 

(3.2.16) N((t) < CM&)(log(t + 1)(&(Q2 + 6”) + 1) + Cc5’” 

Dkmonstration. - On utilise 1’inCgalitC de Georgiev [7] (cf. Cgalement 
Moriyama, Tsutuya et Tsutsumi [18]) qui affirme que la solution v1 
de (3.2.2) vkrifie : 

(3.2.17) (1 + t)1’21V’v1(t. .)I 

I c c sup [4j(s)ll(l+ s + I~l)V’+“w4 ua, &)(s, .,ll] 
2J<2(t+l) s>” 
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oti $j est une partition dyadique de I’unitC sur W. D’aprks (3.2.8), 

(32.18) I[(1 + s)V’+~R(U, Ua, S,)(s, .)/I 

L C&+3(s) (ups],:, (s) + e2) + CIIVe+4S,(s, .>I/(1 + s). 

Utilisant que, grlce 2 (3.2.5), e + 3 < k, [y] + 3 5 !Z, que Mk(.), Np(.) 
sont croissantes, et 1’inCgalitC (2.2.9), on majore la contribution de (3.2.18) 
B (3.2.17) par le membre de droite de (3.2.16). 11 reste B estimer 

(3.2.19) IlzP+“R(u, u,, S,)(s, .)I1 < CIIVe+3zR(u, u,, S,,)(S> .)I1 
+ Cll(l + s)vP+“R(u, ua, S,)(s, .)lI. 

11 nous faut done commuter z aux divers opkrateurs du membre de droite 
de (3.2.3). Or, si M est un opkrateur de &, don& par (3.1.7), zM(u, u)(s: .) 
est somme de M’(u,u)(s, .) p our un autre opkrateur M’ de E,, et de 
(1 + s)M”(u, u), oti M”(u, u) est un ophateur de la forme 

~“h u)(s, .) 

les notations utilikes &ant celles de la dCfinition 3.1.4. Comme ‘u 
est h support dans 1x1 5 C(l + s), la contribution B (3.2.19) de 
(1 + s)(M”(21, u) - M”(U,, Ua)) s’estime Cgalement par le membre de 
droite de (3.2.18). On traite de meme les contributions des trois derniers 
termes de (3.2.3). 

On a done major6 (1 + t)1/21VPv1(t, .)I par le membre de droite 
de (3.2.16). D’aprks (3.2.12), il nous suffit d’estimer 

5 c +f&t) + c5’2 
( > 

d’aprks (3.2.14). L’inCgalitC (3.2.16) en rksulte. 

Fin de la dtfmonstration du thLort?me. - D’aprks (3.2.10) 

(3.2.20) i&(t) < CE5i3 exp[(Nt(t)2 + t2)C!og(l + t)] 

et d’aprks (3.2.16) 

(3.2.21) JJdt) 2 cc 5’3 + CMk(t)((N~(t)2 + c”) log(1 + t) + 1) 
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sur tout intervalle [0, T] de [0, e-“/“] sur lequel est realisee la condition 
Np(t) < 6. 

On choisit alors 0 ~]1,5/3[ et il suffit de voir que si E est assez petit, 
les conditions Np(t) < e, Mk(t) 5 E’ sur [O,T], et les inegalites (3.2.20), 
(3.2.21), impliquent Np(t) < c/2, Mk(t) < 8’/2 sur le m&me intervalle, 
ce qui est immbdiat. 

Le theoreme est done Ctabli dans le cas de nonlinCarit& semi-lidaires. 
Le cas des nonlinear-it& cubiques quasilineaires &ant analogue mais plus 
simple, puisqu’il ne necessite pas de reduction prealable, nous ne donnerons 
pas sa preuve. 
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