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ABSTRACT. - In this article we consider the problem of constructing 
the optimal closed loop control in the time minimal control problem, 
with terminal constraints belonging to a manifold of codimension one, for 
systems of the form G = X + rsY, TI E R2. R3, ]YL] < 1 under generic 
assumptions. The analysis is localized near the terminal manifold and is 
motivated by the problem of controlling a class of chemical systems. 

Kq words: time minimal control, optimal synthesis, chemical systems. 

0. INTRODUCTION 

Considerons un systeme de la forme 

F = x@(t)) + u(t)Y(w(t)), 

que l’on Ccrit aussi (X, Y), oti X, Y sont deux champs de vecteurs C” 
(i.e. analytiques) sur une variete analytique A4 et l’ensemble des contrbles 
admissibles 1A est l’ensemble des applications mesurables definies sur un 
intervalle [O: T,] de Iw+ et a valeurs dans le domaine [ - 1. + 11. Une solution 
de (1) est un couple (u. 1~) defini sur un sous-intervalle de [0, T,,], oti u E U 
et 1: H u(t) est une application absolument continue verifiant (1). On dit 
que II est la t-Pponse associee a ~1. 

L’objectif de cet article est le suivant. Soit N une sous-variete C” 
reguliere de M, de codimension ~112 et soit ~0 E IV. On veut calculer la 
trajectoire optimale (w*, TJ*), dans un voisinage U de vg dans M, assez 
petit, pour le probleme de contrcile en temps minimal, oti la cible est N 
et oti le systeme (1) est restreint a Ii. C’est done un pmbZ2me local. Pour 
&tre applicable, le contrble optimal est calcule en boucle fermee (feedback), 
c’est-a-dire comme une application YL* : ?I E U -+ [- 1, +I]. 

Comme le probleme est local on peut supposer que M = R’” et que 
X et Y sont des applications definies sur un ouvert U de W’. Le point 
1/O est identifie a 0 et N est representee localement comme l’image d’un 
voisinage de 0 par une immersion analytique F : W-l +-+ R” telle que 
F(0) = 0. On note S l’ensemble des triplets (X, Y, F) et l’on munit 
cet ensemble de la topologie C” de Whitney. Sur cet ensemble agit 
le pseudo-groupe engendre par les diffeomorphismes locaux de M, les 
reparametrisations locales de N et les feedbacks 1~ + --u. L’objectif de 
cet article est de classifier (essentiellement) toutes les syntheses optimales 
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apparaissant gCnCriquement lorsque TZ = 2 ou 3. De plus on Ctudie aussi 
les cas gCnCriques en dimension 2 et 3, sous l’hypothkse que Y est tangent 
partout B N. Cette situation s’appelle le cas plat et son Ctude est motivCe 
par le probl2me de contr6le en temps minimal des r&x&w-s chimiques. 

Le calcul du feedback optimal revient g Cvaluer deux objets gCom&triques. 
Le premier est le lieu W des points de commutation sur les trajectoires 
optimales (le contAle optimal u*(t) y est discontinu). Ce calcul est rendu 
possible par le principe du maximum de Pontriaguine [20], [ 171 qui permet 
de rep&enter les trajectoires optimales comme des projections d’un systtime 
hamiltonien. Cet objet est dans notre cas un ensemble sous-analytique et 
le principe du maximum est un outil de stratijcation nature1 de IV. Le 
second objet gComCtrique est le cut locus C, en fait I’adhCrence du lieu des 
points oti le feedback optimal n’est pas unique. L’ensemble W U C est un 
ensemble sous-analytique et la difficult6 de notre 6tude est de 1’Cvaluer. Ce 
calcul est facilitC par l’utilisation de formes normales pour (X, Y, F). Cela 
revient en fait B approximer W U C par des ensembles semi-n2gdbrique.s. 
Cela pose le probEme de complexite’ suivant : quel doit &tre le jet en 0 
de (X, Y, F) pour obtenir les strates de W U C B une pr&ision don&e ? 
Les r&ponses apportCes B cette question sont plus compl&es en dimension 
2 qu’en dimension 3 oti notre Ctude est essentiellement topologique. Ce 
travail est par ailleurs une premitire &ape vers une thkorie des singularit& 
de la fonction temps minimale v H T*(u). 

Cette Ctude est similaire g un programme de recherche, entrepris par 
Sussmann dans les annCes 80 et poursuivi par Sch%ttler, de classification 
locale des synthkses optimales, pour le probEme de temps minimal point- 
point, c’est-h-dire lorsque la cible est rCduite B un point, ceci en fonction de 
la structure de l’alg5bre de Lie engendrie par X et Y, voir par exemple les 
rCf&ences [21], [22], [23]. Ce travail est aussi directement 1% au probli?me 
de classifier les solutions des Cquations du principe du maximum, voir 171, 
1121, [ISI. 

Notre ttude a ttt initialement motivCe par le problkme pratique 
d’optimiser la production des rCacteurs chimiques fonctionnant en batch [8]. 
Le systkme est modClisC par les Cquations de la cinCtique chimique [lo] 
et le contr6le est la puissance de chauffe. L’objectif de ces pro&d& est 
de fabriquer un et un seul des produits obtenus par le schCma reactif, ce 
produit Ctant le produit d&irk et les autres produits Ctant considCr& comme 
des dtchets. Ce problbme se ram&e mathkmatiquement A un problkme de 
temps minimal avec variCt6 terminale de codimension un. 

L’organisation de l’article est la suivante. Dans le paragraphe 1, 
on prCsente le probEme de contr6le des rCacteurs chimiques. Dans le 
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paragraphe 2, on rappelle le principe du maximum et on presente des 
resultats fondamentaux concernant la classification de ses solutions et le 
probleme de synthese optimale, ceci pour faciliter la lecture de notre etude. 
Dans le paragraphe 3, on donne la classification generique dans le cas plan 
et dans le paragraphe 4 on Ctudie le cas plat en dimension 2. Dans le 
paragraphe 5 on Ctudie essentiellement les situations generiques dans le cas 
de R3. Enfin dans le paragraphe 6 on Ctudie le cas plat en dimension 3 et 
cette etude est appliquee au cas non trivial de maximiser la production de 
B pour un reseau A H B H C. 

1. CONTR6LE DES RBACTEURS CHIMIQUES DE TYPE BATCH 

Un reacteur chimique est constitue de deux parties : un recipient dans 
lequel on met les reactifs et un Cchangeur de chaleur qui permet de 
controler la temperature T des reactions. 

Le fonctionnement en batch ou discontinu signifie que tous les reactifs 
sont places dans le recipient au debut du procede. L’echange de chaleur est 
par exemple realise en faisant circuler un fluide dans I’enveloppe exterieure 
dont on controle la temperature d’entree. On supposera que I’on peut 
controler directement la puissance de chauffe g ce qui revient a negliger 
la dynamique de l’tchangeur. Le probleme est alors directement modelid 
par les lois de la cinetique chimique. 

Considerons un systeme de y reactions R, supposees toutes simples. 
Notons XI, l’ensemble de toutes les especes, k = 1, . .T),. Chaque reaction 
s’ecrit sous la forme :y; H :vJ, oti yli et y/j sont des combinaisons entieres 
des Xk et sont identifies a des points de R’“. Le reseau de reactions est 
identifie 2 un graph oriente’ dont les sommets sont les points ?J;. Par 
ailleurs, puisque les reactions sont simples. a chaque ar&te ;y, c-) :yj on 
peut associer la quantitt 

si y; s’ecrit c’,=, S~.ck et les concentrations des Xk verifient l’equation 

oti c xt (Q,...:c,) et i: = g. 
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Les travaux remarquables de Feinberg [8] montrent les liens entre la 
topologie du graphe et le nombre de positions d’equilibre ou l’existence de 
trajectoires periodiques pour l’equation (2). 

lkrivons a titre d’exemple le systitme associe a un reseau de 
deux reactions simples consecutives X1 b:X, 2 X3. Les concentrations 
respectives sont notees cl; c2 et CQ et l’on a : 

ti1 = -UC1 

& = UC1 - /WC2 (3) 
ii = h(v)u 

ou u = kl, EL, A; sont des parametres determines experimentalement, R est 
la constante des gaz parfaits, ki = A,eeEtIRT, rr = Eg/El, ,8 = Az/ily, 
‘u = 5!’ et /l(v) = (Rv/EI)ln2(v/Al). 

Le probleme de controle optimal se formule ainsi : l’objet du procede 
est de fabriquer un des produits Xi (dans l’exemple precedent c’est X2) et 
le probleme optimal est de maximiser sa production sur une annee. Cela 
se reformule ainsi dans le cadre du probleme du temps minimal : obtenir 
en temps minimal we quantite’ donne’e de X,L Ctant entendu qu’a la fin du 
batch on reitere le processus. 

Le controle choisi &ant la puissance de chauffe, on a done ‘u = ? 
et le systeme est de la forme (1). L’Ctat est z = f(cl,. . . .c,,pl. G). 
Y est colineaire a & et la variete terminale s’tcrit f(c) = $, ou 
c = pp.. .;(.+l), f : w-l H Iw et a! est une constante donnee. 
La variett terminale ne depend pas de la temperature T. c’est-a-dire de v 
et le probkme est done plat. 

2. PRhLIMINAIRES. LE PRINCIPE DU MAXIMUM 

L’objectif de ce paragraphe est de fixer la terminologie pour Ctudier notre 
problbme et presenter le principe du maximum. Considerons un systeme 
de la forme (1): 

y = X(v(t)) + u(t)Y(v(t)). 

oii w est une application absolument continue, definie sur [O: T] a valeurs 
dans Iw” (Z’espace d’e’tat), solution de (1) presque partout, oti u E U 
ensemble des applications mesurables bomees definies sur [O: T] a valeurs 
dans [- 1, +l] et enfin ou X, Y sont deux champs de vecteurs analytiques. 
Fixons va E Iw” et notons t I--+ v(t, va, U) la rtponse selon (1) a u E U dont le 
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point initial est ~0 a l’instant t = 0. Alors A( ~0. T) = {u (T, vo. IL) ; u E U} 
designe l’ensemble des points accessibles a u. en un temps T > 0 et 
4~0) = U,,, A(~Io, T) 1 ‘ensemble des e’tats accessibles. - 

2.1. Le principe du maximum de Pontriaguine 

Soit N une sous-variete reguliere de R”. Le principe du maximum [20] 
nous dit que si (‘u* , ‘II*) est une trajectoire temps minimale pour joindre 
v*(O) a N alors il existe un vecteur adjoint p*(t) E Rn\{O} tel que les 
conditions suivantes soient satisfaites presque partout par (v* , p* , 7~~): 

it* = q!,$*,u’). 
3P ;ri* = -g(“*.p*.u*) (4) 

H(v”, p*. u*) = M(u*, p*) (5) 
oii H(u,p: u) = (p, X + uY), (, ) Ctant le produit scalaire usuel et 

I = ;tl;~~(W). 

De plus on a la condition suivante : 

t + M(v* (t). p*(t)) est une constante positive ou nulle (6) 

Et a l’instant terminal t* sont verifiees les conditions de transversalit. : 

u*(t*) E N, p*(t*) est orthogonal a T,,, ct-jN 

2.2. Dbfinitions 

(7) 

Un triplet (~,p, u) solution des relations (4), (3, (6) est appele un 
rekvement extre’mal, (v, u) une extrkmale, (,u: p) une bitrajectoire extrkmale 
et v une trajectoire extrkmale. S’ils satisfont les conditions de transversalite’ 
on les qualifie respectivement de BC-relhement extrkmal, BC-extrkmale, 
BC-bitrajectoire extrkmale et BC-trajectoire extrkmale. Introduisons 

fi = { (91, y) : 71 E N et p I T,.N}. 

Les conditions de transversalite s’ecrivent : 

(?!*(t*),p*(t*)) E fi. 

Soit (21, u) une extremale definie sur [O,T]. On dit que s E [0, T] est un 
temps de commutation si s appartient a la fermeture de l’ensemble des t ou 
‘u n’est pas Cl. Alors w(s) est appele un point de commutation. On note 
K l’ensemble des points de commutation des BC-extrkmales et W le lieu 
des points de commutation pour les trajectoires optimales. 
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Si (w,p, U) est un relevement extremal defini sur [0, T], la fonction 
cp : t --+ p(t) = (p(t), Y(u(t))) s’appelle lafonction de commutation; alors 
le controle extremal u est dit bang si I = E, E = il, et il est dit bang- 
bung si u est constante par morceaux sur [0, T] et a valeurs dans { -1; +l}; 
enfin ce controle extremal u est dit r&plier si ‘IL(~) = signe (p(t)) presque 
partout, et il est dit (totulement) singulier si Vt E [O, T], p(t) = 0. On note 
y+ (resp. rP) un arc correspondant a 7~ 5 +1 (resp. u = -1) et ys un 
arc correspondant B un controle singulier. On note y+y- un arc y+ suivi 
par un arc r-, y+ys un arc y+ suivi par un arc ys et ainsi de suite pour 
toute concatknation d’arcs y+. y- ou ys, certains de ces arcs pouvant etre 
vides. Le relevement extremal (v, p, 7~) est dit exceptionnel si H ]c~,~,,,)= 0 
presque partout. 

Soit (a, U) une BC-extremale definie sur [T, 01, T < 0. Le cut point le 
long de v est le premier point on u cesse d’etre optimale c’est-a-dire le 
point I ou t est le temps de [T: 0] tel que 71 soit optimale sur ]t; O] et 
n’est pas optimale sur [t’: 0] V’t’ < t. L’ensemble des cut points s’appelle 
le cut locus et se note C. 

L’objectif de ce travail est de struti$er W u C. 

2.3. Rappels sur la classification des extkmales rCguli&res 

En vue de rendre la lecture de cet article aisee, il convient de 
presenter brievement les resultats de Kupka concernant la classification 
des relevements extremaux [ 151. 

2.3.1. NOTATIONS. - Soit z = (II.~), C = {(v.p) ; (~J.Y(u)) = 0} et 
C’ = {(v.p) ; (JJ, Y(U)) = (p, [X. Y](U)) = 0) ou le crochet de Lie est 
calcule avec la convention : [Zr . Z,] = %Zr - sZ2 et oti l’on note 
udZ1(2*) = [Z,, 221. 

Soit (z, U) un relevement extremal defini sur [O: T], suppose l&se. En 
derivant la fonction de commutation cp : I + p(t) = (p(t). Y (7:(t))) il 
vient : 

cp(t) = (P(t). w. YIWN) 

c;;(t) = (p(t), ad2X(Y)(w(t)) - 7L(t)dY(X)(,u(t))). 

2.3.2. POINTSDECOMMUTATION NORMAUX. - Soit z. E C et supposons que 
Y(vo) # 0 et zo E C\C’. Le point zo est dit norm&. Le comportement 
des bitrajectoires extremales z = (v,p) au voisinage de z. est donne par 
le lemme suivant : 
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LEMME. - Notons z+ (resp. z-) la bitrajecroire extrkmale correspondant 
ir u z +l (resp. -1). Si I’on note cp+ (resp. c+c-) la fonction de commutation 
e’valuke le long de z+ (resp. z-) et to le temps de commutation avec 
z+(t”) = z-(to) = qj = (a~j.p~j), on a : 

@+(k~) = @-(to) = (~0. [x. Y](u”)) (loi de r$exion). 

De plus si 2 = (II. JI) est une bitrajectoire extrkmale passant par zo on a : 

(9 si (PO, [X,k’](wo)) < 0 UlWS 1: = y+y 

(ii) ,5-i (PO> [X. Y](W”)) > 0 nlors 1) = 3-y+ 

2.3.3. LE CAS DU PLI. - Soit ,za = (?J~~,P~) E C’ et supposons que 
Y(w0) est non nul et que A+ et A- sont non nuls oti A+ (resp. A-) 
= (po,ud2X(Y)(vO)- (resp. +) nfPY(x’)(~a)). Un tel point s’appelle un 
pli. Le comportement des bitrajectoires extremales regulibres z = (11,p) au 
voisinage de z. est donne par les trois allures indiquees en figure 1 (le role 
de z+ et zP est permutable en (ii)), qui correspondent a : 

(i) cas hyperbolique : A’ > 0 et A- < 0, 
(ii) cas parabolique : X+X- > 0. 

(iii) cas elliptique : A+ < 0 et A- > 0. 
En particulier toutes les extrhales rPguli&es sont bang-bang bien que 

le nombre de commutations ne suit pas uniformkment bornd duns le cas 
elliptique. 

Fig. 1 

Dans ces figures C’ se projette en zO. 

2.4. Quelques propriMs des extrkmales singulibes 

Les relevements extremaux singuliers verifient Vt E LO, Tl 
(p(t), y(4t))) = 0, c’est-a-dire que les bitrajectoires extremales singulieres 
-z(t) = (tl(t),p(t)), t E [O,T] sont contenues dans C. L’objet de ce 
paragraphe est de montrer qu’ils sent, au moins gCnCriquement, solutions 
d’une kquation diffkrentielle analytique sur C’ et de rappeler leur statut 
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d’optimalite’ pour le problPme point-point, c’est-h-dire lorsque la variCt6 
terminale est r&duite B un point, ceci sous des conditions de codimension 
zero ou un pour le syst&ne (X, Y). 

2.4.1. LEMME. - Notons S = {(PI:~) E C’ : (p.nd*Y(X)(~)) = 0). Les 
relhements extre!maux singuliers (21. p, u) sent tels que (vu. p) est contenu 
duns C’ et ceux qui sont tels que (w,p) est contenu duns C’\S sont les 
solutions de l’iquation diffirentielle hamiltonienne sur C’\S 

oci le contr6le singulier est don& pour (v(t). p(t)) E C’\S par u(t) = 
ii(u(t),p(t)) avec : 

et E;r(li,p) = (p,X(v) + C(U.p)Y(w)). 

Preuve. - En dtrivant 1’Cquation de contrainte (p, Y(u)) = 0 le 
long de (v(t),p(t),u(t)) il vient : (P, [X7 Y](4) = (P: ad2X(Yl(4 - 
w~d~Y (X)(v)) z 0 et le contr8le singulier est bien C. Par ailleurs g = $$ 

et ?$ = g sur (p, Y(u)) E 0, d’oti l’assertion. 
On peut observer que (8) d6finit bien un champ de vecteurs hamiltonien 

sur C’\S pour la structure induite par la structure symplectique canonique 
de R’“. 

2.4.2. DEFINITIONS ET NOTATIONS. - Soit (v,p, ZL) un relkvement singulier 
dCfini sur [0, T] et tel que (v,p) est contenu dans C’\S. On dit que 
u est admissible si V’t E [O,T], u(t) = C(w(t),p(t)) E [-1, +I]. Un 
tel contr8le est dit saturant si u(O) ou u(T) = fl. Supposons que 
l’application 1: H v(t) soit injective. On peut alors en utilisant un 
diff6omorphisme local l’identifier B : t H (t, 0, . . 0). Par ailleurs en 
utilisant un feedback, on peut identifier (en changeant X en ,? = X + C,Y) 
le contrijle singulier au contrble nul. Avec ces normalisations introduisons 
alors K(t) = {ad’“T?(Y)(v(t)) ; k = 0;. . ;+30},.,;., K(t) s’appelle 
le premier cbne de Pontriaguine. D’apr&, [9] on dit que (v. ZL) est une 
extrCmale singulizre si et seulement si V’t ~10, T] K(t) est de codimension 
au moins &gale g un. Faisons les hypothkses suivantes : 

(Hl) VJt E]O,T], K(t) est d e codimension 1 et de plus pour tout 
t E [O,T] les (n-1) vecteurs {ad”Lf(Y)(ll(t)) ; k = 0,. . . ! n-2} 
sont indkpendants. 

Vol. 14. no l-1997 
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(H2) vt E [O,T], 2(7(t)) $2 {a&X(Y)(v(t)) ; Ii: = 0,. . .n - 3}c.l,. 
si TL > 3 et si 71 = 2, k(w(t)) et Y(u(t)) sont independants. 

En derivant (p(t),Y(v(t))) = 0 p our tout t E [0, T] on en deduit que 
Qk E N, Qt E [O,T], (p(t),d”if(Y)(u(t))) = 0, et le vecteur adjoint est 
done orthogonal 2 K(t) en tout instant t ; par ailleurs si h, est la valeur du 
hamiltonien I? = (p, X(V)) le long du relevement extremal, p est orient& 
selon la convention h, 2 0 (voir 2.1, condition (6)) et est defini de facon 
unique a un facteur pres sous les hypotheses (HI) et (H2). On dira que 
le relevement extremal singulier est exceptionnel si !1 = 0 et hyperbolique 
(resp. elliptique) si /L > 0 et Q’t E [O.T], (p(t),dY(,~)(u(t))) < 0 (resp. 
> 0). 

2.4.3. PROPOSITION. - Soit ( ,v, U) une extremale singulibre admissible 
d.&jinie SW [O,T] et ve’rt$ant (Hl) et (H2). Alors si T est assez petit, 
la trajectoire v est temps minimale (resp. maximale) pour le problkme 
point-point ssi on est duns le cas hyperbolique ou exceptionnel (resp. 
elliptique). 

Preuve. - Ces resultats proviennent de [3]. 
Des resultats 2.3 et 2.4 on deduit les propriMs suivantes. 

2.5. PropriCMs 

Soit (v, U) une extremale singuliere definie sur [0, T] vCrifiant (Hl) 
et (H2). Alors dans le cas hyperbolique ou elliptique u E] - 1, +I[, et 
(v, U) admet un seul relevement extremal (u-p, U) oti p E P-l (espace 
projectif). Le point z. = (~(O),p(o)) est un pli et les relevements extremaux 
sont don& par la figure 1 (i) si (u. p: U) est hyperbolique et (iii) si 
(u, p, U) est elliptique. Dans le cas exceptionnel, ‘u E] - 1, + l[ et (II, U) 
admet deux relevements extremaux (v, p, U) avec p E F-l, l’un tel que 

20 = (4O),P(O)) soit un point pli hyperbolique (figure 1 (i)) et l’autre 
tel que z. = (11(0),-p(0)) sot un point pli elliptique (figure 1 (iii)). Le ‘t 
cas parabolique correspond B la situation ou u # [-1, +l], i.e. n’est pas 
admissible. 

2.6. Le cas n = 2 

2.6.1. LEMME. - Les relbvements extrtfmaux singuliers (v,p, U) sent tels 
que les trajectoires PI sent contenues darts le lieu des points ou Y et [X, Y] 
sent coZin.hzires. Si ad2Y (X) ( ) u n’est jamais colineaire Li Y(u), le controle 
singulier est don& par (9) et fi ne dkpend pas de p si Y(v) ne n’annule pas. 

Preuve. - On a (p, Y(U)) = (p, [X, Y](U)) F 0, dans le cas singulier et 
done, puisque p # 0 en tout instant, Y(V) et [X, Y](U) sont colineaires. 
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Le controle singulier est defini par (9) et p peut etre CliminC en utilisant 
ww f 0. 

2.6.2. PROPOSITION. - Soit vg tel que X, Y sent independants en 7~0 ainsi 
que YT [X, Y]. Al 01-s dans un voisinage de ‘~0 tome trajectoire optimale est 
reguliere avec au plus une commutation. 

Soit vg tel que X, Y sont independants en vug et Y; [X, Y] sent coline’aires 
en vo. Alors dans le cas hyperbolique, une trajectoire optimale est de la 
forme yky,*yh, dans le cas parabolique, de la forme y+y-y+ ou y-y+y-. 
Dans le cas elliptique toute trajectoire optimale est bang-bang avec au plus 
une commutation. 

Preuve. - Tous ces resultats viennent de la classification des extremales 
except6 dans le cas elliptique CtudiC en [22]. 

2.7. Le cas n = 3 

2.7.1. LEMME. - Notons D = det(Y. [X, Y], [Y, [X, Y]]), D’ = 
det(Y, [X, Y], [X, [X, Y]]) et D” = det(Y, [X, Y]; X). Les extre’males 
singulibres dont les trajectoires v sont contenues dans R3\(D = 0) sont 
les solutions de 

il = k(w), k(v) = X(v) + ii(w)Y(w): h(w) = -D’(v)/D(v) (10) 

Alors dans le cas hyperbolique (resp. elliptique, exceptionnel), ces 
extremales sont les solutions non reduites a 1 point ou non ptriodiques 
de (10) contenues dans D”D > 0, (resp. D”D < 0, D” = 0) telles que 
ii E] - 1, +1[. 

Preuve. - Les relevements singuliers (w, p, U) verifient 

(P> Y(v)) = (P, [K WJ)) = (P, ad2X(Y)(4 + u[Y, [X, Y]](w)) = 0 

En dehors de D = 0, le controle singulier est done don& par le feedback 
iL. On verifie que l’ensemble D” = 0 est un ensemble invariant pour (10) 
dont les solutions sont les extremales exceptionnelles. Lorsque 6 E] - 1, +l[, 
cet ensemble represente la separation entre la zone hyperbolique D”D > 0 
et la zone elliptique D”D < 0. 

2.7.2. PROPOSITION. - La synthbse temps minimale pour le probleme point- 
point au voisinage de ~0 E R3 est la suivante. Si u. E D”D > 0, X(vg) # 0 
et C(v0) E] - l,+l[ ( cas hyperbolique), une trajectoire optimale est de la 
forme y*ySyk. Si vg E D”D < 0, X(vo) # 0 et C(UO) E] - 1, +l[ 
(cas elliptique), toute trajectoire optimale est bang-bang avec au plus deux 

Vol. 14. no l-1997 



66 B. BONNARD, G. LAUNAY ET M. PELLETIER 

cornmututions. Si 710 E R3\{D = 0 ou Ji- = 0) et C(‘u0) $2 [-l,+l] (ens 
parabolique) toute trajectoire optimale est bang-bang, avec au plus deux 
commutations. 

Preuve. - Ces resultats proviennent de [21]. 

3. CLASSIFICATION PLANE GI?NtiRIQUE 

Nous rappelons ici quelques resultats de [5] ou est proposee une 
application de cette etude aux reacteurs chimiques 

3.1. DCfinitions et notations 

Soit le systeme (1) note (X,Y), suppose plan et on note II = (z!y), 
les points de ll?. Un systeme de coordonnees (U. ‘I:) tel que la restriction 
de Y a U est -$ est dit adapte’. On se place au voisinage d’un point 
710 E R2 identifie a 0. La variett terminale N est identifiee localement 
a l’image d’un voisinage de 0 par une immersion F : R M R2 telle 
que F(0) = 0. La classification generique consiste a analyser toutes les 
situations de codimension 0 ou 1 sur la strie de Taylor de (X, Y: F) en 
0. On traitera par ailleurs des situations de codimension 2, utiles pour la 
geometric du problkme dans R3. 

3.2. Hypothbe Al 

On peut identifier localement N au segment .c = 0, :y E] - E? +E[. 11 est 
clair que l’on peut se limiter a calculer la loi optimale pour, par exemple, 
le demi-espace :c < 0. Notons C(V) le convexe {X(w) + SLY (7~) ; IuI 6 l}. 
L’hypothese Al est de supposer X et Y non colineaires en 0 et C(0) 
contenu dans le demi-espace :c > 0. La normale n a N au voisinage de 
0 est orientte par convention vers le demi-espace :I‘ > 0. Alors pour tout 
BC-relevement extremal (II. ~1, u,) defini sur [T, 01, T < 0 avec w(0) E N. 
voisin de 0, on peut done poser p(O) = n(v(0)). 

3.3. Le cas Al g6nCrique 

Par hypothese, en 0. X f Y ne sont pas tangents a N et avec notre 
convention on a (n(uo), X(vo) 4~ Y (Ye)) > 0 pour ~0 E N voisin de 0 ; 
et tout BC-relevement extremal (v.p, 9~) sur [T, 01, T < 0, avec ~(0) E N 
voisin de 0, vtrifie p(O) = rb(~(O)). Supposons (n(O),Y(O)) # 0, alors la 
loi optimale est donnee par la condition de transversalite : 

u E signe ((n(O),Y(O))) (11) 
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Remarquons que c’est le contrble qui maximise la vitesse de dkplacement 
normale. 

3.4. Le cas Al de codimension un 

On va analyser maintenant la situation ou (AL, Y (0)) = 0, c’est-a-dire 
ou Y est tangent a N. Alors N = {(z,p) ; z E N et p -L T,N} intersecte 
la surface C = { (z,p); (p, Y(z)) = 0} en (0, n(0)) et les BC-extremales 
peuvent commuter dans un voisinage de 0. Citons un lemme general. 

3.4.1. LEMME. - Soit y un arc admissible atteignant N en ~0 et associk 
ir un contrGle ug constant, y &ant suppose’ non contenu dans N. Notons 
2 = X+uoY et X(6, P) = Ck>O *u&Z(P)(w0) -Z(q)) avec 6 E R 
et P champ de vecteurs. Si y est iptimale, alors pour tout 6 2 0 assez petit et 
pour tout P e’lkment de {X + UY ; (~1 2 1) on doit avoir (~2, X(6, P)) 5 0 
oLi n est la normale & N en ~0, orientke vers le demi-espace ne contenant 
pas Y. 

Preuve. - Voir [5]. 

3.4.2. HYPOTHESES. - On a done (n(O), Y(0)) = 0. Supposons Y(0) # 0 
et (n(O), [X, Y](O)) # 0. Observons que d’apres Al, (n(O), X(0)) > 0. 

3.4.3. M~THODE D'ANALYSE. - Notre objectif est d’evaluer au voisinage de 
0, la courbe de commutation K et le cut locus C. Pour cela, il est commode 
d’utiliser les normalisations suivantes. Puisque X et Y sont transverses en 
0, on peut supposer localement que Y = & et que la trajectoire associee 
a u z 0 est la trajectoire t -+ (t, 0). 

Le systeme (1) s’ecrit alors : 

(12) 

De plus en changeant si necessaire y en -y et u en -u, on peut supposer 
que a = ~~(0) > 0, ou a est -(n(O), [X,Y](O)) avec n(0) = (1,O) 
normale a N en 0. La variete terminale N est localement parametrisee 
comme l’image de s F-+ (c(s), s) oti c(s) = ks2 + o(s2), & &ant tangent a 
N en 0. Le coefficient k parametrise la courbure de N. La normale n(r10) 
a N en ‘11~ E N orientee suivant la convention (n(wa), X(v0)) > 0 s’ecrit 
(nr,~), avec nr = 1, 712 = -c’(s) = -2ks + o(s). En ~0 E N voisin 
de 0, le controle optimal est donnt par la condition de transversalite (11). 

Vol. 14, Ilo I-1997 



68 B.BONNARD,C.LAUNAY ET M.PELLETIER 

De plus, si k < 0 les BC-trajectoires extrkmales peuvent se couper au 
voisinage de 0, contrairement au cas k > 0 (voir fig. 2). 

k < 0 k > 0 

Fig. 2 

Le systhme adjoint associk B (12), oti p = (pl, p2) s’krit 

+CC +‘X 

PI = -P1E u:(:“)yi - &b:(x)y" 
i=l )=l 

lj2 = -p15 ia;(x)y’-l - p2 E ibi(x)y’-l 
i=l i=l 

(13) 

oh ai, bl sont les dCrivCes de ai, bi par rapport B x. Si u est analytique par 
morceaux, toute solution (v,p) de (12), (13) avec (w(O),p(O)) E fi et U(O) 
voisin de 0, peut &re CvaluCe pour t petit en utilisant l’analycitk. 

3.4.4. LEMME. - Une trajectoire aboutissant en wg E N voisin mais distinct 
de 0 ne peut e^tre optimale que si elle est de la forme y+ ou y+y-, les arcs 
conside’rh &ant tous non vides. 

Preuve. - Voir [5]. 

3.4.5. LEMME. - L’arc y- arrivant en 0 (note’ r!) n’est pas optimal. 

Preuve. - On dkveloppe la fonction de commutation associCe 2 r! A 
l’ordre 1 en t. 

3.4.6. LEMME. - Supposons k # 0. Les points de commutation des BC- 
extrt?males y+y- forment une courbe analytique K dont 1 ‘espace tangent 
en 0 est R(-2k/a, 1 + 2k/n). 

Preuve. - Integrons (12), (13) pour t 5 0, avec les conditions initiales 
v(0) E N, p(O) = n(v(0)) = (1, -2ks+o(s)). On obtientpl(t) = 1+0(l), 
p2(t) = -2ks - at + o(s, t), Les temps de commutation sont donnCs en 
rholvant p2(t) = 0, t 5 0. On obtient done f = -2ks/a + o(s). De plus si 
k < 0, on doit avoir s < 0 et si k > 0, s > 0. Le point de commutation des 
BC-extrkmales y+y- est done (z(Q, y(q) = s(-2k/a, 1 + 2k/a) + o(s) 
et le lemme est prouvk. 
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La synthese optimale depend du fait que les extremales y+y- traversent 
K ou se reflechissent sur K. On a : 

3.4.7. LEMME. - Les cas ge’ne’riques sent ceux ou k # 0 et k # -a/4. 
Une BC-extre’male y+y- traverse K si k > 0 ou -a/4 < k < 0 et se 
rejlechit sur K si k < -a/4. 

Preuve. - 11 suffit de comparer les pentes respectives de K et de la 
trajectoire 7: qui est +l. D’ou les situations geometriques representees 
par la figure 3. 

k>O -al‘4 < k < 0 1, < -a/.4 

Figure 13.~1 Figure 3.11 Figure 3.c 

Fig. 3. 

3.4.8. LEMME. - Les syntheses optimales sont donnees par la$gure 3 ou 
W est une cow-be lisse de pente -1 - a/2k en 0 et le cut locus C est une 
courbe lisse de pente -a/4k en 0. 

Preuve. - Dans les deux premiers cas la situation est Claire car au 
voisinage de 0, dans le domaine x < 0, il existe une seule BC-trajectoire 
extremale y+y- pour atteindre la cible. 

Considerons le cas k < -a/4 et montrons qu’une trajectoire optimale 
est sans commutation. Supposons done que des trajectoires optimales y+y- 
s’accumulent en 0 (voir fig 3). Alors on peut construire une trajectoire 
optimale de la forme y+y-y+y-, ce qui est absurde d’apres le lemme 
3.4.4. 

Le cut locus C existe dans ce cas k < -a/4 pour des raisons 
topologiques : en effet, la fonction temps minimale est continue. On calcule 
C en Cvaluant l’ensemble sous-analytique L = {WI = (x1, yl), x1 < 0 
tels que expt(X f Y)(u~) ’ t m ersecte N}, ou exp tZ designe le groupe 
local a un parametre associe B 2 : L est la ligne de partage, c’est-a-dire 
l’ensemble des points 00 la loi optimale n’est pas unique (c$ [19]). En 
calculant, il vient que L est une courbe lisse dont la tangente en 0 a pour 
pente -a/4k ~10, 1[ avec C = L. Observons aussi qu’il n’y a pas ici de 
trajectoire optimale passant par 0. 
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3.4.9. REMARQUE : COMPLEXIT& - Les courbes K et C peuvent &tre 
calculkes 2. l’ordre In E N* si l’on dCveloppe c B l’ordre m + 1, (Y 2 
l’ordre m et 0 B l’ordre TV, - 1 (avec les notations introduites en 3.4.3). 
ces ordres &ant minimaux. 

3.5. Le cas du pli ghkique 

L’objet de ce paragraphe est de calculer la synth$se optimale quand une 
extrkmale singulikre rencontre la cible en un point oti Y est tangent j 
N. C’est une situation non gCnCrique, mais elle est interessante pour deux 
raisons. Elle devient gCnCrique si 71 = 3 et par ailleurs elle est techniquement 
intkressante : 1’Ctude menCe dans [5] utilise des Cvaluations de l’ensemble 
d’accessibilitt et des calculs directs comme dans le paragraphe prCcCdent. 

3.5.1. HYPOTHESES. - On suppose que le systkme vtrifie la condition 
Al. De plus on va supposer qu’en 0, Y est tangent 2 N et Y. [X, Y] 
sont colint5aires. C’est done une situation de codimension deux. De plus 
on suppose que le lieu des points oti Y, [X: Y] sont colinkaires est une 
courbe analytique et que (I.C~~Y(X) (0) n’est pas colinkaire B Y(0). Avec 
ces hypothkses il passe par 0 une unique BC-extrkmale singulikre. Elle est 
admissible si G(O) E] - l,+l[. 

3.5.2. PROPOSITION. - Soit (u. u) une extre’male sing&%-e, d@nie sur 
[0, T], hyperbolique, le contrBle singulier 6 d.$ni par (9) appartenant Lr 
] - 1, +l[. Alors il existe cm voisinage V de la trajectoire II(.) tel que 
71 soit l’unique trajectoire optimale joignant ~(0) 6 U(T), pour toutes les 
solutions de (I) contenues dans V. De plus, si V est assez petit, I ‘ensemble 
d’accessibilite’de (1) restreint 6 V, note’ A+(v(O). T) est d’inte’rieur non vide 
et sa frontibre est convexe au voisinage de v(T), parame’tre’e par s H d(s), 
avec d(0) = n(T), d’(0) E RY(~u(T)), C2 mais pas C” en gknne’ral. De 
plus dans tout systkme de coordonne’es adapte’ (02 par d&nition Y = 6) 
sa courbure est z&o. 

Preuve. - Voir [5]. 

3.5.3. NORMALISATIONS. - On normalise le systkme et la variCtC terminale 
au voisinage de 0. On peut supposer Y = 5. Observons que l’objet 
gComCtrique important est l’arc singulier. Identifions done le lieu des points 
oti Y et [X, Y] sont colinkaires 2 y = 0 et l’arc singulier B f + (t. 0). 
Le syst2me s’kcrit alors : 

i- = a(z.y) = 1 + y2X&, ?/) 

7j = ,#(,. y) + ‘U = - ii(z) + yXp(lc, y) + ‘U, /uI 5 1 (14) 
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Posons (L = X1(0, 0) et observons que l’arc singulier est admissible 
si G(0) E] - 1, +I[; dans ce cas ii est elliptique si a > 0, hyperbolique 
si CL < 0. La variCtC terminale est paramCtrisCe par s H (c(s), s), oti 
C(S) = ks2 + o(s”). Le systkme adjoint associk B (14), oti p = (~1, ~2) 
s’kcrit 

$2 = -P1$4 -P23?Y) 

3.5.4. CAS HYPERBOLIQUE 

PROPOSITION. - Avec les normalisations pre’ctfdentes, si l’arc t -+ 
hyperbolique, c’est-&-dire u < 0 et G(0) E] - 1, +I[, la synthbse 
est donne’e par la jigure 4. 

(15) 

(t, 0) est 
optimale 

L<O k>O 

Figure 4.a Figure 4.1, 

Fig. 4. 

Preuve. - Posons .zo = ((O,O), (l,O)). Selon la terminologie de 2.3.3, 
c’est un point pli hyperbolique et d’aprks 2.6.2 les trajectoires extrkmales 
voisines de x0 sont de la forme yktysy*. La trajectoire yS est optimale 
pour le problkme point-point et pour dkcider de son statut d’optimalitk dans 
notre problkme on utilise la proposition 3.5.2. Soit vu1 = (T, 0), 2’ < 0 
assez petit. Puisque la front&e de l’ensemble d’accessibilitk A+(ul, T)-est 
de courbure nulle, on a deux situations si k # 0 (voir fig. 5). 

k < 0 k > 0 

Figuw T,.a Figut-r 5.1, 

Fig. 5. 

Dans le premier cas (k < 0), N rencontre l’inte’rieur de I’ensemble 
des Ctats accessibles en temps T et clairement yS n’est pas optimale, 
contrairement B la seconde situation (k > 0). 
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fivaluons maintenant les points de commutation, 8 l’aide de (15). Soit 
vo = (c(s), s) E N et la normale &ant n(‘uo) = (1 - c’(s)). En intCgrant 
(14), (15) avec u = E = fl, w(0) E N, p(O) = n(v(0)) et p = (P~;JF~). 
on obtient : 

p2(t) = -c’(s) - nt2(~ - ii(O)) - t(2a.s - c’(s)X2(0)) + o(Is, tl”) (16) 

oiIi les temps de commutation sont solutions de pz(t) = 0, t < 0. De plus, 
on a d’aprks les conditions de transversalitk EICS < 0. 

On en dCduit que puisque a < 0, une BC-trajectoire extrkmale y+ ou y- 
issue de u. # 0 est sans commutation si k # 0. On en dCduit la synth?se 
dans le cas k > 0. Dans le cas k < 0, les BC-trajectoires extrkmales se 
recoupent et un cut locus C apparait, la pente de C en 0 (CvaluCe par la 
m&me m&ode qu’en 3.4.8) Ctant -G(O). 

3.5.5. CAS ELLIPTIQUE 

PROPOSITION. - Si 1 ‘arc t + (t, 0) est elliptique, c’est-&dire (1 > 0 et 
C(O) E] - 1, +l[, la synthtbe optimale est donn~epar lesjgures 6.a et 6.b. 

Preuve. - Le point zo = (( 0, 0), (1,O)) de fi est un point pli elliptique, 
selon la terminologie de 2.3.3. On en dtduit done que les arcs y+ ou y- 
passant par 0 ne sont pas BC-extrkmaux. D’ap&s 2.6.2, toute trajectoire 
optimale pour le problbme point-point est bang-bang avec au plus une 
commutation. Evaluons les temps de commutation pour une BC-trajectoire 
extrkmale y+ ou y- . On utilise (16) et l’on obtient : 

d -2ks 
pour x, b = - a(& _ ‘iL(o)) + hm) avec E = f 1 

et les courbes de commutation correspondantes sont done K, d’kquation 
y = (1 - G(O))5 + o(z) . D one si k # 0 les BC-trajectoires extrkmales 
sont don&es par les figures 6.b et 6.~. 

Annulrs dr I’lnsritur Hrnri PoincurP Analyse non lintaire 
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On observe que les BC-trajectoires extremales se coupent avant de 
commuter, si k < 0 et apres la commutation si k > 0. La synthese optimale 
s’en dtduit comme en 3.4. Pour k # 0 un cut locus C apparait, et la pente 
de C en 0 est -G(O) si k < 0 et 0 si k > 0. 

3.5.6. CAS PARABOLIQUE 

PROPOSITION. - Supposons G(O) # [- l,+l], par exemple G(O) > 1. La 
synthBse optimale est alors donne’e par la figure 4.a (vue en 3.5.4) si k < 0 
et par la jigure 7 si k > 0. 

a<0 cl>0 
k > 0 

Fig. 7. 

Preuve. - Calculons les points de commutation en utilisant (16) et 
observons que les BC-trajectoires extremales se reflechissent sur le lieu 
des commutations si k < 0 et le traversent si k > 0. Comme en 3.4, on 
en deduit que si k < 0, une trajectoire optimale est de la forme y+ ou 
y- et qu’il existe un cut locus de pente --G(O) en 0, alors que si k > 0, 
une trajectoire optimale est de la forme y-y+ (resp. y+y-) si a < 0 (resp. 
a > 0). 

3.5.7. REMARQUE : COMPLEXIT& - La courbe C qui apparait pour k < 0 
peut Ctre calculee (par la mCme methode qu’en 3.4.8) a l’ordre m E N* si 
l’on developpe c a l’ordre m + 1, a a l’ordre m et p a l’ordre m - 1 (avec 
les notations introduites en 3.5.3 ), ces ordres &ant minimaux. 

Les courbes de commutation K- et K+ peuvent Ctre calculees a l’ordre 
m E N* si l’on developpe c B l’ordre Int (m/2) + 1 (Int designant la partie 
entiere), Q a l’ordre m et ,B a l’ordre m - 1, ces ordres Ctant minimaux. 

Le calcul de la courbe C qui apparait pour a > 0 et k > 0 est plus 
complexe et a CtC mene a l’ordre 1 en developpant c et Q a l’ordre 2 et 
D a l’ordre 0. 

3.6. Le cas exceptionnel gCnCrique 

3.6.1. HYPOTHESES ET NORMALISATIONS. - On traite le cas ou C(0) n N est 
non reduite a 0 : I’hypothbse Al est violee. Examinons tout d’abord le cas 
ou l’une des courbes y+ ou y- anivant en 0 (notee 7: ou +y!> est tangente 
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a N en 0; on peut supposer que c’est la courbe 7:. Par ailleurs on fait les 
hypotheses generiques suivantes : Y et X - Y ne sont pas tangents a N en 
0 et le contact de 7: avec N en 0 est minimal. On peut alors choisir en 0 un 
systeme de coordonnees tel que Y = $ et N est la courbe s H (0, s). Le 
systeme s’ecrit alors localement : :EI = X1 + U, jl = X2, avec X1(O) = -1, 
%(O) = a # 0 et X2(0) # 0. On peut supposer X2(O) > 0. On a alors 

3.6.2. PROPOSITION. - Avec Ies normalisations et les notations precedentes, 
la synthbse optimale est don&e par la ,figure 8. 

Preuve. - Vbir [5]. 

Fig. 8 

On observe que si a > 0, la cible est accessible de tout point, mais 
la fonction temps minimale est non continue dans le secteur z < 0. Par 
contre, dans le cas a < 0, la cible n’est pas accessible a partir des points 
de z < 0, au-dessus de l’arc 7:. 

De cette analyse on dtduit le resultat suivant, qui s’interprete comme 
une condition de transversalite’ gtfnne’ralise’e. 

3.6.3. PROPOSITION. - Supposons que Y et X - Y ne sont pas tangents a 
N en 0 et que l’intersection de l’espace tangent a N en 0 avec C(0) n’est 
pas re’duite a 0. Alors duns le domaine contenant l’arc y- arrivant en 0, 
une trajectoire optimale est de la forme y-. 

Preuve. - On peut supposer que N est l’axe Oy et que la trajectoire y- 
arrivant en 0 est dans le secteur z 2 0. On remplace le systeme ti E C(U) 
par le systeme tronque ,ii E C(V) fl (i < 0). 

4. LE CAS PLAT EN DIMENSION DEUX 

L’objet de ce paragraphe est de classifier les situations generiques lorsque 
Y est suppose tangent a N en chaque point, c’est le cas pour le probleme 
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de controle des reacteurs chimiques. On a alors k c C et tous les points 
terminaux des BC-trajectoires extrkmales sont des points de commutation. 
La variCtC terminale N est identifiee a l’axe Oy, c’est-a-dire a I’image de 
s H (0, s). 

4.1. Le cas ghkique 

On suppose que Y ne s’annule pas en 0, et que X et [X, Y] sont 
transverses a N en 0. On note n = (1, 0), la normale a N et I’on considere 
~a E N voisin de 0. La synthirse optimale est donnee par la condition 
de transversalite : 

Md IX, Y](%)) < 0 (17) 

qui resulte de 2.3.2. 

4.2. Le cas du pli g6nCrique 

4.2.1. HYPOTHBSES ET NORMALISATIONS. - On suppose qu’en 0, Y et [X, Y] 
sont colineaires. Faisons par ailleurs les hypotheses gCnCriques suivantes : 
Y(0) # 0 et X et ad2Y(X) sont transverses a N en 0. Le lieu des points 
00 Y et [X, Y] sont colineaires est alors une courbe simple transverse a N 
et le systeme peut s’ecrire comme (14) (we en 3.5.3) : 

li: = a(z, y) = 1 + y2& (z, Y) 

yj =/3(x, y) + u = - ii(z) + YX:!(Z, Y) + u, IUI I 1 

Si I’on pose a = Xr (0, 0), l’arc singulier aboutissant en 0 est admissible 
si 6(O) E] - 1, +l[; dans ce cas il est elliptique si a > 0, hyperbolique si 
CL < 0. On va supposer que le controle singulier G(O) n’est pas saturant, 
c’est-a-dire ]G(O)] # 1. L a variCtC terminale est parametrisee par s H (0, s). 

4.2.2. PROPOSITION. - Si l’arc t ---f (t, 0) est h.yperbolique, c’est-&dire 
a < 0 et G(O) E] - 1, +l[, la synthke optimale est donnkepar la$gure 4.b 
(we en 3.5.4). 

Preuve. - La preuve est similaire a celle de 3.5.4 (voir fig. 5.b). Les 
commutations sont obtenues d’apres (16) en resolvant : 

p*(t) = -cd2(& - ii(O)) - 2ast + o&s. tl2) = 0 (18) 

pour t 5 0, E = fl et ES < 0, cette derniere condition venant de (17). Alors 
l’examen de (18) montre que les BC-trajectoires extremales ne commutent 
qu’en t = 0. 
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4.2.3. PROPOSITION. - Si l’arc t + (t,O) est elliptique, c’est-h-dire n > 0 
et G(0) E] - 1, +l[, la synthbse optimale est donnke par la j&we 6.a (vue 
en 3.5.5), 0~2 le cut locus a pour pente --$&L(O) en 0. 

Preuve. - La preuve est similaire a celle de 3.55. D’apres (17), puisque 
a > 0, on a ES > 0. Alors d’apres (18) les temps de commutation sont : 

pour x, t, = E I:,, + o(s) avec E = 4x1 

d’ordre s. Le lieu des points de commutation des BC-trajectoires extremales 
forme done deux courbes K, d’equation y = TX + O(X). En 
consequence les BC-trajectoires extrkmales y+ et y- se croisent avant 
de commuter comme dans la figure 6.c de 3.5.5. On en deduit l’existence 
d’un cut locus C de pente -iG(O) en 0, calculee par la mCme methode 
qu’en 3.4.8. 

4.2.4. PROPOSITION. - Supposons IG(O)l > 1. Sans nuire & la gknne’ralitk, 
on peut alors supposer G(O) > 0. La synthkse optimale est alors donne’e 
par la Jigure 9. 

0 < 0 (I > 0, fi.( 0) < 3 (1 > O,iL(O) > 3 

Fig. 9. 

Preuve. - Le point zo = ((O,O), (1,O)) est un point pli parabolique. 
L’analyse utilise (18) et (19) comme en 4.2.3. Une BC-trajectoire extremale 
Y+Y- se r&l&hit sur K- si G(O) < 3 et traverse K- si G(O) > 3. On en 
deduit les syntheses correspondantes. 

4.2.5. REMARQUE : COMPLEXITI? - Les courbes de commutation K+ et K_ 
et la courbe C peuvent Ctre calculees a l’ordre m E N* si l’on developpe 
cy a l’ordre m + 1 et ,lT a l’ordre m - 1 (avec ies notations introduites en 
4.2.1), ces ordres &ant minimaux. 

Andes dr I’lnstitut Hmri PoincarP Analyse non h&ire 
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4.3. Le cas exceptionnel plat g&h-ique 

4.3.1. HYPOTHESES ET NORMALISATIONS. - Supposons que X soit tangent 
a N en 0. Faisons par ailleurs les hypotheses generiques suivantes : Y et 
X f Y ne s’annulent pas en 0 et [X, Y] n’est pas tangent a N en 0. Le 
systeme s’ecrit alors localement 

j: = cm + by + o( 12, yl) 
G = X2(x, y) + u, Iul L 1 

oii b = -(n, [X,Y](O)) # 0 t e n = (1, 0) est la normale a N en 0. 
Via une transformation lineaire on peut supposer a = 0. En changeant 
Cventuellement z en AZ, y en -y, on peut supposer aussi que b = 1 et 
1 + X2(0) > 0. 

4.3.2. PROPOSITION. - Avec les normalisations prkidentes la synthbse 
optimale est don&e par la jigure 10. 

Preuve. - Voir [5] 

Iv 

-rt 

@ 

0 

Y- 

S*(O) < 1 

10. 

La difference entre les deux situations provient des proprietes de 
controlabilite du systeme. Dans le cas X2(0) > 1, la cible n’est pas 
accessible pour les points du domaine II: > 0, au-dessus de la trajectoire y- 
arrivant en 0. Dans le cas X2(O) < 1, l’origine est localement controlable. 

5. CLASSIFICATION GkNkRIQUE EN DIMENSION TROIS 

5.1. DCfinitions et notations 

Soit le systeme (1) note (X, Y) consider6 en dimension trois oti l’on 
note 2, = (2, y, .z) les points de W 3, On se place au voisinage d’un point de 
N dans R3, identifie a 0. La variete terminale N est identifiee localement 
a l’image d’un voisinage de 0 par une immersion F : R2 + R3 telle 
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que F(0) = 0. Notre classification generique consistera a analyser des 
singularites de codimension au plus deux. Pour effectuer des normalisations, 
nous utiliserons l’action du pseudo-groupe engendre par les transformations 
suivantes : 

(i) Diffeomorphisme local 4) : R* + R2, $(O) = 0, changeant la 
parametrisation c de N. 

(ii) Diffeomorphisme local cp : R” + R”, ~(0) = 0 de l’espace d’etats, 
(iii) Transformation feedback u + --u. 

5.2. Hypothbe Al 

On peut identifier localement N au plan z = 0. Notons, de meme qu’en 
3.2, C(w) le convexe {X(v)+uY(v) ; ]u] 5 1). L’hypothese Al se formule 
ainsi : C(0) est contenu dans le demi-espace z > 0 et det(X, Y, [X, Y]) 
est non nul en 0. La normale n a N au voisinage de 0 est orientee par 
convention vers le demi-espace z > 0. Alors pour tout BC-relbvement 
extremal (‘u, p. U) defini sur [T: 0] i T < 0 avec v(0) E N voisin de 0, on 
peut done poser p(O) = n(v(0)). 

5.3. Le cas Al gCn&ique 

Sous l’hypothese Al supposons (n(O), Y(0)) # 0. Alors la loi optimale 
est donnee par la condition de transversalite (11) vue en 3.3 : le contrble 
est regulier, il vaut u = E avec E = fl tel que E(~(O);Y(O)) > 0. 

5.4. Le cas Al de codimension un 

Sous l’hypothese Al considerons maintenant le cas ou (n(O), Y (0)) = 0, 
c’est-a-dire ou Y est tangent a N en 0, mais en nous plasant dans le cas 
non plat. Alors la condition (n( ‘~a): Y (~a)) = 0 definit sur N une courbe 
generiquement transverse a Y le long de laquelle Y est tangent a N. Dans 
ce cas, on applique en tout point v. E N voisin de 0 la condition de 
transversalite (11) vue en 3.3 si (n(~a). Y(vo)) # 0 et le lemme 2.3.2 si 
(7l(Uo).Y(?Io>) = 0. 

5.4.1. HYPOTHBSES ET NORMALISATIONS. - On a (,(O);Y(O)) = 0. 
Supposons (n(O), [X, Y](O)) # 0, et observons qu’avec la convention 
prise en 5.2 (n(O)7X(O)) > 0. Afin d’evaluer au voisinage de 0 la 
surface de commutation W et le cut locus C, nous effectuerons dans 
tout le paragraphe 5.4 les normalisations suivantes : nous supposerons que 
localement Y = &, que la trajectoire associee a ‘1~ z 0 aboutissant en 0 
est t -+ (t, 0, O), et enfin nous prendrons une branche de la courbe de N 
d’equation (n(wa), Y (~a)) = 0 pour axe Oy. 
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Le systeme (1) s’ecrit alors : 

ci =a(5, y, 2) = 1 + C U~j(X)$/zZ3 

i+j>o 

I? =P(z, Y/, 2) = C bij(X)yiZj 
i+j>O 

2 =y(2, y, z) + u = c cpj(z)yizJ + u, I'UI < 1 

(20) 

i+j>O 

De plus en changeant si ntcessaire z en --z et u en --u, on peut supposer 
que a = aoI(0) > 0, oh u est -(n(O),[X,Y](O)) avec n(0) = (l.O,O) 
normale a N en 0. La variete terminale N est alors localement parametree 
en (w, s) H (c(w, s),w, s) oii c(w,s) = CT=: ai(w)si car Oy est 
contenu darts N et Y = $ est tangent a N le long de Oy. En posant 
k = a2(0), on a generiquement k # 0. De plus la normale n(uo) a N en 
7~~ = (c(w: s), w. s) E N orientee suivant la convention (nz(vo), X(fluo)) > 0 
s’Ccrit n,(vo) = (1, -&(w, s), -%(w,s)). 

5.4.2. NOTATIONS ET PROPR~TB. - Dans toute la suite, nous noterons Fc^ 
la surface constituee des trajectoires Ye, E E {+, -}, aboutissant sur Oy, 
et 7E (wo) l’element de rE aboutissant en (0, wg, 0); enfin K, designera la 
surface de commutation des BC-extremales de controle E sur N. 

PROPOSITION. - II y a au plus une commutation SW une BC-extrkmale 
about&ant en PIO E N tel que (n(vo), Y(vo)) # 0 et s’il y a commutation, 
le contde est -1 sur la cible. Alors K- est lisse et son espace tangent en 
0 est {(-2k/u? 0, 1 + 2k/u), (0, 1, O)},,,.. 

Preuve. - Le point ((0, O,O), n(O) = (l,O,O)) est un point de commutation 
normal selon la terminologie de 2.3.2, et au voisinage de 0 toute BC- 
trajectoire extrtmale admet au plus une commutation. 

Soit o. = (c(w, s), 20, s) E N voisin de 0 tel que (n(va), Y(uo)) # 0. En 
un tel point la condition de transversalite s’ecrit E~(w, s) < 0, c’est-a-dire 
si k # 0 EATS < 0. En notant (‘u, p, U) le BC-relbvement extremal associe, 
avec p = (pI, p2, ps), il y aura commutation a l’instant t < 0 solution de 
pa(F) = 0; on trouve a l’aide de la forme semi-normale &rite en 5.4.1 ou 
(Y est developpe a l’ordre 1 et /J, y a l’ordre 0 : 

t = -(l/u + O((w, s]))$w, s) = -2&/u + sO(Jw, s]) 

et done, puisque a > 0, t < 0 @ E = - 1. Remarquons que test independant 
de w a l’ordre 1. On obtient l’espace tangent a K- par des calculs directs. 
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5.4.3. SYNTHBSE ET REPRESENTATION GRAPHIQUE DE LA SYNTH~SE. - Dans 
tous les cas trait& ici, la synthese optimale est constituee de feuilletages 
invariants de dimension 2, transverses a la cible. On representera cette 
synthese optimale dans chacune des feuilles qu’on aura aplaties par un 
homeomorphisme conservant globalement la cible. On observera alors que 
la synthese optimale au voisinage d’une singularite de codimension 2 
s’interprete comme une bifurcation de syntheses pour des systemes plans. 
Dans le cas exceptionnel, on verra dans un article ulterieur [ 161 que ce 
n’est pas toujours le cas. 

5.4.4. SINGULARITIES DE CODIMENSION UN. - En nous placant dans les 
conditions generiques k(n + 4k) # 0, la synthese est d&rite par la figure 3 
(we en 3.4.8), avec si k < -CL/~ existence d’un cut locus C dont l’espace 
tangent en 0 est {(-4k, 0. u), (0: 1, O)),.,,.; dans ce cas k < -n/4 il n’y a 
pas de trajectoire optimale arrivant sur Oy. 

Preuve. - Les calculs de commutation a l’ordre 1 ne font pas intervenir 
w. Alors, de m&me que dans le plan, la commutation n’est possible sur 
les optimales que si les BC-trajectoires extremales ne se reflechissent pas 
sur K-. D’ou les syntheses. 

Pour k < -n/4 < 0 on determine le cut locus C en Ccrivant que Co E C 
Cquivaut a CO = Al+ = ~(0) avec v,(t) = cxp(t(X + EY))(‘II,(O)) . 
V+ (0) = (c( PO, s) , %I/, s) E N, to < 0 et la condition ~1~ (-to) E N. On 
trouve l’espace tangent a C en 0 en developpant c a l’ordre 2, (Y a l’ordre 
1 et ,0, y a l’ordre 0 dans la forme semi-normale &rite en 5.4.1. 

5.4.5. REMARQUE : COMPLEXITI? - Les surfaces K, et C peuvent etre 
calculees a l’ordre m E N* si l’on developpe c a I’ordre m + 1, (Y a l’ordre 
m , ,!j et y a l’ordre m - 1 (avec les notations introduites en 5.4.1), ces 
ordres &ant minimaux. 

5.4.6. SINGULARIT& NORMALES DE CODIMENSION DEUX. - Placons-nous 
sous les hypotheses et avec les normalisations de 5.4.1, avec de plus 
k(u + 4k) = 0. 

PREMIER CAS. - a = -4k Dans ce cas, puisque par hypothese u > 0. 
on a k < 0. 

Les points voisins mais differents de 0 situ& sur Oy presentent des 
singularites de codimension un. En ces points arrive soit un cut locus soit 
une surface de commutation d’apres 5.4.4. En changeant au besoin y en -:I/ 
on peut supposer qu’il y a cut locus au voisinage de (0: wo, 0) avec wa < 0. 
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On Ctablit la synthese en utilisant la condition de transversalite ENS < 0 
ttablie dans la preuve de 5.4.2 et en Ctudiant les positions relatives de 
K- et F+. 

Ces surfaces se coupent en Oy et en une autre courbe que nous noterons 
Z et qui generiquement n’est pas tangente a z0.z en 0. Alors localement 
Z est contenue dans le demi-espace (:y > 0) (voir fig. 1l.a) ou dans le 
demi-espace (y < 0) ( voir fig. 1l.b). En notant ,7 = C n K-, J est le lieu 
des points J tels que (X + Y)(J) est tangent en J i C et a K_ . Done 
C U IK est Cl. La synthese est alors don&e par la figure 11. 

On remarque que dans chacun des deux cas decrits par la figure 11 
apparait une bifurcation entre C et W. 

SECOND CAS. - k = 0 Se reporter a [ 181. 

I, = i,‘” > 0 

1 c iu > 0) 

Fig. I1 a. 
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I, = I(‘” > 0 

1 c (!/ < 0) 

Fig. II b. 

5.5. Le cas du pli gCnCrique 

L’objet de ce paragraphe est de calculer la synthese optimale quand 
une BC-extremale singuliere rencontre la cible N en un point oh Y est 
tangent a IV. 

5.5.1. HYPOTHESES ET NORMALISATIONS. - On suppose comme en 5.4 que 
le systeme (X, Y) vCrifie l’hypothese Al et que Y est tangent a N 
en 0, mais en nous plaqant dans le cas non plat. De plus on suppose 
(n(O), [X,Y](O)) = 0 et det(Y, [X,Y].(zd2Y(X)) non nul en 0. Sous 
ces hypotheses il arrive en 0 (et seulement en ce point) une unique BC- 
extremale singuliere : nous la noterons 7,: et nous savons (d’apres le lemme 
2.7.1) qu’elle verifie (10). 
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Nous pouvons alors effectuer les premieres normalisations suivantes : 
Nous supposerons que localement Y = &, que rLy est t -+ (t: 0,O) et 

que la courbe de N d’equation (n(va), Y(vJ~)) = 0 est I’axe Oy. De m&me 
qu’en 5.4.1, la variete terminale N est alors localement paramCtrisCe en 
(w, s) H (c(w; s), w, s) oil c(w: s) = c,;=y cq(w).& 

Une seconde normalisation est effectuee en appliquant localement un 
diffeomorphisme Q, de Iw3 laissant 02 et yOz invariants point par point, 
preservant Y = 2 et fixant [X, Y] le long de Oz, i.e. 

~*GwwY) /or= [KY] I”.r 
Alors le systeme image du systeme initial par Cp (encore note (X, Y) pour 
simplifier) s’ecrit : 

:i: = Q(Z, y, 2) =1+ c u&)yizj 
i+3>2 

=bz + blO(z)y + c b&)yizj 
i+j>2 

(21) 

avec b # 0, CL = ~02 (0) # 0. De plus on a generiquement k = o3(0) # 0 
et CL’ = nI1(0) # 0. Alors en changeant si necessaire y en -y, on peut 
supposer que u’ > 0. 

Observons que 7: est admissible si G(O) E] - 1, +I[; dans ce cas il est 
elliptique si u > 0, hyperbolique si a < 0. Dans le cas parabolique oti 
16(O)] > 1, on peut supposer C(O) > 1 en changeant si necessaire u en --u 
et z en --z. Nous supposerons dans la suite de ce paragraphe 5.5 que 7-f 
n’est pas saturee, i.e. que ]C(O)] # 1, ce qui est generiquement le cas. 

Remarquons enfin que la normale n(va) a N en vg = (c( w; s) , w, s) E N 
orientee suivant la convention (n(O),X(O)) > 0 de 5.2 s’ecrit ~~(11”) = 
(1, +(,I. s): -E(w; s)) 

Preuve. 
l Apres les premieres normalisations le systtme (1) s’ecrit : 

n;=1+ izo aij(z)Yix’ 

$ = c b&:)y’zj 
i+j>O 

d = ZL - ii(z) + c c,,(z)y/“zj 
i+l>o 
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et, de mSme qu’en 5.4.1, on obtient la parametrisation de N puisque @y est 
contenu dans N et que Y = & est tangent a N le long de Oy. On prend 
alors n(0) = (1, 0,O) pour normale a N en 0. 

Puisque [X,Y](v) = -(E(U), I, g(v)), on trouve : E(O) = 
(OCR = 0 car (n(O)! [X,Y](O)) > 0 par hypothese, et done g(O) = 
bal(O) # 0 car. d’apres l’hypothese Al. [X, Y] et Y ne sont pas colineaires 
en 0. 

l Notons alors b = bal (0), I’ = co1 (0). Apres avoir applique Cp (pour 
simplifier, la denomination des coordonnees et des fonctions est inchangee) 
on a : 

[x>yl(~,o:o) = [X,Yl(O) lox= -g Ior -cg lo2 
c’est-a-dire aal 5 0, boI - b et co1 5 c Done le systeme (1) 
s’ecrit comme (21), avec de plus, puisque b # 0, le long de Ox : 

{[X,Y],Y},.,. = {&> g}V,71.. Done sur 7: identifiee a Ox, puisque 

(P, Y(w)) = (P; [X, Y](4) ;= 0, on a p = (1,O. 0); alors en considCrant 
l’equation adjointe vCrifiCe par la seconde composante de p, on obtient 
(110 E 0 

l Enfin puisque (n(0),ac12Y(X)(O)) >= e(O) = 2uoa(0) et que 
par hypothese on a (n(O),Y(O)) >= (n(O), [X,Y](O)) >= 0 et 
det(X, [X, Y], &Y(X)) # 0 en 0, on obtient aoz(0) # 0. 

5.5.2. CONDITION DE TRANSVERSALIT~ SUR N\Oy. - De meme qu’en 5.4.2 
une trajectoire aboutissant en v. = (c(w, s). w, s) E IV\Oy ne peut &tre 
optimale que si son arc final est yE non vide avec cks < 0. 

5.5.3 COMMUTATION. - Les resultats Cnonds dans ce paragraphe seront 
utilises dam l’evaluation de toutes les syntheses. 

Reprenons les notations de 5.4.2 et Cvaluons I?, et IT, a l’ordre 2 a l’aide 
du systeme (21) trouve apres normalisations en 5.5.1. 

PROPOSITION. - La surface semi-analytique K, est incluse duns la suface 
I& d’kquation (~,Y(u)) = 0 t e ve’rife de plus les conditions 

:c 5 0 et E(UZ + dy) < 0 

ori l’on note a = aon # 0 et CI’ = a11(0) > 0. On observe que K, est 
au dessus (resp. en dessous) de I’e si E/C < 0 (resp. si ok. > 0). En notant 
k, = K, n F,, cette courbe k, peut &re parame’trtfe en : 

5 = t + o(t2) 

y = --n.(E - iqo))t/a’ + cl(?) 

z = (E - ‘iL(O))t + O(2) avec t < 0 
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Alors toute trajectoire 7E passant par un point de ICE\(O) aboutit en un 
point vo de Oy avec ~0 # 0 et cette trajectoire sera BC-extrkmale ssi 
&(E - ii(O))u > 0 

Preuve. - En notant b’ = blo(0) et c’ = clo(0), et en dkveloppant c & 
l’ordre 2, Q! a l’ordre 2 et /3, y B l’ordre 1 dans la forme semi-normale 
Ccrite en 5.5.1, on obtient par calcul direct une paramCtrisation de re B 
l’ordre 2 en : 

z = t + t0(lt, wol”) 

y = wo + b’wot + b(& - G(0))t2/2 + t0(lt, wol”) 

z = (E - iYi( + c’wot + (C(E - ii(O)) - fY(0))t2/2 + to& wol”) 

et une paramktrisation de K, B l’ordre 2 en : 

z = 1: + t0( It, WI") 

y = w + b’wt + b(& - G(0))t2/2 + tO(lt, WI”) 

z = (E - ii(0))t + (c’ - a’/2k)wt 

+ [(c - U/k)(& - ii(O)) - G(o)]t’/a + tO(lt; WI”) 

Cette paramkisation de IC, dkoule de la relation 

s = -(u’/2k)wt - (u/2/9@ - qO))t2 + to(lt, WI”) 

qui est obtenue en r&olvant p3(t) = 0. 
On peut remarquer que lTe et K, coi’ncident B I’ordre 1. 
Pour K,, la condition x 2 0 vient du fait que t < 0, et on a 

nkcessairement E(UX + u’y) 5 0 d’apr?s la condition de transversalit 
en dehors de Oy qui s’Cnonce Eks < 0 (cjI 5.5.2). 

Par definition de k, toute trajectoire yE passant par un point de k,\(O) 
aboutit sur Oy \{ 0) sur lequel la condition de transversalit s’krit 
&(& - qo))u > 0. 

5.5.4. SYNTH~SE POUR k < 0 

PROPOSITION. - Dans le cas oLi k < 0, aucune trajectoire optimale n’arrive 
sur Oy au voisinage de 0, et la synth&e comporte un cut locus, ensemble 
sous-analytique dont le plan tangent en 0 est {(l,O, -G(O)), (O,l, O)},,,.. 
Cette synthdse est don&e par lajgure 4.a (vue en 3.5.4). 

Preuve. - D’aprks 5.5.1 tout point wo = (0, wg, 0) de Oy \{O} voisin de 
0 vCrifie : (n(v~),Y(vo)) = 0 et (n(vo), [X,Y](vo)) # 0, done prksente 
une singular% de codimension un. Alors on peut appliquer pour u. les 
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rksultats de 5.4.4 oti a est remplack par g ( vO) - a’~ avec les notations 
prises en 5.5.3. De plus la trajectoire singulibe aboutissant en ~0 n’est pas 
optimale (d’aprks 3.5.4 pour a < 0 et d’aprks 2.4.3 pour (1. > 0). Un cut 
locus apparait; on utilise la mgme mkthode qu’en 5.4.4 pour le dCterminer 
en dCveloppant c g l’ordre 2. Q j l’ordre 1 et l-l, 7 B l’ordre 0 dans la 
forme semi-normale &rite en 5.5.1. 

REMARQUE : COMPLEXITY - La surface C peut Etre calculCe B l’ordre 
rrz, E lW* si l’on dkveloppe c B l’ordre m+ 1, (Y g l’ordre m, ,!j et 7 B l’ordre 
VI, - 1 (avec les notations introduites en 5.5.1), ces ordres &ant minimaux. 

Dans la suite de ce paragraphe 5.5 nous supposerons X: > 0. 

5.5.5. LEMME. - Notow flE la courbe de Ic, caracte’riske par 
(p, [X. Y](u)) = 0 f a ors que Ic, est la surjke d’kquation (p. Y(U)) = 0). 1 
Alors CT, peut &tre parame’tre’e en 

2: = t + qt’) 

Tj = -2n(c - qo))t/d + o(P) 

z = (E - ,qo))t + cqt2) 

A l’aide de 5.5.3 nous obtenons les positions relatives de FE, K, et 0, 
indiquCes par la figure 12 sur laquelle nous avons aussi indiquk W, qui 
sera caract&isCe ultkrieurement (paragraphes 5.5.6 B 5.5.8). 

5.5.6. CAS HYPERBOLIQUE. - Nous supposons a < 0 et G(O) E] - 1, 1[ 
D’aprks 2.7.2, au voisinage de 0. une trajectoire optimale est de la forme 

y*ysyh, certains arcs pouvant &tre vides. 

PROPOSITION. - Soit C, lu surface constituke des trajectoires associe’es 
aux BC-rel&ements extrkmaux de contrGle singulier sur K,. Alors 7,: est 
in&se dans C+ et duns C-, et CE n K, = gz. La synthbse est d&rite 
par la jigure 13. La ,feuille y = 0 est home’omorphe ti la synthdse en 
dimension 2 (voir en 3.5.4 lu$gure 4.b). Dans chuque feuille 51 = ~10 avec 
IHO # 0 il existe une seule trajectoire optimule uboutissant en (0, ‘wo. 0) 
(cette trujectoire est yE uvec ,CUQ > 0, saris commutution), et il existe des 
trajectoires optimales de la forme bung-singulikre-bang. Nous en de’duisons 
que la swfuce WE, semi-anulytique, est strictement incluse dans K, et a 
pour frontit?re oE. Les ouverts oi? le contriile optimal est +I ou -1 sont 
s&pure’s par W+ U C+ U C- U W-, cette surfuce sous-unalytique n ‘e’tunt 
pus C1 le long de crE mais C+ U C- &ant C’ en 0. 

Preuve. - Nous utiliserons 1’Ctude effectuke en dimension 2 pour la 
feuille y = 0 (c$ 3.5.4). 
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(iii) cas paralmlique 

Fig. 12. 

Y- & IV 

1 v+ 
0 

,'" 1 W" 

& 
0 

Y+ ct 

y = CCiJ < II r, = 0 

87 

y = Z”O > 0 

Fig. 13. 
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Dans chaque feuille y = wo, w. # 0, on utilise 1’Ctude des singularit& 
de codimension 1 dans le plan (voir en 3.4.8 la figure 3.a oti a est changC 
en (L’WO comme dans la preuve de 5.5.4). De plus, d’aprtis 5.5.3, toute 
trajectoire yE passant par un point de k, \ { 0} aboutit en un point de Oy\ { 0) 
et n’est pas BC-extrkmale. Done toute BC-trajectoire extrkmale aboutissant 
sur Oy\{O} est sans commutation; en fait une telle trajectoire est optimale. 
On peut aussi remarquer qu’en un point de KE situ6 entre k, et gz, le 
contr6le optimal est nkcessairement E. Or la trajectoire de contAle E issue 
de ce point n’est pas BC-extrkmale: le contr6le ne peut done pas 6%re 
rkgulier. 11 y a par conskquent des trajectoires optimales de la forme bang- 
singulikre-bang. Enfin, d’aprits le lemme 5.5.5, gz est tangente en 0 au plan 
d’kquation a’y + 2az = 0 et l’on en dCduit done que C+ U C- est G”l 
en 0, alors que d’aprks 5.5.3 le plan tangent A K, en 0 a pour kquation 
z = (E - ii(O)):c d one C, U KE n’est pas G’l le long de (T? 

5.5.7. CAS ELLIPTIQUE. - Nous supposons IL > 0 et G(O) E] - 1, I[. 
D’aprks 2.7.2, au voisinage de 0, une trajectoire optimale est bang-bang 

avec au plus deux commutations. Nous allons montrer qu’en fait aucune 
optimale ne peut commuter deux fois. 

LEMME. - La seconde commutation d’un BC-rekvement extrkmal bung- 
bang de contr6le E SW N a lieu sur un ensemble semi-analytique K$ On u 
KL n Ic, = (rE (avec d’aprh 5.5.5 (7, fl K, = (0)) et Ki n Kp, = k:-,:. 

Preuve. - Nous envisageons une BC-trajectoire extkmale yF-yPE;~- et, en 
notant tl < 0 l’instant de premikre commutation pour l’arc yE aboutissant 
sur N, nous cherchons t2 < i1 l’instant de deuxikme commutation pour 
l’arc n/-F aboutissant en 

avec p3(tl) = 0 (cfi 5.5.3). En rtsolvant (p(tz). Y(L,(~~))) = 0 avec le 
mcme mod?Je qu’en 5.5.3 (i.e. le systgme (21) de 5.5.1 oti l’on dkveloppe 
(1 B l’ordre 2 et p. n/ B I’ordre l), nous trouvons 

t.2 - t] - 2 
E - G(O), + u’ 
E + ii(O) ‘l U(& + ii(O)) w 

la condition t2 - t1 < 0 &ant done assurke par (E + G(0))(2zE(tl) + 
$y,(tl)) < 0, ce qui est vrai pour tout 71,(tl) E KE avec tl < 0. 

Soit (w,~, U) un relkvement de contr6le E sur N tel qu’il existe 
tl < 0 vkrifiant ~(61) E K: n Ic, : il satisfait B (4) et (7), relations 
introduites en 2.1, et il prksente en %~(t~) deux commutations confondues, 
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done la fonction de commutation admet en tr un zero multiple : on en 
deduit que (p(tr), Y(~(tr))) = (p(tr), [X, Y](~(tr))) = 0, c’est-a-dire que 
u(tl) E a,\{O} (v(tl) # K, et ne verifie pas (5)). 

On peut considerer que toute BC-trajectoire extremale de controle E en 
(0, wo, 0) ou w. # 0 (avec done &wO > 0 d’apres 5.5.2) a eu sa premiere 
commutation a l’instant tt = 0: elle peut done &tre consideree comme une 
trajectoire d’arcs finaux Y~Y-~, le controle --E &ant applique pendant un 
temps nul; alors d’apres 5.5.3 il y aura une seconde commutation en un 
point de k, : on en deduit que K, fl KL = k,. 

PROPOSITION. - La synthkse est d&rite par la jigwe 14. La feuille y = 0 
est homkomorphe 6 la synthPse en dimension 2 (voir en 3.5.5 1aJigure 6.b). 
Dans chaque feuille y = wa avec wa # 0 il existe une seule trajectoire 
optimale aboutissant en (0: ulo, 0) (cette trajectoire passe par un point de 
kc, avec &wO > 0). 

Y+ i - 
.- IV 

c ‘_ 

* 

‘.-. Ito 1 

Y- 
-/+ 

II’+ 

y = U’” < 0 

:K- 

0 
wo 
0 

Fig. 14. 

Contrairement aux extrtfmales, les optimales ne commutent pas deux fois 
et il y a un cut locus C. Le parambtre de bifurcation est w. Nous en d&duisons 
que WE = K, et que les ouverts oci le contr6le optimal est +l ou -1 sont 
skpar& par W+ U C U W-. 

Preuve. - D’apres 5.5.3 et comme ici ]G(O)] < 1 et u > 0, toute 
trajectoire ye passant par un point de kE\ { 0} aboutit en un point (0, w. , 0) 
avec w. # 0 et est BC-extremale (done on a czua > 0 d’aprits 5.5.2). Les 
positions relatives de K, et K: Ctablies en utilisant le lemme ci-dessus et 
les positions relatives de k, et aE indiquees figure 12 (ii) (vue en 5.5.5). 
On verifie alors que les BC-trajectoires extremales se recoupent avant la 
seconde commutation, ce qui justifie l’existence d’un cut locus. Par calcul 
direct, de meme qu’en dimension 2 (c$ 3.5.5) on trouve, en developpant c 
a l’ordre 2, o a l’ordre 2 et fl, y a l’ordre 1 dans la forme semi-normale 

Vol. 14. Ilo 1.1997. 



90 B. BONNARD,G.LAUNAY ET M. PELLETIER 

&rite en 5.5.1, la paramktrisation suivante de C : 

u’ 2 
*x = - u( 1 - G(O)) ?/I + 1 - l;(O) 

t + o( It. wl’) 

y = Ill + o( It, ‘IhI) 

z = -$” + o( It, *Ill) 

La synthkse en dkoule. 

5.5.8. CAS PARABOLIQUE. - Nous supposons C(O) > 1 (cfi 5.5.1). 
Rappelons (voir 2.7.2) qu’au voisinage de 0 toute trajectoire optimale est 

bang-bang avec au plus deux commutations. 

PROPOSITION. - Lu synthese est d&rite par la jigure 15. La feuille y = 0 
est homeomorphe 6 lu sythese en dimension 2 (voir en 3.5.6 la~figure 7). 
Duns chaque feuille y = I/+) avec ‘~0 # 0 il existe une seule trujectoire 
optimale aboutissant en (0, w0.0): cette trajectoire, qui ve’ri$e ewe > 0, 
commute ssi EQ, < 0; il existe des trajectoires optimules commutant deux 
fois, de contrijle E sur IV vCri$ant ~a > 0 : on note Wi la sur$ace de 
seconde commutation de ces trajectoires. On a pour EIL > 0 W-E = K-;. 

?/ = U’” < 0 !, = 1cg > 0 
. . : KY+ 

y = W” < 0 y = IL’” 2 0 

.._. :h‘_ 

0 > 0 

Fig. I5 
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WE strictement incluse dans K, de frontibre CT,, W-, n r/r/i_, = k, et 
W, fl W: = aE. Les ouverts 02 le contr6le optimal est +1 oz.4 - 1 sont 
s&pare’s pour ELL > 0 par WC U W: U W-,. 

Preuve. - On utilise les positions relatives de I&, re et oE indiquees par 
la figure 12 (iii) (vue en 55.5) et de la meme maniere qu’en dimension 
2 (c$ 35.6) on obtient alors les syntheses pour les feuilles y = wu avec 
uwo > 0. 

De plus, de m&me que dans le cas elliptique (cJ: preuve du lemme de 
5.5.7) en notant ti l’instant de i-&me commutation d’une BC-trajectoire 
extremale yE~--E~E et K: le lieu de seconde commutation de telles 
trajectoires, la condition de seconde commutation s’ecrit : 

(22) 

ou r:;(tl) E K, et done, d’apres l’etude des commutations faite en 5.5.3 : 

E(%(tl) + b/&l)) 5 0 (23) 

avec z,(tr) N (E - G(0))tl 
Or, puisque G(O) > 1 et tr < 0, on a zE(tl) > 0 et 

(22) H Z&l) + &UZE(tl) + ~~‘Y&l))l I 0 

Done il apparait que pour ~(1. < 0, (22) et (23) sont incompatibles, i.e. 
que K: est vide. 

Et pour in. > 0 on montre, de m&me que dans le cas elliptique (c$ preuve 
du lemme de 5.5.7), que Ic, n KL = crE et K-, f~ KL = k-,, mais avec 
ici CJ~ c K, comme on l’a vu en calculant l’espace tangent a gE en 0 (cj 
lemme 5.5.5). Nous en deduisons que, pour EO, > 0, W-, = K-, et IK, 
a pour front&e Ic-, dans K-,, W, est strictement inclus dans KE et WE a 
pour front&e gz dans K,, avec W, n WL = gE et K-, n Wj = k-,. La 
synthese pour les feuilles :y = w. oti uwo < 0 en decoule. 

5.5.9. REMARQUES 

COMPLEXITY. - Les surfaces Ic, peuvent etre calculees a l’ordre m E kJ* 
si l’on developpe c et a a l’ordre m, /I et y a l’ordre m - 1 (avec les 
notations introduites en 5.5.1) ces ordres &ant minimaux. Le calcul des 
surfaces C (cas elliptique) et W,l (cas parabolique) est plus complexe et 
n’a ete mew? qu’a l’ordre 1. 

CAS EXCEPTIONNEL. - Ce cas est generique mais son etude est complexe 
et sera presentee dans un article ulterieur. 
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6. LE CAS PLAT EN DIMENSION TROIS 

Dans ce cas Y est suppose tangent a N en chaque point : rappelons que 
le probleme de controle des rtacteurs chimiques decrit dans le paragraphe 
1 satisfait a cette hypothese. Alors tous les points terminaux des BC- 
trajectoires extremales sont des points de commutation. La variete terminale 
N est identifiee au plan :I: = 0 et par convention la normale a N, notee 
n, vaut 71 = (l.O,O). 

6.1. Le cas g&h-ique 

On suppose que d&(X, Y, [X, Y]) n’est pas nul en 0, et que [X, Y] 
est transverse a N en 0. La synthese est donnee par la condition de 
transversalite (17) vue en 4.1. 

6.2. Le cas du pli 

6.2.1. HYPOTHESES ET NORMALISATIONS. - On suppose que 
det(X,Y, [X,Y]) et det(Y, [X,Y],nd2Y(X)) sont non nuls en 0, et que 
(n, [X,Y](O))) = 0. s ous ces hypotheses l’ensemble des points Q de N 
voisins de 0 tels que (n: [X, Y](wa))) = 0 est une courbe passant par 0 
et transverse a Y; et en chacun de ces points ~0 il arrive une unique 
BC-extremale singuliere dont nous savons (d’apres le lemme 2.7.1) qu’elle 
vCrifie (10). 

Nous effectuons alors les premieres normalisations suivantes : 
Nous supposerons que localement Y = &, que la BC-extremale 

singuliere arrivant en 0 est t + (t: 0,O) et que l’axe Oy est une branche 
de la courbe de N d’equation (n, [X, Y](*uo)) = 0 dont on verifie apt-es les 
normalisations qu’elle est simple, N &ant alors le plan ~~02. 

Une seconde normalisation est effectuee comme dans le cas du pli 
generique (c$ 5.5.1) pour obtenir [X, Y] constant le long de 011: en preservant 
les normalisations precedentes. Finalement le systeme (X, Y) s’ecrit : 

7j = P(,, y. %) = bz + blo(z)y + c b;j(s):l/“zj 
i+j>2 (24) 

i = r(x. y: 2) + 'IL = '(L - ii(:c, y. 2) + cz + qo(z)y 

+ 1 r:j,](x)y’aj, 1%1( 2 1 
i+.i>2 

avec b # 0, u = u02(0) # 0 et M1: E N*. uir(O) = 0. 
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Observons que tout arc singulier about&ant en ~0 E Oy voisin de 0 est 
admissible ssi Q(O,O, 0) E] - 1, l[ et que dans ce cas il est hyperbolique 
si a < 0, elliptique si a > 0; dans le cas parabolique, c’est-a-dire le cas 
oa qo, 0: 0) $2 [-1, 11, on peut supposer que G(O, 0.0) > 1 en changeant 
si necessaire u en -u et z en --z. 

Nous traitons d’abord le cas generique ou ‘li(O; 0,O) n’est pas saturant, 
c’est-a-dire ou ]G(O,O,O)] # 1. 

6.2.2. PROPOSITION. - Une trajectoire yi aboutissant en un point v. = 
(0; ~0: 0) de Oy voisin de 0 est BC-extrkmale ssi ~a(& - ‘iL(O, 0,O)) < 0; 
alors une telle trajectoire n’admet qu’une commutation (qui a lieu en 
~0). Avec les notations de 5.4.2, l’espace tangent 2 rE en 0 est 
((1: o,-,qo, to)): (0; 1; O)},.,.. 

Une trajectoire yE aboutissant en an point vo = (0, ~10. so) avec so # 0 
voisin de 0 est BC-extkmale ssi EUSO > 0; alors une telle trajectoire 
n’admet qu’une commutation (qui a lieu en vo) ssi (E - l?,(O, 0: 0))~~ < 0. 
Dans le cas oci (E - ‘li(O; 0,O))so > 0 l’instant de seconde commutation est 
t = -2So/(& - qo. 0,O)) + soO(l ~0, SO I). Alors Kz est semi-analytique. 
incluse dans la su$ace Ic, parame’tre’e en : 

z = 1; + t0(lt, wol’) 

:I/ = wo + fO( It, wol) 

z = (& - qo, 0,0))t/2 + tO( lktuol) 

et ve’ri$e de plus les conditions 

2<0 i EU(E - qo. O-0) > 0. 

Preuve. - On procede par calculs directs en developpant 0 a l’ordre 2 et 
[j, y a l’ordre 0 (avec les notations introduites en 6.2.1), et en appliquant 
la condition de transversalite. 

6.2.2. REMARQUE. - Les plis generiques sont ici de codimension 1 et ces 
cas ont etC CtudiCs en dimension 2 dans le paragraphe 4.2. Cette etude 
conduit aux resultats suivants. 

6.2.3. CAS HYPERBOLIQUE. - Nous supposons (L < 0 et c(O. 0.0) E] - 1, l[. 

La synthese est donnee par la figure 4 b (vue en 3.5.4). 

6.2.4. CAS ELLIFWQUE. - Nous supposons a > 0 et .iL(O, 0.0) E] - 1, l[. 
La synthese est donnee par la figure 6.a (vue en 3.5.5). Cette synthese 

comporte un cut locus, ensemble sous analytique dont le plan tangent en 
0 est ((1.0: -2G(O; 0,0)/S), (0, 1, O)},.,,.. 
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6.2.5. CAS PARABOLIQUE. - Nous supposons ]ti(O, 0. O)] > 1. En changeant 
si necessaire z en --% et II, en ---1~ on peut se ramener a 7i(O: 0: 0) > 1. 

La synthese est donnee par la figure 9 (VW en 4.2.4). Le cut locus qui 
apparait dans le cas oti CL > 0 et G(0,O.O) E] 1.3[ a pour plan tangent en 
0 { (1,O: -X(0, 0.0)/S). (0, 1. (I)}< .,I,. 

REMARQUE : COMPLEXITY. - Les surfaces de commutation IT+ et K- et 
la surface C peuvent etre calculees a l’ordre m E N* si l’on dtveloppe o 
a l’ordre m + 1 et $, m, a l’ordre II), - 1 (avec les notations introduites en 
6.2.1), ces ordres etant minimaux. 

6.2.7. CAS SATURI? - Nous supposons ]G(O, 0, O)] = 1. Sans nuire a la 
generalite on peut alors supposer li(O.O,O) = 1. 

Si Q > 0, la synthese s’obtient par passage a la limite dans les cas 
elliptique (c$ 6.2.4) et parabolique ($ 6.2.5) : il y a cut locus (voir en 
3.5.5 la figure 6.a et en 4.2.4 la figure 9). 

Darts la suite de ce puragraphe 6.2.7, nous supposerons a < 0. 

PROPOSITION. - Le mod2le : 

(25) 

avec ‘ii,. := ~(O,O~O), u& := ~(O;O,O), (I. < 0, b # 0 ( ii,r et 7iy sent 
ge’ne’riquement non nuls et l’on peut supposer Gy > 0 suns restreindre la 
g&tndralite’) conduit au de’veloppement de la.fonction de commutation cp = Lr:j 
a l’ordre 3 en (t, sw(), sg) 00 u(0) = (0. wO, so) . La trajectoire yE aboutissant 
en (0.0, sb) avec so # 0 est BC-extremale ssi ESO < 0, y- aboutissant en 
0 est BC-extremale et y+ aboutissant en 0 est BC-extremale ssi li.,. > 0. 

Preuve. - A partir des normalisations effect&es en 6.2.1 on identihe l?,s 
au plan ZOTJ et on prend X + GY f & le long de Oy. Alors on obtient 
le systeme : 

tj = bz + bIo(:r)y + c b&)y’zj 

avec a := ~~(0) < 0, b # 0, pour % 2 1 air(O) = b,o(O) = 0 et pour 
i > 2 UjO(0) = 0. 
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En Cvaluant 1^1(~, y) au premier ordre a l’aide de la formule (10) du 
lemme 2.7.1 on trouve air(O) = 0. 

On en deduit le modele (25) qui donne ps B l’ordre 3 par application 
du principe du maximum et qui conduit aux parametrisations suivantes 
en notant K+ la surface de commutation des BC-extremales de controle 
+1 sur N, IT, la surface constituee des trajectoires singulieres et pour 
so 5 0 IT+(sa) la nappe des trajectoires y+ aboutissant sur la droite de 
N d’equation z = so : 

pour l?+(so), so E K : 

:z: = t + tO(lt,wo,So~2) 

y = wo + hot + t0(lt, wo; sol’) 

z = so + (es0 - l-iywo)t - CT; + t0( It> wo, sol’) 

et pour K+ : 

z = t + t0(lt, wol”) 

y = wo + t0(lt, wol”) 
t t* 

z = -uAyw()- - ii- 
2 3 + tow> wo> sol”) 

avec .z < 0 et GL,z + 31&y 2 0. 
On en deduit done que la courbe K+ n (I’, = zOy) est param&& en : 

z = t + O(P) 

y = -St + O(t*) 
Y 

z=o 

SYNTHBSE 

PREMIER CAS : Gii, > 0. Dans ce cas l’arc singulier aboutissant en 0 est 
admissible et la courbe 7 = K+ n ITS est contenue dans le demi-espace 
y > 0. Lorsque so diminue a partir de 0, K+ n I’+(so), qui contient 
deux points pour SO voisin de 0, devient vide : il y a done une situation 
intermediaire de tangence. En tout point de la courbe de tangence, pour l’arc 
y+ correspondant, la fonction de commutation cp s’annule saris changer de 
signe et done cp = ‘p’ = 0; nous en conchtons qu’un tel point (note T en 
figure 16) appartient a 7. On en deduit la synthese, donnee par la figure 16. 

SECOND CAS : ‘iL, < 0. Dans ce cas l’arc singulier aboutissant en 0 n’est 
pas admissible et la courbe I = K+ fl lY,s est contenue dans le demi- 
espace y < 0. En utilisant la encore les parametrisations de I’+(so) et 
de K+ obtenues a l’aide de (25), on trouve que le lieu de commutation 
des optimales est constitue de deux strates W+ et W,. On a IV+ = K+. 
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y = too < 0 y=o 

Y- .v 
11; y- 

H 

T 
Yz , 

I\'+ /,' 
-I+ 

I/ = tug > 0 

CL, > 0 

Fig. 16 

Et IV, surface definie comme le lieu de commutation des trajectoires de 
controle singulier sur N et de controle +l en (~0, wo, 0) avec x0 < 0 et 
&L,z~ + u^y100 5 0 est parametree en : 

n: = ;t - F,w,, + to@, wol”) 
.I2 

:y = WI-J + t0(jt, wol”) 

z = -;,$ + tO(lt,wo12) 

avec t E [-3%~ oP 01. Ceci permet de verifier que W+ U W, n’est pas C1 
alors que W, U I’s est C1 mais n’est pas C2. On en deduit la synthese, 
donnee par la figure 17. 

it, < 0 

Fig. 17 

6.2.8. CAS G(O,O,O) = 3 ET n > 0. - Dans ce cas, en reprenant les 
notations de 5.4.2, on trouve d’apres l’etude du cas parabolique faite en 
6.2.5 : I?+, K- et C tangentes en 0 et pour fi(O,wg, 0) < 3 (resp. > 3) 
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r+ en dessous (resp. au dessus) de K-. Done les surfaces I?+ et K-, qui 
se coupent en Oy, se coupent en une autre courbe, notee 2, genkiquement 
transverse a zOy. Nous supposerons, saris restreindre la generalite, que 
g (0. 0, 0) > 0 et que C arrive sur Oy (i.e. que K- est au dessus de r+) 
pour les ordonnees strictement negatives. On termine l’etude comme dans le 
cas CL = -4k du paragraphe 5.4.6 : la synthese est donnee par la figure 18. 

!\ 
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+, 

\ 

\ 

\ 

A’ c 
.““..’ ._ Yt 

7 

0 
Y- 

y = 200 4 0 1/=0 

1 c (y > 0) 

A’ 

Fig. 18. 
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6.3. Cas exceptionnel 

Nous supposons que X est tangent a N en 0. Dans le cas ou le systeme 
presente en 0 une singularite de codimension un, on voit dans chaque feuille 
les syntheses de la figure 10 (cjS 4.3.1). Les singularites de codimension 
deux sont complexes et sont presentees dans un article ulterieur [ 161. Les 
syntheses seront d&rites par des feuilletages non plans et ne peuvent &tre 
reduites a des bifurcations de syntheses en dimension 2. C’est un phenomene 
nouveau par rapport au travail de cet article. Par ailleurs, les problemes 
d’accessibilite et de controlabilite subsistent. 

6.4. Application aux rbacteurs chimiques 

6.4.1. NOTATIONS ET MODI~LISATION. - De meme qu’en 1.51 nous considerons 
un schema reactionnel A H B H C oti chaque reaction est du premier 
ordre (voir paragraphe 1). Notre probleme est ici d’obtenir en temps minimal 
une quantite donnee de produit B. On utilise notre etude pour construire 
la synthese optimale au voisinage de la variCtC terminale. En notant cl et 
c2 les concentrations respectives de A et B, et en reprenant les notations 
du paragraphe 1, nous trouvons que les equations du systeme sont (3), 
que le controle est ~1. E [u-. u+] et que la variCtC terminale est c2 = d 
ou d est une constante strictement positive donnee. On ttudie le cas ou 
‘/A- < 0 < u+ et 0 > 1. 

Pour exploiter les symetries du probleme on introduit les coordonnees 
21: = ln(cl) et 1~ = Q/C,. Dans les coordonntes (z, y, PI) le systeme s’ecrit : 

ou /j > 0 ! o > 1 : ‘u E [u- % u+] et la cible N est ye”’ = d. De plus les 
contraintes physiques sont y > 0 : TJ ~10, AI[ ~ ye.’ < d. 

En utilisant les notations de 2.7, il vient : 

6.4.2. LEMME. - On a D = h(v)“a(c~ - 1),&f-“y, D’ = h(~)~(~y - 1) 
i;jtlm) D” = h(?g(CI - l),&J”y. Le contr6le singulier est done 6 = 
-~?/(ah(v)y). Duns l’espace physique y > 0, ‘u ~10 ) ill[, avec N > 1, 
done D # 0. Toutes les trajectoires singulitres sont hyperboliques. 
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6.4.3. I?TAT ADJOINT. - En notant p = (~1, p2, ps) l’etat adjoint, on a 
d’apres le principe du maximum 

p’l = 0 

P2 = 1)2(Pu” -u) 
$3 = p1 + p&ghf-ly - y - 1) + P&‘(lI)U 

En particulier pr(t) = pr(0) et p2(t) = (expJi /W(s) - v(s)&) ~~(0). 
On en deduit que p1 est une inttgrale premiere et que p*(t) G 0 ou le 
signe de p2(t) est constant. 

Comme N a pour equation ye” = d et que le domaine physique est 
ye” < d, une normale sortante est n = (d, ez, 0). Le vecteur adjoint p(t) 
vkifie en t = 0 la condition de transversal&5 p(O) E Rn. Dans le domaine 
(n, X) > 0 de N, il resulte de la convention H > 0 du principe du 
maximum que l’on peut poser p(O) = 72. Lorsque (72. X) = 0, un calcul 
simple montre qu’un arc extremal regulier avec p(O) = -n n’est pas 
optimal et done on peut toujours utiliser le principe d’orientation p(O) = n 
pour les trajectoires optimales dans le secteur (71, X) > 0. 

6.4.4. STRATIFICATION DELA VARI~TBTERMINALE. - Les ensembles critiques 
sur N sont respectivement E : (n, X) = 0 et S : (n,. [X, Y]) = 0 et en 
calculant il vient : 

E : 1 - /%I”-‘y = 0, ye” = d 

s : aipTJ”-ly - 1 = 0, ye.’ = d 

On a E II S = 4 et le partitionnement de la cible N dans les coordonnees 
(y, V) est don& par la figure 19. 

= 0 

s : (71, [X, Y]) = 0 

0 A1 
Fig. 19. 
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De plus, sur S : (n, [X, Y]) = 0, d’apres l’etude conduite en 6.2, 
on doit distinguer trois cas selon la valeur du controle singulier 6. Si 
G E]U-, u+[, comme toutes les singulieres sont hyperboliques, on est dans 
le cas hyperbolique 6.2.3. Si G = TC- ou u+, c’est le cas sature 6.2.7 et 
si li 6 [u-, u+], on est dans le cas parabolique 6.2.5. En calculant 6, sur 
S, jl vient 6 = - BE1”” 

Rlt? (V/.4, ) et une etude elementaire montre que sur S, fi, 

decroit de O- a -x lorsque ‘II croit de O+ a A;. 

6.4.5. SYNTH~SE OPTIMALE. - La figure 20 obtenue par projection sur le 
plan (r~, w) donne la synthese optimale au voisinage des points de la cible 
situ& strictement en dessous de E. La synthese optimale au voisinage de 
E est d’une complexite trop grande pour etre analysee dans cet article 
(voir 6.3). 

Y 

E : cas exceptionnel 
cas hyperbolique (cf. 6.2.3 et fig. 4.11 en 3.5.4) 

cas parabolique (cf. 6.2.5 et fig. 9 en 4.2.4) 

A -u 
0 Al 

Fig. 20 

7. CONCLUSION 

On a done essentiellement Ctudie les situations de codimension deux et 
en tout cas mis en place les outils geometriques pour Ctudier le probleme du 
temps minimal localise au voisinage d’une variCtC terminale de codimension 
un. Bien que dans notre etude on ait suppose 71 E R2 ou [w3, les cas 
hyperboliques, elliptiques et paraboliques generiques Ctudies en 5.5 se 
generalisent a W. L’etude de complexid a CtC conduite au maximum de 
nos capacites calculatoires et dans Iw3 la classification est essentiellement 
topologique. Dans le cas plan, l’etude est plus satisfaisante et nos resultats 
sont en tours d’implementation sous Mathematics. 

Notre etude, appliquee a un systeme chimique de la forme A H B H C 
du premier ordre, montre que darts ce cas une loi optimale est non triviale, 

Armales de i’lnstitut Hem-i PobzcarP Analyse non linthire 
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m&me localement. En effet il y a des trajectoires optimales de la forme 
Y+ Y- 7.3. Toutefois la solution n’est pas trop complexe, et ceci pour deux 
raisons. D’une part le probleme est plat et l’etude est plus simple que 
dans le cas gCnCrique (existence de symetries). Par ailleurs il n’y a pas de 
trajectoire singuliere exceptionnelle dans l’espace physique. Dans un article 
a paraitre on Ctablit une borne globale sur le nombre de commutations d’une 
politique optimale et cela permet alors a l’aide de simulations numeriques 
de calculer la synthbse optimale globale. 

Une seconde &ape dans notre etude est de traduire toutes les syntheses 
optimales calculees en termes de proprietes de la fonction temps minimale. 
Cela signifie que notre travail doit conduire a une theorie des singularites 
de cette fonction. 
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