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Abstract. We present a new construction of a bivariant K-functor. The

functor can be de�ned on various categories of topological algebras. The cor-

responding bivariant theory has a Kasparov product and the other standard

properties of KK-theory. We study such a theory in detail on a natural cate-

gory of locally convex algebras and de�ne a bivariant multiplicative character

to bivariant periodic cyclic cohomology.
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Das Fundament der Nichtkommutativen Geometrie wird gebildet einerseits von Kas-

parovs KK-Theorie und andererseits von der zyklischen Homologie/Kohomologie von

Connes und Tsygan. Diese Theorien verallgemeinern und erweitern zwei wichtige klas-

sische Homologie/Kohomologie-Theorien - n

�

amlich die Atiyah-Hirzebruch-K-Theorie

und die de Rham Theorie - von R

�

aumen oder Mannigfaltigkeiten (kommutative Al-

gebren) auf geeignete Kategorien von nichtkommutativen Algebren. Das Wort \ver-

allgemeinern" ist hier nicht v

�

ollig angebracht, da diese neuen Theorien angewandt

auf den klassischen Fall eine ganz andere neuartige Beschreibung und eine erweiterte

Form f

�

ur die K-Theorie und die de Rham-Theorie geben.

Diese so erweiterten Homologie/Kohomologie-Theorien erlauben es im Prinzip, nicht-

kommutative Algebren (etwa Algebren von Pseudodi�erentialoperatoren) genauso zu

behandeln wie R

�

aume, bzw. Algebren von Funktionen. Beide Theorien sind dar

�

uber-

hinaus in nat

�

urlicher Weise direkt als bivariante Theorien de�niert. Dies stellt einen

wichtigen Vorteil dar und ist f

�

ur Berechnungen der Theorie sehr hilfreich.

Ein wunder Punkt der Theorie war allerdings die Tatsache, dass die K-Homologie

sowie die KK-Theorie auf der einen Seite, und die zyklische Theorie auf der anderen,

auf verschiedenen Kategorien von topologischen Algebren de�niert sind, bzw. sinnvolle
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140 Joachim Cuntz

Ergebnisse liefern. Der nat

�

urliche De�nitionsbereich von Kasparovs KK-Theorie be-

steht aus C*-Algebren, d.h. aus relativ gro�en Algebren vom Typ \alle stetigen Funk-

tionen auf einem kompakten Raum". Die zyklische Theorie dagegen liefert vern

�

unftige

Ergebnisse nur f

�

ur wesentlich kleinere Algebren, wie z.B. die Fr�echetalgebra aller un-

endlich oft di�erenzierbaren Funktionen auf einer Mannigfaltigkeit [Cu4]. Schon wegen

des verschiedenen De�nitionsbereichs konnten beide Theorien daher nur in speziellen

F

�

allen mit Hilfe etwas k

�

unstlicher Tricks miteinander verglichen werden und in die-

sen Situationen ein partieller bivarianter Chern-Connes-Charakter gefunden werden,

siehe z.B. [Co1], [Ks], [Wa], [Ni1].

Andererseits ist bekannt, dass beide Theorien auf ihren verschiedenen De�nitionsbe-

reichen ganz analoge Eigenschaften haben. Der letzte wesentliche Schritt hierzu wurde

durch den Beweis der Ausschneidungseigenschaft der periodischen zyklischen Theorie

in [CuQu2] erzielt. Damit war klar, dass im Prinzip eine allgemeine Transformation

von einer Version der KK-Theorie in die bivariante zyklische Theorie zu erwarten ist

(bivarianter Chern-Connes-Charakter). Rein algebraisch wurde die Konstruktion ei-

nes solchen Charakters schon in [CuQu2] auf Grundlage des Ausschneidungsresultats

erl

�

autert.

In der vorliegenden Arbeit f

�

uhren wir nun eine neue bivariante topologischeK-Theorie

ein, die auf derselben Kategorie von lokalkonvexen Algebren de�niert ist, auf der auch

die zyklische Homologie/Kohomologie Sinn macht. Wir bezeichnen diese Theorie mit

kk. Wir zeigen, dass kk im wesentlichen dieselben abstrakten Eigenschaften wie die

KK-Theorie hat und daher auch in derselben Weise zu berechnen ist. Die Eigenschaf-

ten sind Homotopieinvarianz, Stabilit

�

at und Ausschneidung, wobei allerdings in der

Kategorie der m-Algebren jede dieser Eigenschaften in etwas modi�zierter Form zu

verstehen ist. Ebenso wie KK kann kk als der universelle Funktor mit diesen drei

Eigenschaften charakterisiert werden. Angewendet auf die Algebra der unendlich oft

di�erenzierbaren Funktionen auf einer Mannigfaltigkeit gibt die Theorie nat

�

urlich die

klassische K-Homologie/K-Theorie. Au�erdem ergibt kk(C ;A) die

�

ubliche K-Theorie

von A, wenn A eine Banachalgebra ist (oder wenn A eine Fr�echetalgebra ist, unter

Verwendung der in [Ph] eingef

�

uhrten K-Theorie von Fr�echetalgebren).

Die Existenz und Multiplikativit

�

at des bivarianten Chern-Connes-Charakters folgt

im geraden Fall direkt aus der Charakterisierung von kk als universeller Funktor mit

gewissen Eigenschaften, da die periodische zyklische Theorie HP

�

dieselben Eigen-

schaften besitzt. Im ungeraden Fall ergibt sich die Existenz des Charakters aus der

Ausschneidung f

�

ur HP

�

, und die Multiplikativit

�

at aus der Vertr

�

aglichkeit der Ran-

dabbildungen in kk und in HP

�

. Diese Vertr

�

aglichkeit wird durch eine

�

ahnliche Rech-

nung wie in [Ni2] bewiesen. Im wesentlichen muss das Produkt der Randabbildungen

in der Toeplitzerweiterung und in der Einh

�

angungserweiterung bestimmt werden.

Wir beschreiben jetzt kurz den Inhalt der Arbeit. Die ersten beiden Abschnitte ent-

halten einige allgemeine Grundlagen

�

uber die Klasse von lokalkonvexen Algebren, mit

der wir arbeiten. Wir nennen diese Algebren m-Algebren. Weiter geben wir Beispiele

von m-Algebren und Erweiterungen von m-Algebren, die wir sp

�

ater benutzen. Wir

verweisen auf [Ph] f

�

ur eine ausgezeichnete Zusammenstellung weiterer Konstruktionen

in dieser Klasse von topologischen Algebren.

Der dritte Abschnitt enth

�

alt mit dem Hauptlemma 3.10 die wesentliche neue tech-

nische Idee, die zu einer einfachen und mehr (wenn auch nicht vollst

�

andig) algebrai-

schen Konstruktion des Kasparovprodukts f

�

uhrt. Sie erlaubt es, das Produkt ohne
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die

�

ublichen analytischen Hilfsmittel aus der Theorie der C*-Algebren zu de�nie-

ren.

�

Ubrigens kann die hier eingef

�

uhrte Strategie auch verwendet werden, um die

gew

�

ohnliche KK-Theorie f

�

ur C*-Algebren oder entsprechende bivariante Theorien

f

�

ur �-C*-Algebren (siehe [We]) oder Banachalgebren einzuf

�

uhren. In der Tat gibt un-

sere Methode ein allgemeines Rezept, um die bivariante K-Theorie mit verschiedenen

Homotopieinvarianz- und Stabilit

�

atseigenschaften f

�

ur verschiedene Kategorien von to-

pologischen Algebren zu konstruieren, siehe Bemerkung 4.6. Sie basiert,

�

ahnlich wie in

[Ze] auf Erweiterungen von topologischen Algebren beliebiger L

�

ange und ihren klas-

si�zierenden Abbildungen. Dadurch, dass wir Erweiterungen h

�

oherer L

�

ange zulassen,

bekommen wir eine einfache Beschreibung des Produkts und vermeiden gleichzeitig

eine bekannte Summierbarkeitsobstruktion f

�

ur \glatte" Erweiterungen der L

�

ange 1,

[DoVo].

Abschnitt 4 enth

�

alt die De�nition und eine Aufstellung der einfachsten Eigenschaften

der bivarianten kk-Theorie. Wie in Abschnitt 8 bemerkt wird, ist diese De�nition

formal verbl

�

u�end analog zur Beschreibung der periodischen bivarianten zyklischen

Kohomologie, die in [CuQu2, 3.2] enthalten ist. Ein Unterschied zu den

�

ublichen

De�nitionen der K-Theorie ist, dass wir mit di�erenzierbaren statt mit stetigen Ho-

motopien arbeiten. Dies ist f

�

ur die Existenz des Chern-Connes-Chrakters und f

�

ur die

Ausschneidung in kk wichtig. In Abschnitt 5 wird gezeigt, dass jede Erweiterung von

m-Algebren, die einen stetigen linearen Schnitt besitzt, lange exakte Folgen in beiden

Variablen von kk induziert. Der Beweis benutzt die Methode von [CuSk].

In Abschnitt 6 beweisen wir die Charakterisierung von kk als universeller Funktor,

konstruieren den Chern-Connes-Charakter und untersuchen seine Eigenschaften. Ins-

besondere wird eine Fortsetzung des Charakters auf \p-summierbare" Moduln ange-

geben, die f

�

ur Anwendungen und zum Vergleich mit den von Connes und Nistor gege-

benen Formeln wichtig ist. Als Nebenprodukt ergibt sich

�

ubrigens eine Bestimmung

der (stetigen) periodischen zyklischen Homologie/Kohomologie der Schattenideale `

p

.

In Abschnitt 7 wird gezeigt, dass kk

�

(C ;A) f

�

ur eine Fr�echetalgebra A mit der von

Phillips de�nierten K-Theorie K

�

(A)

�

ubereinstimmt. Dies ist selbst f

�

ur A = C a

priori

�

uberhaupt nicht klar (die kk-Gruppen k

�

onnten trivial oder riesengro� sein).

Der Beweis benutzt wieder das Hauptlemma 3.10. Wir zeigen auch unabh

�

angig von

Phillips' Methoden, dass f

�

ur Banachalgebren und f

�

ur gewisse dichte Unteralgebren von

Banachalgebren ebenfalls kk

�

(C ;A) = K

�

(A) gilt. Man erh

�

alt daher insbesondere eine

neue De�nition der K-Theorie f

�

ur die sehr gro�e Klasse der m-Algebren durch

K

�

(A) =

def

kk

�

(C ;A)

Abschnitt 8 enth

�

alt einige abschlie�ende Bemerkungen zu der nat

�

urlichen Filtrierung

auf kk.

Wir erw

�

ahnen schlie�lich, dass das oben beschriebene Dilemma der verschiedenen De-

�nitionsbereiche der KK-Theorie und der zyklischen Theorie prinzipiell auch auf an-

dere Weise gel

�

ost werden kann. Es l

�

asst sich n

�

amlich eine zyklische Theorie entwickeln,

die auch f

�

ur C*-Algebren Sinn macht. Dies wurde im wesentlichen von Puschnigg in

[Pu] mit der \asymptotische" zyklischen Theorie auf der Basis eines Vorschlags von

Connes-Moscivici [CoMo] erreicht. Die asymptotische Theorie ist aber ihrer Natur

nach weniger algebraisch.

Anwendungen der im vorliegenden Artikel dargestellten Theorie bleiben weiteren Ar-

beiten vorbehalten.
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1 m-Algebren und differenzierbare Homotopien

Eine m�Algebra ist eine Algebra A

�

uber C mit einer vollst

�

andigen lokalkonvexen To-

pologie, die durch eine Familie fp

�

g von submultiplikativen Halbnormen bestimmt ist.

F

�

ur jedes � gilt also p

�

(xy) � p

�

(x)p

�

(y). Die Algebra A ist dann eine topologische

Algebra, d.h. die Multiplikation ist stetig. Es ist leicht zu sehen, dass m-Algebren ge-

rade die lokalkonvexen Algebren sind, die als projektive Limiten von Banachalgebren

darstellbar sind, vgl. [Mi, 5.1]. In [Cu4] wurde gezeigt, dass sich das Argument f

�

ur die

Ausschneidung aus [CuQu2] auf die topologische zyklische Theorie f

�

ur m-Algebren

�

ubertr

�

agt.

Die direkte Summe A�B von zwei m�Algebren ist wieder eine m�Algebra mit der

Topologie, die durch die Halbnormen der Form p � q mit (p � q)(x; y) = p(x) + q(y)

de�niert ist, wobei p eine stetige Halbnorm auf A und q eine stetige Halbnorm auf B

ist.

Wir erinnern an die De�nition des projektiven Tensorprodukts im Sinn von Gro-

thendieck, [Gr], [T]. F

�

ur zwei lokalkonvexe Vektorr

�

aume V and W ist die projektive

Topologie auf dem Tensorprodukt V
W bestimmt durch die Familie der Halbnormen

der Form p 
 q, wo p eine stetige Halbnorm auf V und q eine stetige Halbnorm auf

W ist. Hierbei ist p
 q de�niert durch

p
q (z) = inf

n

n

X

i=1

p(a

i

)q(b

i

)j z =

n

X

i=1

a

i


 b

i

; a

i

2 V; b

i

2W

o

f

�

ur z 2 V 
W . Wir bezeichnen mit V

^


W die Vervollst

�

andigung von V
W bez

�

uglich

dieser Familie von Halbnormen.Wenn A undB m-Algebren sind, so ist auch das pro-

jektive Tensorprodukt A

^


B wieder eine m-Algebra (wenn p und q submultiplikativ

sind, so auch p
 q).

Wir geben jetzt einige Beispiele von m-Algebren, die wir sp

�

ater benutzen werden.

1.1 Algebren von differenzierbaren Funktionen

Sei [a; b] ein Intervall in R. Wir bezeichnen mit C [a; b] die Algebra der komplexwer-

tigen C

1

-Funktionen f auf [a; b], deren Ableitungen in den Endpunkten a und b alle

verschwinden (w

�

ahrend die 0-te Ableitung, d.h. f selbst, in a und b beliebige Werte

annehmen kann).

Eine wichtige Rolle werden auch die Unteralgebren C (a; b]; C [a; b) and C (a; b) von

C [a; b] spielen, die nach De�nition aus den Funktionen f bestehen, die au�erdem

noch in a, bzw. in b, bzw. in a und b verschwinden.

Die Topologie auf diesen Algebren ist die

�

ubliche Fr�echettopologie, die durch die

folgende Familie von submultiplikativen Normen p

n

de�niert ist:

p

n

(f) = kfk+ kf

0

k+

1

2

kf

00

k+ : : :+

1

n!

kf

(n)

k

Hierbei ist nat

�

urlich kgk = supfjg(t)j

�

�

t 2 [a; b]g.

Wir bemerken, dass C [a; b] nuklear im Sinn von Grothendieck [Gr] ist und dass f

�

ur

jeden vollst

�

andigen lokalkonvexen Raum V der Raum C [a; b]

^


V isomorph zu dem

Documenta Mathematica 2 (1997) 139{182



Bivariante K-Theorie: : : 143

Raum der C

1

-Funktionen auf [a; b] mit Werten in V ist, deren Ableitungen in beiden

Endpunkten verschwinden, [T,x 51].

Wenn A eine m-Algebra ist, schreiben wir A[a; b];A[a; b) und A(a; b) f

�

ur die m-

Algebren A

^


C [a; b];A

^


C [a; b) und A

^


C (a; b).

Zwei stetige lineare Abbildungen �; � : V ! W zwischen zwei vollst

�

andigen lo-

kalkonvexen R

�

aumen hei�en di�erenzierbar homotop, oder di�eotop, falls eine Fa-

milie '

t

: V ! W; t 2 [0; 1] von stetigen linearen Abbildungen existiert, so dass

'

0

= �; '

1

= � und so dass die Abbildung t 7! '

t

(x) unendlich oft di�erenzierbar

ist f

�

ur jedes x 2 V . Eine andere Formulierung dieser Bedingung ist, dass eine ste-

tige lineare Abbildung ' : V ! C

1

([0; 1])

^


W existiert mit der Eigenschaft, dass

'(x)(0) = �(x); '(x)(1) = �(x) f

�

ur jedes x 2 V .

Sei h : [0; 1]! [0; 1] eine monotone und bijektive C

1

-Abbildung, deren Einschr

�

ankung

auf (0; 1) ein Di�eomorphismus (0; 1)! (0; 1) ist und deren Ableitungen in 0 und 1

alle verschwinden. Durch Ersetzung von '

t

durch  

t

= '

h(t)

sieht man, dass � and �

di�eotop sind genau dann, wenn eine stetige lineare Abbildung  : V ! C [0; 1]

^


W

existiert, f

�

ur die gilt  (x)(0) = �(x);  (x)(1) = �(x), x 2 V . Dies zeigt insbesondere,

dass Di�eotopie eine

�

Aquivalenzrelation ist.

1.2 Die Tensoralgebra

Es sei V ein vollst

�

andiger lokalkonvexer Raum. Wir de�nieren die Tensoralgebra TV

als die Vervollst

�

andigung der algebraischen direkten Summe

T

alg

V = V � V
V � V




3

� : : :

im Bezug auf die Familie fp̂g von Halbnormen, die auf dieser direkten Summe durch

p̂ = p � p
p � p




3

� : : :

gegeben sind , wo p alle stetigen Halbnormen auf V durchl

�

auft. Die Zusammensetzung

von Tensoren de�niert in der

�

ublichen Weise eine Multiplikation auf T

alg

V , f

�

ur die

die Halbnormen p̂ submultiplikativ sind. Die Vervollst

�

andigung TV ist daher eine

m-Algebra.

Im einfachsten Fall, wo V = C , ist TC in nat

�

urlicher Weise isomorph zu der Algebra

der holomorphen Funktionen auf der komplexen Ebene, die im Punkt 0 verschwinden

(unter dem Isomorphismus, der eine Folge (�

n

) in T

alg

C auf die Funktion f mit f(z) =

1

P

n=1

�

n

z

n

abbildet). Die Topologie ist gegeben durch die Topologie der uniformen

Konvergenz auf kompakten Teilmengen

Wir bezeichnen mit � : V ! TV die Abbildung, die V auf den ersten Summanden

in T

alg

V abbildet. Diese Abbildung � hat die folgende universelle Eigenschaft: Es sei

s : V ! A eine beliebige stetige lineare Abbildung von V in eine m-Algebra A. Dann

existiert ein eindeutig bestimmter Homomorphismus �

s

: TV ! A von m-Algebren

mit der Eigenschaft, dass �

s

� � = s.

Die Tensoralgebra ist di�erenzierbar kontrahierbar, d.h. die identische Abbildung von

TV ist di�eotop zu 0. Eine di�erenzierbare Familie '

t

: TV ! TV , f

�

ur die '

0

=

0; '

1

= id gilt, ist gegeben durch '

t

= �

t�

; t 2 [0; 1].
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1.3 Das freie Produkt von zwei m-Algebren

Zwei m-Algebren A und B seien gegeben. Das algebraische freie Produkt (in der

nichtunitalen Kategorie) von A und B ist dann die folgende Algebra

A �

alg

B = A � B � (A
B) � (B
A) � (A
B
A) � : : :

Die direkte Summe erstreckt sich

�

uber alle Tensorprodukte, wo die Faktoren A und B

jeweils abwechselnd auftreten. Die Multiplikation ist, wie bei der Tensoralgebra, die

Zusammensetzung von Tensoren, wobei aber anschlie�end die Multiplikation A

^


A!

A und B

^


B ! B benutzt wird, um alle Terme zu vereinfachen, in denen zwei

Elemente in A oder zwei Elemente in B zusammentre�en.

Wir bezeichnen mit A �B die Vervollst

�

andigung von A �

alg

B bez

�

uglich aller Halb-

normen der Form p � q die in der folgenden Weise de�niert sind:

p � q = p � q � (p
 q) � (q 
 p) � (p
 q 
 p) � : : :

Wir setzen hier alle stetigen Halbnormen p und q auf A und B ein. Wenn p und q

submultiplikativ sind, so ist auch die Halbnorm p � q submultiplikativ und A �B ist

daher eine m-Algebra.

Die Algebra A � B ist das freie Produkt von A und B in der Kategorie der m-

Algebren. Die kanonischen Inklusionen �

1

: A ! A �B und �

2

: B ! A �B haben

die folgende universelle Eigenschaft: Seien � : A! E und � :B ! E zwei stetige Ho-

momorphismen in eine m-Algebra E. Dann existiert ein eindeutig bestimmter stetiger

Homomorphismus � � � : A �B ! E, so dass (� � �)��

1

= � und (� � �)��

2

= �.

1.4 Die Algebra der glatten kompakten Operatoren

Die Algebra K der glatten kompakten Operatoren besteht aus allen Matrizen (a

ij

)

mit schnell abfallenden Matrixelementen a

ij

2 C ; i; j = 0; 1; 2 : : : (f

�

ur eine andere

Beschreibung dieser Algebra siehe [ENN]). Die Topologie auf K ist gegeben durch die

Familie von Normen p

n

; n = 0; 1; 2 : : :, die durch

p

n

�

(a

ij

)

�

=

X

i;j

j1 + i + jj

n

ja

ij

j

de�niert sind. Man pr

�

uft leicht nach, dass die p

n

submultiplikativ sind und dass K

vollst

�

andig ist. Damit ist K eine m-Algebra. Als linearer lokalkonvexer Raum ist K

nat

�

urlich isomorph zum Folgenraum s und daher nuklear.

Die Abbildung, die (a

ij

)
(b

kl

) auf die N

2

�N

2

-Matrix (a

ij

b

kl

)

(i;k)(j;l)2N

2

�N

2

abbildet,

gibt o�ensichtlich einen Isomorphismus � zwischen K

^


K und K (vgl. auch [Ph,2.7])

Lemma 1.4.1 Sei � : K ! K

^


K die oben angegebene Abbildung und � : K ! K

^


K

die Inklusionsabbildung, die x auf e

00


 x abbildet (wo e

00

die Matrix mit Elementen

a

ij

ist, f

�

ur die a

ij

= 1, falls i = j = 0, und a

ij

= 0 sonst). Dann ist � di�eotop zu �.

Dasselbe gilt f

�

ur die entsprechenden Abbildungen �

0

: K!M

2

(K) und �

0

: K!M

2

(K).

Documenta Mathematica 2 (1997) 139{182



Bivariante K-Theorie: : : 145

Beweis: Wir k

�

onnen K darstellen als eine Algebra von Operatoren auf dem Raum s

der schnell fallenden Folgen. Die gesuchte Homotopie kann durch direkte Summen von

Rotationen in jeweils zweidimensionalen Teilr

�

aumen, die Vektoren der Form �

i


 �

j

in der Standardbasis von s

^


s in Vektoren der Form �

0


 �

ij

�

uberf

�

uhren, realisiert

werden. Dabei bezeichnet �

ij

eine Umnumerierung der Basis von s mit Indexmenge

N�N; siehe auch [Ph,2.7]. q:e:d:

Bemerkung 1.4.2 Sei V ein Banachraum. Dann besteht K

^


V gerade aus den Ma-

trizen, oder den durch N�N indizierten Folgen (v

ij

)

i;j2N

, f

�

ur die der Ausdruck

�p

n

((v

ij

)) =

def

X

i;j

(1 + i+ j)

n

kv

ij

k

endlich ist f

�

ur jedes n. Die Topologie auf K

^


V ist nat

�

urlich gerade durch die Normen

�p

n

gegeben. Um dies zu sehen, betrachten wir das Tensorprodukt �

n

der Norm p

n

auf

K mit der auf V gegebenen Norm k � k. Wenn dann x

ij

die Matrix bezeichnet, die

x 2 V als i; j-tes Element hat und sonst 0 ist, so gilt

�

n

(x

ij

) = (1 + i+ j)kxk

nach [T, Prop. 43.1]. Dies zeigt sofort, dass

�

n

((v

ij

)) � �p

n

((v

ij

))

f

�

ur alle Matrizen (v

ij

) im algebraischen Tensorprodukt K
V . Die umgekehrte Unglei-

chung folgt aus der De�nition der projektiven Tensornorm. Daher ist f

�

ur jedes feste n

die Vervollst

�

andigung (K
V )

�p

n

isometrisch isomorph zu (K)

p

n

^


V und besteht gerade

aus den Matrizen (v

ij

), f

�

ur die �p

n

((v

ij

)) endlich ist.

1.5 Die glatte Toeplitzalgebra

Die Elemente der Algebra C

1

S

1

k

�

onnen als Potenzreihen in dem Erzeuger z (de�niert

durch z(t) = t, t 2 S

1

� C ) geschrieben werden. Die Koe�zienten sind schnell

abfallend, d.h. genauer gilt

C

1

(S

1

) =

n

X

k2Z

a

k

z

k

�

�

X

k2Z

ja

k

j jkj

n

<1 f

�

ur jedes feste n 2 N

o

Submultiplikative Normen, die die Topologie beschreiben, sind gegeben durch

q

n

�

X

a

k

z

k

�

=

X

j1 + kj

n

ja

k

j

Als topologischer Vektorraum ist die glatte Toeplitzalgebra T dann de�niert als die

direkte Summe T = K� C

1

(S

1

).

Um die Multiplikation in T zu de�nieren, schreiben wir v

k

f

�

ur das Element (0; z

k

)

von T und einfach x f

�

ur das Element (x; 0) mit x 2 K. Au�erdem bezeichnet e

ij

das

Element von T, das durch die Matrix (a

kl

) mit a

kl

= 1, falls k = i; l = j, und a

kl

= 0
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sonst, bestimmt ist (mit der Vereinbarung, dass e

ij

= 0, wenn i < 0 oder j < 0). Die

Multiplikation in T ist dann bestimmt durch die folgenden Regeln:

e

ij

e

kl

= �

jk

e

il

v

k

e

ij

= e

(i+k);j

e

ij

v

k

= e

i;(j�k)

(i; j; k 2Z); und

v

k

v

�l

=

8

<

:

v

k�l

(1�E

l�1

) l > 0

v

k�l

l � 0

wo E

l

= e

00

+ e

11

+ : : : + e

ll

. Wenn p

n

die in 1.4 de�nierten Normen auf K sind

und q

n

die oben de�nierten Normen auf C

1

(S

1

), so ist leicht zu sehen, dass jede

Norm der Form p

n

� q

m

submultiplikativ auf T = K� C

1

(S

1

) mit der so de�nierten

Multiplikation ist. Es ist o�ensichtlich, dass K ein abgeschlossenes Ideal in T ist, und

dass der Quotient T=K gerade C

1

(S

1

) ist.

1.6 Abgeleitete Unteralgebren von Banachalgebren

Viele der wichtigsten m-Algebren sind von einem speziellen Typ - sie sind Algebren

von \nichtkommutativen C

1

-Funktionen". Um diese Klasse von Fr�echetalgebren zu

charakterisieren, verwenden wir die Ideen aus [BlCu], wo der Fall von abgeleiteten

Unteralgebren von C*-Algebren eingehend untersucht wurde.

Sei A eine Banachalgebra. Eine abgeleitete Unteralgebra von A ist eine Unteralgebra

A, f

�

ur die gilt

1) Auf A ist eine Familie p

0

; p

1

; : : : von Halbnormen gegeben, wo p

0

ein Vielfaches

der gegebenen Norm auf A ist. A ist vollst

�

andig im Bezug auf diese Familie.

2) F

�

ur jedes k gilt

p

k

(xy) �

X

i+j=k

p

i

(x)p

j

(y); x; y 2 A

Falls 1) und 2) erf

�

ullt sind, so ist f

�

ur jedes k die Summe p

0

+ p

1

+ : : : + p

k

eine

submultiplikative Norm. A ist daher gleichzeitig eine Fr�echetalgebra und eine m-

Algebra. Eines der wichtigsten Beispiele ist C

1

[0; 1] mit den Halbnormen p

n

(f) =

1

n!

kf

(n)

k oder allgemeiner C

1

M f

�

ur eine di�erenzierbare kompakte Mannigfaltigkeit

M .

Wir erinnern daran, dass eine Unteralgebra A einer Banachalgebra A abgeschlossen

unter holomorphem Funktionalkalk

�

ul ist, falls das Spektrum Sp(x) jedes Elements x

von A, in A und A dasselbe ist und falls au�erdem f

�

ur jede in einer Umgebung von

Sp(x) holomorphe Funktion f , auch f(x) wieder in A liegt.

Lemma 1.6.1 Wenn A � A die Bedingungen 1) und 2) erf

�

ullt, so ist A abgeschlossen

unter holomorphem Funktionalkalk

�

ul.

Beweis: vgl. [BlCu, 3.12 oder 6.4]. Sei A

k

die Vervollst

�

andigung von A bez

�

uglich der

Norm k � k

k

= p

0

+ p

1

+ : : : p

k

. F

�

ur alle x; y 2 A gilt

kxyk

k+1

� kxk

k

kyk

k+1

+ kxk

k+1

kyk

k
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Dies impliziert, dass

lim sup

n

p

kx

2n

k

k+1

� lim sup

n

p

kx

n

k

k

lim sup

n

p

kx

n

k

k+1

f

�

ur jedes x 2 A und damit f

�

ur die Spektralradien

r

A

k+1

(x)

2

= r

A

k+1

(x

2

) � r

A

k

(x)r

A

k+1

(x)

und somit, dass r

A

k+1

(x) = r

A

k

(x).

Dasselbe Argument gilt f

�

ur die Algebren

f

A

k

, wo noch eine Eins adjungiert wurde.

Falls nun x 2

e

A invertierbar in

e

A ist, so existiert " � 0, so dass f

�

ur jedes y 2 A mit

kx

�1

� yk � " gilt, dass r

A

(1 � xy) < 1. Daher ist r

A

k

(1 � xy) < 1 f

�

ur alle k und

somit xy und also auch x invertierbar in A

k

(nach einem Diagonalfolgenargument ist

A der Durchschnitt aller Bilder von A

k

in A).

Dies zeigt, dass Sp

A

x = Sp

A

x f

�

ur alle x 2 A. Wenn jetzt f eine Funktion ist, die

holomorph in einer Umgebung von Sp

A

x = Sp

A

x ist, so liegt f(x) in A

k

f

�

ur alle k

und damit auch in A. q:e:d:

Bemerkung 1.6.2 Falls A eine abgeleitete Unteralgebra einer C*-Algebra ist, so ist

A sogar invariant unter Funktionalkalk

�

ul mit C

1

-Funktionen, siehe [BlCu, 6.4].

Lemma 1.6.3 Seien A und B abgeleitete Unteralgebren von A bzw. B. Dann ist A

^


B

eine abgeleitete Unteralgebra von A

^


B.

Beweis: Falls p

0

; p

1

; : : : und q

0

; q

1

; : : : die Familien von Halbnormen mit der Eigen-

schaft 2) sind, die die Topologien auf A und B bestimmen, so ist u

0

; u

1

; : : : mit

u

k

=

X

i+j=k

p

i


 q

j

eine Familie von Halbnormen auf A

^


B, f

�

ur die A

^


B vollst

�

andig ist und f

�

ur die 2)

gilt. q:e:d:

Wir bezeichnen mit K

1

die Banachalgebra der komplexen Matrizen (a

ij

)

i;j2N

mit

k(a

ij

)k

1

=

X

ja

ij

j <1

Lemma 1.6.4 K ist eine abgeleitete Unteralgebra von K

1

.

Beweis: Die Topologie von K ist bestimmt durch die Halbnormen �

0

; �

1

; �

2

: : : mit

�

n

((a

ij

)) =

1

n!

X

(i+ j)

n

ka

ij

k

Nach De�nition ist �

0

= k � k

1

. Die Gleichung

1

n!

(i+ j)

n

=

X

r+s=n

1

r!

i

r

1

s!

j

s

zeigt, dass �

n

(xy) �

P

r+s=n

�

r

(x)�

s

(y). q:e:d:
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Lemma 1.6.5 Sei � : A! B ein stetiger Homomorphismus zwischen Banachalgebren

und B � B eine abgeleitete Unteralgebra mit de�nierendem System von Halbnormen

q

0

; q

1

; : : :.

Dann ist A = �

�1

(B) mit dem System p

0

; p

1

; : : : von Halbnormen, wo

p

0

= Ck � k

A

C = max(1; k�k)

p

i

(x) = q

i

(�(x)); i = 1; 2; : : :

eine abgeleitete Unteralgebra von A.

Beweis: Klar. q:e:d:

2 Einige wichtige Erweiterungen von m-Algebren

In der bivarianten K-Theorie f

�

ur C*-Algebren spielen eine Reihe von Standarder-

weiterungen eine grundlegende Rolle. Wir beschreiben in diesem Abschnitt zun

�

achst

einmal die analogen Erweiterungen in der Kategorie der m-Algebren. Hierbei ist zu

beachten, dass au�erdem jeweils Algebren von stetigen Funktionen durch die entspre-

chenden Algebren von C

1

-Funktionen ersetzt werden, da wir statt mit stetigen Homo-

topien mit di�erenzierbaren Homotopien arbeiten werden. Dar

�

uberhinaus ben

�

otigen

wir aber auch noch weitere Erweiterungen, die bisher in der K-Theorie noch nicht

so stark in Erscheinung getreten sind. Insbesondere wird die universelle Erweiterung

durch die Tensoralgebra in unserer Theorie eine tragende Rolle spielen.

Wir betrachten in erster Linie Erweiterungen, die stetige lineare Schnitte besitzen,

d.h. als exakte Folgen von lokalkonvexen Vektorr

�

aumen einfach direkte Summen dar-

stellen. Wir nennen solche Erweiterungen linear zerfallend. Das Tensorprodukt einer

linear zerfallenden Erweiterung mit einer beliebigen lokalkonvexen Algebra ist wieder

linear zerfallend.

Die meisten Erweiterungen in diesem Abschnitt sind au�erdem von dem Typ, dass

die Algebra in der Mitte kontrahierbar ist, so dass die Ideale verschiedene Formen der

Einh

�

angung (des Quotienten) beschreiben.

2.1 Die Einh

�

angungserweiterung.

Dies ist das Analogon zu der fundamentalen Erweiterung der algebraischen Topologie.

Sie hat die folgende Form

0! C (0; 1) ! C [0; 1) ! C ! 0

oder allgemeiner

0! A(0; 1)! A[0; 1)! A! 0

mit einer beliebigen m-Algebra A.

Wir erinnern daran, dass C (0; 1) und C [0; 1) Algebren von C

1

- Funktionen auf dem

Intervall [0; 1], deren Ableitungen alle in 0 und 1 verschwinden, bezeichnen, und dass

die Algebra C [0; 1) di�erenzierbar kontrahierbar ist, vgl. 1.1.
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2.2 Die universelle Erweiterung.

Auf dieser Erweiterung beruht unsere De�nition der bivarianten K-Theorie f

�

ur m-

Algebren. F

�

ur eine m-Algebra A ist die Tensoralgebra TA

�

uber dem lokalkonvexen

Raum A wie in Abschnitt 1 de�niert. Wenn wir die Tatsache verwenden, dass A auch

eine Algebra ist und die universelle Eigenschaft von TA auf die Abbildung id:A! A

anwenden, so erhalten wir einen Homomorphismus � = �

id

: TA ! A (ein Element

x

1


x

2


 : : :
x

n

von TA wird dabei auf x

1

x

2

: : :x

n

in A) abgebildet. Wir de�nieren

jetzt JA als den Kern von �. Die Erweiterung

0! JA! TA

�

! A! 0

besitzt dann einen stetigen linearen Schnitt. Diem-Algebra TA ist glatt kontrahierbar.

Die universelle Eigenschaft dieser Erweiterung wird im n

�

achsten Abschnitt erl

�

autert

und benutzt werden.

2.3 Die glatte Toeplitzerweiterung.

Die glatte Toeplitzalgebra T wurde in 1.5 eingef

�

uhrt. Nach Konstruktion enth

�

alt T

die Algebra K als Ideal und wir erhalten die folgende Erweiterung

0! K! T

�

! C

1

(S

1

)! 0

die nat

�

urlich nach Konstruktion auch einen stetigen linearen Schnitt erlaubt.

Sei nun � : T ! C der kanonische Homomorphismus, der v

1

und v

�1

auf 1 abbildet

und T

0

= Ker �. Durch Restriktion der Toeplitzerweiterung erhalten wir die folgende

Erweiterung

0! K! T

0

! C

1

0

(S

1

n1)! 0

Wir werden sp

�

ater sehen, dass T

0

\kk-kontrahierbar" ist.

2.4 Die universelle zweifach triviale Erweiterung.

Mit einer m-Algebra A assoziieren wir wie in [Cu2] die Algebra QA = A � A. Wir

bezeichnen mit � und �� die beiden kanonischen Inklusionen von A in QA. Die Algebra

QA ist in nat

�

urlicher WeiseZ=2-graduiert durch den involutiven Automorphismus � ,

der �(A) und ��(A) vertauscht.

Das Ideal qA in QA ist de�niert als der Kern des kanonischen Homomorphismus

� = id � id : A �A! A. Die Erweiterung

0! qA! QA

�

�! A! 0 (1)

besitzt dann zwei verschiedene Schnitte, die Algebrenhomomorphismen sind; n

�

amlich

� und ��. Sie hat die folgende universelle Eigenschaft: Sei

0! E

0

! E

1

! A! 0 (2)

eine Erweiterung mit zwei verschiedenen Schnitten �; �� : A ! E

1

, die stetige Al-

gebrahomomorphismen sind. Dann existiert ein Morphismus (d.h. ein kommutatives
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Diagramm von Abbildungen) von der Erweiterung (1) in die Erweiterung (2) wie

folgt:

0! qA ! QA ! A ! 0

# ���� # ���� # id

0! E

0

! E

1

! A ! 0

Dieser Morphismus f

�

uhrt nach Konstruktion die Schnitte � und �� in � und ��

�

uber.

2.5 Die Erweiterung, die die gerade und die ungerade K-Theorie ver-

bindet.

Wir konstruieren in diesem Artikel die bivariante K-Theorie aus Erweiterungen, d.h.

wir benutzen das \ungerade" oder Ext-Bild. Die folgende Erweiterung erlaubt es,

diesen Zugang mit dem \gerade" Bild von [Cu2] zu vergleichen. Sie wird in Abschnitt 7

eine wichtige Rolle spielen. Wie oben seien �;�� : A! QA die kanonischen Inklusionen.

Wir setzen

E := ff 2 QA[0; 1] j 9x2 A; f(0) = �(x); f(1) = ��(x); f(t) � f(0) 2 qA; t 2 [0; 1]g

Die Erweiterung

0! qA(0; 1)! E! A! 0

besitzt dann einen stetigen linearen Schnitt, der x 2 A auf f 2 E mit f(t) = (1 �

t)�(x) + t��(x) abbildet.

3 Morphismen von der universellen Erweiterung.

Als erstes analysieren wir die universelle Eigenschaft der Erweiterung 0 ! JA !

TA! A! 0 aus 2.2.

Satz 3.1 Es sei

0! E

0

! E

1

s

x

�

�! A! 0

eine Erweiterung mit einem stetigen linearen Schnitt s (d.h. �s = id

A

). Weiter sei

' : A

0

! A ein Homomorphismus und �

s'

: TA

0

! E

1

der Homomorphismus, der

sich wie in 1.2 aus der universellen Eigenschaft der Tensoralgebra TA

0

ergibt. Dann

existiert ein eindeutig bestimmter Homomorphismus 


s'

: JA

0

! E

0

so dass das

folgende Diagramm kommutiert

0! E

0

! E

1

s

x

�

! A! 0

" 


s'

" �

s'

" '

0! JA

0

! TA

0

! A

0

! 0

Beweis: Das Bild von JA

0

unter �

s'

ist in E

0

enthalten, weil die Abbildung � � �

s'

das Ideal JA

0

annulliert und weil andererseits E

0

= Ker �. Wir setzen 


s'

= �

s'

j

JA

0

q:e:d:
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Die Anwendung dieses Prinzips auf die in Abschnitt 2 eingef

�

uhrten Erweiterungen

ergibt Homomorphismen JA ! A(0; 1); J(C

1

(S

1

)) ! K und JA ! qA(0; 1), die im

folgenden immer wieder benutzt werden.

Wenn man das Resultat auf die Erweiterung 0! JA! TA! A! 0 anwendet, sieht

man insbesondere, dass A 7! JA ein Funktor ist: Jeder Homomorphismus ' : A

0

! A

induziert einen Homomorphismus JA

0

! JA, den wir mit J(') bezeichnen.

Lemma 3.2 Sei 0 ! E

0

! E

1

s

x

�

�!A ! 0 eine Erweiterung mit stetigem linearen

Schnitt s und ' : A

0

! A ein Homomorphismus wie in 3.1.

(a) Sei s

0

ein weiterer stetiger linearer Schnitt. Dann ist 


s

0

'

: JA ! E

0

di�eotop

zu 


s'

.

(b) Wenn ein stetiger linearer Schnitt s

00

existiert, der ein Algebrenhomomorphis-

mus ist, so ist 


s'

di�eotop zu 0.

(c) Wenn ein Algebrenhomomorphismus '

0

: A

0

! E

1

existiert mit � � '

0

= ', so

ist 


s'

di�eotop zu 0.

Beweis: (a) Setze s

t

= ts

0

+ (1 � t)s. Dann ist 


s

t

; t 2 [0; 1] eine di�erenzierbare

Homotopie, die 


s

und 


s

0

verbindet. (b) und (c) folgen aus (a) und aus der Tatsache,

dass die Einschr

�

ankungen von �

s

00

'

und �

'

0

auf JA

0

verschwinden. q:e:d:

F

�

ur ' = id nennen wir 


s

die klassi�zierende Abbildung zu der linear zerfallenden

Erweiterung

0! E

0

! E

1

s

x

�

�! A! 0

Das n

�

achste einfache Lemmabeschreibt das Verhalten der klassi�zierenden Abbildung

unter Morphismen (d.h. kommutativen Diagrammen) von Erweiterungen. Es wird in

den folgenden Abschnitten implizit immer wieder benutzt.

Lemma 3.3 Betrachte das folgende kommutative Diagramm von Erweiterungen

0! E

0

! E

1

! A! 0

" 

0

"  

1

" '

0! E

0

0

! E

0

1

! A

0

! 0

mit stetigen linearen Schnitten s : A! E

1

und s

0

: A

0

! E

0

1

.

Es gilt 


s'

= 


s

� J(') und diese Abbildung ist di�eotop zu  

0

� 


s

0

(falls s' =  

1

s

0

,

so gilt sogar 


s

� J(') =  

0

� 


s

0

).

Definition-Satz 3.4 Gegeben seien zwei Erweiterungen von A

0! E

0

! E

1

s

x

�

�!A! 0

0! E

0

! E

0

1

s

0

x

�

0

�!A! 0
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mit stetigen linearen Schnitten. Die Summe dieser beiden Erweiterungen ist nach

De�nition die Erweiterung

0!M

2

(E

0

)!D ! A! 0

wo D =

n

�

x a

b x

0

�

jx 2 E

1

; x

0

2 E

0

1

; �(x) = �

0

(x

0

); a; b 2 E

0

o

.

Sie erlaubt s � s

0

=

�

s 0

0 s

0

�

als stetigen linearen Schnitt. Der assoziierte Homo-

morphismus 


s�s

0

: JA!M

2

(E

0

) ist gegeben durch




s�s

0

= 


s

� 


s

0

=

�




s

0

0 


s

0

�

Beweis: Klar. q:e:d:

Als Beispiel betrachten wir die glatte Toeplitzerweiterung

0! K! T

�

�!C

1

(S

1

)! 0 (3)

aus 2.3. Es sei u der Automorphismus von C

1

(S

1

), der die Orientierung von S

1

umkehrt. Dann ist die Summe von (3) mit der Erweiterung

0! K! T

u�

�!C

1

(S

1

)! 0 (4)

trivial (d.h. sie erlaubt einen stetigen linearen Schnitt, der ein Algebrenhomomorphis-

mus ist). In der Tat ist die Abbildung, die die k-te Potenz z

k

des Erzeugers z von

C

1

(S

1

); k 2Zauf die k-te Potenz der Matrix

�

v

1

e

00

0 v

�1

�

(mit den Bezeichnungen

von 1.5) abbildet, ein stetiger Homomorphismus. Wenn daher s der stetige lineare

Schnitt C

1

(S

1

)! T ist, der z

k

auf v

k

abbildet und s

0

der Schnitt f

�

ur (4) der z

k

auf

v

�k

abbildet, so ist 


s

� 


s

0

di�eotop zu 0.

Definition-Satz 3.5 Gegeben seien m-Algebren A und B. Wenn ' : A ! B ein

Homomorphismus zwischen m-Algebren ist, so bezeichnen wir mit h'i die

�

Aquiva-

lenzklasse von ' im Bezug auf die Relation der Di�eotopie und wir setzen

hA;Bi = fh'ij' ist ein stetiger Homomorphismus A!B g

F

�

ur Homomorphismen �; � : A! K

^


B de�nieren wir wie in 3.4 die direkte Summe

�� � als

�� � =

�

� 0

0 �

�

: A �!M

2

(K

^


B)

�

=

K

^


B

Mit der durch h�i+ h�i = h� � �i de�nierten Addition ist die Menge hA;K

^


Bi der

Di�eotopieklassen von Homomorphismen von A nach K

^


B eine abelsche Halbgruppe

mit Nullelement h0i.

Beweis: Dies folgt aus Lemma 1.4.1. q:e:d:
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F

�

ur jede m-Algebra A ist JA wieder eine m-Algebra. Wir k

�

onnen daher durch

Iteration J

2

A = J(JA); : : : ; J

n

A = J(J

n�1

A) bilden. Abbildungen von J

n

A in eine

m-Algebra B geh

�

oren dann zu Erweiterungen der L

�

ange n.

Definition-Satz 3.6 Eine exakte Folge

0 �! E

0

'

0

�!E

1

'

1

�! : : : �! E

n

'

n

�!A �! 0

wo E

0

; : : : ;E

n

;Am-Algebren und die '

i

stetige Homomorphismen sind, hei�e linear

zerfallende n-Schritt-Erweiterung, falls sie als exakte Folge von lokalkonvexen Vek-

torr

�

aumen zerf

�

allt (d.h. falls E

i

�

=

Ker'

i

� Im'

i�1

). Jede Wahl s

1

; : : : ; s

n

von ste-

tigen linearen Schnitten (d.h. '

i

s

i

ist f

�

ur alle i eine stetige Projektion auf Im'

i

)

bestimmt in eindeutiger Weise einen Homomorphismus 


(s

1

;:::;s

n

)

: J

n

A ! E

0

und

Homomorphismen 


(s

k+1

;:::;s

n

)

: J

n�k

A ! E

k

so dass das folgende Diagramm kom-

mutiert

0 �! E

0

'

0

�! E

1

'

1

�! : : : E

n�1

'

n�1

�! E

n

'

n

�! A �! 0

" 


(s

1

:::;s

n

)

" �

s

1




(s

2

:::;s

n

)

" �

s

n�1




s

n

" �

s

n

k

0 �! J

n

A �! TJ

n�1

A ! : : : TJA �! TA �! A �! 0

Wenn s

0

1

; : : : ; s

0

n

eine andere Familie von stetigen linearen Schnitten ist, so ist




(s

0

1

;:::;s

0

n

)

di�eotop zu 


(s

1

;:::;s

n

)

.

In dem vorhergehenden Diagramm interessieren wir uns in erster Linie f

�

ur die klas-

si�zierende Abbildung 
 = 


(s

1

;:::;s

n

)

. Diese h

�

angt bis auf Di�eotopie nicht von

(s

1

; : : : ; s

n

) sondern nur von der gegebenen n-Schritt-Erweiterung ab.

Betrachten wir zwei Erweiterungen der L

�

ange n und der L

�

ange m

0 �! E

0

'

0

�!E

1

'

1

�! : : : �! E

n

'

n

�!A �! 0 (5)

und

0 �! E

0

0

'

0

0

�!E

0

1

'

0

1

�! : : : �! E

0

m

'

0

m

�!A

0

�! 0 (6)

wo E

0

0

= A. Das wohlbekannte Yonedaprodukt besteht in der Zusammensetzung dieser

zwei Erweiterungen zu einer Erweiterung der L

�

ange n+m von der Form

0 �! E

0

'

0

�!E

1

'

1

�! : : : �! E

n

'

0

0

'

n

�! E

0

1

'

0

1

�! : : : �! E

0

m

'

0

m

�!A

0

�! 0 (7)

Lemma 3.7 Es seien 
 : J

n

A �! E

0

und 


0

: J

m

A

0

�! E

0

0

= A die Abbildungen,

die mit (5) und (6) assoziiert sind. Die klassi�zierende Abbildung J

n+m

A

0

�! E

0

zu

der Erweiterung (7) ist gegeben durch 
 � J

n

(


0

).

Beweis: Dies folgt aus 3.3. q:e:d:

Definition 3.8 Es sei ' : JA ! C

1

(S

1

)

^


A die Komposition der klassi�zierenden

Abbildung JA! A(0; 1) zu der Erweiterung

0 �! A(0; 1) �! A[0; 1) �! A �! 0
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mit der Inklusionsabbildung A(0; 1) �! C

1

(S

1

)

^


A. Wir bezeichnen mit " die Abbil-

dung

" : J

2

A �! K

^


A

die unter Benutzung von ' zu der Erweiterung

0 �! K

^


A �! T

^


A

s

x

�! C

1

(S

1

)

^


A �! 0

geh

�

ort (d.h. " = 


s'

).

Man beachte, dass eine linear zerfallende Erweiterung in der Kategorie der lokalkon-

vexen Vektorr

�

aume einfach eine direkte Summe darstellt und daher nat

�

urlich auch

nach Tensorieren mit beliebigen lokalkonvexen R

�

aumen noch exakt bleibt.

Durch Hintereinanderschaltung der Abbildungen J

4

A

J

2

(")

�! J

2

(K

^


A), sowie

J

2

(K

^


A) ! K

^


J

2

(A) und K

^


J

2

A

id
"

�! K

^


K

^


A bekommmen wir, unter leichtem

Missbrauch der Bezeichnungen,

"

2

: J

4

A �! K

^


K

^


A

�

=

K

^


A

und, nach Induktion

"

n

: J

2n

A �! K

^


A

Wir k

�

onnen bei der Konstruktion von " statt der Toeplitzerweiterung auch die inverse

Toeplitzerweiterung verwenden und erhalten dann eine Abbildung "

�

: J

2

A �! K

^


A

, die nach 3.4 die Eigenschaft hat, dass " � "

�

di�eotop zu 0 ist.

Lemma 3.9 F

�

ur jedes Paar von m-Algebren A und B existieren kanonische Abbil-

dungen J(A

^


B ) ! JA

^


B und J(A

^


B ) ! A

^


JB , die mit den folgenden linear

zerfallenden Erweiterungen assoziiert sind

0 ! JA

^


B ! TA

^


B ! A

^


B ! 0

0 ! A

^


JB ! A

^


TB ! A

^


B ! 0 :

Wir bemerken, dass insbesondere f

�

ur jede m-Algebra A ein kanonischer Homomor-

phismus J(A) ! J(C )

^


A existiert. Es ist klar, dass die in 3.8 de�nierte Abbildung

" = "

A

: J

2

A ! K

^


A als Komposition der Abbildung J

2

A ! J

2

C

^


A mit der

Abbildung " 
 id

A

geschrieben werden kann.

Das folgende Lemma bildet den Kernpunkt f

�

ur unsere Konstruktion des Produkts der

in Abschnitt 4 de�nierten bivarianten K-Theorie.

Hauptlemma 3.10 A und B seien m-Algebren und 


+

; 


�

die zwei Abbildungen

von J

2

(A

^


B) nach JA

^


JB, die sich durch Anwendung von 3.9, wie folgt in den

zwei m

�

oglichen Weisen ergeben:

J(JA

^


B)

% &

J

2

(A

^


B)




+

�!

�!




�

JA

^


JB

& %

J(A

^


JB)
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Dann ist die Abbildung 


+

�


�

=

�




+

0

0 


�

�

: J

2

(A

^


B)!M

2

(JA

^


JB) di�eotop

zu 0.

Beweis: Betrachte die folgende Erweiterung

0 �! JA

^


JB �! TA

^


JB + JA

^


TB

s

x

�

�!A

^


JB � JA

^


B �! 0

Die Algebra in der Mitte wird hier als Unteralgebra von TA

^


TB angesehen.

Die Abbildung 


+

�


�

ist durch Rotationen in 2�2-Matrizen di�eotop zu 


s�

, wenn

� : J(A

^


B)! A

^


JB�JA

^


B die nat

�

urliche Abbildung bezeichnet. Zum Beweis der

Behauptung gen

�

ugt es daher nach Lemma3.2 (c) zu zeigen, dass ein Homomorphismus

�

0

: J(A

^


B ) �! TA

^


JB + JA

^


TB existiert, f

�

ur den � � �

0

= � gilt.

Nun kann aber �

0

als klassi�zierende Abbildung 


s

0

in der linear zerfallenden Erwei-

terung

0 �! JA

^


TB + TA

^


JB �! TA

^


TB

s

0

x

�!A

^


B �! 0

gew

�

ahlt werden. Die Tatsache, dass � � 


s

0

= � folgt aus den zwei folgenden kommu-

tativen Diagrammen

0 �! JA

^


TB + TA

^


JB �! TA

^


TB �! A

^


B �! 0

# # k

0 �! A

^


JB �! A

^


TB �! A

^


B �! 0

und

0 �! JA

^


TB + TA

^


JB �! TA

^


TB �! A

^


B �! 0

# # k

0 �! JA

^


B �! TA

^


B �! A

^


B �! 0

sowie aus Lemma 3.3. q:e:d:

Als n

�

achstes soll die Abbildung " : J

k

A �! K

^


J

k�2

A, die in 3.8 eingef

�

uhrt wurde,

genauer untersucht werden. Zur besseren

�

Ubersichtlichkeit schreiben wir J

i

f

�

ur die

i-te Anwendung des J-Funktors. D.h. also J

k

A = J

k

J

k�1

: : :J

1

(A).

F

�

ur jede Wahl von i; j mit 1 � j < i � k, ergibt die Anwendung von 3.9 eine Abbil-

dung �

ij

: J

k

A �! J

2

C

^


J

k�2

A, indem wir das j-te und das i-te J im Tensorprodukt

C

^


A auf C und alle anderen J auf den zweiten Faktor A anwenden. Explizit sieht

also �

ij

folgenderma�en aus:

�

ij

: J

k

: : : J

1

(A) �! J

i

J

j

(C )

^


J

k

: : :

�

J

i

: : :

�

J

j

: : :J

1

(A)

wo _ Auslassung bedeutet.

Wenn wir dies mit der Abbildung " : J

2

C = J

i

J

j

(C ) �! K kombinieren, erhalten wir

eine Familie von Abbildungen "

ij

: J

k

A �! K

^


J

k�2

A; 1 � j < i � k. (Mit dieser

Bezeichnungsweise w

�

are die unter 3.8 betrachtete Abbildung "

21

).
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Korollar 3.11 Es gelten die folgenden di�erenzierbaren Homotopien

(a) "

i�1;j

� "

i;j

� 0; 1 < j < i � 1 � k � 1

"

i;j�1

� "

i;j

� 0; 2 � j < i � k

(b) F

�

ur alle i; j; 1 � i; j � k � 1; gilt "

i+1;i

� "

j+1;j

Hierbei bezeichnet � Di�eotopie.

Beweis: (a) ergibt sich aus 3.10. (b) folgt aus (a) unter Benutzung der Tatsache, dass

die Menge der Di�eotopieklassen von Homomorphismen J

k

A nach K

^


J

k�2

A nach 3.5

eine abelsche Halbgruppe mit 0-Element ist. In dieser Halbgruppe sind die Klassen

von "

i+1;i

und von "

i;i�1

beide invers zu "

i+1;i�1

, und daher gleich. q:e:d:

4 Der bivariante K-Funktor

Wir sind jetzt soweit, dass wir das eigentliche Untersuchungsobjekt dieser Arbeit

einf

�

uhren k

�

onnen. Wir betrachten die Menge der Di�eotopieklassen von Homomor-

phismen H

k

= hJ

k

A;K

^


B i, wobei H

0

= hA;K

^


B i. Jedes H

k

ist eine abelsche

Halbgruppe mit der

�

ublichen K-Theorie-Addition h�i+ h�i = h�� �i, siehe 3.6. Die

Klasse h0i ist das Nullelement.

Es existiert eine kanonische Abbildung S : H

k

�! H

k+2

, die man in der folgenden

Weise erh

�

alt: f

�

ur h�i 2 H

k

; � : J

k

A �! K

^


B , sei Sh�i = h(id

K


 �) � "i. Dabei ist

" : J

k+2

A �! K
J

k

A die in 3.8 betrachtete Abbildung (genauer gesagt " = "

k+2;k

+

1

mit den Bezeichnungen von 3.9). Weiter sei "

�

: J

k+2

A �! K
 J

k

A die Abbildung,

die sich in derselben Weise, aber unter Ersetzung der Toeplitzerweiterung durch die

inverse Toeplitzerweiterung, ergibt. Die Diskussion nach 3.4 zeigt, dass die Summe

"�"

�

di�eotop zu 0 ist. Daher ist Sh�i+S

�

h�i = 0, wenn wir S

�

h�i = h(id

K


�)�"

�

i

setzen.

Definition 4.1 Es seien A und B m-Algebren und � = 0 oder 1. Wir setzen

kk

�

(A; B ) = lim

�!

k

H

2k+�

= lim

�!

k

hJ

2k+�

A; K

^


B i

Die vorhergehende Diskussion zeigt, dass kk

�

(A; B) nicht nur eine abelsche Halb-

gruppe, sondern sogar eine abelsche Gruppe ist (jedes Element besitzt ein Inverses).

Die wesentliche Eigenschaft von kk

�

ist das Produkt, das mit Hilfe des Hauptlemmas

3.10 de�niert werden kann. Wir ben

�

otigen f

�

ur die De�nition noch einige Bezeichnun-

gen.

Wenn � : J

k

A �! K

^


B ein Homomorphismus ist, so bezeichne �

j

den Ho-

momorphismus �

j

: J

k+j

A ! K

^


J

j

B, der durch Hintereinanderschaltung von

J

j

(�) : J

k+j

A ! J

j

(K

^


B) mit der kanonischen Abbildung J

j

(K

^


B) ! K

^


J

j

B

entsteht; cf. 3.9.

Lemma 4.2 Mit den Bezeichnungen vom Ende des Abschnitt 3 sind die folgenden

Abbildungen J

k+j+2

A! K

^


J

j

B di�eotop (� )

(a) ((id

K


 �) � "

k+2; k+1

)

j

� (id

K


 �

j

) � "

k+j+2; k+j+1

(b) (id

K


 �

j

) � "

k+j+2; k+j+1

� (id

K


 "

j+2; j+1

) � �

j+2
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Beweis: (a) ist eine Konsequenz von Korollar 3.11 und (b) folgt sofort aus Lemma

1.4.1. q:e:d:

Theorem 4.3 (a) Es existiert ein assoziatives und in beiden Variablen additives Pro-

dukt

kk

i

(A;B)� kk

j

(B;C) �! kk

i+j

(A;C)

(i; j 2Z=2; A;B und C m-Algebren), das f

�

ur � : J

n

A! K

^


B ; � : J

m

B ! K

^


C in

der folgenden Weise de�niert ist:

h�i � h�i = h(id

K


 �) � �

m

i

(b) Es existiert ein bilineares graduiert kommutatives

�

au�eres Produkt

kk

i

(A

1

;A

2

)� kk

j

(B

1

;B

2

) �! kk

i+j

(A

1

^


A

2

;B

1

^


B

2

)

Beweis: (a) Die einzige Behauptung, die nicht o�ensichtlich ist, ist die, dass das

Produkt wohlde�niert ist. Wir m

�

ussen zeigen, dass unsere De�nition des Produkts

vertr

�

aglich ist mit den Identi�kationen in dem induktiven Limes, der in der De�nition

von kk

�

in 4.1 benutzt wird. Daf

�

ur m

�

ussen wir nachpr

�

ufen, dass

� � (� � ")

j

� (� � �

j

) � "

(� � ") � �

j+2

� (� � �

j

) � "

(Wir haben hier bei den Bezeichnungen die Indizes von ", die nach 3.11 irrelevant

sind, und das Tensorprodukt mit id

K

weggelassen.) Die Existenz dieser Di�eotopien

ist genau die Aussage von Lemma 4.2.

(b) Dies folgt sofort aus der Existenz der nat

�

urlichen Abbildungen

J

2n+2m+i+j

(A

1

^


A

2

) �! (J

2n+i

A

1

)

^


(J

2m+j

A

2

)

vgl. 3.9. q:e:d:

Lemma 3.7 zeigt, dass das (innere) Produkt in (a) gerade dem Yonedaprodukt von

Erweiterungen entspricht.

Satz 4.4 kk

�

hat die folgenden Eigenschaften

(a) Jeder Homomorphismus ' : A!B de�niert ein Element kk(') in der Gruppe

kk

0

(A;B). Wenn  :B! C, ein weiterer Homomorphismus ist, so gilt

kk( � ') = kk(') � kk( )

kk

�

(A;B ) ist ein kontravarianter Funktor in A und ein kovarianter Funktor in

B. Wenn � : A

0

! A und � : B ! B

0

Homomorphismen sind, so sind die

in der ersten und zweiten Variablen von kk

�

induzierten Abbildungen gegeben

durch Linksmultiplikation mit kk(�) und Rechtsmultiplikation mit kk(�).

(b) F

�

ur jede m-Algebra A ist kk

�

(A;A) ein Z=2-graduierter Ring mit Einselement

kk(id

A

).
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(c) Der Funktor kk

�

ist invariant unter Di�eotopien in beiden Variablen.

(d) Die kanonische Inklusion � : A ! K

^


A de�niert ein invertierbares Element

in kk

0

(A;K

^


A). Insbesondere ist kk

�

(A;B)

�

=

kk

�

(K

^


A;B) und kk

�

(B;A)

�

=

kk

�

(B;K

^


A) f

�

ur jede m-Algebra B.

Beweis: (a) Die Di�eotopieklasse h�i von � ist ein Element von H

0

und damit nach

De�nition auch von kk

0

. Die zweite Behauptung folgt sofort aus der De�nition des

Produkts.

(b) Dies folgt aus 4.3. Das Einselement ist kk (id

A

) 2 kk

0

(A;A).

(c) Die Abbildungen A! A[0; 1] und A[0; 1]! A , die a auf a �1 und f auf f(0) abbil-

den, de�nieren Elemente in kk

0

(A;A[0; 1]) und kk

0

(A[0; 1];A), die invers zueinander

sind.

(d) folgt aus Lemma 1.4.1. q:e:d:

Nach De�nition bestimmt " ein Element in kk

0

(A;A) und zwar dasselbe wie id

A

,

d.h. also das Einselement. Andererseits kann die Abbildung " : J

2

A! K

^


A auch als

Element von kk

0

(J

2

A;A) oder als Element von kk

1

(JA;A) gedeutet werden.

Satz 4.5 Die Abbildung " : J

2

A ! K

^


A de�niert invertierbare Elemente e

0

in

kk

0

(J

2

A;A) und e

1

in kk

1

(JA;A).

Beweis: Die Inversen zu e

0

und e

1

sind gegeben durch id

J

2

A

und id

JA

. q:e:d:

Insbesondere ist also

kk

1

(A;B)

�

=

kk

0

(JA;B)

�

=

kk

0

(A; JB)

Bemerkung 4.6 Die hier entwickelte Konstruktion der bivarianten K-Theorie ist

sehr allgemein und kann ohne weiteres verwendet werden, um bivariante Theorien

mit verschiedenen Stabilit

�

ats- und Homotopieinvarianzeigenschaften auch f

�

ur ganz

andere Kategorien von topologischen Algebren einzuf

�

uhren. Ben

�

otigt werden hierzu

f

�

ur jede Algebra A in einer solchen Kategorie die folgenden Erweiterungen:

(a) die universelle Erweiterung 0! JA ! TA! A ! 0

(b) die Einh

�

angungserweiterung 0!A(0; 1)!A(0; 1]!A ! 0

(c) die Toeplitzerweiterung 0!K
A ! T 
 A! A(S

1

)! 0

Hierbei ist 
 ein geeignetes Tensorprodukt in der Kategorie, K eine Vervollst

�

andigung

der Algebra M

1

der endlichen Matrizen beliebiger Gr

�

osse, sowie A(0; 1), A(0; 1],

A(S

1

) geeignete Algebren von Funktionen auf (0; 1), (0; 1], S

1

mit Werten in A. Die

universelle Erweiterung mu� universell f

�

ur eine gewisse Klasse von Erweiterungen

sein (bei m-Algebren f

�

ur linear zerfallende Erweiterungen). Au�erdem m

�

ussen die

Einh

�

angungserweiterung und die Toeplitzerweiterung zusammensetzbar sein, d.h. es

mu� eine Abbildung A(0; 1)!A(S

1

) existieren.

Diese Bedingungen sind zum Beispiel erf

�

ullt in der Kategorie der C*-Algebren mit der

�

ublichen Toeplitzerweiterung und mit der universellen C*-Algebra- Vervollst

�

andigung

von TA, f

�

ur die die kanonische lineare Inklusion A ! TA involutionserhaltend und

Documenta Mathematica 2 (1997) 139{182



Bivariante K-Theorie: : : 159

von Norm � 1 ist. Damit ist die entsprechende Erweiterung universell f

�

ur Erweiterun-

gen, die einen stetigen Schnitt mit Norm 1 erlauben. Dieselben Wahlen funktionieren

in der Kategorie der �-C*-Algebren.

In der Kategorie der Banachalgebren kann f

�

ur K die Algebra K

1

aus 1.6.4 und f

�

ur

die Funktionenalgebren die einmal stetig di�erenzierbaren Funktionen mit Werten in

A verwendet werden. Eine geeignete Wahl f

�

ur das Tensorprodukt ist hier auch das

projektive.

Die Stabilit

�

ats- und Homotopieinvarianzeigenschaften der Theorie sind dann bestimmt

durch die Wahl der Algebra K und der Funktionenalgebren (stetige oder di�erenzier-

bare Funktionen mit Werten in A). Die Gr

�

o�e von K korrespondiert aufgrund der

Toeplitzerweiterung zur Gr

�

o�e der Funktionenalgebren. Die hier dargestellte Theorie

ist gewisserma�en minimal (f

�

ur die Gr

�

o�e von K und der Funktionenalgebren) mit

der Eigenschaft, dass die oben erw

�

ahnte Abbildung A(0; 1)!A(S

1

) noch existiert.

Wenn wir nur Erweiterungen der L

�

ange 1, d.h. Abbildungen JA ! K 
 A zulas-

sen w

�

urden, so m

�

usste nach der Summierbarkeitsobstruktion von Douglas-Voiculescu

[DoVo], die Algebra K alle Schattenideale `

p

f

�

ur p � 1 enthalten. Dadurch, dass wir

Abbildungen J

n

A ! K
 A f

�

ur beliebige n verwenden, erhalten wir das Produkt und

umgehen gleichzeitig diese Obstruktion.

5 Ausschneidung und die langen exakten Folgen in beiden Variablen

In diesem Abschnitt halten wir uns eng an das in [CuSk] gegebene Argument f

�

ur die

Ausschneidung. Ein Unterschied hier ist, dass wir nur di�erenzierbare Homotopien,

d.h. Di�eotopien benutzen. Der Beweisgang zeigt

�

ubrigens interessanterweise auch,

dass dies wirklich wesentlich ist. Wenn wir kk mit Hilfe von stetigen Homotopien

de�niert h

�

atten, w

�

urde die Ausschneidung nicht gelten; siehe Bemerkung 5.6. Weiter

wird ein Teil des Arguments im Vergleich zu [CuSk] dadurch vereinfacht, dass die

inverse Bottabbildung " : J

2

C ! K in unsere Theorie schon eingebaut ist und nach

De�nition das Einselement von kk

0

(C ; C ) repr

�

asentiert.

Wenn � : A ! B ein Homomorphismus zwischen m-Algebren ist, werden wir

im folgenden mit K(�); �(0; 1); �[0; 1); J(�). . . die induzierten Abbildungen K

^


A !

K

^


B; A(0; 1)!B(0; 1); A[0; 1)!B[0; 1); JA! JB. . . bezeichnen.

Wie

�

ublich de�nieren wir auch den (di�erenzierbaren) Abbildungskegel C

�

durch

C

�

= f(x; f) 2 A�B[0; 1)

�

�

�(x) = f(0)g

Lemma 5.1 Sei D eine m-Algebra und � : A!B ein Homomorphismus

(a) Die Folge

kk

�

(D; C

�

)

�kk(�)

�! kk

�

(D;A)

�kk(�)

�! kk

�

(D;B)

ist exakt. Hierbei bezeichnet � : C

�

! A die Projektion auf den ersten Sum-

manden und �kk(�) Rechtsmultiplikation mit kk(�).

(b) Die Folge in (a) kann fortgesetzt werden zu einer exakten Folge

�kk(�(0;1))

�! kk

�

(D;A(0; 1))

�kk(�(0;1))

�! kk

�+1

(D;B (0; 1)) !

kk

�

(D; C

�

)

�kk(�)

�! kk

�

(D;A)

�kk(�)

�! kk

�

(D;B)
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Beweis: (a) Das Element z 2 kk

�

(D;A) sei durch den Homomorphismus ' :

J

2n+�

D ! K

^


A repr

�

asentiert. Die Gleichung h'i � kk(�) = 0 bedeutet, dass f

�

ur

ein geeignetes m � n die durch K(�) �' induzierte Abbildung J

2m+�

D! K

^


B

�

uber

einen Homomorphismus 
 : J

2m+�

D ! K

^


B[0; 1) faktorisiert. Wir k

�

onnen anneh-

men,dass m = n. Das kommutative Diagramm

J

2n+�

D

'

�! K

^


A

# 
 # K (�)

K

^


B[0; 1) �! K

^


B

de�niert einen Homomorphismus 


0

: J

2n+�

D! K

^


C

�

so dass K(�) � 


0

= '.

(b) Dies folgt wie

�

ublich durch Iteration der Konstruktion in (a). Hierzu benutzt man

die Tatsache, dass der Abbildungskegel C

�

f

�

ur die Projektion � : C

�

! A di�eotop

zu B(0; 1) ist, und das folgende kommutative Diagramm

C

�

�

0

�! C

�

" k

B (0; 1)

�

�! C

�

In diesem Diagramm ist � die Inklusion von B(0; 1) in die zweite Komponente von

C

�

und der erste senkrechte Pfeil ist die erw

�

ahnte Di�eotopie

�

aquivalenz (sie bildet

f 2B (0; 1) auf (�f; 0) 2 C

�

� C

�

� A[0; 1)) ab.

Gleicherweise ist der Abbildungskegel C

�

f

�

ur � : B(0; 1)! C

�

enthalten in A(0; 1)�

B([0; 1)� [0; 1)). Die Projektion C

�

! A(0; 1) ist ebenfalls eine Di�eotopie

�

aquivalenz

und macht das folgende Diagramm kommutativ

C

�

�! B(0; 1)

# k

A (0; 1)

�(0;1)

�! B (0; 1)

q:e:d:

Lemma 5.2 � : A !B und D seien wie in 5.1

(a) Die Folge

kk

�

(C

�

;D)

kk(�)�

 � kk

�

(A;D)

kk(�)�

 � kk

�

(B;D)

ist exakt.

(b) Die Folge in (a) kann zu einer langen exakten Folge der Form

kk(�(0;1))�

 � kk

�

(A(0; 1);D)

kk(�(0;1))�

 � kk

�+1

(B(0; 1);D)  

kk

�

(C

�

;D)

kk(�)�

 � kk

�

(A;D)

kk(�)�

 � kk

�

(B;D)

fortgesetzt werden.
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Beweis: (a) Der Einfachheit halber nehmen wir an, dass � = 0. Sei dann ' : J

2n

A �!

K

^


D ein Homomorphismusmit der Eigenschaft, dass kk(�)�h'i = h0i. Dies bedeutet,

dass ein kommutatives Diagramm der Form

J

2n

C

�

J

2n

(�)

�! J

2n

A

# 
 # '

K

^


D[0; 1)

ev

�! K

^


D

existiert. Hierbei ist ev die Auswertungsabbildung in 0. Man beachte, dass '�J

2n

(�)�

" = ' � " � J

2n+2

(�), so dass wir annehmen k

�

onnen, dass die Di�eotopie schon auf

Niveau n realisiert ist. Da 
 in diesem Diagrammden Kern von J

2n

(�) in den Kern von

ev abbildet, d.h. also in K

^


D(0; 1), ergibt die Einschr

�

ankung von 
 eine Abbildung




0

: J

2n

(B(0; 1)) �! K

^


D(0; 1).

Wir verwenden jetzt die nat

�

urlichen Abbildungen JB ! B(0; 1) und J(D(0; 1))

! K

^


D, siehe 3.8, um durch die Komposition

J

2n+2

B �! J

2n+1

(B (0; 1))

J(


0

)

�! J(K

^


D(0; 1)) �! K

^


D

eine Abbildung  : J

2n+2

B �! K

^


D zu konstruieren. Wir m

�

ussen zeigen, dass

 � J

2n+2

(�) � ' � ". Dies folgt aus dem folgenden kommutativen Diagramm

0 �! K

^


D(0; 1) �! K

^


D[0; 1) �! K

^


D �! 0

" 


0

" 
 " '

0 �! J

2n

(B(0; 1) �! J

2n

C

�

�! J

2n

A �! 0

" J

2n

�(0; 1) " J

2n

�

0

k

0 �! J

2n

(A (0; 1)) �! J

2n

(A [0; 1)) �! J

2n

A �! 0

Hierbei ist �(0; 1) die Einh

�

angung von � und �

0

ist die Abbildung, die f 2 A[0; 1) auf

(f(0); �[0; 1)(f)) 2 C

�

abbildet.

Das Diagramm zeigt unter Verwendung von Lemma 3.3, dass die durch ' induzierte

Abbildung J

2n+1

A �! K

^


D(0; 1) di�eotop zur Komposition der folgenden Abbil-

dungen ist

J

2n+1

A �! J

2n

(A (0; 1))

J

2n

(�(0;1))

�! J

2n

(B (0; 1))




0

�!K

^


D(0; 1)

(b) folgt aus (a) genau wie in Lemma 5.1. q:e:d:

Satz 5.3 Es sei 0 ! I ! A

q

�!B ! 0 eine linear zerfallende Erweiterung und

e : I ! C

q

die Inklusionsabbildung, die durch e : x 7! (x; 0) 2 C

q

� A � B [0; 1)

de�niert ist. Dann ist kk(e) ein invertierbares Element in kk

0

(I; C

q

).

Beweis: Wir zeigen, dass das Inverse zu kk(e) in kk

0

(C

q

; I) durch die Di�eotopie-

klasse hui des Homomorphismus u : J

2

C

q

�! K

^


I gegeben ist, der folgenderma�en

konstruiert wird: Sei u

0

: JC

q

�! I(0; 1) die Abbildung, die zu der Erweiterung

0 �! I(0; 1) �! A [0; 1)�! C

q

�! 0
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geh

�

ort. Dann sei u die Komposition von J(u

0

) mit der kanonischen Abbildung

J(I(0; 1)) �! K

^


I. Wir bezeichnen das durch u de�nierte Element auch mit kk(u).

Das kommutative Diagramm

0 �! I(0; 1) �! A[0; 1) �! C

q

�! 0

" " " e

0 �! I(0; 1) �! I[0; 1) �! I �! 0

zeigt, dass u

0

� J(e) gerade die kanonische Abbildung JI �! I(0; 1) ist, so dass also

das Element kk(e) � kk(u) durch die Abbildung " : J

2

I �! K

^


I dargestellt wird.

Nach De�nition entspricht aber " dem Einselement in kk

0

(I; I).

Um das umgekehrte Produkt kk(u) � kk(e) zu bestimmen, betrachten wir das kom-

mutative Diagramm

0 �! C

q

(0; 1) �! C

q

[0; 1) �! C

q

�! 0

" e(0; 1) " e

0

k

0 �! I(0; 1) �! A[0; 1) �! C

q

�! 0

(8)

wo

e

0

(f)(z) =

8

>

<

>

:

q(f(s)) wenn z = se

i�

� > 0 und s > 0

0 wenn jzj � 1

f(s) wenn z = s

Hierbei werden Elemente von C

q

[0; 1) aufgefasst als \Funktionen" g von zwei Varia-

blen (x; y) 2 [0; 1]

2

oder von einer komplexen Variablen z = x+ iy mit

g(x+ iy) 2

�

A y = 0

B y > 0

Au�erdem muss eine Funktion g in C

q

[0; 1) die folgenden Bedingungen erf

�

ullen:

g(x + iy) = 0, wenn x = 1 oder y = 1

f

�

ur y > 0 ist g(x+ iy) eine stetige Funktion von x; y

q(g(x)) = lim

y!0

g(x+ iy)

Das kommutative Diagramm (8) zeigt, dass e(0; 1) � u

0

di�eotop zu der kanonischen

Abbildung JC

q

! C

q

(0; 1) ist und damit, dass kk(u) � kk(e) = 1. q:e:d:

Betrachte nun die nach links unendlichen exakten Folgen aus 5.1(b) und 5.2(b) f

�

ur

den Fall, wo � die Quotientenabbildung q in einer Erweiterung wie in 5.3 ist. Theorem

5.3 erlaubt es, in den exakten Folgen jeweils C

q

durch I zu ersetzen.

�

Uberdies erhalten

wir aus 5.3 auch sofort die Bottperiodizit

�

at.

Satz 5.4 Die durch die Einh

�

angungserweiterung induzierten Abbildungen JA !

A(0; 1) und J

2

A ! A(0; 1)

2

repr

�

asentieren in kk

0

(JA;A(0; 1)), in kk

1

(A;A(0; 1))

und in kk

0

(A;A(0; 1)

2

) invertierbare Elemente.
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Beweis: Dies ergibt sich aus den langen exakten Folgen aus 5.1(b) und 5.2(b) ange-

wandt auf das folgende kommutative Diagramm von Erweiterungen

0 �! A(0; 1) �! A[0; 1) �! A �! 0

" " "

0 �! JA �! TA �! A �! 0

Z.B. zeigt das 5-Lemma und die exakte Folge aus 5.2(b) f

�

ur kk

0

( � ; JA), dass Links-

multiplikation mit g = kk(JA! A(0; 1)) einen Isomorphismus von

kk

0

(A(0; 1); JA) mit kk

0

(JA; JA) induziert. Man schlie�t daraus, dass g von rechts

invertierbar ist. q:e:d:

Theorem 5.5 Es sei D eine beliebige m-Algebra. Jede linear zerfallende Erweiterung

E : 0! I

i

�! A

q

�!B ! 0

induziert exakte Folgen in kk(D; � ) und kk( � ;D) der folgenden Form:

kk

0

(D; I)

�kk(i)

�! kk

0

(D;A)

�kk(q)

�! kk

0

(D;B)

" #

kk

1

(D;B)

�kk(q)

 � kk

1

(D;A)

�kk(i)

 � kk

1

(D; I)

(9)

und

kk

0

(I;D)

kk(q)�

 � kk

0

(A;D)

kk(i)�

 � kk

0

(B;D)

# "

kk

1

(B;D)

kk(i)�

�! kk

1

(A;D)

kk(q)�

�! kk

1

(I;D)

(10)

Die gegebene Erweiterung E de�niert eine klassi�zierende Abbildung JB ! I und

damit ein Element von kk

1

(I;B), das wir mit kk(E) bezeichnen. Die senkrechten

Pfeile in (9) und (10) sind bis auf ein Vorzeichen gegeben durch Rechts-, bzw. durch

Linksmultiplikation mit dieser Klasse kk(E). Das Vorzeichen h

�

angt von den Identi�-

zierungen bei der Bottperiodizit

�

at nach Satz 5.4 ab.

Beweis: Satz 5.3 erlaubt es, in den exakten Folgen aus 5.1(b) und 5.2(b) jeweils C

q

durch I zu ersetzen. Dies ergibt unter Verwendung von 5.4 die exakten Folgen (9)

und (10). Die Verbindungsabbildungen f

�

ur die einfachen Einh

�

angungen in 5.1(b) und

5.2(b) sind induziert durch die Inklusion j : B(0; 1)! C

q

, d.h. sie sind gegeben durch

Produkt mit der Klasse kk(j). Das kommutative Diagramm

0! I(0; 1) ! A[0; 1) ! C

q

! 0

k " " j

0! I(0; 1) ! A(0; 1) ! B(0; 1) ! 0

zeigt andererseits, dass mit den Bezeichnungen aus dem Beweis zu Satz 5.3 die Iden-

tit

�

at kk(j) � kk(u) = kk(E) gilt. Die Identi�kation von C

q

mit I geschieht aber

gerade mit Hilfe des Isomorphismus, der nach Satz 5.3 durch Multiplikation mit

kk(e)

�1

= kk(u) 2 kk(C

q

; I) de�niert ist. q:e:d:
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Bemerkung 5.6 Der Beweis f

�

ur die Ausschneidung macht deutlich, dass in der De-

�nition von kk die Beschr

�

ankung auf Di�eotopie, d.h. di�erenzierbare Homotopie als

�

Aquivalenzrelation von grundlegender Bedeutung ist. Der Beweis von 5.2 und vor al-

lem aber auch der zu 5.3 beruht auf der Existenz der Abbildung J(A(0; 1)) ! K

^


A.

Wenn der Abbildungskegel C

q

mit stetigen oder nur k-fach di�erenzierbaren Funktio-

nen de�niert worden w

�

are, w

�

urde das Inverse kk(u) zu kk(e) nicht existieren.

Dies liegt an den Eigenschaften der Toeplitzerweiterung, bei der die Gr

�

osse des Ideals

der des Quotienten entspricht. Man k

�

onnte verschiedene Versionen von kk de�nieren,

indem man Di�eotopie durch stetige oder k-fach di�erenzierbare Homotopie ersetzt

und dann aber auch statt der glatten Toeplizerweiterung entsprechend die stetige oder

die k-fach di�erenzierbare Toeplitzerweiterung verwendet. Dies bedeutet, dass man in

der De�nition von kk das Ideal K durch die C*-Algebra K der kompakten Operatoren

bzw. durch die Algebra K

n

der Matrizen (�

ij

) mit

X

ij

j�

ij

j j1 + i+ jj

n

� 1

ersetzen muss.

Bemerkung 5.7 In Analogie zu [Sk] k

�

onnte man f

�

ur zwei m-Algebren A und B eine

Theorie kk

nuk

�

(A; B ) de�nieren, indem man statt beliebiger Homomorphismen nur

nukleare Homomorphismen J

2n+�

A ! K

^


B betrachtet. Aufgrund der Hochhebungs-

und Fortsetzungseigenschaften nuklearer Abbildungen w

�

urde diese Theorie Ausschnei-

dung in beiden Variablen f

�

ur Erweiterungen von Fr�echetalgebren erf

�

ullen, auch wenn

diese nicht notwendigerweise zerfallen.

6 Der Chern-Connes-Charakter

Wir zeigen in diesem Abschnitt, dass Funktoren E auf der Kategorie der m-Algebren,

die gewisse abstrakte Eigenschaften besitzen, automatisch auch funktoriell unter kk-

Elementen sind. Da die De�nition von kk wesentlich auf der Periodizit

�

atsabbildung "

beruht, besteht der erste Schritt darin, zu zeigen, dass f

�

ur solche Funktoren E(") ein

Isomorphismus sein muss. Weil aber " mit Hilfe der Toeplitzerweiterung de�niert ist,

ben

�

otigen wir zuerst eine genauere Analyse der universellen Eigenschaften der Toep-

litzalgebra T. Hierzu sei U (v; w) die universelle Algebra

�

uber C mit zwei Erzeugern v

und w, die die Relation wv = 1 erf

�

ullen. Dies ist Kurzschreibweise f

�

ur die Bedingung,

dass wv ein Einselement f

�

ur alle Polynome in v und w ist. Wir setzen e = 1�vw. Dann

ist e ein idempotentes Element in U (v; w), und die Elemente e

ij

= v

i

ew

j

erf

�

ullen

e

ij

e

kl

= �

jk

e

il

Man sieht daraus sofort, dass man U (v; w) treu auf dem Hilbertraum `

2

(N) mit der

kanonischen Orthonormalbasis (�

n

)

n=0;1;2;:::

durch

v�

n

= �

n+1

w�

n

= �

n�1

; w�

0

= 0

darstellen kann. Dabei werden dann also die e

ij

auf die Matrixeinheiten mit e

ij

�

n

=

�

jn

�

i

abgebildet. Die Linearkombinationen der e

ij

; 1 � i; j � n bilden eine Matrixal-

gebra isomorph zu M

n

(C )
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Satz 6.1 Die Toeplitzalgebra T ist die universelle m-Algebra, die von zwei Elemen-

ten v und w mit wv = 1, erzeugt wird (d.h. also die eine Vervollst

�

andigung von

U (v; w) ist) und deren Topologie durch eine Familie (p

n

)

n2N

von submultiplikativen

Halbnormen bestimmt ist, die die folgende Wachstumsbedingung erf

�

ullen

p

n

(v

k

) � C

n

(1 + k

n

); k = 1; 2; : : :

p

n

(w

k

) � C

n

(1 + k

n

); k = 1; 2; : : :

Hierbei sind die C

n

positive Konstanten.

Dies bedeutet, dass f

�

ur jede m-Algebra B, deren Topologie durch einen Familie von

Halbnormen (p

0

n

)

n2N

gegeben ist und die von zwei Elementen v

0

und w

0

erzeugt wird,

die dieselben Relationen und Wachstumsbedingungen erf

�

ullen, ein stetiger Homomor-

phismus T!B existiert, der v auf v

0

und w auf w

0

abbildet.

Beweis: Nach De�nition ist T als lokalkonvexer Vektorraum isomorph zu

K� C

1

(S

1

)

Wenn z den Erzeuger von C

1

(S

1

) bezeichnet, so entspricht unter diesem linearen

Isomorphismus v

n

dem Element z

n

und w

n

dem Element z

�n

. Die in 1.5 angegeben

Halbnormen erf

�

ullen also o�ensichtlich die Wachstumsbedingung.

Sei B wie in der Behauptung und ' der Homomorphismus U (v; w) ! B, der v

auf v

0

und w auf w

0

abbildet. Es gen

�

ugt zu zeigen, dass ' auf U (v; w) \ K und auf

U (v; w) \ C

1

(S

1

) stetig ist. Da

p

0

n

('(e

ij

)) = p

0

n

(v

0i

w

0j

� v

0i+1

w

0j+1

)

� 2C

0

n

(1 + (i + 1)

n

)C

0

n

(1 + (j + 1)

n

) � C(1 + i + j)

n

mit einer neuen Konstante C, ist ' auf dem ersten Summanden stetig und die Stetig-

keit auf dem zweiten ist klar. q:e:d:

Lemma 6.2 (vgl. [Cu1, 4.2]) Es existieren eindeutig bestimmte stetige Homomorphis-

men '; '

0

: T! T

^


T, so dass

'(v) = v(1 � e) 
 1 + e
 v '(w) = (1� e)w 
 1 + e 
w

'

0

(v) = v(1� e) 
 1 + e
 1 '

0

(w) = (1� e)w 
 1 + e
 1

Diese beiden Homomorphismen sind di�eotop und zwar durch eine Di�eotopie  

t

:

T! T

^


T; t 2 [0; �=2], f

�

ur die  

t

(x)� '(x) 2 K

^


T f

�

ur alle t 2 [0; �=2]; x 2 T gilt.

Beweis: Wir zeigen, dass ' und '

0

beide di�eotop zu  sind, wo

 (v) = v 
 1  (w) = w 
 1

Wir schreiben im folgenden Linearkombinationen von e

ij


 x; 0 � i; j � n� 1; x 2 T

als n�n-Matrizen mit Matrixelementen in T. Weiter schreiben wir E

n

f

�

ur 1�v

n

w

n

=

e

00

+ e

11

+ : : :+ e

n�1;n�1

. Mit diesen Bezeichnungen setzen wir f

�

ur t 2 [0; �=2]

u

t

= (1 �E

2

) +

�

e+ cos t (1� e) sin t v

� sin t w cos t 1

�

u

0

t

= (1 �E

2

) +

�

cos t 1 sin t 1

� sin t 1 cos t 1

�
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Sowohl u

t

als auch u

0

t

sind o�ensichtlich invertierbar in T

^


T. Wir zeigen nun, dass

f

�

ur jedes t stetige Homomorphismen '

t

; '

0

t

: T! T

^


T existieren, so dass

'

t

(v) = u

t

(v 
 1) '

t

(w) = (w 
 1)u

�1

t

'

0

t

(v) = u

0

t

(v 
 1) '

0

t

(w) = (w 
 1)u

0�1

t

Seien p

n

�q

n

die Halbnormen aus 1.5, die die Topologie auf T bestimmen.Wir m

�

ussen

nachweisen, dass die Halbnormen (p

n

� q

n

)
 (p

n

� q

n

) die Wachstumsbedingung auf

den Potenzen von u

t

(v 
 1); (w 
 1)u

�1

t

; u

0

t

(v 
 1) und (w 
 1)u

0�1

t

erf

�

ullen.

Es ist nun aber

�

u

t

(v 
 1)

�

k

= u

(k)

t

(v

k


 1)

mit u

(k)

t

= (1�E

k

)+L, wo L eine invertierbare k�k-Matrix mitWerten in T ist. Man

sieht sofort, dass L Summe von k

2

Elementen der Form e

ij


 (�

1

W

1

+ �

2

W

2

); 0 �

i; j � k ist, mit j�

i

j � 1, W

i

W

�

orter in v; w der L

�

ange � k + 1. Daher gilt

p

n


 (p

n

�q

n

)(L) � 2k

2

C

n

(1 + 2k

n

)(k + 1)

n

� C(1 + k

2n+2

)

(p

n

�q

n

) 
 (p

n

� q

n

)

�

u

(k)

t

(v

k


 1)

�

� C(1 + k

3n+2

)

mit einer neuen Konstante C. Die Wachstumsbedingungen f

�

ur (p

n

� q

n

)
 (p

n

� q

n

)

auf den Potenzen von (w 
 1)u

�1

t

; u

0

t

(v 
 1) und (w 
 1)u

0�1

t

ergeben sich im ersten

Fall genauso und in den zwei letzteren sogar einfacher.

Die Familie '

t

ergibt nun eine Di�eotopie zwischen ' und  und die Familie '

0

t

ergibt eine Di�eotopie zwischen '

0

und  . Wir erhalten  

t

durch Zusammensetzen

dieser beiden Di�eotopien. Die geforderte Zusatzbedingung  

t

(x) � '(x) 2 K

^


T ist

o�ensichtlich erf

�

ullt. q:e:d:

Wir betrachten im folgenden Funktoren E von der Kategorie der m-Algebren in

die Kategorie der abelschen Gruppen, die die folgenden (wohlbekannten) Bedingungen

erf

�

ullen:

(E1) E ist di�eotopieinvariant, d.h. die Auswertungsabbildung in einem beliebigen

Punkt t 2 [0; 1] induziert einen Isomorphismus E(ev

t

) : E(A[0; 1])! E(A)

(E2) E ist stabil, d.h. die kanonische Inklusion � : A! K

^


A induziert einen Isomor-

phismus E(�).

(E3) E ist halbexakt, d.h. jede linear zerfallende Erweiterung 0! I ! A! B! 0

induziert eine kurze exakte Folge E(I)! E(A)! E(B)

Wir erinnern daran, dass nach einer Standardkonstruktion aus der algebraischen To-

pologie die kurze exakte Folge in (E3) mit Hilfe von Abbildungskegeln und unter

Benutzung der Eigenschaft (E1) zu einer nach links unendlichen langen exakten Folge

der Form

: : :! E(B(0; 1)

2

)! E(I(0; 1))! E(A(0; 1))

! E(B(0; 1))! E(I)! E(A)! E(B)

(11)

fortgesetzt werden kann, vgl. etwa [Ka] oder [Cu3].
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F

�

ur eine m-Algebra A seien QA; qA und �; � : A ! QA wie in 2.4 de�niert. Wir

bezeichnen mit � : qA ! A die Restriktion der Abbildung QA ! A, die �(x) auf x

und �(x) auf 0 abbildet. Das folgende Lemma ist wohlbekannt in der Kategorie der

C*-Algebren, vgl. [Cu2, 3.1].

Lemma 6.3 Es sei E ein Funktor mit den Eigenschaften (E1), (E2), (E3).

(a) Die kanonische Abbildung id�0 � 0�id:QA �! A � A, die �(x) auf (x; 0) und

�(x) auf (0; x) abbildet, induziert einen Isomorphismus E(QA)! E(A)�E(A).

(b) Die Abbildung � : qA! A induziert einen Isomorphismus E(�).

Beweis: (a) Man zeigt genau wie im Fall von C*-Algebren ([Cu2, 3.1]) unter Ver-

wendung der universellen Eigenschaft des freien Produkts, dass die Komposition der

angegebenen Abbildung mit der Abbildung

A�A �!

�

A 0

0 A

�

� M

2

(QA)

in beide Richtungen di�eotop zu den kanonischen Einbettungen von A � A und QA

in die 2�2-Matrizen

�

uber diesen Algebren ist.

(b) Dies folgt aus folgendem kommutativen Diagramm

0 �! qA �! QA

�

�! A �! 0

# � # ' # id

0 �! A �! A� A �! A �! 0

(wo ' = id � 0� �) in Kombination mit (a). q:e:d:

Satz 6.4 Sei T

0

der Kern der kanonischen stetigen Abbildung � : T! C , die v und

w auf 1 abbildet. F

�

ur jeden Funktor E mit den Eigenschaften (E1), (E2), (E3) und

f

�

ur jede m-Algebra A gilt

E(T

0

^


A) = 0

Beweis: Wir betrachten erst den Fall A = C und benutzen hierzu die Homomorphis-

men T ! T

^


T aus Lemma 6.2 und au�erdem den Homomorphismus ! : T ! T

^


T,

der v auf v(1 � e) 
 1 und w auf (1 � e)w 
 1 abbildet. Die Homomorphismen

 

t

� ! : QT! T

^


T bilden qT in K

^


T ab und ergeben durch Restriktion eine Di�eo-

topie

!

t

: qT �! K

^


T

Nach Konstruktion von ' und '

0

gilt

!

0

= � � � !

1

= � � j � � � �

wobei � wie oben, j : C ! T die kanonische Inklusion und � : qT ! T die kanoni-

sche \Auswertung"abbildung ist. siehe 6.3. Nach 6.3 ist E(�) : E(qT) ! E(T) ein

Isomorphismus. Da nach (E2) au�erdem auch E(�) ein Isomorphismus ist, folgt aus

E(� � �) = E(� � j � � � �)
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dass E(j) � E(�) = E(id

T

). Da o�ensichtlich � � j = id

C

, sind also E(j) und E(�)

zueinander inverse Isomorphismen. Da die Erweiterung 0 ! T

0

! T ! C ! 0

zerf

�

allt, ergibt sich aus der langen exakten Folge (11) eine kurze exakte Folge

0 �! E(T

0

) �! E(T)

E(�)

�! E(C ) �! 0

wobei E(�) ein Isomorphismus ist. Dies zeigt, dass E(T

0

) = 0. Der allgemeine Fall

E(T

0

^


A) ergibt sich durch Tensorieren aller Homomorphismen in dem eben gegebe-

nen Beweis mit id

A

oder durch Ersetzen von E durch E( �

^


A). q:e:d:

Die Toeplitzerweiterung mit Ideal K

1

und Quotienten C

1

(S

1

) wurde auch von Laf-

forgue untersucht. F

�

ur sie wurden in [La] Analoga zu Lemma6.2 und Satz 6.4 bewiesen

und daraus wie in [Cu1] gefolgert, dass jeder Funktor E' auf der Kategorie der Bana-

chalgebren, der Eigenschaften analog zu (E1), E(2), E(3) hat, Bottperiodizit

�

at erf

�

ullt.

Das folgende Korollar ist ebenfalls eine Form der Bottperiodizit

�

at.

Korollar 6.5 F

�

ur jeden Funktor E auf der Kategorie der m-Algebren mit den

Eigenschaften (E1), (E2), (E3) und f

�

ur jede m-Algebra A sind die Abbildungen

E(") : E(J

2

A)! E(K

^


A) und E("

n

) : E(J

2n

A)! E(K

^


A) Isomorphismen.

Beweis: Betrachte die folgenden kommutativen Diagramme

0 �! J

2k+2

A �! TJ

2k+1

A �! J

2k+1

A �! 0

# " # #

0 �! K

^


K

^


A �! K

^


T

0

^


A �! K

^


C

1

(S

1

n f1g)

^


A �! 0

0 �! J

2k+1

A �! TJ

2k

A �! J

2k

A �! 0

# # # "

k

0 �! K

^


A(0; 1) �! K

^


A[0; 1) �! K

^


A �! 0

und die nach (11) mit diesen Erweiterungen assoziierten langen exakten Folgen. Die

Gruppen E(TA),E(T

0

^


A) und E(A[0; 1)) sind trivial f

�

ur jedem-Algebra A, siehe 6.4.

Au�erdem ist die Inklusion K

^


A(0; 1)! K

^


A

^


C

1

(S

1

n f1g) eine Di�eotopie

�

aquiva-

lenz (vgl. 1.1) und die Abbildung E(A(0; 1))! E(A

^


C

1

(S

1

n f1g)) ein Isomorphis-

mus. Anwendung des 5-Lemmas zeigt dann, dass die senkrechten Pfeile auf der linken

Seite unter E jeweils einen Isomorphismus induzieren, wenn dies f

�

ur die Pfeile rechts

der Fall ist. Die Behauptung ergibt sich dann durch Induktion nach k (mit J

0

A = A

und "

0

= �). q:e:d:

Theorem 6.6 Sei E ein kovarianter Funktor mit den Eigenschaften (E1), (E2),

(E3). Dann kann mit jedem h 2 kk

0

(A;B) in eindeutiger Weise ein Morphismus

E(h) : E(A) ! E(B) assoziert werden, so dass E(h

1

� h

2

) = E(h

2

) � E(h

1

) und

E(kk(�)) = E(�) f

�

ur jeden Homomorphismus � : A!B zwischen m-Algebren.

Die analoge Aussage gilt auch f

�

ur kontravariante Funktoren.

Beweis: Sei h durch � : J

2n

A! K

^


B repr

�

asentiert. Wir setzen

E(h) = E(�)

�1

E(�)E("

n

)

�1
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Zun

�

achst einmal ist klar, dass E(h) wohlde�niert ist und dass E(kk(�)) = E(�).

Die Vertr

�

aglichkeit mit dem Produkt ergibt sich aus derselben Rechnung wie die im

Beweis von Theorem 4.3 und ist eine Konsequenz von Lemma 4.2.

Die Eindeutigkeit schlie�lich ist o�ensichtlich. q:e:d:

Das vorhergehende Resultat erlaubt, wie im Fall der KK-Theorie f

�

ur C*-Algebren,

[Hi], [Bl] ein andere Interpretation. Hierzu bemerken wir, dass kk

0

als Kategorie auf-

gefasst werden kann, deren Objekte gerade die m-Algebren sind, und deren Morphis-

men zwischen A und B durch kk

0

(A;B) gegeben sind. Diese Kategorie ist additiv in

dem Sinn, dass die Morphismen zwischen zwei Objekten jeweils eine abelsche Gruppe

bilden und dass das Produkt von Morphismen bilinear ist.

Wir bezeichnen den nat

�

urlichen Funktor von der Kategorie der m-Algebren in die

Kategorie kk

0

, der auf den Objekten die Identit

�

at ist, auch mit kk

0

.

Korollar 6.7 Es sei F ein Funktor von der Kategorie der m-Algebren in eine

additive Kategorie, deren Objekte ebenfalls die m-Algebren sind, mit F (� � �) =

F (�) � F (�). Wir bezeichnen diese Kategorie ebenfalls mit F und ihre Morphismen

mit F (A;B).

Wir nehmen an, dass F (A;B) in der ersten Variablen als kontravarianter Funktor

und in der zweiten Variablen als kovarianter Funktor jeweils die Eigenschaften (E1),

(E2), (E3) erf

�

ullt. Dann existiert ein eindeutig bestimmter kovarianter Funktor F

0

von der Kategorie kk

0

in die Kategorie F , so dass F = F

0

� kk

0

.

Beweis: Wir zeigen zuerst, dass "

n

: J

2n

A ! K

^


A f

�

ur jede m-Algebra A einen

invertierbaren Morphismus F ("

n

) induziert.

Da Links- und Rechtsmultiplikationmit F (�) f

�

ur festgehaltene zweite oder erste Varia-

ble Funktoren in die Kategorie der abelschen Gruppen mit den Eigenschaften (E1),

(E2), (E3) sind, existieren nach 4.5 und 6.6 Elemente x und y in F (A; J

2n

A), so

dass x � F ("

n

) = F (id

A

) und F ("

n

) � y = F (id

J

2n

A

). Da dann x und y Links- und

Rechtsinverse f

�

ur F ("

n

) sind, sind sie gleich und invers zu F ("

n

).

Ebenso sieht man, dass � : A ! K

^


A f

�

ur jede Wahl von A einen invertierbaren

Morphismus E(�) induziert. Wenn jetzt h 2 kk

0

(A;B) durch � : J

2n

A ! K

^


B

repr

�

asentiert ist, k

�

onnen wir setzen

F

0

(h) = F (�)F ("

n

)

�1

F (�)F (�)

�1

q:e:d:

Auf der Kategorie der m-Algebren ist also kk

0

der universelle Funktor in ei-

ne additive Kategorie mit den Eigenschaften (E1), (E2), (E3) in beiden Variablen.

Hieraus ergibt sich als Spezialfall sofort die Existenz des bivarianten Chern-Connes-

Charakters im geraden Fall. Wir fassen hierzu die bivariante periodische zyklische

Theorie HP

0

(�; �) ebenso wie kk

0

als additive Kategorie, deren Objekte die m-

Algebren sind, auf. Ebenso wie bei kk schreiben wir das Produkt in HP

�

in der

umgekehrten Reihenfoge wie bei Homomorphismen. F

�

ur einen Homomorphismus �

bezeichnen wir mit ch(�) das entsprechende Element der bivarianten zyklischen Theo-

rie.
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Korollar 6.8 Es existiert ein eindeutig bestimmter (kovarianter) Funktor ch :

kk

0

! HP

0

, so dass ch(kk(�)) = ch(�) 2 HP

0

(A;B) f

�

ur jeden Homomorphismus

� : A!B zwischen m-Algebren.

Beweis: Die Eigenschaften (E1) und (E2) sind f

�

ur die beiden Variablen von HP

0

seit langem bekannt und im wesentlichen schon von Connes in [Co] bewiesen. Der

Nachweis von Eigenschaft (E3) gelang in [CuQu2]. q:e:d:

Der Chern-Connes-Charakter ch ist also eine bilineare multiplikative Transfor-

mation von kk

0

nach HP

0

. O�ensichtlich respektiert er auch das

�

au�ere Produkt auf

kk

0

aus 4.3 (b), bzw. auf HP

0

, siehe [CuQu2, p.86]. Es bleibt noch die Aufgabe, ch zu

einer multiplikativen Transformation von derZ=2-graduierten Theorie kk

�

nach HP

�

auszudehnen und die Vertr

�

aglichkeit von ch mit der Randabbildung in den langen

exakten Folgen zu untersuchen.

Wenn E : 0! I! A!B! 0 eine linear zerfallende Erweiterung ist, schreiben wir

wie in [CuQu2] � f

�

ur die Randabbildung HP

i

(I;D) ! HP

i�1

(B;D) in der ersten

Variable und �

0

f

�

ur die Randabbildung HP

i

(D;B) ! HP

i+1

(D; I) in der zweiten

Variable. Weiter schreiben wir im folgenden 1

A

f

�

ur ch(id

A

) 2 HP

0

(A;A).

Man rechnet leicht nach, dass �

0

(1

B

) = ��(1

I

), siehe [CuQu2,5.4]. Wie in [CuQu2]

bezeichnen wir dieses Element von HP

1

(B; I) mit ch(E).

Ein Teil des folgenden Satzes wurde in etwas anderer Weise schon in [Ni1], [Ni2]

bewiesen. Der Faktor 2�i beim Vergleich der Periodizit

�

atsabbildungen in der K-

Theorie und der zyklischen Homologie wurde an verschiedenen Stellen in der Literatur

bemerkt, [Co1], [Pu], [Ni1].

Satz 6.9 Wir betrachten die Einh

�

angungserweiterung

E

�

: 0! C (0; 1) ! C (0; 1] ! C ! 0

und die Toeplitzerweiterung

E

�

: 0! K! T! C

1

S

1

! 0

sowie die Einbettungsabbildungen j : C (0; 1) ! C

1

S

1

und � : C ! K. Mit dem Produkt

in HP

�

gilt die folgende fundamentale Beziehung

ch(E

�

) � ch(j) � ch(E

�

) =

1

2�i

ch(�)

Beweis: Wir benutzen kanonische dichte Unteralgebren von C (0; 1); C

1

S

1

;K und T

sowie ihre algebraische periodische zyklische Homologie HP

alg

�

. Au�erdem benutzen

wir, wenn B eine dieser Algebren ist, die Homologie HX

�

(B) des X-Komplexes

X(B) : B

d

�!

 �

b




1

(B)

\
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Wir haben zwei gro�e kommutative Diagramme, wo die horizontalen Abbildungen

alle Isomorphismen sind und die Spalten exakte Folgen mit 6 Termen

# # #

HP

�

(K)

�

=

 � HP

alg

�

(M

1

)

�

=

�! HX

�

(M

1

)

# # #

HP

�

(T)

�

=

 � HP

alg

�

(U (v; w))

�

=

�! HX

�

(U (v; w))

# # #

HP

�

(C

1

(S

1

))

�

=

 � HP

alg

�

(C [z; z

�1

])

�

=

�! HX

�

(C [z; z

�1

])

# # #

Die Folge in der rechten Spalte ist exakt, weil M

1

H-unital und damit HX

�

(M

1

)

isomorph zu der Homologie HX

�

(M

1

: U (v; w)) des relativen X-Komplexes ist, vgl.

[Wo]. Der IsomorphismusHP

alg

�

(M

1

)

�

=

HX

�

(M

1

) gilt, weil M

1

quasifrei ist, siehe

[CuQu1,5.4]. Die Abbildungen in der mittleren Zeile sind Isomorphismen nach dem

5-Lemma. Das zweite Diagramm ist das folgende

# # #

HP

�

(C

1

0

(0; 1))

�

=

 � HP

alg

�

((t� t

2

)C [t])

�

=

�! HX

�

((t� t

2

)C [t] : tC [t])

# # #

HP

�

(C

1

0

(0; 1])

�

=

 � HP

alg

�

(tC [t])

�

=

�! HX

�

(tC [t])

# # #

HP

�

(C )

�

=

 � HP

alg

�

(C )

�

=

�! HX

�

(C )

# # #

Hierbei bezeichnen C

1

0

(0; 1] und C

1

0

(0; 1) die Algebren der glatten Funktionen auf

[0; 1], die bei 0, bzw. bei 0 und 1 verschwinden (ohne Bedingung an die Ableitun-

gen) und HX

�

((t � t

2

)C [t] : tC [t]) bezeichnet wieder die Homologie des relativen

X-Komplexes. Die Isomorphismen in der ersten Zeile gelten nach dem 5-Lemma.

Um die Randabbildungen in der Toeplitz- und Einh

�

angungserweiterung in der Spalte

ganz links zu bestimmen, gen

�

ugt es daher, die Randabbildungen in der Spalte ganz

rechts zu berechnen. Dies ist aber sehr einfach. Nach De�nition gen

�

ugt es, jeweils Ur-

bilder f

�

ur die Repr

�

asentanten einer Klasse in dem Komplex in der Mitte zu �nden und

dann den Randoperator des X-Komplexes darauf anzuwenden. Dies ergibt Elemente

des relativen Komplexes, die das Bild unter der Randabbildung darstellen.

Fangen wir mit dem Erzeuger von HX

0

(C ) an. Er wird durch 1 2 C repr

�

asentiert.

Ein Urbild in X

0

(tC [t]) ist t. Unter dem Randoperator d geht dies auf \(dt) 2 


1

((t�

t

2

)C [t] : tC [t])

\

.

Die Klasse von \(dt) wiederum entspricht unter den Identi�zierungen

HX

1

((t � t

2

)C [t] : tC [t])  HP

alg

1

((t� t

2

)C [t]) ! HP

1

(C

1

0

(0; 1)

�

)

 HP

1

(C

1

(S

1

)) HX

1

(C [z; z

�1

])

der Klasse von \(

1

2�i

z

�1

dz). In der Tat ist z = e

2�it

und in den Di�erentialformen

�

uber S

1

ist z

�1

dz = 2�i dt (man beachte, dass HP

1

(C

1

(S

1

)) durch die de Rham
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Kohomologie von S

1

gegeben ist). Ein Urbild f

�

ur \(z

�1

dz) in X

1

(U (v; w)) ist \(wdv).

Unter der Randabbildung des X-Komplexes wird \(wdv) auf b(wdv) = wv � vw = e

abgebildet. q:e:d:

F

�

ur den speziellen Fall der universellen Erweiterung

E

u

: 0! JA! TA! A! 0

setzen wir

x

A

= ch(E

u

) = �

0

(1

A

) = ��(1

JA

) 2 HP

1

(A; JA)

Die Randabbildungen � und �

0

in der universellen Erweiterung sind durch Links-

und Rechtsmultiplikation mit x

A

gegeben. Die Tatsache, dass � und �

0

f

�

ur die uni-

verselle Erweiterung Isomorphismen sind, impliziert sofort, dass x

A

invertierbar ist

(es existieren Elemente y und y

0

in HP

1

(JA;A) so dass �(y) = x

A

� y = 1

A

und

�

0

(y

0

) = y

0

� x

A

= 1

JA

). Falls � und �

0

wieder die Randabbildungen in den exak-

ten Folgen zu einer beliebigen Erweiterung E : 0 ! I ! A ! B ! 0 sind und

� : JB ! I die klassi�zierende Abbildung, so gilt wegen der Nat

�

urlichkeit der Ran-

dabbildung, dass

�(1

I

) = x

B

� ch(�) �

0

(1

B

) = ch(�) � x

B

(12)

d.h. also ch(E) = x

B

� ch(�), siehe auch [CuQu2, 5.5]. Weiter gilt f

�

ur jeden Homo-

morphismus � : JA!B

ch(�) � x

B

= x

JA

� ch(J(�)) (13)

Satz 6.10 Sei " : J

2

A! K

^


A die kanonische Abbildung. Dann gilt

x

A

� x

JA

� ch(") � ch(�)

�1

=

1

2�i

1

A

Beweis: Wir betrachten zuerst den Fall A = C . Die Abbildung " kann geschrieben

werden als " = "

2

� J(j) � J("

1

), wo "

1

: J(C ) ! C (0; 1) und "

2

: J(C

1

S

1

) ! K die

klassi�zierenden Abbildungen f

�

ur die Einh

�

angungs- und f

�

ur die Toeplitzerweiterung

sind und j : C (0; 1) ! C

1

S

1

die Einbettungsabbildung bezeichnet. Daher

x

A

� x

JA

� ch(") = x

A

� ch("

1

) � ch(j) � x

JA

� ch("

2

) = ch(E

�

) � ch(j) � ch(E

�

)

Die erste Gleichung gilt nach (13) und die zweite folgt aus (12). Die Behauptung f

�

ur

A = C reduziert sich daher auf Satz 6.9.

F

�

ur allgemeines A gilt unter Verwendung des

�

au�eren Produkts in HP

�

(siehe [Cu-

Qu2, p.86])

x

A

� x

JA

� ch("

A

) � ch(�

A

)

�1

= (x

C


 1

A

) � (x

JC


 1

A

) � (ch("

C

)
 1

A

)

= (x

C

� x

JC

� ch("

C

) � ch(�

C

)

�1

)
 1

A

=

1

2�i

1

A

q:e:d:
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Sei jetzt u ein Element in kk

1

(A;B). Nach De�nition ist kk

1

(A;B) = kk

0

(JA;B).

Sei u

0

das Element in kk

0

(JA;B), das u entspricht. Wir setzen

ch(u) =

p

2�i x

A

� ch(u

0

) 2 HP

1

(A;B)

Satz 6.11 Der so de�nierte Chern-Connes-Charakter ist multiplikativ, d.h. f

�

ur u 2

kk

i

(A;B) und v 2 kk

j

(B;C) gilt

ch(u � v) = ch(u) � ch(v)

Beweis: Der einzig wirklich neue Fall ist i = j = 1. Wir haben nach Lemma 6.9

ch(u) � ch(v) = 2�i x

A

� ch(u

0

) � x

B

� ch(v

0

) = 2�i x

A

� x

JA

� ch(J(u

0

)) � ch(v

0

)

und andererseits nach De�nition von ch im geraden Fall

ch(u � v) = ch(�) � ch(")

�1

� ch(J(u

0

) � v

0

)

Die beiden Ausdr

�

ucke stimmen nach Satz 6.10

�

uberein. q:e:d:

Insbesondere ist der Chern-Connes-Charakter auch mit den Randabbildungen in den

langen exakten Folgen in kk

�

und HP

�

, die mit einer linear zerfallenden Erweiterung

(E) 0! I! A!B! 0

von m-Algebren assoziiert sind, (bis auf den Faktor

p

2�i und m

�

oglicherweise ein Vor-

zeichen) vertr

�

aglich: Die klassi�zierende Abbildung JB! I ergibt Elemente kk(E) 2

kk

1

(B; I) und ch(E) 2 HP

1

(B; I). Nach De�nition gilt

p

2�ich(E) = ch(kk(E)). Die

Randabbildungen in den langen exakten Folgen in kk und HP sind laut Theorem 5.5

und [CuQu, 5.5] bis auf ein Vorzeichen durch Multiplikation mit kk

1

(E) bzw. ch(E)

gegeben.

Wir diskutieren jetzt zum Schluss noch den Zusammenhang mit dem Chern-

Connes-Charakter, der f

�

ur p-summierbare Fredholm- und Kasparovmoduln von

Connes, Nistor und anderen konstruiert wurde, [Co], [Ni1].

Satz 6.12 Gegeben seien m-Algebren I und A. Wir nehmen an, dass stetige Abbil-

dungen � : I! A und � : A

^


A! I mit folgenden Eigenschaften existieren:

(a) � � � ist die Multiplikation auf A

(b) � � (�
 �) ist die Multiplikation auf I

(insbesondere ist also �(I) ein Ideal in A mit A

2

� �(I)). Dann ist kk(�) ein inver-

tierbares Element in kk

0

(I;A).

Beweis: Das Inverse zu kk(�) ist durch die Zusammensetzung der Toeplitzerweite-

rung mit der folgenden Erweiterung bestimmt

0! I(0; 1)! I(0; 1) +At! A! 0 (14)

Diem-Algebra I(0; 1)+At ist folgenderma�en de�niert. Als lokalkonvexer Vektorraum

ist sie einfach die direkte Summe von I(0; 1) und A. Das Symbol t bezeichnet die
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identische Funktion auf [0; 1]. Die Elemente von At werden als Funktionen auf [0; 1]

mit Werten in A, die Vielfache dieser Funktion mit Elementen von A sind, aufgefasst.

Die Multiplikation auf dem ersten Summanden ist die von I(0; 1). Das Produkt einer

Funktion f in I(0; 1) mit einem Element xt 2 At ist �(�(f) 
 xt) (wir setzen hier �

und � kanonisch auf Funktionen fort). Das Produkt von xt und yt in dem zweiten

Faktor ist de�niert als �(x 
 y)(t

2

� t) + ��(x 
 y)t, wobei der erste Summand in

I(0; 1) und der zweite in At liegt. Man pr

�

uft sofort nach, dass mit diesen De�nitionen

I(0; 1) +At eine m-Algebra ist.

Die Erweiterung (14) ist dann o�ensichtlich linear zerfallend und de�niert ein Element

u in kk

1

(A; I(0; 1)). Wir m

�

ussen nachweisen, dass das Produkt von u mit � in beide

Richtungen die kanonischen Abbildungen JA ! A(0; 1) und JI ! I(0; 1) ergibt.

Betrachte hierzu das folgende kommutative Diagramm

0 �! I(0; 1) �! I(0; 1] �! I �! 0

# id # id + � # �

0 �! I(0; 1) �! I(0; 1) +At �! A �! 0

# � # � k

0 �! A(0; 1) �! A(0; 1] �! A �! 0

Man beachte, dass die in der o�ensichtlichen Weise de�nierte Abbildung id + � nach

Bedingung (b) ein Homomorphismus ist. Der obere Teil des Diagramms zeigt nach

Lemma 3.3, dass das Produkt kk(�) � u durch die Einh

�

angungserweiterung von I

repr

�

asentiert wird, w

�

ahrend der untere Teil zeigt, dass u � kk(�) die Einh

�

angungser-

weiterung von A ist. q:e:d:

Wir k

�

onnen dieses Resultat nun anwenden auf die Schattenideale `

p

= `

p

(H).

Betrachte allgemeiner den Fall, wo I = `

p

^


B und A = `

q

^


B f

�

ur eine beliebige m-

AlgebraB und p � q � 2p. Die Abbildungen � und � ergeben sich durch die Inklusion

`

p

! `

q

und die Multiplikationsabbildung `

q

^


`

q

! `

p

.

Satz 6.11 zeigt, dass `

p

^


B und `

q

^


B

�

aquivalent in kk

0

und damit auch in HP

0

sind.

Durch Iteration ist `

p

^


B

�

aquivalent zu `

1

^


B f

�

ur jedes p � 1. Andererseits ist `

1

^


B

in HP

0

�

aquivalent zu B, siehe etwa [Ga]. Wir erhalten also

Korollar 6.13 Die m-Algebra `

p

^


B ist in HP

0

�

aquivalent zu B f

�

ur jedes p �

1. Der Chern-Connes-Charakter gibt eine Transformation ch

(p)

: kk

�

(A; `

p

^


B) !

HP

�

(A;B) mit der Eigenschaft, dass

ch

(p)

(x � kk(�

(p)

)) = ch(x) f

�

ur x 2 kk

�

(A;B)

wo �

(p)

die kanonische Inklusion B! `

p

^


B bezeichnet.

Durch Vergleich der funktoriellen Eigenschaften [Ni1, Theorem 3.5] sieht man oh-

ne weiteres, dass dieser Chern-Connes-Charakter mit dem von Connes und Nistor

konstruierten Charakter

�

ubereinstimmen mu�.
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7 Vergleich mit der topologischen K-Theorie

Wir untersuchen in diesem Abschnitt den Spezialfall des Funktors kk, wo die erste

Variable trivial ist, d.h. also kk

�

(C ; � ). Wir zeigen, dass dieser Funktor mit der to-

pologischen K-Theorie

�

ubereinstimmt - im wesentlichen, wann immer diese de�niert

ist. Dazu benutzen wir die von Phillips eingef

�

uhrte Theorie [Ph], die die topologische

K-Theorie f

�

ur die bisher wohl gr

�

o�te Klasse von lokalkonvexen Algebren, n

�

amlich f

�

ur

m-Algebren, die gleichzeitig Fr�echetalgebren sind, de�niert. Dies hat f

�

ur uns den Vor-

teil, dass diese Theorie es erlaubt, den Funktor K

�

direkt auch auf Algebren vom Typ

J

n

C usw., die die Grundlage unserer Theorie bilden, anzuwenden. Dies vereinfacht

den Beweis f

�

ur Theorem 7.4 (selbst im Fall A = C ) bedeutend. Wir skizzieren am En-

de des Abschnitts kurz, wie Theorem 7.4 ohne Verwendung der Theorie von Phillips

f

�

ur spezielle Fr�echetalgebren, n

�

amlich abgeleitete Unteralgebren von Banachalgebren

bewiesen werden kann. Damit erh

�

alt man einen neuen Zugang zur K-Theorie von

m-Algebren, indem man einfach K

�

(A) = kk

�

(C ;A) setzt.

Wie Phillips verstehen wir in dieser Arbeit unter Fr�echetalgebren immer Fr�echet-

algebren, die auch m-Algebren sind, d.h. also vollst

�

andige lokalkonvexe Algebren,

deren Topologie durch eine abz

�

ahlbare Familie von submultiplikativen Halbnormen

bestimmt ist.

Mit einer Fr�echetalgebra A assoziiert Phillips in [Ph] die folgende abelsche Gruppe:

K

0

(A) =

�

[e]

�

�

e ist ein idempotentes Element in

M

2

(K

^


A

�

) so dass e �

�

1 0

0 0

�

2M

2

(K

^


A)

	

(15)

Hierbei bezeichnet, wie

�

ublich K

^


A

�

die Algebra, die man erh

�

alt, wenn man zu K

^


A

eine Eins adjungiert.

Phillips verwendet die Bezeichnung \RK

0

" f

�

ur diese Gruppe. Uns erscheint die Be-

zeichnung K

0

angemessener, da diese Theorie die

�

ubliche topologische K-Theorie von

der Kategorie der Banachalgebren auf die der Fr�echetalgebren verallgemeinert. Wir

setzen auch K

1

(A) = K

0

(A(0; 1))

In (15) bezeichnet [e] die Homotopieklasse von e. In [Ph] wird gezeigt, dass zwei

idempotente Elemente e und e

0

in M

2

(K

^


A

�

), wie sie in (15) betrachtet werden,

homotop sind, genau dann, wenn sie konjugiert und damit auch di�eotop sind. Wir

k

�

onnen also in (15) die Homotopieklasse [e] durch die Di�eotopieklasse hei ersetzen.

Weiter wird in [Ph] gezeigt, dass der Funktor K

�

; � = 0; 1 auf der Kategorie der

Fr�echetalgebren die folgenden Eigenschaften hat:

(a) K

�

ist di�eotopie- und homotopieinvariant

(b) K

�

ist stabil in dem Sinn, dass f

�

ur jede Fr�echetalgebra A die Inklusionsabbildung

A! A

^


K einen Isomorphismus in der K-Theorie induziert.

(c) Jede Erweiterung

0! I

i

�! A

q

�!B ! 0
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von Fr�echetalgebren (d.h. die Folge ist exakt und q ist eine Quotientenabbildung)

induziert exakte Folgen in K

�

der folgenden Form:

K

0

(I)

K

0

(i)

�! K

0

(A)

K

0

(q)

�! K

0

(B)

" #

K

1

(B)

K

1

(q)

 � K

1

(A)

K

1

(i)

 � K

1

(I)

(d) Falls A eine Banachalgebra ist, so stimmtK

�

(A) mit der

�

ublichen topologischen

K-Theorie von A

�

uberein.

F

�

ur weitere Einzelheiten verweisen wir auf [Ph].

Wir betrachten jetzt die Algebra QC und bezeichnen mit e; �e die beiden Erzeuger

e = �(1); �e = �(1)). Nach 6.3 gilt Z

�

=

K

0

(qC ) � K

0

(QC )

�

=

Z

2

. Der Erzeuger von

K

0

(qC ) ist mit der oben angegebenen De�nition von K

0

f

�

ur Fr�echetalgebren gegeben

durch die Di�eotopieklasse des idempotenten Elements p in M

2

(K

^


qC

�

):

p = W

�

�e

?

0

0 e

�

W wo W =

�

�e

?

�e

�e �e

?

�

mit �e

?

= 1� �e. Wir setzen auch

�p =

�

1 0

0 0

�

Man beachte, dass p � �p 2 M

2

(K

^


qC ) � M

2

(K

^


QC

�

) und dass daher [p] � [�p] 2

K

0

(K

^


qC ) � K

0

(K

^


QC ).

Lemma 7.1 Es sei ' : qC ! M

2

(K

^


qC ) die Einschr

�

ankung des Homomorphismus

QC ! M

2

(K

^


QC

�

), der e auf p und �e auf �p abbildet. Dann ist ' di�eotop zu der

Inklusionsabbildung � : qC !M

2

(K

^


qC ).

Beweis: Sei 


t

: qC !M

2

(K

^


qC ); t 2 [0; �=2] die Einschr

�

ankung des Homomorphis-

mus 


0

t

: QC !M

2

((K

^


QC )

�

) der durch




0

t

(e) = W

t

�

�e

?

o

0 e

�

W

�t




0

t

(�e) = W

t

�

�e

?

0

0 �e

�

W

�t

gegeben ist, wo

W

t

=

�

�e

?

0

0 �e

?

�

+

�

�e cos t �e sin t

��e sin t �e cos t

�

F

�

ur jedes t liegt die Di�erenz 


0

t

(e)� 


0

t

(�e) in dem Ideal M

2

(K

^


qC )). Daher de�niert




t

eine Di�eotopie, die ' mit � verbindet. q:e:d:
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Satz 7.2 F

�

ur jede Fr�echetalgebra A gilt

K

0

(A)

�

=

hqC ;K

^


Ai

Beweis: Wir de�nieren die Abbildung � : hqC ;K

^


Ai ! K

0

(A) in der folgenden

Weise: Sei � : qC ! K

^


A ein stetiger Homomorphismus. Wir bezeichnen mit z den

Erzeuger von K

0

(qC )

�

=

Zund setzen �(h�i) = K

0

(�)(z). Wir zeigen, dass � surjektiv

und injektiv ist.

Die Surjektivit

�

at ist o�ensichtlich, da jedes Element w vonK

0

A nach De�nition durch

ein idempotentes Element r in M

2

(K

^


A

�

) gegeben ist und daher einen Homomor-

phismus �̂ : QC ! K

^


A

�

bestimmt, der e auf r und �e auf �p (�p wie oben) abbildet.

Die durch �̂ induzierte Abbildung bildet die durch e und �e bestimmten Klassen u und

�u in K

0

(QC ) auf [r] und [�p] in K

0

(A) ab. Wenn daher � die Einschr

�

ankung von �̂ auf

qC bezeichnet, so bildet K

0

(�) den Erzeuger z = u � �u von K

0

(qC ) � K

0

(QC ) auf

[r]� [�p] = [r] 2 K

0

(A) ab.

Um die Injektivit

�

at zu beweisen, benutzen wir Lemma7.1.Nehmen wir an, dass �

1

; �

2

:

qC ! K

^


A Homomorphismen sind, so dass K

0

(�

1

)(z) = K

0

(�

2

)(z). Das bedeutet,

dass die Bilder r

1

und r

2

des vor 7.1 de�nierten Idempotenten p unter M

2

(id

K

^


�

�

1

)

und M

2

(id

K

^


�

�

2

) in M

2

(K

^


A

�

) konjugiert durch ein invertierbares Element w sind.

Dieses Element w kann sogar durch eine di�erenzierbare Familie w

t

; t 2 [0; 1] mit 1

verbunden werden, so dass 1� w

t

2M

2

(K

^


A) f

�

ur alle t.

Es seien nun �

0

1

; �

0

2

: qC ! K

^


A die Homomorphismen qC ! K

^


A, die durch Ein-

schr

�

ankung der Abbildungen von QC , die e auf r

1

bzw. r

2

und �e auf �p abbilden, ent-

stehen. Nach Lemma 7.1 ist �

0

1

= M

2

(id

K

^


�

�

1

) � ' di�eotop zu �

1

= M

2

(id

K

^


�

�

1

) � �

und �

0

2

di�eotop zu �

2

. Andererseits de�niert die Familie  

t

; t 2 [0; 1] von Homomor-

phismen qC ! K

^


A, die durch Einschr

�

ankung der Abbildungen von QC , die e auf

w

t

r

1

w

�t

entstehen, eine Di�eotopie, die �

0

1

mit �

0

2

verbindet. q:e:d:

F

�

ur eine beliebige m-Algebra A hatten wir in 2.5 die folgende linear zerfallende

Erweiterung betrachtet:

0! qA(0; 1)! E! A! 0

Wenn wir die klassi�zierende Abbildung JA! qA(0; 1) mit der Toeplitzerweiterung

0! K

^


qA! T

0

^


qA! qA(0; 1)! 0

kombinieren, so erhalten wir eine Abbildung "

0

: J

2

A! K

^


qA.

Lemma 7.3 Sei � : qA! A die kanonische Auswertungsabbildung (mit den Bezeich-

nungen von 1.3 ist � die Restriktion von id�0 ). Dann ist die Komposition (id

K

^


�)�"

0

di�eotop zu " : J

2

A! K

^


A.

Beweis: Dies ergibt sich mit Hilfe von Lemma 3.3 aus dem folgenden kommutativen

Diagramm

0 �! qA(0; 1) �! E �! A �! 0

# �(0; 1) #  k

0 �! A(0; 1) �! A[0; 1) �! A �! 0

wo  die Restriktion von (id� 0)[0; 1] : QA[0; 1]! A[0; 1] auf E � QA[0; 1] ist. q:e:d:

Documenta Mathematica 2 (1997) 139{182



178 Joachim Cuntz

Theorem 7.4 F

�

ur jede Fr�echetalgebra A sind die Gruppen kk

�

(C ;A) und K

�

A

nat

�

urlich isomorph.

Beweis: Wir k

�

onnen annehmen, dass � = 0. Der Fall � = 1 ergibt sich durch

Ersetzung von A durch die Einh

�

angung A(0; 1).

Die Existenz der gew

�

unschten Abbildung kk

�

(C ;A) ! K

�

A ergibt sich f

�

ur � = 0

als Spezialfall aus 6.5. Um den Isomorphismus zu beweisen, m

�

ussen wir aber die

Abbildung in systematischer Weise explizit konstruieren.

Nach Korollar 6.5 ist K

0

(") : K

0

(J

2n

C ) ! K

0

(C ) ein Isomorphismus. Aus Satz

7.2 erhalten wir also Z

�

=

K

0

(C )

�

=

K

0

(J

2n

C )

�

=

hqC ;K

^


J

2n

C i, wobei der zweite

Isomorphismus durch " induziert ist. Sei dann

�

n

: qC ! K

^


J

2n

C

der bis auf Di�eotopie eindeutig bestimmte Homomorphismus, der dem Erzeuger von

Zunter diesem Isomorphismus entspricht, d.h. h�

n

i = K

0

("

n

)

�1

(1).

Andererseits sei �

n

: J

2n

C ! K

^


qC der Homomorphismus, der sich durch Komposi-

tion von "

n�1

: J

2n

C ! K

^


J

2

C mit der Abbildung "

0

: K

^


J

2

C ! K

^


qC aus Lemma

7.3 ergibt.

Lemma 7.3 zeigt dann, dass (id

K

^


�) � �

n

di�eotop zu "

n

ist.

Nach Lemma 6.3(b) ist K

0

(�) : K

0

(qC ) ! K

0

C ein Isomorphismus. Da

K

0

(id

K

^


�) �K

0

(�

n

) �K

0

(�

n

)

nach Konstruktion der Isomorphismus K

0

(�) : K

0

(qC ) ! K

0

C ist, folgt daher nach

Satz 7.2, dass �

n

� �

n

di�eotop zur Inklusion � : qC ! K

^


qC ist und dass "

n

� �

n

di�eotop zu � � � : qC ! K ist.

Wir k

�

onnen jetzt die Isomorphismen zwischen kk

0

(C ;A) undK

0

A in beide Richtungen

explizit angeben. Die Abbildung �

T

: K

0

A ! kk

0

(C ;A) bildet h
i 2 hqC ;K

^


Ai auf

die Klasse von (id

K


 
) � �

n

: J

2n

C ! K

^


A in kk

0

(C ;A) ab. Die umgekehrte

Abbildung �

T

: kk

0

(C ;A) ! K

0

A ist folgenderma�en de�niert: Sei � : J

2n

C ! K

^


A

ein Repr

�

asentant f

�

ur ein Element h in kk

0

(C ;A). Wir setzen dann �

T

(h) = h� ��

n

i 2

hqC ;K

^


Ai. Nach Konstruktion von �

n

h

�

angt diese Di�eotopieklasse nicht von der

Auswahl des Repr

�

asentanten � ab, und �

T

(h) ist daher wohlde�niert. Aus der obigen

Diskussion folgt sofort, dass �

T

� �

T

= id.

Um die Komposition �

T

� �

T

zu berechnen. benutzen wir wieder das Hauptlemma

3.10 und sein Korollar 3.11, d.h. im Grund das Produkt in kk. Sei h ein Element

von kk

0

(C ;A), das durch einen Homomorphismus � : J

2n

C ! K

^


A repr

�

asentiert ist.

Nach Korollar 3.11 sind die folgenden beiden Kompositionen di�eotop

(id

K


 �) � "

n

� J

2n

((id

K


 �

n

) � �

n

) � (id

K


 �)((id

K


 "

n

) � �

n

� �

n

)

2n

(unter Verwendung der Bezeichnungsweise  

j

: J

j+k

A ! K

^


J

j

B f

�

ur  : J

k

A !

K

^


B, die vor Lemma 4.2 eingef

�

uhrt wurde). Da "

n

� J

2n

(') = ' � "

n

f

�

ur alle ',

repr

�

asentiert die erste Komposition �

T

� �

T

(h). Da andererseits "

n

: J

2n

(J

2n

C ) !

K

^


J

2n

C , wieder nach Korollar 3.11, di�eotop zu ("

n

)

n

ist und weil "

n

��

n

��

n

� "

n

,

repr

�

asentiert die zweite Komposition gerade h. Damit ist gezeigt, dass �

T

� �

T

= id.

q:e:d:
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Wie schon in der Einleitung erw

�

ahnt, kann Theorem 7.4 f

�

ur abgeleitete Unteralgebren

von Banachalgebren (im Sinn von 1.6) ohne Verwendung der Theorie von Phillips

direkt bewiesen werden. Wir skizzieren kurz, wie man vorzugehen hat.

Die Topologie auf J

2n

C ist gegeben durch die Familie von submultiplikativen Normen,

die auf T

2n

C durch die Vielfachen der kanonischen Norm auf C induziert werden.

Jeder stetige Homomorphismus ' von J

2n

C in eine abgeleitete Unteralgebra einer

Banachalgebra A ist stetig f

�

ur eine dieser Normen und setzt sich daher auf die ent-

sprechende Vervollst

�

andigung B von J

2n

C fort. Nach Lemma 1.6.5 ist ' dann auf

einer abgeleiteten Unteralgebra B von B de�niert. Die K-Theorie dieser abgeleiteten

Unteralgebra ist wohlde�niert und stimmt mit der von B

�

uberein.

Insbesondere kann das auf den stetigen Homomorphismus " : J

2n

C ! K angewendet

werden und wie in Korollar 6.5 sieht man sofort, dass " einen IsomorphismusK

0

(B)!

K

0

(K) induziert.

Der Beweis von Satz 7.4 benutzt nur die De�nition der K-Theorie durch Di�eo-

topieklassen von Idempotenten in M

2

(K

^


A)

�

, die f

�

ur abgeleitete Unteralgebren in

derselben Form gilt.

Schlie�lich k

�

onnen Homomorphismen von qC ebenso behandelt werden wie die von

J

2n

C und auf abgeleitete Unteralgebren von Banachalgebravervollst

�

andigungen fort-

gesetzt werden. Die Homomorphismen �

n

und �

n

im Beweis zu Theorem 7.4 k

�

onnen

dann als Homomorphismen zwischen solchen Vervollst

�

andigungen (die aber von dem

gegebenen Homomorphismus � abh

�

angen) konstruiert werden.

8 Vergleich der Filtrierungen in kk und HP .

F

�

ur beliebige m-Algebren A und B gilt kk

0

(A;B) = kk

0

(A; J

2

B), vgl. 4.5, und

hA;K

^


Bi

�

=

hK

^


A;K

^


Bi (als Konsequenz aus 1.4.1). Hieraus ergibt sich die folgende

alternative De�nition von kk

0

kk

0

(A;B) = lim

 �

m

�

lim

�!

n

hK

^


J

2n

A;K

^


J

2m

Bi

�

Damit erhalten wir eine sehr einfache Beschreibung des Produkts in kk

0

, das n

�

amlich

genau wie das Produkt von Morphismen zwischen Pro-Objekten de�niert ist. Die

Wohlde�niertheit und Assoziativit

�

at des Produkts ist dann v

�

ollig o�ensichtlich.

Die obige Beschreibung von kk

0

ist nun aber auch formal fast genau analog zur De-

�nition der bivarianten periodischen zyklischen Homologie. Wir erinnern daran, dass

diese in der folgenden Weise de�niert werden kann

HP

�

(A;B)) = H

�

�

lim

 �

m

�

lim

�!

n

Hom(X(JA)

n

; X(JB)

m

)

�

�

siehe [CuQu2,3.2]. Der wichtigste Unterschied in den Formeln f

�

ur kk

0

und HP

�

ist die

Tatsache, dass einmal die durch Iteration des J-Funktors erhaltenen Algebren J

n

A

und J

m

B benutzt werden und das andere Mal die Potenzen (JA)

n

und (JB)

m

.

Wenden wir uns jetzt wieder der De�nition von kk

�

(A;B), wie sie in 4.1 gegeben

wurde, zu. Diese f

�

uhrt unmittelbar zu einer nat

�

urlichen aufsteigenden Filtrierung
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durch die Bilder von hJ

2n+�

A;K

^


Bi in

kk

�

(A;B) = lim

�!

n

hJ

2n+�

A;K

^


Bi

Auf der anderen Seite besitzt die periodische zyklische KohomologieHP

�

(A) und das

Bild der bivarianten Jones-Kassel Theorie in HP

�

(A;B) eine nat

�

urliche Filtrierung

durch die Bilder von HC

n

. Da die Filtrierungen von kk

�

und HP

�

beide mit dem

Produkt vertr

�

aglich sind, und der Chern-Connes-Charakter multiplikativ ist, werden

die Filtrierungen unter dem Charakter wenigstens teilweise erhalten. Man kann etwa

eine Unterhalbgruppe ext

�

(A;B) von kk

�

(A;B) einf

�

uhren, die aus allen Yonedapro-

dukten von Erweiterungen von dem Typ, wie sie in [Ni1] betrachtet werden, besteht.

Diese Unterhalbgruppe tr

�

agt eine nat

�

urliche Filtrierung. Die Konstruktion aus [Ni1]

zeigt, dass die Filtrierung unter dem Chern-Connes-Charakter erhalten wird.

F

�

ur beliebige Element von kk andererseits zeigt Satz 6.12 durch Iteration, dass eine

nat

�

urliche Abbildung J

2p+1

A ! K

^


(JA)

2

p

existiert. Dies legt nahe, dass im allge-

meinen in gewissem Sinn die Ordnung der Filtrierung auf kk dem Logarithmus der

Ordnung der Filtrierung auf HP

�

, d.h. dem Logarithmus der Dimension entspricht.

Eine genauere Untersuchung bleibt einer weiteren Arbeit vorbehalten.

Als letztes bemerken wir, dass auch bei der De�nition derK-Theorie noch interessante

Variationen m

�

oglich sind. Wir k

�

onnen etwa setzen

k

n

(A) = lim

�!

k

hJ

k�n

C ;K

^


J

k

Ai

Ein Argument wie im Beweis zu Theorem 7.4 zeigt, dass f

�

ur n � 1 jeweils

hJ

2k+2n

C ;K

^


J

2k

Ai = hqC ;K

^


J

2k

Ai = K

2n

(A)

F

�

ur negative n ist also k

n

periodisch und stimmt mit der K-Theorie

�

uberein. F

�

ur

positive n ergibt sich eine Art konnektiver K-Theorie, vgl. [Se], [Ro] mit einer Peri-

odizit

�

atsabbildung k

n

(A)! k

n�2

(A), die durch " induziert wird.
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