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ABSTRACT. In dieser Arbeit untersuchen wir die Bewegung einer Fest-
kugel im beschréankten Gebiet, das mit einer inkompressiblen zdhen
Fliissigkeit gefiillt ist. Wir beweisen, dass die Festkugel die Wand des
Behélters mit der Geschwindigkeit Null erreicht. Als eine Folgerung
wird die Losbarkeit der Aufgabe gezeigt.
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1 EINFUHRUNG UND HAUPTERGEBNISSE.

Es sei Q ein Gebiet im R? mit Rand 0. Wir nehmen an, dafl € mit einer
inkompressiblen Fliissigkeit gefiillt ist, und ein Festkorper darin schwimmt.
Das Ziel dieser Arbeit ist es, diese Bewegung zu beschreiben.

Die Hauptschwierigkeit der Aufgabe besteht darin, dal der Korper an die Wand
des Behilters stoflen kann. Es ist nicht ganz klar, welche Bedingungen man in
diesem Moment erhélt. Daher wurde das Problem bisher mathematisch nur fiir
solche Gebiete betrachtet, die mit dem ganzen Raum iibereinstimmen ([1], [2]).
Eine Ubersicht iiber mechanische und numerische Behandlungen des Problems
kann man in [3] finden. In [4] haben wir fiir den zweidimensionalen Fall bewie-
sen, dafl der Korper die Wand mit der Geschwindigkeit Null erreicht, wenn sein
Rand und der Rand des Gebietes zur Klasse C? gehéren. Als eine Folgerung
wurde die Losbarkeit der Aufgabe gezeigt. Jetzt wird dieses Ergebnis auf den
dreidimensionalen Fall erweitert werden. Wir setzen einschrinkend voraus, daf3
das Gebiet 2 und der Korper Kugeln sind. Die Ergebnisse gelten aber auch,
wenn man mehrere Kugeln im Gebiet betrachtet. Diese Voraussetzung wird ei-
gentlich nur im Satz 2 benutzt. Um die Berechnungen zu vereinfachen, nehmen
wir auflerdem an, dafl die Dichten der Fliissigkeit und des Koérpers beide gleich
eins sind, und keine Volumenkrifte vorhanden sind.
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16 K.-H. HOFFMANN, V.N. STAROVOITOV

Es seien V(t) das Gebiet, das der Festkorper einnimmt, und I'(t) sein Rand
zur Zeit t. Es ist die Aufgabe, das Geschwindigkeitsfeld v der Fliissigkeit, die
Geschwindigkeit 4, = dZ./dt des Schwerpunktes Z, des Festkorpers (des Mit-
telpunktes der Kugel V') und seine Winkelgeschwindigkeit @ zu finden, die den
Gleichungen

U+ (- V)0 = divP,
dive = 0, T e \V(t) (1.1)
P = —pI + D(v),
mdgt* = [ P<n>ds,
RO
Jo2e — [ (z-z,)x P<n>ds, (1.2)
()

geniigen. Hier sind m die Masse des Korpers, J, der Tensor des Inertiamomen-
tes des Korpers beziiglich seines Schwerpunktes, P der Spannungstensor, p der
Druck und D(%) der Deformationsgeschwindigkeitstensor mit den Komponen-

ten L /o 9
() — = (3 ’Uj
DZ](v) 2 <65L‘J + 63:1) '

Fiir das Gleichungssystem (1.1)—(1.2) stellen wir folgende Rand- und Anfangs-
bedingungen

t=0: T=7p, Ux =0, @ =g, V="V, (1.3)
L(t):  0(Z,t) =a.(t) +@(t) X (T — Tu(t)), (1.4)
o0 =0 1.5

Wir nennen (1.1)—(1.5) Aufgabe A.
Nun definieren wir den Begriff der verallgemeinerten Losung der Aufgabe A.

Es seien 0
N zeV(t),
Sﬁ(z’t){ 0, T\ V()

K(x) = {v € Hy(Q) | D(¥)(z) = 0 fiir 7 € S(x), div = 0},

wobei x die charakteristische Funktion einer Teilmenge von £ ist, und S(x) die
Menge der Punkte mit x = 1 bezeichnet. Mit L,(0,T; K(x)), p > 1, bezeichnen
wir die Menge der Funktionen aus L,(0,T; H}(f2)), die fiir fast alle ¢ € [0, 7]
zu K(x) gehoren.

Es seien Char(E) die Klasse der charakteristischen Funktionen aller Teilmen-
gen einer Menge F und Q = [0,T] x Q firr T < oc.

DEFINITION 1. Ein Paar von Funktionen

D€ Loo(0,T; La(2)) N Ly (0, T; K (),
@ € Char(Q) NCYP(0,T;L,y(R)), 1< p < oo,
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heifst verallgemeinerte Losung der Aufgabe A, wenn die Integralidentititen

/ (000 + (8- V)P) — D(v) : D(§)}dzdt = - / G- dodz,  (16)
Q

Q

/@(m + 0. Vn)dzdt = — /gaonodo_: (1.7)
Q Q

fiir beliebige Funktionen n € C1(Q), n(T) = 0, ¥ € HY(Q) N L2(0,T; K (),
Y(T) =0 gelten.

BEMERKUNG. Wir charakterisieren den Festkorper durch die Bedingung, dafl
D()(z) = 0 fir T € S(p). Das ist folgendermafien motiviert. Der Kern des
Operators D besteht aus Funktionen, die die Form ¢ = a + @ X Z, @, € R3,
haben ([5], S.18). Damit bewegt sich die Fliissigkeit wie ein Festkorper. Deshalb
nennen wir solche Funktionen auch “starre” Funktionen.

Das Hauptergebnis dieser Arbeit ist der folgende Satz.

SATZ 1. Sei g € Lo(Q). Wenn Q und S(po) Kugeln in R® sind, hat die Auf-
gabe A mindestens eine verallgemeinerte Losung.

Auflerdem gelten:

1. Es gibt eine Familie von Abbildungen As; : R® — R3, s,t € [0,T], so daf8
S(e(t) = Asi(S(p(s))) (und S(p(t)) = Aor(S(p0))), Asi(T) ist “starr” (im
Sinne obiger Bemerkung), und As: Lipschitz-stetig beziiglich s und t ist.

2. Wenn h(t) = dist(0Q,S(¢(t))) und h(to) = 0 fir to € [0,T], so gilt
tli_glo h(t)|t —to| =t = 0.

3. Fir fast allet € {t € [0,T] | h(t) = 0} weist ©(t) in Richtung von fipr, und es
gilt oy = 0. Ferner sind M = 0QN90S(¢(t)) ein Punkt, vy die Geschwindigkeit
des Punktes des Korpers, der mit M iibereinstimmt, und ny; die Normale der
Fliche 0S(p(t)) (und 02) in M.

BEMERKUNG. Die zweite Behauptung des Satzes bedeutet, dafl der Festkorper
die Wand mit Geschwindigkeit Null erreicht.

2 DEerR RauM K(x).

Hier untersuchen wir Eigenschaften der Funktionen, die zum Raum K(x)
gehoren. Es wird immer angenommen, dal Q und S(x) Kugeln sind, und 0
der Mittelpunkt von €2 ist.

Es sei {A,} eine Familie von Abbildungen A, : R?* — R?, die die Form

As(z) =a(s) + B(s) <z > (2.1)

haben, wobei @ : R — R, B: R — R3 x R3 glatte Funktionen sind, B(s) fiir
jedes s eine lineare orthogonale Abbildung ist, und a(0) = 0, B(0) = I gilt.
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18 K.-H. HOFFMANN, V.N. STAROVOITOV

SATZ 2. FEs seien x die charakteristische Funktion einer Kugel S(x) C Q und
xs(Z) = x(A71(Z)), s >0, d.h. S(xs) = A(S(x)). Wenn S(xs) C Q fiir jedes
s € [0, s0], so > 0, gilt, dann konvergiert K(xs) — K(x) fir s — 0 in H3(Q),
d.h. fiir jede Funktion ¢ € K(x) gibt es eine Folge von Funktionen 15 € K(xs)
mit s — P in HE(Q).

BEWEIS. Weil S(x) eine Kugel ist, gibt es viele Abbildungen der Art (2.1), die
S(x) auf S(xs) abbilden. Wir nehmen ein solches A, so daf |a(s)| minimal ist.
Es sei ¢ eine Funktion aus K (x). Wir miissen eine Folge von Funktionen 1, €
K (xs) konstruieren, die gegen 1 in H{ () konvergiert. Zuerst konstruieren wir
eine Folge von Funktionen (, = B(s) < ¥(B~!(s) < & >) >. Es ist klar,
daB (, € K(ns) ist, und , gegen ¢ in HE(Q) fiir s — 0 konvergiert, wobei
ns(Z) = x(B71(s) < T >) ist. Jetzt haben wir nur zu beweisen, daf$} eine Folge
von Funktionen &, € K (us) existiert, wobei us(%) = x(Z —a(s)), die gegen v in
H}(2) konvergiert. Wir merken an, daf der Vektor @ in Richtung des Radius
von € zeigt.

Es sei 4 die “starre” Funktion, die mit ¢ in S(x) iibereinstimmt. Wir nehmen
&, als die Losung der folgenden Aufgabe:

Ag{: Vs + A’LZJ,

divé, = 0, TEQN\S(ps)
o 0, z € 00,
&(@) = { u(z), T €0S(us)

Es ist nicht schwer zu sehen, daB & gegen 1 in H} () konvergiert. Wenn
némlich |a(s)| # 0, haben wir [6]:

1Y = Esll i @nsue)) < ClO — @l sz 05, - (2.2)

Aber mit dem Spursatz ([6], [7]) gilt die Abschitzung

1 =l 1205y < ClIY = allzr1(50)) = CllY = Al 111 (s 0\ 500)

mit einer von s unabhingingen Konstante C. Somit,
19 = &l @) = 19 = &llm @\ (swa)nsco) <

< = &l @s(ua)) + 19 = Esllm (suanse) <
< CllY = &l sanso)-

Die rechte Seite dieser Ungleichung konvergiert aber fiir s — 0 gegen Null, weil
1S (ks) \ S(x)| — 0 gilt.

Damit ist der Satz bewiesen.

Jetzt untersuchen wir Eigenschaften der Funktionen aus K(x), wenn der
Festkorper (die Festkugel) die Wand beriihrt.
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SATZ 3. Es seien ¢ € K(x) und 9S(x) NI # 0. Dann gelten

1. (M) = 0, wobei M der Punkt des Korpers ist, der mit 3S(x) N 0K diber-
ewmnstimmt.

2. () ist ortogonal zu fipr fiir alle T € S(x), wobei iy die Normale an O
mm Punkt M ist.

BEMERKUNG. Der erste Punkt des Satzes kann schéarfer formuliert werden.
Namlich, es gilt
iy || [ 1)z =
p—0
R,

wobei R, = {Z € S(x) | dist(z, M) < p}.

BEWEIS DES SATZES 3. Es sei £ = (&1, &9, £3) ein solches orthogonales Koor-
dinatensystem, so dafl (0,0,0) = M, und der Vektor (0,0,1) in Richtung von
nipr zeigt. Nehmen wir an, dafi 99 bzw. 95(x) durch Funktionen g bzw. f
beschrieben werden, d.h.

0N ={€ R?| & =g(&,8)},

bzw.

dS(x) ={€ € R® | & = f(&1,6))-
Essei L, = {(&1,&) € R? | f(&,&2) < p}. Dann gilt:

/|@(§1,€2,p)|2d§1d€2 = / V(&1 &, p) — (&1, &2,0)|PdEdEs =
L L

/! @3%@<w/ﬂmew&

L,

wobei 1 mit Null auBerhalb Q fortgesetzt wird. Es gilt aber |L,| > Cp. Daher
erhalten wir die Beziehung

P
IWWW/W%%ﬁCW/ﬂWWMM&%
P p—

L, 0L,

und der erste Punkt des Satzes ist bewiesen.

Nun seien Ga = {E € R3|(§17§2) E LP’ (51552) < 53 < f(£17§2)5 51 < Oé£2}
fir a € R, F”‘ 0G5 NAS(x), Wit = 0G5 NIQ und V¥ = 0G5 \ (Fr UWS).
Weil dive) = 0 ist, haben wir

/ - nds =0,

lel
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20 K.-H. HOFFMANN, V.N. STAROVOITOV

/1/_)~ﬁd5+/1/_)~ﬁd5:0.

Fg v

Aber 1) hat die Darstellung

und folglich

b)) =oxE
fiir £ € S(x), wobei @ ein von ¢ unabhiingiger Vektor ist. Deshalb gilt

|@-/5xnds\ < / \b|ds. (2.3)
Ve

Fg
Wir merken an, daB8 [ & x nds = k(p)7, ist, wobei 7, ein von p unabhéngiger
Fg
Tangentialvektor an die Fliche 9Q im Punkt M ist, und k(p) > Cp®/? gilt.
Die Integration der Ungleichung (2.3) von 0 bis o > 0 beziiglich p ergibt

1/2
owwfds/wﬁswwﬂ /WWE -
Gg G&
1/2
= |G2['/? / / [p|2dérdéadés |, (2.4)

0 Gg(¢3)
wobei G5 (s) die Menge {€ € G | & = s} bezeichnet. Aber es ist |G| < Co?,
und, weil ¥ gleich Null auf 92 ist, gilt die Abschétzung

[ 15Pdadsa < CIVI ool

Gg(83)

So erhalten wir aus (2.4):
@ - To| < Co?/2,

WEeil o eine beliebige Zahl war, ist @ - 7, = 0 fiir alle « € R, und folglich zeigt
@ in Richtung von ny;.
Damit ist der Satz bewiesen.

3 BEWEIS DES SATZES 1.

Die Losbarkeit der Aufgabe A und die erste Behauptung des Satzes kénnen
genau wie in [4] bewiesen werden. Fiir die Losung gilt die folgende Abschétzung:

/|v(m,t)|2dx+/t/|Vv(a:7s)|2dxd8§/|U0(x)|2da:. (3.1)
Q 0 Q Q
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ZUR BEWEGUNG EINER KUGEL ... 21

Das heifit v € H}(Q2) fiir fast alle ¢ € [0,7], und die Behauptung 3 des Satzes
ergibt sich aus dem Satz 3. Es bleibt noch die Behauptung 2 zu beweisen.
Wie in [4] (Aussage 3.4) kénnen wir die Abschétzung

‘%ﬁt)‘ < ChM2(t)(2(t) +1)

herleiten, wobei z(t) = ||V (t)||1,(q) ist. Wenn h(to) = 0 fiir ein ¢y € [0, T ist,
gibt uns die Integration dieser Ungleichung:

t t 1/2
2t < C /(z(s) +1)ds| < CJt — to|*/? /(z(s) +1)2ds
t() t()

Weil die Funktion z zu Lo(0,T) gehort, ist die Behauptung bewiesen.
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