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1 INTRODUCTION

Soient K un corps de valuation discréte complet de caractéristique 0, de corps
résiduel k parfait de caractéristique p > 0, et K une cloture algébrique de
K. On note G le groupe de Galois de K/K et I le sous-groupe d’inertie.
Fontaine a défini une hiérarchie sur les représentations p-adiques de G (i.e.
les Qp-espaces vectoriels de dimension finie munis d’une action continue de
Gg) : représentations de de Rham D rep. semi-stables D rep. cristallines.
Le théoreme de monodromie p-adique affirme que toute représentation de
de Rham est potentiellement semi-stable, i.e. sa restriction & un sous-groupe
ouvert de Gg est semi-stable. Le but de cet article est ’étude d’invariants
numériques qui mesurent le défaut de semi-stabilité de représentations poten-
tiellement semi-stables. Une telle représentation est entierement décrite par
son module de Weil-Deligne Dps (V). Celui-ci est muni d’une action de Gg
dont la restriction & l'inertie se factorise par un quotient fini. Fontaine [10]
définit les conducteurs de Swan et d’Artin de V, notés respectivement sw(V)
et ar(V), comme étant les conducteurs de Swan et d’Artin de Dpg (V). Dans
un travail récent [3], Berger associe a toute représentation de de Rham V' une
équation différentielle p-adique Ngg (V) munie d’une structure de Frobenius.
A une équation différentielle p-adique M munie d’une structure de Frobenius,
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Christol et Mebkhout [7] associent un invariant entier irr(M), l'irrégularité de
M.

Pour tout n € N, soient y,, le groupe des racines p"-iemes de 'unité dans K
et K,, = K(p). Pour une représentation p-adique V' de Gk, on note V,, sa
restriction au sous-groupe Gal(K /K, ). Le résultat principal de cet article est
le suivant.

THEOREME 1.1. Pour toute représentation de de Rham V de Gk, on a

irr(Ngr(V)) = lim sw(V,,).
n—-+00

Le théoreme 1.1 est ’analogue en caractéristique zéro d’un théoreme de Tsuzuki
en caractéristique p > 0. Soit E un corps de valuation discrete complet, de
caractéristique p et de corps résiduel parfait. Dans [22], Tsuzuki montre que
la catégorie des représentations p-adiques de Gg = Gal(E®P/E) dont 'inertie
agit par un quotient fini (monodromie finie), est équivalente & la catégorie des
¢-V-modules étales sur un corps valué £7(E) de caractéristique 0, d’anneau
d’entiers hensélien et de corps résiduel E (voir §4.3 pour la définition). Puis
dans [23], il démontre I’égalité entre le conducteur de Swan de la restriction a
I'inertie d’une telle représentation et l'irrégularité du V-module correspondent.
Dans la démonstration de 1.1, on se ramene, par la théorie du corps des normes,
au cas d’un corps de valuation discrete complet d’égale caractéristique p > 0.
Cependant, on ne peut pas appliquer directement le résultat de Tsuzuki, car
dans notre cas, 'action de l'inertie ne se factorise pas par un quotient fini.
La stratégie de la démonstration consiste a décrire la représentation de Weil-
Deligne en termes de ’équation différentielle de Berger, puis de reprendre une
partie de la preuve de Tsuzuki (I'induction de Brauer). Comme corollaires du
théoreme 1.1, on en déduit un résultat analogue pour le conducteur d’Artin
(cf. 5.7) et Iégalité entre un polygone de Newton de pentes p-adiques et une
limite de polygones de Newton de pentes de Swan (cf. 5.9).
Quand cet article a été déja achevé, l'auteur a regu une prépublication
de P.Colmez [6] dont le résultat principal est une formule pour sw(V) en
termes d’une filtration sur Dgr(V). Les deux travaux sont indépendants et
les méthodes utilisées semblent différentes.
Cet article est une partie de la these de doctorat en mathématique que je
prépare a l'université de Paris 13, sous la direction d’Ahmed Abbes. Je tiens
ici a le remercier pour son soutien constant tout le long de ce travail et ses
lectures attentives des versions préliminaires de ce texte. Je remercie également
le referee qui, par ses remarques, a amélioré ce manuscrit.

NOTATIONS

Soient k un corps parfait de caractéristique p > 0, W = W(k) (resp. W,, =
W, (k)) Vanneau des vecteurs de Witt infinis (resp. de longueur n > 1) et
K, = Fr W le corps des fractions de W. On note | - | la valeur absolue de K,
normalisée par |p| = p~! et o 'endomorphisme de Frobenius agissant sur ,
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W,, W et K,. On fixe une extension finie K/K, totalement ramifiée et une
cloture algébrique K de K. On note Oz la cloture intégrale de Ok dans K, k
son corps résiduel, Oc le complété p-adique de O et C = Fr O¢. Pour toute
extension finie L de K,, contenue dans K, on note @y, son anneau d’entiers, kr,
son corps résiduel et L, = Fr W(kz). Pour tout n € N, soient p,, le groupe des
racines p"-iémes de 'unité dans K et L, = L(j,). On note Lo, la réunion des
Ly, pour n € N, Hy = Gal(K /L) et ', = Gal(Loo /L). Soit x : Gx — Z3 le
caractere cyclotomique. Une représentation galoisienne p-adique (ou une Q-
représentation galoisienne) est un Qp-espace vectoriel de dimension finie, muni
d’une action linéaire et continue de Gg. On note Rep@p(G k) la catégorie des
Qp-représentations de Gg.

2 CONDUCTEURS

On note Beis et By = Beyis[X] les anneaux des périodes de Fontaine associés a
K (cf. [12]). Soient N : Bgy — Byt la Bepis-dérivation qui envoie X sur —1 et ¢
le Frobenius agissant sur B,;s et Bgt. Cettes applications vérifient Ny = ppN.
Ces anneaux sont munis d’une action continue de Gg, commutante avec ¢ et
N. Soit L/K, une extension finie contenue dans K. On note Gy, = Gal(K /L).
On rappelle que BG* = BSEL = L, (cf. [13, 5.1.2] et [12, 4.2.5]).

Pour tout V € Repr(GK), Fontaine définit Deyis(V) = (Beris ®q, V)
D (V) = (Bst ®q, V)9, Ce sont des K,-espaces vectoricls de dimensions
inférieures ou égales a la dimension de V' sur Q,. Le Frobenius de Beyis induit
un endomorphisme o-semi-linéaire ¢ : Deyis(V) — Deyis(V), appelé Frobenius.
L’espace Dg; (V') est muni d’un Frobenius ¢ et d’'un endomorphisme K,-linéaire
N, vérifiant Ny = ppN. On rappelle que V est dite cristalline (resp. semi-
stable) si dimp, Deyis(V) = dimg, V' (resp. dimg, Dy (V') = dimg, V). Elle est
dite potentiellement cristalline (resp. potentiellement semi-stable) s’il existe
une extension finie K'/K telle que la restriction de V & Gg/ est cristalline
(resp. semi-stable). On note P le corps K @, Fr W (k). C’est le complété p-
adique de l'extension maximale non-ramifiée K™ de K dans K. Le groupe
d’inertie absolu de K est canoniquement isomorphe a Gp, le groupe de Ga-
lois absolu de P. Dans la suite, pour tout V' € Repg, (Gk), on considere la
restriction de V' a Ix comme une représentation p-adique de Gp. Par [12,
5.1.5], une représentation V est cristalline (resp. potentiellement cristalline,
resp. semi-stable, resp. potentiellement semi-stable) si et seulement si sa res-
triction & Ik est cristalline (resp. potentiellement cristalline, resp. semi-stable,
resp. potentiellement semi-stable).

Soit V' une représentation p-adique potentiellement semi-stable de dimension

G
K et

n. Fontaine définit Dy (V) = lim e, (Bst ®q, V)%, ot la limite est prise
sur les sous-groupes ouverts G’ de Gg (cf. [13, 5.6.4]). C’est un K}*-espace
vectoriel de dimension n, muni d’une action semi-linéaire de Gg. Si L/K est
une extension galoisienne finie telle que V' est semi-stable comme représentation

de Gr, alors (Bt ®q, V)GL est un L,-espace vectoriel de dimension n et ’action
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de Gg se factorise par Gal(L/K). On a un isomorphisme de représentations
Dot (V) = K @, (Bst ®q, V)GL. Par conséquent la restriction Dps(V)r,
est une représentation linéaire de I qui se factorise a travers le sous-groupe
d’inertie de Gal(L/K).

DEFINITION 2.1. [10, 7.4.7] Soit V une représentation p-adique potentiellement
semi-stable. Les conducteurs de Swan et d’Artin de Dps(V)|1,, sont aussi ap-

pelés conducteur de Swan et d’Artin de V' et notés respectivement sw(V) et
ar(V).

Si Gg agit par un quotient fini Gal(L/K) sur V, alors Dy (V) = K}' ®q,
V et sw(V) et ar(V) coincident avec sw(Gal(L/K),V) et ar(Gal(L/K),V)
respectivement.

Pour une représentation V' potentiellement semi-stable, on considere aussi la
variante

arcris(V) = ar(V) + diHlKa Dst(V) — dimKa Dcris(v)«

3 THEORIE DE HODGE p-ADIQUE ET (¢,I')-MODULES

3.1 LES ANNEAUX

On pose O = liLnneN(Wn[[T]][%])7 qui est aussi la complétion p-adique de
wWT] [%] C’est un anneau de valuation discréte, complet, de caractéristique 0,
absolument non ramifié, de corps résiduel k((T")). Son corps de fractions Og[1/p]
est canoniquement isomorphe a

+oo
E:{ Z a,T"

n=—oo

an € Ka, (an) ey,

bornée et lim |a,| = 0} .
n——oo
On pose

+oo
5T:{ Z anT”65’30<p<1vériﬁant lirP |an|p":0}7

n=—oo

l’anneau des séries dans & qui convergent sur une couronne
{reClp<|z|g <1} pour un réel 0 < p < 1. Pour tout s € &', on
note vi(s) = infpez vk, (an) la valuation de Gauss. On rappelle que cette
valuation sur €T est discréte et que I'anneau de valuation Ogi est hensélien,
de corps résiduel k((T))(cf.[16, §2]).

On note aussi o 'endomorphisme x — 2P de O /pO%. Soit R (cf. [11, §A3.1.1])
la limite projective du systeme

-5 O /pOg — Og/pOg —— O [pOx —— Ox/pOx.

C’est une k-algebre integre, parfaite de caractéristique p. On dispose de
la description suivante : B = {(z(™) _|z™ € Oc, (DY = gy
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ol, & droite, la multiplication est donnée composante par composante et la
somme par la formule (z + y)(n) = limyy s oo (2™ 4 ()P rannean
R est complet pour la valuation (non-discete) définie, pour tout x € R, par
vr(z) = vo(z(®), ot vg est la valuation de C normalisée par vo(p) = 1.
Le corps Fr R est algébriquement clos (cf. [11, A3.1.6]). On rappelle que
W(R) = lim W, (O /pO%), ou les applications de transition sont la com-
position des morphismes de troncation et du Frobenius o de O /pOz. C'est
une W (k)-algebre. Le groupe G, agit par fonctorialité sur W(R) et W (Fr R).
On appelle ¢ le Frobenius de W(R) (resp. W(Fr R)). On fixe une fois pour
toutes un élément € € R tel que €(© =1 et e # 1. Pour tout = dans R, on
note [z] son relevement de Teichmiiller dans W(R).

On vérifie facilement que ((¢™,0,...,0)—1)" = 0 dans W, (0%/pO%).
On en déduit, pour tout n € N, un morphisme continu W/[T] /Tpn —
W,.(0%/pO%), qui envoie T sur (E(,0,...,0) —1 et w € W sur o "(w).
D’ott un morphisme continu de W-algebres W[T] — W(R), qui envoie T
dans [¢e] — 1. Comme [e] — 1 est inversible dans W (Fr R), on obtient un ho-
momorphisme continu de W-algebres W[T][+] — W (Fr R), qui se factorise
par complétion p-adique en

W[T][%] ——— W(Fr R)

N A

O¢

L’homomorphisme ¢ est injectif car i(p) # 0. En inversant p, on obtient i : £ —
Fr W(Fr R).

LEMME 3.1. [11, A3.2.2] Les anneauz i(€) et i(ET) ne dépendent pas du choix
de € . lls sont stables par les actions de Gy, et du Frobenius ¢ sur W (Fr R).
Les actions induites de Gg, et de ¢ sur & et ET sont données par

Vg€ Grk,, g(I)=T+1X -1 oT)=(T+1)" -1
L’action de G, se factorise par I'k, .

On rappelle brievement la construction du corps des normes (cf. [25, §2.2]).
L’extension maximale modérément ramifiée de K dans K., est finie. Soit
ny le plus petit entier tel que Ko /K,, soit totalement sauvagement ra-
mifiée. On choisit une uniformisante v de K,,. Pour tout n > n;, le Frobe-
nius de Ok, ., /uOk,,, se factorise a travers Ok, /uOk, C Ok, /uOk, .
Soit Ap : Ok, ,,/uO0k,,, — Ok, /uOk, le morphisme ainsi défini. On pose
Or, = lim Ok, /uOk, , ou les applications de transitions sont les A,,. C’est
un anneau de valuation discrete, complet, de corps résiduel canoniquement iso-
morphe au corps résiduel de K, qui est une extension finie &’ de k. Il ne
dépend pas du choix de u. Soit Ex = Fr Og,, . Par fonctorialité de la construc-
tion, on associe & K une cloture séparable EX’ de Ex et Gal(ER"/Ef) est
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canoniquement isomorphe & Hg . Pour tout n > nj, on a un diagramme com-
mutatif

OKTL+1/UOK”+1(—> O?/uOf

lAn l

Ok, /uOk, = O /uOx

Comme R = mnznl Ox/uOz, on en déduit des applications injectives

OEK — Ret EK — Fr R.

Soient £™ P’extension maximale non-ramifiée de & dans Fr W (Fr R) et O son
anneau d’entiers. Par fonctorialité de la hensélisation, Gk, et ¢ agissent sur ™.
L’inclusion i : Og — W (Fr R) induit, par réduction modulo p, un isomorphisme
canonique entre les corps résiduels de Og et Ek, . Par conséquent, Gal(E™/€)
est canoniquement isomorphe & Hg, . Soit L une extension finie de K,. On
pose &1, = (Enr)HL . C’est une extension finie non ramifiée de £. Elle est munie
d’actions naturelles de T'y, et de ¢ . Pour L/K, finie galoisienne, £, est muni
d’une action naturelle de Gal(Lo./K,). On note Og, 'anneau de valuation de
Er. On note &, le corps résiduel de Ej, et L' = Fr W (k7). Si L est absolument
non-ramifié, alors k7 = ki et L' = L, = L (cf. [20, Ch.IV, Prop.17]). Dans ce
cas le corps &y, a la description simple suivante.

LEMME 3.2. Soit L/K, une extension finie non-ramifiée. Il existe un isomor-
phisme canonique 1, = € Rk, L, compatible avec l’action de I't, et du Frobe-
nius. Pour L/K, finie galoisienne, cet isomorphisme est compatible a Uaction
de Gal(Loo /K,).

Démonstration. L’anneau EQ g, L est un corps car K, est algébriquement fermé
dans £ et p est inversible. Comme L = L, C Fr W(Fr R), 'inclusion ¢ s’étend,
par linéarité, en iy, : £ ®k, L — Fr W(Fr R). L’image de cette application est
contenue dans 7. On a |iL(E®k, L) : €| = |k : k| = |EL : Ex.| = €L : €],
donc i (€ ®k, L) = Er. O

PrOPOSITION 3.3. [11, A2.2.1] Soient T une uniformisante de Er et m un
relevement dans QOg, . Il existe un unique isomorphisme continu de L’-algébres,
Y E — &L qui envoie T sur .

Démonstration. L’anneau Og, est de valuation discrete, complet, absolument
non-ramifié. C’est donc un anneau de Cohen (cf. [9, IV 19.8.5] ). Par [9,
IV 19.8.6(ii)] il existe un isomorphisme ¢ : Og,, — Og, relevant Iisomor-
phisme k7 (T")) — EL qui envoie T sur 7. On note w =7 — ¢(T) € pOg, . Soit
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5= ezt T™ € Og,,. On éerit

ianﬂ'Zian(wTﬂ iani< ) Yn—i =

n=0 =0
m

m m—j m—j . .
g+ J T\
= . (E aj+i< ; ) > E ( aj+z‘( ; )T)uﬂ,
7=0 \ i=0 =0

Jj= 7

ou j = n — 4. Pour tout 7 € N, on pose s; = Z:;OS ajﬂ-(jﬂ)Ti € O¢,,.

7

On définit ¢r(s) = 32, ganm" + 3250 %(sj)w?, qui converge p-adiquement

car w € pOg, et lim, . a, = 0. L’application ¢, est un isomorphisme
O¢,, — Og,, qui envoie T sur w. On la prolonge en un isomorphisme &y, — &
L’unicité est évidente. O

Soient O3 I'hensélisé strict de Ogi dans W(Fr R) et 7™ son corps des frac-
tions. Par fonctorialité de la hensélisation, G, et ¢ agissent sur £ ™ Comme
plus haut, l'inclusion canonique 0% < W(FrR) induit un isomorphisme
H
Gal(E1" /€T) = H, . Soit L une extension finie de K,. On pose £} = (£1")"".
C’est une extension finie non ramifiée de £T, de corps résiduel Ez. Pour L/K,
finie galoisienne non-ramifiée, on démontre comme dans le lemme 3.2, qu’il y

a un isomorphisme canonique, £ @, L = Sz, compatible avec ’action de
Gal(Lo/K,) et du Frobenius.

PROPOSITION 3.4. [16, Prop. 3.4] Soit T une uniformisante de Ey,. Il existe
un relevement w de T dans Ogy tel que sous l'isomorphisme Y : Epr — €, on
L

ait P (E},) = &1

On note
“+ o0
= { Z anT™ | an € Ky, pc €10,1] t.q. Vp €]pe, 1], lim |a,|p" = O} .
. n—=+oo

On munit cet anneau d’une action du Frobenius et de ', en posant :
o(T)=(1+T) —1etVyelk,, AT)=1+TX -1,

On pose t = log(T + 1) € R, qu'on note aussi abusivement log[e], bien qu’il
n’appartienne pas & W(Fr R). On a une inclusion &7 C R compatible avec les
actions du Frobenius et de I'g, .

Pour toute extension finie L/ K,, on pose Ry, = R®gt 5};. On vérifie que cet an-
neau est integre. C’est une extension étale finie de R. On le munit du Frobenius
produit tensoriel des Frobenius sur R et sur 52. Si L/K, est galoisienne finie,
alors le groupe Gal(Lo/K,) agit sur Ry, en agissant sur R a travers le quotient

Ik, et sur ET via son action naturelle. On a RGal( e/ (Ka)oo) _ R. On vérifie
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facilement que log (H;# € R et pour tout v € 'k, lo

On prolonge les actions de ¢ et Gal(Ly/K,) & 'anneau des polynémes Ry [X]
par

(v _
g(1+T)TX7 e R

B 1+T) 1
o1(X) = pX +10g LTI 21
(1 + T)X('Y) -1

Vy € Gal(Loo/K,), v(X) =X +log T

On notera formellement X = logT. On désigne par R[1/t] (resp. R[log T|[1/t])
le localisé de R (resp. R[logT]) en t. Dans la suite, on considérera souvent
sur R [1/t] et Rp[logT][1/t] laction du sous groupe I'z, de Gal(Lo/K,). On
vérifie que (cf. [3, Prop. 3.3] )

(Rellog T][1/))"* = La.

Soit L/K, une extension finie galoisienne, on a R =2 R ®g, L. Si on prend
un relevement 7 € 52 d’une uniformisante de Ej, satisfaisant la proposition
3.4, alors 9, se prolonge en un isomorphisme ¥, : Ry, — Rp.

3.2 LE THEOREME DE COMPARAISON DE BERGER

Un (¢,I')-module sur Og,, (resp. Ek) est un Og,-module de type fini (resp.
un Ex-espace vectoriel de dimension finie) muni d’une action semi-linéaire et
continue de I'x et d’un endomorphisme ¢ semi-linéaire par rapport au Frobe-
nius de Og,. (resp. k) commutant entre eux. On dit qu'un (¢, I')-module M
sur Og,. est étale si 'image ¢ (M) engendre M sur Og,, .

Pour tout (¢,I')-module M sur £k on peut choisir un réseau stable par ¢ et
'k, qui est donc un (p,I')-module sur Og, . On dit qu'un (p,I')-module M
sur Ex est étale §'il existe un réseau M de M stable par 'k et ¢ qui est étale.
On note @F?K la catégorie dont les objets sont les (¢, I')-modules étales et les
morphismes sont les applications linéaires commutant avec ¢ et I'. Dans [11],
Fontaine construit une équivalence de catégories entre Repg, (G ) et @F?K. On

rappelle sa construction brievement. On note & Je completé p-adique de E™.
Pour toute Q,-représentation V' de Gg, on considere le Ex-espace vectoriel

—~ H
D(V) = (" ®q, V) “ muni des actions semi-linéaires de T'x et de ¢ . Clest
un objet de @I‘?K. Le foncteur D définit une équivalence de catégories entre
Repg, (Gk) et @1"?}(.

THEOREME 3.5 (CHERBONNIER-COLMEZ). [5, III 5.2] Soit V' € Repg, (Gk).

La famille des sous-é';[{-modules de type fini de D(V') stables par ¢ et Tk admet
un plus grand élément DT (V) et on a

D(V) = €k @ DI(V).
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Pour toute représentation p-adique V de G, Berger définit DI, (V) = R ®gt
K

rig
DT(V) et Dfog(V) = Ri[logT] D¢t DT(V) avec les actions évidentes de ¢ et
Ik (cf.[3, §3.2]). Soit L/K une extension galoisienne finie. Le module D(V|q, ),
est muni naturellement d’une action de Gal(L/K). Par le théoreme 3.5, on

obtient une action de Gal(Loo/K) sur Df(Vg,) et donc sur DIig(V\GL) et
D;rog(‘/\GL)'

THEOREME 3.6 (BERGER). (3, 3.6] Soit V est une représentation p-adique de
Gg. On a des isomorphismes canoniques :

Deris (V) 2 (DL, (V)[1/6) ™ et Dy (V) = (D], (V)[1/e)" "

rig

Soit L/K wune extension galoisienne finie. Alors les isomorphismes ci-dessus
r r
Deris(Vig,) = (D, (Vie )[1/8]) © et Dy(Vig,) = (Dl (Via,)[1/8]) © sont

équivariants pour les actions naturelles de Gal(L/K).

REMARQUE 3.7. Dans [3, 3.6], lassertion sur l’équivariance par rapport d
Gal(L/K) nlapparait pas. C’est wune conséquence immédiate de la
démonstration. On l'a mise en évidence pour l'importance qu’elle jouera
dans la suite.

4 EQUATIONS DIFFERENTIELLES p-ADIQUES

Soit Q%z /K. le module des différentielles continues de R sur K,. C’est un R-

module libre de rang 1 de base :,fl—fl = %. Soient L/K, une extension finie et
L' Vextension finie non-ramifiée de K, qui lui est associée dans la section §3.1
(au dessus de Lemme 3.2). Comme R < R, est étale finie et L'/ K, est finie, on

a un isomorphisme canonique Q%L I 2R Or Q%z /Ky On étend la dérivation
d: R — Q%/Ka en d: RllogT] — Q’}Q/Ka7 en posant d(logT) = £dT. Le corps
des constantes de Rp[1/t] et de Ry[logT] est L'.

On appelle équation différentielle p-adique (ou module & connexion) sur R x un
Ri-module de présentation finie muni d’une connexion. On démontre qu’un
tel module est forcement libre (cf. [2, Prop. 2.3]). Une équation différentielle
p-adique est dite unipotente (resp. quasi-unipotente) si elle est extension itérée
d’équations différentielles triviales (resp. s’il existe une extension finie L/ K telle
que M ®x . Ry, soit unipotente). On dit qu’une équation différentielle p-adique
M est munie d'une structure de Frobenius s’il existe un endomorphisme @,y :
M — M, p-semi-linéaire, horizontal, tel que @y (M) engendre M sur R.

4.1 EQUATION DIFFERENTIELLE  p-ADIQUE  ASSOCIEE A  UNE
REPRESENTATION DE DE RHAM

Soit V' une représentation galoisienne p-adique de Gg. On rappelle que Berger

démontre que pour tout z € Diig(V)[l/t], la limite limy_pa; ;g:)):f existe
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(cf. [3, §5.1]). On note cette limite v(z). L'application z — t~'v(z) ® 5
définit une connexion Vy : Diig(V)[l/t] - Diig(V)[l/t] QR Q%ZK/K,.

Soit V' une représentation de de Rham de dimension n. On rappelle que Berger
montre qu’il existe un unique sous-R g-module libre de rang n de Diig(V)[l /t]
stable par t~1v. On l'appelle Ngr (V). Il est stable par 'action du Frobenius
et de T'x (cf. [3, §5.4 et §5.5] ou [4, IV.4]). On vérifie qu'il est une muni
d’une structure de Frobenius. Par construction, on associe a un morphisme de
représentations de de Rham V; — V5, un morphisme d’équations différentielles
p-adiques Nqr (V1) — Nar(V2).

THEOREME 4.1 (BERGER). [3, 5.20] On a un foncteur additif V +— Nar(V), de
la catégorie des représentations p-adiques de de Rham de G, dans la catégorie
des équations différentielles p-adiques sur Rx munies d’une structure de Fro-
benius. Ce foncteur associe a une représentation de dimension n une équation
différentielle de rang n. C’est un ®@-foncteur exacte et fidéle. L’équation Nar (V')
est quasi-unipotente si et seulement si la représentation V est potentiellement
semi-stable. L’équation Ngr(V') est unipotente (resp. triviale) si et seulement
sl existe n tel que la restriction de V' a G, soit semi-stable (resp. cristalline).

On étend Vy en une connexion Vy sur Dfog(V) et Nar(V) ®r Ri[logT], en
posant Vy (logT) = 4.

Soit M un module & connexion sur Ry. On vérifie aisément que la dimension
sur L' des sections horizontales de M ®x,. Rp[logT| est inférieure ou égale au
rang de M. Si on a 1’égalité on dit que M est triviale sur Rp[log T]. Le module
M est unipotent si et seulement si M est triviale sur R g [logT].

COROLLAIRE 4.2. Si V est cristalline (resp. semi-stable), alors

Deris(V) @1, K’ 2 (DI, (V)[1/])" " 2 (Nan (V)7

(resp- Da(V) @, K = (DL, (V)[1/8]) " = (Nan (V) @r, RicllogT)™) .

r
Démonstration. Le théoreme 3.6 implique que Dgys(V) =2 (Dzig(V)[l/t]) *

Par ddfinition de ¥, on a DL/ © oL,/ car si
x € (Diig(V)[l/t]) ©, alors v(z) = limy —1ap ;E?):f = 0. D’autre part, par

(V)[l/t])vv. On vérifie facilement

définition, on a aussi, (NdR(V))vV C (DIig
v

que la dimension sur K’ de (Dlig(V)[l/t]) " est inférieure ou égale dimg, V.

Comme V est cristalline, dimg, V' = dimg, Deis(V) = dimg: (Nar(V)VV.

D’ou les premiers isomorphismes. Le cas semi-stable est analogue. O

THEOREME 4.3 (ANDRE, KEDLAYA, MEBKHOUT). [1, 7.1.5] [15, 1.1] [18, 5.0-
23] Tout module & connexion sur Ry, admettant une structure de Frobenius
est quasi-unipotent.
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4.2 RAPPELS SUR L'IRREGULARITE D’UNE EQUATION DIFFERENTIELLE
P-ADIQUE

On rappelle brievement la définition de l'indice d’une équation différentielle
p-adique introduite initialement par Robba (cf. [7, §2.3] et [8, §14]). Soient C
un corps et v un endomorphisme d’un C-espace vectoriel V. On dit que v admet
un indice si Keru et Cokeru sont de dimension finie et on appelle indice de u
Ventier x(u, V) = dimc Ker u—dime Coker u. On note A = {32 a,,7" € R}.
C’est la sous-algebre de R des séries convergentes sur le disque ouvert. On note
7+ linclusion de A dans R et et 4" la troncation Y, o, a, 7" — > - anT"
de R sur A. Pour tout nombre naturel n, on note abusivement v, (resp. v)
l'inclusion de A®" dans R®" (resp. la projection de R®™ sur A®"). Soit M
un module & connexion sur R de rang n. On choisit une base de M. Soient
& = T% et G la matrice de la dérivation V¢ : M — M par rapport a cette
base. Soit u le K -endomorphisme T% — G de R®™, On dit que M admet un
indice généralisé sur A si v+ ou o+, admet un indice. Ceci ne dépend pas de
la base choisie. On note X(M, A) = x(y" ou o vy, A®"). Si deux modules &
connexion sur R, M’ et M" ont un indice généralisé, alors pour toute extension

M de M’ par M", 3(M, A) = X(M', A) + X(M", A).

THEOREME 4.4 (CHRISTOL-MEBKHOUT). Soit M une équation différentielle
p-adique ayant une structure de Frobenius. Alors M admet un indice généralisé

sur A.

Démonstration. L’existence d’une structure de Frobenius implique la solubi-
lité de M et que ses exposants sont non-Liouville (cf. [7, §2.5]). Le corps de
constantes K, est de valuation discrete donc maximalement complet. C’est
donc un cas particulier de [8, Th. 14.11]. d

Pour une équation différentielle p-adique M munie d’une structure de Frobe-
nius, on appelle irrégularité de M et on note irr(M), 'indice généralisé Y (M, .A).

REMARQUE 4.5. 1. Soient L/K, une extension finie et M un module libre
de rang r sur R @k, L muni d’une connexion. On considére M comme une
équation différentielle p-adique sur R de rang rdimg, L. Si M admet un indice
généralisé, on pose irr(M) = (dimg, L) X(M, A).

2. Soit M une équation différentielle p-adique sur Rg. On choisit un élément
m dans Og;{ comme dans 3.4. Via les isomorphismes ¢, : Rg: — Rk et
Ri &2 R @k, K', on peut définir lirrégularité de M. On vérifie que ceci ne
dépend pas du choix de 7.

3. L’indice généralisé coincide avec la définition d’indice sur E' de Tsuzuki
dans [23, §1] (cf. [17, §8]).

4.3 EQUATIONS QUASI-UNIPOTENTES

La catégorie des équations différentielles p-adiques quasi-unipotentes est tan-
nakienne neutre. On rappelle ici des constructions classiques (cf. [1] et [17]).
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Soit k(7)) une cloture séparable fixée de k((T) (dans la section 5 on sup-
pose k(T)*P C FrR). Soit E/k(T)) une extension séparable finie contenue
dans k((7)°". On note kg son corps résiduel, Gg = Gal(k(7))*"/E) et Ig
le sous-groupe d’inertie. On pose E(E) = (Snr)GE, ENE) = &E)N &M et
R(E) = R ®g: ET(E). Evidement, si E est égal au corps de normes B, associé
A une extension finie L/K, alors &(E) = &, EN(EL) = Ez et R(EL) = Re.
Les propriétés qu’on a rappelées dans les sections précédentes pour &y, 52, Rr,
en dehors de I'action de I'z,, sont aussi valables pour £(E), £T(E), R(E). Soient
F/E une extension galoisienne finie et M un R(E)-module & connexion uni-
potent sur R(F'). On considere le Fr W (kp)-espace vectoriel des sections hori-
zontales

Sp(M) = (M ®p(g) R(F)[log T])" .

On le munit d’une action semi-linéaire de Gal(F/E) et d’'un endomorphisme
nilpotent de la fagon suivante. Pour tout g € Gal(F/E) et * € M ®g(g)
R(F)[log T, on pose g(x) = (Id®g)(x). On considere sur M @z R(F)[log T
Papplication Id ® N, ou N est la R(F)-dérivation de R(F')[logT] qui envoie
logT sur 1. Cette application commute avec Iaction de Gal(F/FE). Les dia-
grammes suivantes sont commutatifs :

v .
M @ (p) R(F)[log T] —— M ®r(g) R(F)log T] ®rr U/ mew (k1)

Id®gl l1d®g®d9

M ®(g) R(F)[log T] — > M &g (p) R(F)[log T] @R, 2k pewier)
et

M @) R(F)[log T] — > M ®r () R(F)[log T] &, Ok oW (ke)

lld@N lld@N@Id

M ®r(g) R(F)[log T] — > M &g (p) R(F)[log T] ®r, Xk, pw er)

On en déduit sur Sp(M), une action de Gal(F/E) et un endomorphisme,
qu’on note Ng,(nr), commutant entre eux. On vérifie facilement que Ng, (ar)
est nilpotent. On peut résumer ces données en disant que Sg(M) est une
Fr W (kg )-représentation semi-linéaire du schéma en groupes Gal(F/E) x G,
ou Gal(F/E) est considéré comme schéma en groupes constant. La dimension
de Sp(M) sur Fr W (k) est par construction égale au rang de M. Inversement,
soit V' une Fr W (kp)-représentation semi-linéaire de Gal(F/E) x G,. On note
Ny I'endomorphisme nilpotent de V' associé a ’action de G,. On pose

Mp(V) = {x €V ®pwip) R(F)[log T] ggf&?f{ fg ng()x()x):jo }
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PROPOSITION 4.6. Sous les hypothéses ci-dessus, Mg (V') est un R(E)-module
libre de rang égal a la dimension de V.

Démonstration. Comme R(F) = E1(F) ®g1(p) R(E) et £T(E) est un corps on
vérifie que

Gal(F/E)

(V @rew (ep) RE) S = (V @iy EN(F)) et (m) R(E).

Comme Gal(ET(F)/ET(E)) = Gal(F/E), on en déduit par un raisonnement
classique (cf. [20, Ch.X Prop.3]) que (V ®prw (k) R(F))Gal(F/E) est un R(E)-
module libre de rang égal a la dimension de V. On définit un isomorphisme

£ (V ®mwey RN Mp(V),

en posant f(Y, v ® ) = 3,300 (=)'Ni(v) ® ay(logT)’, ou r
est un entier tel que Ny, = 0. L’application inverse g : Mp(V) —
Gal(F/E) . . . .
(V @mwke) R(F)) , est induite par la projection R(F')[logT] — R(F)
qui envoie logT en 0. En fait, par construction gf = Id et pour conclure il
suffit de montrer que g est injective. Soit z = Y, vy ® (Z?:o a; 1 (logT)").
Supposons que g(x) = >, v; ® ag; = 0. La relation (Ny @ Id +Id ® N)(x) =0
équivaut a

Vi=0,...,d, ZNV(UI)@)O%,I :721}1@(7:4*1)0@4_1,[. (*)
l l

Comme ), v;®ap,; = 0, en appliquant Ny ®Id+Id®@N, on obtient >, Ny (v;)®
ag; = 0. D’olt par (%), >, v ® ay; = 0. Ainsi, par récurrence, on montre
xz=0. O

On munit Mp(V) de la connexion induite par d : R(F)[logT7] —
Q%z( F)/Frw (k) €b 1a connexion triviale sur V. Par construction, il est quasi-
unipotent. Les inclusions naturelles

Sp(M) C M ®@gp) R(F)[logT] et Mp(V) CV @pw (ky) R(F)[logT|
induisent par linéarisation des isomorphismes

MF(V) ®R(E) R(F)[log T} —V ®F‘rW(kp) R(F)[IOgT]

compatibles aux structures supplémentaires. On en déduit que le foncteur Mg
est un quasi-inverse de Sg.

On introduit une variante de ces équivalences apres extension des scalaires
& K. On rappelle que le produit R(E)z = R(E) @pw (k) K est integre car
Fr W(kg) est algébriquement fermé dans R(E). Pour une extension galoisienne
E/k(T)), on étend linéairement l'action de I'inertie I(E/k(T))) & R(E)w. Si

F/E est une extension galoisienne finie, alors R(F);_(F/ B) = R(E)w. Tout
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module a connexion M, libre de type fini sur R(E)z, provient par extension
des scalaires, d’un module M’, libre de type fini sur R(E) ®pyw (k) L, ot L
est une extension finie de Fr W(kg) contenue dans K. On peut donc parler
d’irrégularité de M (cf. Rem.4.5-1 et 4.5-2). Soit M un module & connexion sur
R(E)%, unipotent sur R(F)%. On pose

Sp(M) = (M @r (), R(F)%(log 1))¥.

C’est une représentation linéaire de I(F/E) x G,. De fagon analogue & ci-dessus,
le foncteur S% est une équivalence de catégories entre modules & connexion sur
R(E)7, unipotents sur R(F)z et représentations linéaires sur K du schéma
en groupes I(F/FE) x G,. Un quasi-inverse est donné par

My(V) = {m e Ve R(F)gllogT) | | ]\75 N {ﬁ / ﬁ)ég](;:))(x)m:, . } .
Pour tout R(E)-module & connexion M, on consideére son extension des sca-
laires M ®pyw(ky) K comme module & connexion sur R(E). Il est évident
que Sp(M @pew (k) K) = Sr(M) ®pcw (k) K, 0l on ne considere sur Sp(M)
que l'action du sous-groupe I(F/E) x G, de Gal(F/E) x G,.

La proposition suivante est une variante d’une proposition de Tsuzuki [23].

PROPOSITION 4.7. [1, 7.1.2] Soient M un R(E)-module & connexion quasi-
unipotent et F/E une extension galoisienne finie telle que M soit unipotent
sur R(F). Alors Uirrégularité de M est égale au conducteur de Swan de la
représentation Sp(M) du groupe d’inertie I(F/E).

Démonstration. Comme le conducteur de Swan et lirrégularité ne varient
pas par extension des scalaires on peut tensoriser avec K. L’équivalence
S% induit un isomorphisme entre le groupe de Grothendieck des R(E)z-
modules & connexion, unipotents sur R(F)x et le groupe de Grothendieck
des représentations de I(E/F) x G, sur K. Dans ce dernier la classe d'une
représentation V de I(E/F) x G, est égale a la classe de sa restriction &
I(F/E). Comme le conducteur de Swan et l'irrégularité se factorisent par le
groupe de Grothendieck, il suffit de vérifier qu'ils se correspondent par S%.
Dans cet isomorphisme I'induction d’une représentation correspond a ’oubli de
structure pour le module & connexion correspondant. Le conducteur de Swan
et lirrégularité varient de la méme fagon par rapport a l'induction et a ’ou-
bli respectivement. On peut, en appliquant le théoreme d’induction de Brauer
(cf. [21, §10] ), se réduire au cas de dimension 1. Soit M un module & connexion
sur R(E)x de rang 1, unipotent sur R(F)x. On considére la représentation
S =Sp(M)delI=1I(F/E). Soit A 'extension finie de Q,,, obtenue en ajoutant
les racines m-iemes de 'unité, ou m est ’exposant du groupe I. Par un autre
théoreme de Brauer (cf.[21, §12.2, Th.24] ), il existe une représentation Sy de
I sur A telle que S = Sy ®4 K. On note A’ C K l'extension non-ramifié de A
de corps résiduel kp. On rappelle que Tsuzuki [23] associe & Sy un module &
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connexion D(Sp) sur A ®py w (k) £ (E), d’irrégularité égale au conducteur de
Swan de Sy (en fait le cas de dimension 1 est dit & Matsuda [16]). On vérifie que

D1(So) = (So @a (A Qrrw (spe) 5T(F)))I, avec la connexion induite par celle de
ET(F). Comme S est de rang 1, on a Mp(S) = (S @% R(F)f)l. On termine
par,

Mp(S) = (S @4 K @pw ke) (ET(F) ®et(m) R(E)))'

I N
= (So @a N @rw kg EN(F)) BN @y w (1)1 (B)) I OFc W (k) R(E))
2= D(S0) DA oom iyt (£)) RIE)R

5 PREUVE DU THEOREME 1.1 ET COROLLAIRES

Soient V' une représentation p-adique de Gi et L/K une extension galoisienne
finie. On rappelle (cf. §3.2) que les modules D(V|g, ), D(Vig, ) et DLg(VK;L)
sont munis d’une action naturelle de Gal(Ls /K). Pour tout « € DIig(V\GL )[1/t]

et g € Gal(Loo/K), g(t 1v(x)) = x(9) "t~ v(g(x)). Pour V de de Rham, on en
déduit une action de Gal(Loo/K) sur Ngr(V|q, ). On munit les modules D(V'),

D(V), DL (V) et Ngr(V) de I'action de Gal(Lao/K) via le quotient T'k.

rig

LEMME 5.1. Soient V une représentation p-adique de Gk et L/ K une extension
galoisienne finie. On a des isomorphismes canoniques :

Z) D(‘/lGL) =557 Rek D<V> ;
ii) D'(Vig,) 2 €] @ DH(V);

iii) Dfi,(Vig,) = Rp @, Dfi, (V) ;

i) pour V de de Rham, Ngr(Viq,) = Rr ®@ryx Nar(V).

Ces isomorphismes sont compatibles avec les actions de Gal(Loo/K).

Démonstration. i) On a une application Ex-linéaire injective D(V') — D(V|q, ),
compatible a I’action de Gal(Ls,/K). Comme dimg, D(V') = dimg, D(V|,) =
dimg, V, elle induit un isomorphisme &1, ®¢, D(V) = D(V|g,) équivariant
pour Paction de Gal(Ly,/K). ii) est une conséquence du Théoréme 3.5. iii) se
déduit directement de ii). iv) L’injection Ngr (V) C Diig(V)[l/t] entraine que
R ORrx Nar(V) C R ®rp Diig(V)[l/t] = Djig(V|GL)[1/t]. C’est un sous-R -
module stable par t~'v, par 'unicité de Nar(Vig, ) il est égal & Ngr(Vjg,,). O
Soit V' une représentation potentiellement semi-stable de G . Choisissons une
extension galoisienne finie L/K telle que la restriction de V' a Gy, soit semi-

stable. Soit L'/K, lextension finie non-ramifiée associée a L dans la section
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§3.1 (au dessus de Lemme 3.2). On considere le L’-espace vectoriel des sections
horizontales

S, (Nar (V) = (Nar(V) @y RillogT]) V.

L’action de Gal(Loo /K) sur Ngr(V)®% . R [log T] commute avec la connexion
par la définition méme de cette derniére (cf. §4.1). On en déduit une action
semi-linéaire de Gal(Lo/K) sur Sk, (Ngr(V)). La restriction de cette action
au sous-groupe Gal(Loo/K ) correspond via Iidentification Gal(Er/Egx) =
Gal(Loo /Koo) & laction décrite au §4.3.

PROPOSITION 5.2. Soient V' une représentation galoisienne p-adique de G
et L/K une extension galoisienne finie telle que la restriction de V' a Gy, soit
semi-stable. Il existe un isomorphisme canonique

NdR(V) OOR RL[logT] = Dst(V\GL) Rr, RL[]OgT]. (1)

Le groupe Gal(Loo/K) agit sur le deur membres de (1) : d gauche comme
décrit plus haut et o droite diagonalement, par son quotient Gal(L/K) sur
Dst(Via,) et par son action naturelle sur RpllogT]. L’isomorphisme (1) est
équivariant pour cette action. Il est aussi horizontal ot on considére a droite la
connexion triviale sur Dgt(V|q, ). De fagon équivalente, en prenant les sections
horizontales, on un isomorphisme canonique Gal(Lq,/K)-équivariant

Se, (Nar(V)) = Dst(Vie, ) ®r, L. (2)

Par conséquent, laction de Gal(Loo/K) sur Sg, (Nar(V)) se factorise par
son quotient fini Gal(L ®r, L'/K). Le conducteur de Swan de V est égal a
sw(I(L®r, L'/K),Sg, (Nar(V)))-

Démonstration. Par le corollaire 4.2, on a un isomorphisme
Det(Vie,) ©1, L' = (Nar(Vig, ) @=, RellogT])"".

Il est équivariant par rapport & 'action de Gal(Ls/K) car il est le composé de
I’isomorphisme équivariant du théoreme 3.6 avec une inclusion naturelle. Cette
action se factorise évidemment par Gal(L ®r, L'/K). Le lemme 5.1-iv) donne
un isomorphisme, Gal(Lq, /K )-équivariant,

(Nar(Vig,) ®r, RellogT])V" 2 (Nar(V) ®r, RellogT])V" =Sk, (Nar(V)).

Ceci montre (2). L’isomorphisme (1) suit en tensorisant (2) par Ry[log7T] au
dessus de L’ et en composant avec 'isomorphisme canonique Sg, (Ngr(V)) @/
RpllogT] = Nar (V) ®r, RillogT]. U

REMARQUE 5.3. Un résultat analogue a la proposition 5.2 a été démontré par
N.Wach pour les représentations sur un corps absolument non-ramifié, qui sont
de de Rham et de hauteur finie (cf. 24, A5 et B1.4.2] ).

DOCUMENTA MATHEMATICA 9 (2004) 413-433



IRREGULARITE ET CONDUCTEUR DE SWAN p-ADIQUES 429

Soit L/K une extension galoisienne finie quelconque contenue dans K. Pour
tout n € N, on note G,, = Gal(L,,/K,) et I,, son sous-groupe d’inertie. Pour
n € N, la restriction induit un monomorphisme de groupes f, : Gp+1 — Gj.
Soit n(L) le plus petit entier tel que K (1) contienne I'intersection de L avec
Koo. Pour n > n(L), f,, est un isomorphisme et le groupe G,, est canoniquement
isomorphe & Gal(Ey /Ek). Par abus on note encore f, : Gal(Ep /Ex) — G, cet
isomorphisme. Le lemme suivant est une reformulation d’un résultat classique
de Sen (cf. [19, Lemma 1, pg. 40] et [25, 3.3.2] ).

LEMME 5.4. Pour n assez grand la filtration de ramification supérieure et
inférieure de G,, est stationnaire et correspond via lisomorphisme f, a la fil-
tration de ramification de Gal(EL/Ek).

Démonstration. On utilise ici une définition différente du corps de normes mais
équivalente a celle donnée dans le paragraphe 3.1. On considere la limite projec-
tive d’ensembles linn N Ok, , ou les applications de transitions sont les normes.
Cet ensemble est isomorphe & O, muni de la multiplication composante par
composante et de la somme donnée par la formule suivante. Si x = (), €t
Y = (Yn)pey appartient & O, alors (z +y),, = limy, 100 Nk,, /K, (Zm + Ym)-
On note G = Gal(E /Ek). Soit 7 € E, une uniformisante. Comme (L,,/K),
est cofinal dans I’ensemble des sous-extension finies de L.,/K, on peut écrire
T = (), >, avec T, € Ly. Soit n’ > n(L) un entier tel que Lo /Ly soit tota-
lement ramifiée. Pour tout n > n/, 7, est une uniformisante de L,,. Pour tout
g € Getn=n',onposei(g) =ic(g) =ve,(9(m) —7) et in(g) = ig,(fn(9)) =
v, (fu(g)(m) — 7). On doit montrer que i(g) = lim,— 4o in(g). En fait,

i(9) = ve, (9(7) = 7) = v, ((9(m) = 7)) =

=VLT,< lim NL,,L/L”,<g<7rn>—wn>):

n’<n—-+4oo

= A v (Npy, (9(m) = 7)) =

= lim vp ((9(mp) — 7)) = lim i,(g).

n’<n—+o0 n—-+4oo

On rappelle qu’on a noté V,, = Vg, .

LEMME 5.5. Soit V' une représentation potentiellement semi-stable. La suite
(sw(Vp)) ey est stationnaire.

Démonstration. Par définition sw(V,,) = SW(DpSt(Vn)uK” ). On a un monomor-
phisme évident Dpst (Vi) = Dpst (V) |, » qui est un isomorphisme car Dyt (Vi)
et Dpgt (V) ont la méme dimension. Donc DPSt(Vn)UK,L o Dpst(V)IIK,L et I’action
de Ik, se factorise par I,,. Par le lemme 5.4, pour n assez grand, le conducteur
sW(Dpst (V)1 ) est constant. d
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Soit V' une représentation de Gg qui devient semi-stable sur L. Pour un
entier n assez grand, on considére Dy (V,,) = K ®p/ Dst(V|GLn) comme
K -représentation semi-linéaire de Gal(EL/Ek) via l'isomorphisme f,,. Cette
représentation ne dépend pas de n. Sa restriction a l'inertie est linéaire. Dans la
suite on la considére comme une représentation de Gg,, et on la note D55, (V).
Par le lemme 5.5,

sw(Dpet (V) = lim sw(V5,). (3)

n—-+oo

Démonstration du théoréme 1.1. Par le théoreme de monodromie p-adique
la représentation V' est potentiellement semi-stable. Soit L/K une extension
galoisienne finie telle que V|g, soit semi-stable. On choisit un entier n assez
grand de fagon que G, = Gal(L,/K,) soit isomorphe & Gal(E;/Ek) avec
leurs filtrations de ramifications. Donc D35 (V) = Dpst (Vi) et sw(Dpg (V) =
sw(I(L,/Kpn),Dst(Via,, ). Par la proposition 5.2, on a un isomorphisme
Sep, (Nar(V)) = Ds(Vig,, ), équivariant par rapport a l'action de
Gal(L,,/K). D’ou, par restriction, 'égalité de sw(I(Lyn/Ky),Dst(Vic, ) et de
sw(I(EL/Ek), Sg,, (Nar(V))). Comme Er = Er,, ce dernier est égal a
lirrégularité de Ngr(V), par la proposition 4.7. O

LEMME 5.6. Soient V une représentation galoisienne p-adique de Gy, L/K
une extension galoisienne finie telle que Vig, soit semi-stable et n' le plus petit
entier tel que K, 2 (L ®p, L') N K. Alors :

i) Pour tout n > n', Dy (Vy) = Dgt (Vi) = (Nar (V) @, Ri[logT])V".
ii) Pour tout n > 1, Deris(Viy) = Deris(Vir) 2 (Nar (V) VY.

Démonstration. On pose D = Dg(V|g,). i) On considere I'isomorphisme (1)
(prop. 5.2), D ®r, Rr[logT] = Ngr(V) ®r, RrllogT]. En prenant les sec-
tions horizontales et les points fixés par Gal(Ls /K ), on obtient Dyt (V) =
(D @y, L) E=/Ke) — (Nyp(V) @, RillogT))VY. Pour m > n/, de
fagon analogue, on obtient D¢ (V;,) = (Ngr(V) ®%, Rk,, [log T])VV. Comme
Hg, = Hg, on a Rx = Rg,, en tant qu’anneaux. D’olt Dg; (Vi) = Dgt (V).
ii) Par la proposition 5.2,

(Nar(V))¥¥ 2 (Mg, (D @1, L)

Vg € Gal(Loo/Koo), g(z) = x,

=qzeD®r, RrllogT]| (Np®Id+1d® N)(z) =0,
(Id®d)(z) =0
VQ S Gal(Loo/Koo)v g(fb) =,

—{IGD@LB L (ND(X)Id)(LL'):O } :Dcris(Vn/)-

On conclut comme dans i). O
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COROLLAIRE 5.7. Soit V' une représentation de de Rham de Gg. Alors :

li Vo
wi (V)
— irr(Ngr(V)) 4 rg(Nar (V) — dimg (Nar (V) @z, Ri[logT])V"

et

Jim v (V) = ir(Naw (V) + ra(Na (V) — dimger (Nag (V)™
Démonstration. Soit L/K une extension galoisienne finie telle que V|g, soit
semi-stable. On pose D = Dg(V|g,). On rappelle que dimp, DI(L/K)
dimg, DEME/K) car  HY(Gal(kr/k),GL, (L)) est triviale (cf. [20,
Ch.X, Prop.3]). On a ar(V) —sw(V) = dimp, D —dimy, D'“/%) = dim;_ D —
dimg, DENE/K) = dimg, V — dimg, D (V) = rg(Nar(V)) — dimg, Dgt (V).
Par le théoréme 1.1 et le lemme 5.6-i) on obtient la premieére formule. On

en déduit facilement la deuxiéme en utilisant la définition de arqs(V) et
5.6-ii). O

REMARQUE 5.8. Le corollaire 5.7 généralise un résultat de Berger (cf. Th. 4.1
et [3, Th. 5.20] ) : I"équation Ngr (V') est unipotente (resp. triviale) si et seule-
ment si V est semi-stable (resp. cristalline) sur K,, pour n assez grand. En
effet V' est semi-stable (resp. cristalline) sur K, si et seulement si ar(V,,) =
0 (resp. ares(Vy) = 0). L’équation Nar(V') est unipotente (resp. triviale)
si et seulement si rg(Ngr(V)) = dimg (Nag(V) @z, Ri[logT])VY (resp.
rg(Nar(V)) = dimgr (Nar(V))¥Y ) et dans ce cas on a aussi irr(Nqg(V)) = 0.

Soit M une équation différentielle p-adique ayant une structure de Frobenius.
Dans [7], Christol et Mebkhout associent & M une décomposition en somme
directe indexée par les rationnels, la décomposition par les pentes p-adiques.
C’est un théoreme profond de la théorie que la hauteur du polygone de Newton
associé & cette décomposition est égale a I'indice X (M, A).

COROLLAIRE 5.9. Soient V une représentation galoisienne p-adique de Gg et
L/K une extension galoisienne finie telle que la restriction de V o G soit
semi-stable.

i) On a un isomorphisme Gal(Er /E)-équivariant,
DS:t(V) &~ K;lr R SEL (NdR(V))

i1) Sous lisomorphisme du i), la décomposition de K2 ®r, Sk, (Nar(V))
induite par les pentes p-adiques de Nar (V'), correspond a la décomposition
par les pentes de Swan de Dpg (V) (cf. [14, Ch. 1] ). Par conséquent, on
a l’égalité des polygones de Newton associés.

Démonstration. On déduit D'assertion i) par restriction de l'isomorphisme
(2) (prop.5.2) a Gal(Le/Ko). Pour ii), soit Nar(V) = @¢eqNar(V), la
décomposition par les pentes p-adiques. On pose Dy = K" ®1 Sg, (Nar(V),)-
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C’est un facteur directe de Dig (V) de dimension égal au rang de Nqgr(V),.
C’est stable par ¢ et N. Par la proposition 4.7, on a sw(Dg) = irr(Nar(V),) =
qrgNar (V) ¢ = qdim g Dy. Pour conclure il suffit de montrer que toute pente
de Swan de D, est égale a ¢. Soient s une pente de Swan de D, et D, s # 0
sa partie isopentique de pente s. Par [14, Lemma 1.8], D, s est stable par
Gal(EL/Ek). Comme ¢ et N commutent avec Gal(Er/Eg), 'unique pente
possible pour ¢(D, ) et N(Dg ) est s. Comme D, est maximal de pente s,
on a ¢(Dys) € Dgset N(Dgs) C Dgs. On en déduit que Mg, (Dg,s) est un
sous-module différentiel de Ngg(V'), muni d’un Frobenius. Donc Mg, (Dy ) a
comme seule pente q. Par 4.7,

q

sdimgur Dy s = sw(Dy s) = irr(Mg, (Dg,s)) = qrg Mg, (Dy,s) = gdimgnr Dy .

D’ou s = gq. O
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