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ABSTRACT. Let © be an open set of C" and T be a positive closed
current of dimension p > 1 on (), we define a capacity associated to
T by :

Cr(K,Q) =Cr(K) :sup{/KT/\(ddcv)p, vepsh(Q), 0<v< 1}

where K is a compact set of €.

We prove, in the same way as Bedford-Taylor, that a locally boun-
ded plurisubharmonic function is quasi-continuous with respect to Crp.
In the second part we define the convergence relatively to Cp and we
prove that if (u;) is a family of locally uniformly bounded plurisubhar-
monic functions and u is a locally bounded plurisubharmonic function
such that u; — w relatively to Cp then T' A (dd°u;)P — T A (dd®u)?
in the current sense.
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1 INTRODUCTION

Soient 2 un ouvert de C™, K un compact de Q et T un courant positif fermé
de dimension p > 1 sur 2. On note psh(Q2) I'ensemble de fonctions plurisou-
harmonique sur et L° (Q) I'ensemble de fonctions localement bornées. On
définit la capacité de K (dans ) relativement & 7" par :

Cr(K,Q) = Cr(K) = sup {/ T A (dd“v)P, v € psh(Q), 0 <v < 1}
K
Dans la prémiere partie on montre qu’une fonction plurisousharmonique loca-
lement bornée est continue en dehors d’un ouvert de capacité arbitrairement

petite :
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470 DABBEK ET ELKHADHRA

THEOREME 1.1 Soient Q un ouvert borné de C", u € psh(Q) N L2 (Q) et T
un courant positif fermé sur Q0 de dimension p > 1. Alors pour tout € > 0, il

existe un ouvert O de Q tel que Cp(O,Q) < € et u soit continue sur Q\ O.

Ce résultat est prouvé dans [Be-Ta] pour T' = 1. L’intérét de ce théoréme est
di en partie au résultat suivant, qui constitue une généralisation d’un théoreme
de [Be-Ta).

THEOREME 1.2 (THEOREME DE COMPARAISON) Soient Q un ouvert borné de
C™, T un courant positif fermé de dimension p > 1 sur Q, u et v € psh(2) N
L*>(Q). Supposons que :

lim tnf(u(€) —v(€)) = 0

Alors on a :

/ T A (dd°o)P < / T A (dd°u)?
{u<v}

{u<v}

Dans la deuxieéme partie on définit la notion de convergence par rapport a Cr.
On dit que u; converge vers u par rapport a Cp sur £ si pour tout § > 0, on
a:

jETOOCT({Z €E; |uj(z) —u(z)] > 6},9) =0

On montre q’une suite de fonctions psh localement bornée décroissante vers
une fonction psh est convergente par rapport a Cr :

THEOREME 1.3 Soient Q un ouvert borné de C*, T un courant positif fermé
sur ) de dimension p > 1, u; et u des fonctions psh, localement bornées sur
telles que uj = u sur un voisinage de 09, (u;) décroissante vers u, alors (u;)
converge vers u par rapport ¢ Cr.

Comme application nous généralisons des résultats de [Be-Ta] et de [Xi] sur
I'opérateur de Monge-Ampere. Le théoreme principale de cette partie est le
suivant :

THEOREME 1.4

Sotent (u;); une suite de fonctions psh localement uniformément bornées et
u € psh(Q) NLE.(Q), on a :

a) Siu; converge vers u par rapport & Cp sur chaque E CC Q, alors le courant
T A (dd°u;)P converge au sens des courants vers T A (dd°u)?.

b) Supposons qu’il existe E CC 2 tel que V5, u; = u sur Q\ E et que les suites
uT A (dd®u; )P, uT A (dd°u)? et u;T A (ddu;)P convergent au sens des courants
vers uT A (dd°u)? alors u; converge vers u par rapport & Cp sur E.
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2  CAPACITE ASSOCIEE A UN COURANT POSITIF FERME

DEFINITION 2.1

Soient Q un ouvert de C", K un compact de Q et T un courant positif fermé
de dimension p > 1 sur §, on définit la capacité de K (dans ) relativement a
T par :

Cr(K,Q) = Cr(K) =sup {/ T A (dd“v)?, v € psh(2), 0 <wv < 1}
K
Pour tout E C 2, on pose :
Cr(E,Q) =sup{Cr(K), K compact, K C E}

PROPOSITION 2.2
1) Si E est un borélien, on a :

Cr(E,Q) =Crp(E) =sup {/ET A (dd“v)?, v € psh(2), 0 < v < 1}

2) Si By C FEs, alors CT(EhQ) < CT(E27Q).
3) SiECQC QQ, alors CT(E,Ql) > CT(E,QQ).
4) Si Eq, Es ... sont des ensembles boréliens dans 2, on a :

OT( U Ej,Q) < +XO:OCT(EJ-,Q).

jz1
5) Si Ey C Es C --- sont des ensembles boréliens dans ), alors :
Cr(|JE;.Q) = lim Cr(E;9Q).
<j21 ) Jj—-+oo

6) Si f: Q1 — Qo est une fonction holomorphe, propre sur SuppT et O un
ouvert de Qo, alors :

Cr.1(0,Q2) < O (f7H(0), )
et I’égalité a lieu si f est un biholomorphisme.

DEMONSTRATION. Pour 1) — 5), on procéde comme [Be-Ta]; pour 6) on sup-
pose que 0 < v < 1 est psh, de classe C* sur 29, on a :

/ £.T A (ddov)P = £.T A (Lo (dd°v)P)
(@) Qo

_ /Q T A (llo o £)(dd°(v o f))P

- / T A (dd(v o £))” < Cr(f1(0), ).
F=1(0)
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472 DABBEK ET ELKHADHRA

Pour obtenir ces égalités il suffit de remplacer 1o par une suite de fonctions
de classe C*° ¢ T llp. Dans le cas général, on prend v. T v une régularisation

de v et en utilisant le fait que : / fT A (ddv)P < liH(l)/ f«T A (dd°ve)P. Si
o =0Jo

f est un biholomorphisme, on a de méme
Cr(f10), ) = Cps 1.0 (FH(0), ) < Cpr(0, ).

Dans 6), I'inégalité peut étre stricte, en effet si f est ’éclatement de centre 0,

T = [E] le courant d’intégration sur I’ensemble exceptionnel E = f~1(0). O

PROBLEMES OUVERTS :

1) Si--- C Ky C K est une suite décroissante de compacts de €, alors d’apres

la proposition 2.2, Cr(K;) est décroissante. A-t-on Cp(NK;) = 41i£1 Cr(K;)?
j—Foo

2) A-t-on 1’égalité : Cr = Cr?, olt on a posé

Cr(K) = sup {/ T A (ddv)P, v € psh(€, [0, 1D7v|KnsuppT = O}
K

3) Soit K un compact de €, existe-t-il u dans psh(£, [0, 1]), telle que 1'on ait
Cr(K) = / T A (ddu)? ?
K

4) Définition : Un ensemble A C Q est dit T'—pluripolaire dans Q si Cr(A, Q) =
0.

A est dit localement T'—pluripolaire si, pour tout a dans A, il existe un voisinage
ouvert V de a dans € tel que ANV est T—pluripolaire dans V.

Un ensemble localement T'—pluripolaire est-il T—pluripolaire dans 7
Caractériser les ensembles T —pluripolaires dans €7

REMARQUES.

(i) Si T = [X] est le courant d’intégration sur un sous-ensemble analytique
X de dimension pure p, @ un ouvert de Q et RegX l’ensemble des points

réguliers de X. En utilisant ’égalité / [X] A (ddv)P = / (dd°(i*v))P ou
(@] ONRegX
v € psh(€,[0,1]), et i : X — £, est I'injection canonique, on a :

O est localement [X]| — pluripolaire <=
RegX N O est localement pluripolaire dans RegX

On remarque que si T est un courant positif fermé de dimension p > 1 et
vr(xz) > 0 Vz € X, alors un ouvert localement T—pluripolaire coupe RegX en
un ouvert localement pluripolaire dans RegX.

(ii) Si w est une fonction psh, bornée et A un borélien T—pluripolaire, alors A
est T'A (dd®w)* —pluripolaire pour tout 0 < k < dimT. En effet, il est facile de
voir qu’il existe a > 0 telle que

C(T/\(dde)’“ (A7 Q) < OéOT(A, Q)
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En particulier si 7 = 1, on retrouve le fait que le courant (dd“w)* ne charge
pas les ensembles pluripolaires.

(iii) Soit ¢ € psh(Q) et localement bornée sur Q\ K ou K = {p = —oo}. Alors

k
Crntaae oy (K) = Cr(K) (Caaro (K) )

En effet, on peut supposer que k = 1 et soit v € psh(£2, [0, 1]). Posons v =
Cageo(K) et soit ¢; = max(p,yv — j). Alors ¢; | ¢ et ¢; = yv — j sur
K; ={¢p < —j}. De plus K; | K. Soit jy fixé, alors

/ T Addp A (ddv)P~™! > lim sup/ T Addp; A (dd“v)P~?
K j—too JK;,

> limsup (/ T Addp; A (ddcv)pfl)
K

Jo

j—+oo f]
= ~limsup T A (ddv)P
j—+oo JK;

on fait tendre jy vers 4+oo puis on passe au sup sur tout les fonctions v psh
telle que 0 < v < 1.

(iv) Soient 7 : A™ — AF (k < p) la projection canonique; v € psh(A*, [0, 1])
et w € (pshNC>)(A"™,[0,1]). D’apres [Bm-El], si O CC A™, on a:

/a€7r((9) {/O<T»7Ta ay A (ddcw)p_k}(ddcv)k = /O TA (ddcw)p_k A (ddcf})k
%CT((’),A")

IN

ol ¥ = vom. Par régularisation, I'inégalité reste vraie pour w € psh(A", [0, 1]).
Comme 7(0) CC A¥ on a:

op
/ C<T7W,a)(o)(ddcv)k < @CT(('),A") )
aem(O) P

O est T — pluripolaire — Yv, O est (T,7,a) — pluripolaire
(dd“v)* —p.p
= 3N pluripolaire de w(O) tel que Ya & N,
O est (T, m,a) — pluripolaire .
La réciproque est fausse, il suffit de prendre le courant 7' = (dd°|2’|)P.

Le résultat suivant est une conséquencce directe de l'inégalité de Cauchy-
Schwarz qui sera utile dans la suite.

PROPOSITION 2.3 Soient uy, ug,v1,v2, W1, ..., Wp—1 dans psh(Q) N L2 (Q) et

T un courant positif fermé sur Q0 de dimension p > 1. Supposons que {u1 #
uz} CC Q et s0it 0 < € D(N), ¥ =1 sur {uy # uz}. Alors on a :
2
(/ d(ug —ug) ANd(v1 — v2) A X) §</ d(uy — ug) Ad(ug — ug) A X)~
Q Q
( Wd(vy —vy) Ad°(vy —va) A X)
Q
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ou x =T ANdd°wy A ... ANddwp—1

DEMONSTRATION. On remarque que 'application (u,v)— [,tduAdvAx est
une forme bilinéaire symétrique et positive sur C* () x C>°(€2). La proposition
2.3 se justifie alors par application de l'inégalité de Cauchy-Schwarz au couple
(u1 — ug,v1 — v2) ol ug, v; € psh(2) NC*(Q). Dans le cas général, on procede
par régularisation. O

THEOREME 2.4 Soient Q un ouvert borné de C*, T un courant positif fermé
sur §) de dimension p > 1, u; et u des fonctions psh, localement bornées sur
Q telles que u; = u sur un voisinage de 0X), (u;) décroissante vers u, alors
Vé>0ona:

lim CT({Z €, uj(z) >u(z)+ 5}) =0.

Jj—-+oo
DEMONSTRATION. Sans perte de généralité, on peut supposer que § = 1.

Posons Q; = {z € Q, u;(z) > u(z) + 1} et choisissons un ouvert W de sorte
que {u; #u} CW CC Q. Soit v € psh(£,[0,1]), on a :

/ T A(ddv)? §/ (uj—uw)TA(ddv)P = —/ d(uj—u) ANdvAT A(ddv)P~ L.
Q; w w
D’apres la proposition 2.3, I'intégrale a droite est majorée par

1
2

c(/w d(uy —u) Ad(uj —u) AT A (ddv)P~1)?

ot C = ([, T AdvAdvA (dd°v)P~1)2 < M < oo et M est une constante
indépendante de v d’apres I'inégalité de Chern.Levine.Nirenberg (cf.[C.L.N]).
Appliquons encore une fois la formule de Stokes, on obtient

/ d(uj —u) Ad(uj —u) AT A (ddv)P~*
w
= —/ (uj — )T A dd(uj —u) A (ddv)P~*

w
= / (u — uj)T A (dduj — dd°u) A (dd“v)P~?
w

IN

(uj — )T A dd°u A (ddv)P~*
w

Il s’ensuit alors :

J

La puissance de dd“v diminue de 1, on répéte ensuite le procédé (p—1)-fois, dans
chaque étape en majorant (u—u,;)dd®(u; —u) par (u; —u)dd®u et en appliquant

T A (dd“v)? < O( / (uj — w)T A dd°u A (dd°v)P~)3

’ w

DOCUMENTA MATHEMATICA 11 (2006) 469-486



CAPACITE ASSOCIEE A UN COURANT PoSITIF FERME 475

la proposition 2.3, on obtient finalement une majoration de / T A(ddv)P par :
Q;
a5
B( / (u; — u)T A (ddcu)p) :
Q
ol B est une constante indépendante de j et de v.
Donc _lir+n Cr(9;) =0. |
J—-+oo

Comme conséquence du théoreme 2.4, on montre qu'une fonction psh, locale-
ment bornée sur un ouvert borné 2 est continue si on retire de 2 un ouvert O
de capacité Cp—arbitrairement petite. Plus précisement, on a

THEOREME 2.5 Soient Q un ouvert borné de C™, u € psh(2) NL2.(Q) et T
un courant positif fermé sur Q de dimension p > 1. Alors pour tout € > 0, il

existe un ouvert O de Q tel que Cp(O,Q) < € et u soit continue sur '\ O.

DEMONSTRATION. D’apres 3) et 4) de la proposition 2.2, on peut supposer que
Q = {p < 0} est strictement pseudoconvexe et u bornée au voisinage de . Soit
(u;) une suite de fonctions psh, de classe C*> qui décroit vers u dans un voisinage
de Q. Par rétrécissement de € et en remplacant u; par maz(u;, Ap+ B) et u
par maz(u, Ap + B), on peut supposer que u; = u = Ap + B au voisinage de
02 pour A et B > 0 convenablement choisis (pour plus de détails voir [Be-Tal).
D’apres le théoreme 2.4, pour tout [ € N*, il existe j; tel que :

O} ={uj, >u+1/1}cQ ; Cp(0)) <27,

Fixons un entier k tel que 27% < ¢ et posons : Gy = U;>, O] . La suite (uj,) est
décroissante vers u uniformément sur Q \ Gy, donc u est continue sur Q \ G,
et d’apres 3) de la proposition 2.2, on obtient

Cr(Gr, Q) <35, Cr(0],Q) < 27F < ¢ O

REMARQUES.

1) Si X est un sous-ensemble analytique, alors le théoréme classique de [Be-
Ta] ne donne aucune information sur la régularité de la fonction u sur X (i.e u
peut étre discontinue sur X tout entier). En appliquant 2.5 au courant T' = [X],
nous obtenons un résultat plus précis : u est continue sur X privé de ’ensemble
O N X qui est de volume arbitrairement petit dans X.

2) Le théoreme 2.5 est faux si on enleve Phypothese u € LYY (), et ce au vu
du contre-exemple suivant :

Q=A?’CC?% T=[zn=0]; u(z,2)=log|z| .
3) Si I'on suppose de plus que T est assez régulier, c’est-a-dire pour tout u psh

jETOOCT({u <=jha) =0,
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comme c’est le cas des courants & coéfficients localement bornés, alors on peut
généraliser 2.5 pour u seulement psh sur Q.

L’intérét du théoreme 2.5 est di en partie au résultat suivant, qui constitue
une généralisation d’un théoreme de [Be-Ta].

THEOREME 2.6 (THEOREME DE COMPARAISON) Soient Q un ouvert borné de
C™, T un courant positif fermé de dimension p > 1 sur Q, u et v € psh(2) N
L*>(Q). Supposons que :

lim tnf(u(€) —v(€)) = 0

Alors on a :

/ T A (ddv)P < / T A (ddu)P

{u<v} {u<v}

DEMONSTRATION. On commence d’abord par 1'étude du cas olt u et v sont
continues. Quitte a travailler sur I'ouvert {u < v}, on peut supposer que {2 =
{u < v} et u=wv sur IN. Soit v, = max(v — &,u), v. = u dans un voisinage de
on.

D’apres Stokes, on a :

/ T A (ddve )P = / T A (dd°u)?

Q Q

quand € \, 0, v. converge uniformement vers v, donc T' A (ddv)P converge
faiblement vers T' A (dd°v)P. Soit (¢n)nen une suite dans D(2) qui croit vert
la fonction caracteristique de €2, on trouve :

/@%TAwf%Wgi/TAuf%y:i/TAupr

Q Q Q

On finit la preuve en faisant ¢ — 0 et n — +o0o0 dans cet ordre.

Nous étudions maintenant le cas général. Quitte & remplacer v par u + 2§ et
faire tendre § vers 0, on peut supposer que :

1ig(i)gf(u(§) —v(§)) >26 >0

Dans ce cas, il existe un ouvert O CC Q tel que : u(z) > v(z) + ¢ pour tout
z € 2\ O. Choisissons deux suites de fonctions uy et v; Psh, de classe C*° qui
décroissent respectivement vers u et v dans un voisinage de O et de sorte que
pour tout j > k, on a uy > v; sur 00. D’apres ce qui précede, on a :

/ TAM&WWS/‘ T A (ddug)’  (2.6.1)

{ur<wv;} {ur<v;}

Soit £ > 0 et G un ouvert de {2, tel que Cr (G, ) < € et u, v sont continues sur
Q\ G (cf 2.5). On peut écrire v = ¢ + ¥ ol ¢ est continue sur € et 1 = 0 sur
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0\ G
Soit Pouvert U = {us, < ¢}, on a :
/ TA(dd) < lim | T A (dd°v;)? (2.6.2)
U j—+o Jir

Comme UUG = {ur, <v}UG, on a:

/ T A (ddv) < / T A (dd°v)? + / T A (dd°v)?
{ur<v} U el
< lim T A (dd®vj)P +/ T A (ddv)P
j—+o Juy G
< lim ( / T A (ddCv; )P + / T/\(ddcvj)p)
Jj—+too {ur<v;} G
+ / T A (dd°v)?
G
< lim T A (dd°vj)P +2MPe
I Jup <oy}
< lim T A (dd°ug)? + 2MPe.

J—too {ur<v;}

La 2°™¢ inégalité résulte de (2.6.2). Comme U C {uy < v;} UG, on obtient la
3¢me inégalité. La 4°™¢ résulte du fait que C7(G, Q) < e, tandis que la derniere
inégalité se justifie par (2.6.1).

Comme {ug <v;} | {ur <v}{ur <v} 7T {u < v}, on obtient :

/ T A (ddv)P < lim T A (dd°ug)? +2MPe  (2.6.3)
{u<v} k—+oo {ur<v}
Les fonctions u et v sont continues sur 2\ G, donc {u < v} \ G est un fermé
de 2. 11 s’ensuit alors : / T A (dd°u)? > lim T A (dd°uy)P.
{usvh\@ Foteo JlusonG
On a alors :
| ra@rwr = [ 7y
{u<v} {uv\G
> lim T A (dd°uy)?
k=too Jiu<on\G
> lim ( / T A (dd°up,)P — / T/\(ddcuk)p)
k—+oo {ur<v} G
> lim T A (dduy)? — MPe

k=400 Jiy,<v}

La 3°™¢ inégalité se justifie par I'inclusion {uy < v} \ G C {u < v} \ G.
D’apres (2.6.3), on obtient :

/ T A (ddv)P < / T A (dd°u)? + 3MPe
{u<v} {usv)
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Comme ¢ est arbitraire, on en déduit I'inégalité

/ T A (ddv)P < / T A (dd°u)P

{u<v} {u<v}

Pour achever la preuve, il suffit de remplager v par u + n et d’utiliser le fait
que {u+n<v}lt{u<ov}sinlOetque{ut+n<v}i{u<ov}sinl0 O
REMARQUE. Ce théoréme reste vrai si on suppose que w et v sont dans
psh(Q) N L>®(Q\ K) avec K = {v = —o0} C {u = —o0} CC Q. En effet :
On suppose d’abord que u et v sont continues sur Q \ {v = —oo}. Soient
us = max(u, —s); vs = max(v, —s), alors pour s >, us = u, vs = v au voisi-
nage de 0f). D’apres 2.6, on a

/ T A (dd°v,)P < / T A (dd°us)?
{“S <Us}

{us<vs}

Comme {us; < vs} ={u<vi\{v<—-s}T{u<v}\K,ona

s——+o0 {us<vs}

/ T A (ddv)P? < lim T A (dd°vs)?
{u<v}\K

D’autre part, 'ensemble {us; < vy} C Fs = {u < v} \ {v < —s} est un fermé de
Q et vu que Fy T {u < v} \ K, on obtient

lim T A (dd°us)P < lim T A (ddus)P < / T A (ddu)P
s— 400 {us<’Us} s——+00 F, {uSv}\K

Le résultat se déduit aisément, en remplacant u par u + n et en faisant tendre
n vers 0. Le cas général se traite par régularisation des fonctions u et v. |

COROLLAIRE 2.7 (principe de domination) Soient Q un ouvert borné de C™,
u et v € psh(2) NL>®(Q). Supposons que :

N o >0

i) i inf(u(€) —(€)) 2 0,

1) T A (dd°u)? < T A (ddv)? ;

Alors u > v en dehors d’un ensemble ||T||—négligeable.

DEMONSTRATION. Sans perte de génératité, on peut supposer que Q = {p <
0} ol p est une fonction C°, strictement psh qui définie 2. Supposons que
| T[|({v < v}) >0, alors il existe € > 0 tel que || T|| ({u < v+ep}) > 0. D’apres
2.6, o0n a :

/ T A (dd°v 4 ep)? < / T A (ddu)? < / T A (ddv)P
{u<v+ep} {u<v+ep} {u<vtep}

D’ou :

51’/ T A (dd°p)? + / T A (ddv)P < / T A (dd°v)?
{u<vtep} {u<vtep} {u<vtep}
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cela se contredit avec le fait que |T||({u < v +ep}) > 0. O

APPLICATION. Dans plusieurs problemes on est amené a controler la masse

d’un produit de Monge-Ampere mixte (/ T A (dd°u)? A (dd°v)P~7) par celles
o

des produits homogenes (/ T A (dd°u)? et / T A (dd°v)P), en appliquant le
théoreme de comparaison og a réussit & faire (;% dans certains cas (Proposition
2.9).

Soit ¢ une fonction continue, psh sur ) et semi-exhaustive sur SuppT i.e il
existe un nombre réel R tel que B(R) N SuppT CC , ou B(R) = {¢ < R}.
Pour r € | — o0, R[, on note :

B(r) ={z € Qp(z) <r}, S(r) ={z € Qp(2) =1}, pr = max(p,r)

L’application r — T A (dd®p,.)P, & valeurs dans I’espace des mesures sur {2 muni
de la topologie faible, est continue sur | — oo, R[. Comme la mesure T A (dd®p, )P
est nulle sur B(r) et coincide avec T A (dd°p)P sur \ B(r), on peut associer &
T et ¢ une collection de mesure positives pr,, » portées par les ensembles S(r)
de la fagon suivante :

KT, p,r = TA (ddcgor)p — HQ\B(T)T A (ddc<p)p

Si ¢ est de classe C* et 7 une valeure réguliere de ¢, pr . =T A (dd°p)P~1 A

d°p|s(ry- Pour s > r, on a: / (T A (ddépr )P =T A (ddcgo)p) = 0. Donc la
B(s)

masse totale pr ., (S(r)) = pr,e(B(s)) coincide avec la différence entre les
masses de T'A (dd°p)P et o\ p()T A (ddp)P sur B(s) i.e :

i, (S() = . (B(5)) = /B Ay

On remarque que si r — ry (ro < R), alors llg\ g(,) converge simplement vers
Tlg\ B(ro)- Ceci veut dire que I'application r +— pur , - est continue faiblement a
gauche.

Pour montrer la Proposition 2.9 on a besoin du lemme suivant

LEMME 2.8 Soit ¥ une fonction psh, négative et continue sur ), alors pour
tout s > 1, (—v)*® est pur,, —intégrable et on a :

prpr(—)) = /B O gy

+ (r = )T Add(=1)* A (ddp)P~!
B(r)

(2.8.1)
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PREUVE. On procede comme Demailly (cf.[De]). On suppose d’abord que ¢ et
¥ sont de classe C*°, alors comme les deux membres de (2.8.1) sont continus &
gauche, il suffit d’appliquer la formule de Stokes en utilisant ’égalité pur ., =
T A (ddp)P~1 A d°p|s(ry pour r une valeure réguliere de ¢. Si ¢ est continue
et ¥ de classe C*°, on prend ¢ | ¢ psh, de classe C'°°. Pour ¢y, on a :

i ((-0)) - [

Pr<T

(—) T A (dd°pr)? = / (r— oK) T Add ()" A(dd pr)"~!

Pr<r

On vérifie aisément que la suite T'Add®(—1)* A (dd°py )P~ converge faiblement
vers T' A dd®(—1)* A (dd°p)P~ !, et que lg()(r — ¢) est une fonction continue

a support compact. Il en résulte que 'intégrale / (r —@p)T Add°(—¢)° A
Yr<r

(dd°py)P~* converge vers / (r—@)T Add®(—)* A(dd°)P~!. De plus, d’apres
B(r)

la définition de yr,y, ,r, on a :

e (0)) = [ (0T AR = / (—y)* (TMdd%ok,r)p—TA(dde)p>

PE<T

ol ¢y = max(pg,r). Comme (T'A (dd°py )P — T A (dd°py)P) est a support
dans le compact B(r), il s’ensuit que U'intégrale

/Q (=) (T A (dd°pn, )P — T A (dd°pr)?)

converge vers

/Q (=) (TA(dd°p, )P —T A (dd0)P) = pir o ((—)°) — / (—0) TA(ddg)P.

B(r)

Supposons maintenant que ¢ et 1 sont continues et choisissons 1y | 1 psh, de
classe C*°, d’apres ce qui précede, on a :

o (—)") — / (—1)"T A (ddp)" = /B R S N

B(r)
Le terme & gauche coincide avec / (—g)*(T A (ddp, )P —T A (dd°p)P) ; cette
Q

intégrale converge vers / (=) (T A (dd°pr)P — T A (dd°p)?) par application

Q

du théoreme de la convergence monotone. D’autre part, puisque la fonction
1 5(r) (r—) est continue a support compact et la suite TAdd (=) A(ddp)P~1
converge faiblement vers T'Add®(—)* A (dd°p)P~1, on en déduit que I'intégrale

/ (r — )T A dd®(—y)* A (dd°p)P~! converge vers I'intégrale
B(r)

/ (r — )T Add®(—)* A (dd°p)P~". O
B(r)

DOCUMENTA MATHEMATICA 11 (2006) 469-486



CAPACITE ASSOCIEE A UN COURANT PoSITIF FERME 481

PROPOSITION 2.9 Soient Q2 un ouvert borné de C™, T un courant positif fermé
de dimension p > 1, u et v € psh(Q), continues sur Q. On suppose que :
: — 7 — ., \P C,\P .
zl_l)Ingu(Z) Zlirggv(z) 0 et que [, T A ((dd°u)? + (dd°v)P) < oo ;
Alors pour tout s > 1,0<j<pona:

s+j

/Q(—U)ST A (ddcu)j A (ddcv)p_j < Dj,s(/Q(_u)sT A (ddcu)p) Stp

( / ()T A (ddo)?)
Q
(5+j)(11)*i)

Avec Dj g =5 5= sis>1etDji=exp{(1+7)(p—17)}

DEMONSTRATION. On reprend la démonstration de [Ce-Pe], on montre d’abord
que : / T A (dd°(u +v))P < oo. En effet : soient = T A (dd°(u + v))P, avec
Q
1< a <2 tels que p{u = av} = 0. D’apres le théoréme 2.6, on a :
WQ) = / T A (dd°(u + v))P
Q

_ / T/\(ddc(u+v))p+/ T A (dd*(u + v))P
{%u<u+v} {(14+a)v<u+v}

< (lJfTa)p/QT/\(ddcu)”+(1+a)p /QTA(dde)”
< 31’/ T A ((dd°u)? + (dd°v)P) < +o0
Q

En appliquant le lemme précédent au courant R = T A (ddv)?, on a :
pra-e(-0) = [ (o RA @
B(—¢)
+ / (—e —u)R A (dd°(—v)®) A (ddu)P~7 71
B(—¢)

De plus, on a :

IN

SUD [y} {(—v(z))s} /Q R A (ddu)P™7
SUP[y=—c} {(—v(2))"} /Q T A (dd°u)P~3 A (dd“v)?

SUD (= e} {(fv(z))s}/QT/\ (dd°(u+v))P

0< ,UR,u,—E((_U)S)

IN

D’apres ’hypotheése sur u et v et le lemme, on en déduit alors,
0= liII[l) PR, —e((—0)P) = / (—v)*T A (dd°v)? A (dd°u)P™7
E— Q

+ / (—u)T A (dd*(—v)*) A (dd°w)P~I~2 A (dd°v)?
Q
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Par application de I'inégalité de Holder, on obtient
/Q (—0)*T A (dd°v)i A (ddeu)P—7
= /Q udd®(—v)* AT A (ddv)? A (ddu)P~7 1
= s(s— 1)/ u(—v) 2T A (dd°v)? A (dd°u)P~I 71 A dv A dv

Q
s [ (a0 T A e A (e
Q

IN

s /Q (—u)(—0)* T A (dd0)P™ A (ddeu)p—i1

IN

(s /Q(_U)ST/\ (ddcv)jH A (ddcu)p—j_l)

(s /Q (—0)°T A (ddu) A (dduy ="

s—1
s

En prenant le logarithme, on obtient :

Ij S %Ij+1 —+ %yp—j—l —+ IOgS ) yj S s;lyj+1 —+ %xp—j—l —+ log S. Ofl .

r; = log/ﬂ(—u)sT A (ddCu)? A (dd“v)P~7

Yy = log/ (—v)*T A (ddv)? A (ddu)P~7
Q

Le reste de la démonstration est réduit a un probleme de résolution d’un

systéme linéaire (cf.[Ce-Pe]). O

3 CONVERGENCE PAR RAPPORT A Cr ET OPERATEUR DE MONGE-AMPERE

Dans cette partie nous introduisons la notion de la convergence par rapport a
la capacité Cr. Comme application nous généralisons des résultats de [Be-Ta]
et de [Xi] sur 'opérateur de Monge-Ampere.

DEFINITION 3.1 Soient T un courant positif fermé de dimension p > 1 sur un
ouvert ) de C" et E C Q. On dit que u; converge vers u par rapport a Cr sur
E si pour tout § >0, on a :

jEI}»looCT({Z € E; u;i(z) —u(z)]| > 5},9) =0

THEOREME 3.2

Soient (u;); une suite de fonctions psh localement uniformément bornées et
u € psh(Q) NL2.(Q), on a :

a) St u; converge vers u par rapport & Cr sur chaque E CC , alors le courant
T A (dduj)P converge au sens des courants vers T A (ddw)P.

b) Supposons qu’il existe E CC 2 tel que V7§, u; = u sur Q\ E et que les suites
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uT A (ddu; )P, uT A (ddu)? et u;T A (ddu;)? convergent au sens des courants
vers uT A (dd°u)P alors uj converge vers uw par rapport a Cp sur E.

REMARQUES.
1) Si T =1 ou T = dd®|z|2, on retrouve un résultat de Xing (cf.[Xi]).

2) a) constitue encore une généralisation d’un résultat de [Be-Ta], dans le cas
ou la suite (u;); est décroissante vers u. En effet on montre dans ce cas (cf
théoreme2.4) que u; converge vers u par rapport a la capacité Cr.

3) Dans b), si on suppose de plus que u > u; Vj (en particulier si u; T u),
on peut conclure sans utiliser la convergence faible des suites uT" A (dd®u;)? et
u;T A (dd°u;)P. Dans la démonstration de b), on peut en effet utiliser I'inégalité
dd®(u — u;) < dd°u a la place de dd(u; —u) < dd°(u + u;).

DEMONSTRATION. On procede comme dans [Xi].

a). On raisonne par récurrence sur l’entier p. Le cas p = 1 se déduit si on
montre que u; 1" converge faiblement vers u7T.

Soit ¢ € Dy, ,(€2), suppy C 1 CC £, alors :

|/(ujT—uT)/\g0| < C luj —u|T A BP
Q

(951
= C lu; —u|T A BP
{luj—u|<6}INQ2
+ C lu; —u|T A BP
{lu;—u|>6}N
< O[Tl +Clluy — ule [ T
{lu;—u|>6}N

< C||T o, + MCr{z € Q1; |u;(2) —u(z)] > 6}

Comme ¢ est arbitraire, M est indépendante de j et u; converge vers u par
rapport a la capacité Cp sur €21, on a donc le résultat pour p = 1. On suppose
que T'A (dd®u;)® converge faiblement vers T'A (dd°u)*(s < p), et montrons que
u;T A (dd®u;)® converge faiblement vers uT' A (dd®u)®.

Pour tout & > 0, il existe d’apres le théoréme2.5 un ouvert O tel que Cr (0, Q) <
g, u= ¢+ ou ¢ est continue sur Q et ¢ = 0 sur Q\ O.

u; T A (dd®u;)® — uT A (dd°u)® j
(T A (ddeu;)® — T A (ddu)®)
o(T A (dd°uy)® — T A (ddu)®)
M) +(2)+3)

=+ + 1

(3) tend faiblement vers 0 par ’hypothése de récurrence et le fait que ¢ est
continue.
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Pour (1), soit ¢ € Dp_s p—5(R2), suppy C 1 CC Q, alors :

| /(uj CWTAddw) M| <C [ uy— ulT A (ddéuy)® A (dd?]z[2)P
Q (951

<C lu; —u|T A (dd®(uj + |2]?))"
Q

e wy — T A (dd(u; + =)
{luj—u|>6}NQ

+C uj —u|T A (dd°(u; + |2[%))"
{luj—u|<6}N0Q
<A T A (dd®(u; + |2|%))" + M ||T||o,
{luj—u|>6}N

< A107{z € Qu;|u;(2) —u(2)] > 8} + OM||T o,

Comme u; est une suite localement uniformément bornée, A; et M ne
dépendent pas de j, on a (1) converge faiblement vers 0.
On raisonne de méme pour (2), on a :

/ YT A (dd°u;)* ABP~° < B T A (dd®(u; + |2?))"
Q1NO Q1NO

BlCT((’), Q) S EBl

IN

De méme : / T A (dd°u)® A BP~% < Bae.
QNo

b) Soient ' un ouvert tel que E CC Q' CC Q, w € psh(,[0,1]) et § > 0.
D’apres Stokes et I'inégalité de Cauchy-Shawrz, on obtient :

/ T A (dd°w)?
{Ju; —ul>6}

< 5 /Q/ (uj — u)*T A (dd°w)?

= = /Q T Ad(uj —u)* Adw A (dd“w)P~!

< A1(// T Ad(u; —u)® Ad(uj —u)® A (ddcw)p_l)%
< 2A1A2(// T Ad(uj —u) Ad(uj —u) A (ddcw)p—l)%

ol 'on a posé Ay = 35 [, T Adw A dw A (dd°w)P~' < oo (cf.[C.L.N]) et
Ay = |Juj — ulleo < 0.
En appliquant encore (p — 1)—fois la formule de Stokes, I'inégalité de Cauchy-
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Schwarz et en utilisant I'inégalité dd®(u; — u) < dd®(u; + u), on trouve :
/ T Ad(u; —u) Ad(uj —u) A (dd°w)P~!

= / T Ad(uj —u) Adw A dd®(uj —u) A (ddw)P~2

1
< B(/ T Ad(uj —u) Ad(uj —u) Add(uj +u) A (ddcw)p*) ’
1
< Bl(/ T Ad(uj —u) Ad(u; —u) A (dd(u; + u))pil) ’
p—1 L
< B (/ T Ad(uj —u) Ad(uj —u) A Y (ddui)PF1 A (ddcu)k>
' k=0

= B (//(uj —w)T A (dduj — ddu) A pZ(ddcuj)p_k_l A (ddcu)k)
k=0

-
|~

2

3|

-

= B, (/,(Uj —u)(T A (ddu;)? = T A (ddcu)p))

ou la constante By est indépendante de j et de w. Comme u = u; sur Q' \ £

et uT A (ddu;)P, u;T A (ddu)?, u; T A (dd°u;)P converge vers la méme limite

uT A (dd°u)?, on obtient : _lir+n / (uj —u)(T A (dduj)P =T A (dd“u)?) =0
J—too

’

Il en résulte que : Cr(ju; —u| >6,Q2) =0 O
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