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ABSTRACT. In this paper, we study the tannakian properties of the
Fontaine-Laffaille functor Vs thanks to the theory of Wach’s mo-
dules. We construct a point of the torsor linking cristalline represen-
tations and weakly admissible filtered modules, preserving the lattices
in the sens of the Fontaine-Laffaille correspondance.
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INTRODUCTION

Dans tout ce travail, p est un nombre premier impair, K un corps de ca-
ractéristique 0, complet pour une valuation discrete, absolument non ramifié
et de corps résiduel k parfait de caractéristique p. Nous noterons W ’anneau
des vecteurs de Witt a coefficients dans k, c’est donc 'anneau des entiers de K.
Tous trois sont munis d’une action de Frobenius, notée ¢. Fixons C une cloture
algébrique de K, et posons I'x = Gal(K, K). Nous noterons C le complété de
Ket X:Tx — Zy, désignera le caractere cyclotomique de I'c (c’est-a-dire que
g(z) = 2% pour tout g € Tk et pour toute racine de l'unité z € K d’ordre
une puissance de p). Nous allons étudier les représentations continues de I'c
dans des Qp-espaces vectoriels de dimension finie.

Nous nous restreindrons aux représentations cristallines, condition vérifiée dans
bien des cas issus de la géométrie (par exemple, pour le module de Tate ou la
cohomologie étale a coefficients dans @@, d’une variété abélienne ayant bonne
réduction). L’avantage de ces représentations est que J.-M. Fontaine et P. Col-
mez ont montré dans [Fon94b] et [CF00] qu’elles forment une catégorie tanna-
kienne, qui est ®-équivalente a la catégorie tannakienne des ¢-modules filtrés
sur K faiblement admissibles (c’est & dire ceux qui ont des réseaux fortement
divisibles).
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Le foncteur qui induit cette équivalence de catégories se décrit de la maniere
suivante : si V' est une représentation p-adique cristalline, le p-module filtré
associé est Deris,p(V) = (V ®q, Beris)'* (le quasi-inverse est donné par : pour
D un gp-module filtré faiblement admissible, Vepis p(D) = Fil°(D @k Beris)?).
De plus, application

Vcris,p(D) ®qQ, Beris — D ®rc Beris

issue de la multiplication de B.,;s est un isomorphisme (préservant l'action de
[k, la filtration, et le morphisme ). Cela peut se traduire de la fagon suivante :
en notant wy le foncteur oubli qui a la Q,-représentation cristalline V' associe
le Qp-espace vectoriel sous-jacent & V, et wp celui qui associe le K-espace
vectoriel sous-jacent & Deris p(V), alors les ®-isomorphismes du foncteur fibre
wy ®q, K sur le foncteur fibre wp, Isom(wy ®q, K, wp), forment un torseur
sous Aut®(wy ) et sous Aut®(wp), qui est non vide sur Beys.

Du coté des p-modules filtrés sur X, nous disposons de la notion de réseaux
fortement divisibles (dont 'existence est une condition nécessaire et suffisante
pour que le module soit faiblement admissible), qui sont des ¢-modules filtrés
sur W (cf. paragraphe 1.3). J.-M. Fontaine et G. Laffaille ont montré dans
[FL82] que, si la longueur de la filtration est strictement plus petite que p —
1, il existe une équivalence de catégories abéliennes entre réseaux fortement
divisibles d’un module filtré faiblement admissible, et les réseaux stables de la
représentation cristalline associée.

Plus précisément, & M un @-module filtré sur W vérifiant Fil'(M) = {0
et Filz_p(M) = M, ils associent le réseau Vepis(M) = FilO(M Qw ACMS)“’O,
et cette construction induit un foncteur exact, pleinement fidele (dont nous
noterons Deyis un quasi-inverse). Deux problémes apparaissent : la condition
sur la filtration n’est pas stable par produit tensoriel, et ’application naturelle

Vcris(M) ®Zp Acris - M ®W Acris

n’est pas un isomorphisme (le déterminant est une puissance de ¢, non inversible
dans A..is). De plus, une question naturelle se pose : est-ce qu’il existe un
point f de Isom(wy ®q, K,wp) qui envoie un réseau galoisien sur celui qui
lui correpond d’apres la correspondance de Fontaine-Laffaille ? Répondre a ces
questions revient a étudier les propriétés tannakiennes de Vyis.

L’idée va étre d’introduire la théorie des modules de Wach de L. Berger (voir
[Ber04]), qui & un réseau d’une Q,-représentation cristalline associe un (¢, I')-
module dont un quotient redonne le p-module filtré sur W correspondant a la
théorie de Fontaine-Laffaille. L'intérét des modules de Wach est leur compati-
bilité avec le produit tensoriel (le module de Wach d’un produit tensoriel est
le produit tensoriel des modules de Wach). Le probleme se ramene alors a :
pouvons-nous a partir d'un ¢-module filtré sur W reconstruire le module de
Wach correspondant ? Pouvons-nous le faire de maniere a ce que cette construc-
tion soit fonctorielle ?
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Le résultat technique principal de cet article est la construction a partir des
idées de N. Wach d’un foncteur de la catégorie des modules de Fontaine-
Laffaille vers la catégorie des modules de Wach. Plus précisément, notons
MF? la catégorie des p-modules filtrés N libres sur W tels que Fil™"(N) = N,
Fil'(N) = {0} (cf. paragraphe 1.3 pour plus de détails) et MFw < —h >
la catégorie engendrée par MF(,J‘ pour les opérations de sous-objets, objets
quotients, produit tensoriel et somme directe, V¢pis le foncteur de Fontaine-
Laffaille, F®Mg h Ja catégories des duaux des modules de Wach de hauteur h
(ce qui correspond & des modules de Wach d’apres la définition de [Ber04]), et
I'®Mg la réunion sur h > 0 des I‘@Mgh, N le foncteur "module de Wach”,
Vo, le foncteur de Fontaine pour les (o, I')-module sur Og, Vris p le foncteur
de Fontaine pour les p-modules filtrés sur /C admissibles, et j : S — O¢ qui in-
duit le foncteur extension des scalaires j* de la catégorie des modules de Wach
vers la catégorie des (p, I')-modules sur Og.

THEOREME 1. Soit h un entier compris entre 0 et p — 2, alors il eriste un
foncteur F~ exact, préservant le produit tensoriel, fidele et pleinement fidéle
de MFw < —h > vers '®Mg . Restreint a MF;&‘, ce foncteur est essentiel-
lement surjectif sur I‘@M;h, De plus, pour tout objet M de MF;&‘, F~(M)
est fonctoriellement isomorphe & N(Veris(M)). Dans le cas général, F~ (M)
s’interpreéte encore comme le module de Wach du réseau galoisien correspon-
dant au (¢, T')-module sur Og engendré par F~(M). En outre, Vo, 0j*oF~ est
isomorphe (comme foncteur) d Veris p une fois p rendu inversible, et ¢ Veris
une fois restreint & la catégorie MF,/ .

REMARQUE 1. Ce théoréme est optimal, dans le sens ot nous ne pouvons
espérer que F~ soit essentiellement surjectif sans la restriction sur h.

Pour illuster, le théoreme nous dit essentiellement que le diagramme suivant
est commutatif (ot bien str il faut resteindre la catégorie des réseaux des
représentations cristallines & ceux & poids de Hodge-Tate dans [0, h]) :

Deris
Rep$*"(I'c) . MFy?
VOgTJ(DOg \ F- Tmodﬂ'
reMg. reMgh

et, une fois p rendu inversible,

Rep@”p‘s(l";g) . MFw < —h > QK
cris,p :

v ‘
VETJ(DE \ F Tmodﬂ
~

reMy reMg,,

%

J
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ou F~ est fidele, pleinement fidele, préserve le produit tensoriel, et suivant
les cas, peut étre essentiellement surjectif (et MFw < —h > ®K représente
juste la catégorie formée des objets de MFw < —h > ol nous avons rendu p
inversible, c’est a dire la catégorie engendrée pour les opérations de produit
tensoriel, somme directe, sous-objet et objet quotient, par les modules filtrés
sur K admissibles a pente compris entre 0 et —h).

REMARQUE 2. Dans l’article nous €étudierons aussi le cas plus général des p-
modules filtrés de type fini sur W (donc ayant éventuellement de la p-torsion,).

De ce théoreme, nous en déduisons le corollaire voulu :

THEOREME 2. Il existe un point du torseur Isom(wy ®q, K, wp) a coefficient

dans le corps éA’m qui préserve les réseaur de Fontaine-Laffaille, c’est a dire qui
identifie les réseaux stables par Galois des représentations cristallines a poids
de Hodge-Tate dans [0, p%z]] au W-module filtré correspondant par la théorie
de Fontaine-Laffaille.

Pour obtenir un résultat sur X plutot que sur énr, il faut modifier le probleme.
Considérons G un groupe algébrique lisse sur Z,, et une représentation p : I' —
G(Z,). Supposons donnée une immersion fermée a de G dans GLy, pour U
un Z,-module libre de rang fini, telle que la représentation oo p de I'c (dans
GL(U®z,Qp)) soit cristalline a poids de Hodge-Tate dans [0, 2] avec h un entier
compris entre 0 et %. Notons V' = U ®z, Q,. Par un théoreme de Chevalley, il
existe un Q,-espace vectoriel Vi dans @, End(V)®* (en faisant agir GLy natu-
rellement sur V* et trivialement sur V, dans End(V) = V@V™) tel que Gxz,Q,
soit le groupe algébrique formé de I’ensemble des éléments de G Ly qui laissent
stable V. Alors, par le foncteur de Fontaine-Laffaille, nous pouvons définir na-
turellement un groupe Gp sur D = Degyis p(V') comme l'ensemble des éléments
de GLp laissant stable Deyis p(Viz). Un corollaire de la proposition 6.3.3 de
[Fon79] nous donne I'existence d’un élément de Isom(wy ®q, K, wp)(K), donc
en particulier d’un isomorphisme de -modules

f:V&g, K—D

qui identifie G xz, K & Gp. Le comportement de f vis-a-vis des réseaux est
a priori inconnu. Pour I’étudier, nous introduisons un G-torseur Isom défini
sur W, qui est heuristiquement le G-torseur obtenu a partir de Isom(wy ®q,
K,wp) (c’est & dire une forme sur W du G Xy K torseur obtenu a partir de
Isom(wy ®q, K,wp)). Le résultat suivant se montre alors en montrant que
Isom est un G-torseur trivial sur W :

THEOREME 3. Sous les hypothéses précédentes, si M = Deyis(U), il existe un

sous-groupe algébrique Gpy de GLyy sur W, avec Gy xw K = Gp, et il existe

[ un isomorphisme de W-modules de U @z, W sur M, qui identifie G a G-
f:uU Rz, W —-M
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De plus, si U' est un réseau de U ®z, Qp laissé stable par laction de G, alors
f[%] envoie U' @z, W sur Deris(U').

REMARQUE 3. Ce théoréme nous donne en particulier que les réseaux U et M
ont la méme position vis a vis du groupe G.

Avec des hypotheses plus fortes sur a, nous pouvons affaiblir I’hypothese sur
h. Une application directe de ce résultat concerne la semi-simplifiée d’une
représentation cristalline a poids de Hodge-Tate petits : le groupe algébrique
H engendré par I'image de Galois sur Q, est alors connexe et réductif, donc
en appliquant les résultats cités dans [Tit79] (paragraphe 3.2 et 3.4.1), il existe
un groupe algébrique lisse G défini sur Z,, tel que G(Z,) contienne 'image de
Galois, et dont la fibre générique est H. Le Théoreme 3 s’applique alors.

TABLE DES MATIERES

1 RAPPELS 404
1.1 Rappels sur les (¢, I')-modules . . . ... ... ... .. .... 404
1.2 Représentations cristallines . . . . ... ... ... ... .... 405
1.3 Rappels sur les p-modules . . . . .. ... ... oL 406
1.4 Le théoréme de Fontaine-Laffaille . . . . . . . ... .. .. ... 408

2 CONSTRUCTION DU FONCTEUR 408
2.1 Rappels sur I‘0¢'M1§0 ....................... 408
2.2 Foncteur entre MFIV’V et I‘0'~I>M1§O ................ 409

3 LIEN ENTRE LE FONCTEUR ET LES MODULES DE WACH 416
3.1 Fonctorialité de gn . . . . . . . ..o 416
3.2 Lien entre I‘O‘IJMFS‘O et I‘(I>MIS1 .................. 419
3.3 Modulesde Wach . . . . . . ... ... ... ... ... ..... 422

4 FIN DE LA DEMONSTRATION DU THEOREME 15 425

5 LE POINT DU TORSEUR 428
5.1 Conséquence des théoremes précédents . . . . . .. .. ... .. 428
52 fetledual . .. ... .. . 430

6 POSITION DES RESEAUX 432
6.1 Description des groupes plats sur Z,, . . . ... ... ... ... 432
6.2 Demonstration du théoreme 61 . . . . . . . . . ... ... ... 436
6.3 Exemples . . .. . ... 438
6.4 Données initiales pour un ¢-module filtré . . . . . .. ... .. 438

DOCUMENTA MATHEMATICA 12 (2007) 399-440



404 LIONEL DORAT

1 RAPPELS

1.1 RAPPELS SUR LES (¢, I')-MODULES
1.1.1 DEFINITION DE O¢

Soit R Iensemble des suites x = (2(™), ey formées d’éléments de Og/pOy
vérifiant (z("*1)P = (") pour tout n (cf. [Fon82], p. 535). C'est un anneau
parfait de caractéristique p, muni d’une valuation; son corps résiduel s’iden-
tifie & k. Son corps des fractions Fr R est un corps algébriquement clos de
caractéristique p, et R est intégralement clos dans Fr R.

Si A est une k-algebre, W(A) désigne 'anneau des vecteurs de Witt & coeffi-
cients dans A. Notons Zp: = W(Fy:), Zp" = W(F,), W = W(k), Wi(A) =
Kow W(A) = W(A)[%] et sia € A, [a] = (a,0,---,0,--) le représentant de
Teichmiiller de a dans W (A). Le Frobenius z € A — 2P € A s’étend a4 W(A) en
¢ (encore appelé 'endomorphisme de Frobenius) par fonctorialité, ainsi qu’a
Wic(A) ; nous noterons o le Frobenius sur W et sur K (si A € W, a(A) := ¢(N)).
En particulier ceci s’applique & W(R), W (Fr R) et Wi (Fr R).

D’autre part, le groupe I'x opére par fonctorialité sur R, Fr R et W (Fr(R)),
et les anneaux W(R), W(Fr R) et Wic(R) s’identifient & des sous-anneaux de
Wic(Fr R) stables par ¢ et I'.

Notons Zy(1) = lim 4, (K) le module de Tate du groupe multiplicatif et pour
neN

tout i € N, Z,(i) = Z,(1)®" et Z,(—i) son dual. Pour tout Z,-module 7T et
pour tout i € Z, posons T'(i) = T ®z, Zy(i).

Le module de Tate Z,(1) = T,,(G,,) s’identifie au sous Z,-module du groupe
multiplicatif des unités de R congrues a 1 modulo 'idéal maximal, formé des
x tels que 2(®) = 1. Choisisons un générateur de ce module, c’est-a-dire un
élément € = (5(”))n€N € Rtel que (® =1 et M) £ 1, et considérons I’élément
m = [e] — 1 dans W(R). Alors 'adhérence S de la sous W-algebre de W (R)
engendrée par 7 s'identifie a 'algebre W{n] des séries formelles en 7 & coeffi-
cients dans W ; de plus S est stable par ¢ et I'c, et nous avons les relations
suivantes :

plm) = (L+mP —1
glm) = (1+m)*0 —1

pour g € I'k.

Soit KC,, le sous corps de K engendré sur K par les racines p"-iemes de I'unité,

et Koo = UN K. Notons T' = Gal(K./K) et Hx le noyau de la projection de
ne

I'c sur I'. Le groupe H agit trivialement sur S. Si I'y est le sous-groupe de
torsion de T', posons Sy = ST+ ainsi que I'y = I'/T'y; J.-M. Fontaine a montré

(cf. [Fon90], p. 268-273) que Sy = W[m], ot mp = —p + 3. [¢]%). Notons
a€lF,
q = p+ mg. Sp est munie d’une action naturelle de I'g.
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Notons Og le complété pour la topologie p-adique de S [%} C’est 'anneau
des entiers d’un corps complet pour une valuation discrete, absolument non
ramifié, noté £. Comme 7 est inversible dans W (Fr R), I'inclusion de S dans
W(R) se prolonge en un plongement de S[1] dans W (Fr R), et O s’identifie

a Padhérence de S [ | dans W (Fr R) pour la topologie p-adique, tandis que
E Og[p] s’identfie & un sous-corps de Wi (Fr R). Alors si E = O¢/p, Op =
S/pS = k[x], ou 7 est la réduction modulo p de 7.
De plus, si &,, désigne 'adhérence dans Wi (Fr R) de lextension maximale
non ramifiée £,, de £ contenue dans Wy (Fr R) et Oz son anneau des entiers,
Og / p est une cloture séparable E*¢P de F, avec une identification des groupes
de Galois

Hy = Gal(E*?/FE) = Gal(E,-/€).

1.1.2  (¢,I')-MODULES ET REPRESENTATIONS GALOISIENNES

Nous ne considérerons des (p,I')-modules que sur S ou Og (nous considérerons
aussi des (¢, 'g)-modules définis sur Sp). Soit A 'un des anneaux précédent.
Un (¢, T')-module sur A est un A-module muni d’un endomorphisme ¢, semi-
linéaire par rapport a ¢ muni en plus d’une action continue de I', semi-linéaire
par rapport a l’action de I sur A, cette action commutant avec I’endomorphisme
. Nous les supposerons toujours étale, c’est a dire de type fini sur A et tels que
Papplication linéaire ¢ : M7 — M, déduite de ¢ en posant p(A ® z) = Ap(z)
pour A € A et € M est bijective. Les (¢,I')-modules étales (avec comme
morphismes les morphismes A-linéaires commutants a ¢ et 4 I') définissent une
®-catégorie abélienne notée T®ME (cf. [Fon90] p.273).

Appelons représentation Z,-adique de I'r la donnée d’un Z,-module de type
fini muni d’une action linéaire et continue de I'x. Un morphisme sera une
application Z,-linéaire commutant & I’action de I'x. Notons Repz,(I'x) la
catégorie des représentations Zy-adique de I'k. La catégorie Repg, (I'c) est
défini de méme.

J.-M. Fontaine a montré dans [Fon90] (p. 274) qu'il existait une équivalence
de catégories entre I“I’M%E et Repz, (I'x) induite par le foncteur Do, (T') =
(Ofm ®z, T)Hx pour T une Z,-représentation de I'xc, et son quasi inverse
Vo.(N) = (0 ®p, N)?='. La multiplication dans Og  induit alors une

Enr

application naturelle et fonctorielle :
V()g (N) Rz, Ogm %N@og O
pour A un objet de la catégorie T®ME,

1.2 REPRESENTATIONS CRISTALLINES
1.2.1 REPRESENTATIONS CRISTALLINES
Pour la définition de A..;s et de t := log([ ]), nous renvoyons & [Fon94a]

par exemple. Nous noterons B,,;s = Ams[ ]. Soit V' un Q,-espace vectoriel
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de dimension finie, et p : I'c — GL(V) une représentation continue de T'.
Définissons Deyis,p par

Dcris,p(v) = (V ®Qp Bc’r‘is)r)C
Alors Diris,p(V') est un K-espace vectoriel, et dimy Deris,p(V) < dimg, V.

DEFINITION 4. La représentation (p,V') est cristalline si dimg Deris p(V) =
dime V

Notons Repg, cris(I'x) la sous-catégorie pleine de Repg, (I'x) formée par les
représentations cristallines. Définissons MF la catégorie des ¢-modules filtrés
sur IC : un objet D de MFg est un K-espace vectoriel de dimension finie muni
d’une filtration (Fil’(D));ez formée de sous-espaces vectoriels, fitration qui est
décroissante, exhaustive séparée, et muni d’une application o-semi-linéaire bi-
jective ¢ : D — D. Deyis p(V) est alors naturellement un ¢-module filtré. Un
élément de 1”image essentiel du foncteur Deris p (V') restreint & Repg,, cris(L'ic)
est appelé admissible. Notons MF%d la sous-catégorie pleine de MFx formée
des modules admissibles.

Repchris(I‘;@) et MF,aCd sont deux catégories tannakiennes, le foncteur Deyis p
induit une équivalence de ®-catégories entre ces deux catégories, et un quasi-
inverse est donné par le foncteur Veris p(D) = (Fil’(D @ ch‘s))@:1 . L’ap-
plication naturelle (provenant de la multiplication dans Beys)

Vcris,p(D) ®Qp Bcris — D ®)C B(:T'is (5)

est alors une bijection.

1.2.2 Poips DE HODGE-TATE

Rappelons que pour p : I'r — GLg, (V) une représentation continue sur un
Qp-espace vectoriel de dimension finie, I'action de I'x peut s’étendre a Vg =
V ®q, C via g(v® x) = p(g)(v) @ g(x). Notons alors pour i € Z, Ve{i} = {v €
VelVg € T, g(v) = X(g)"v}. Ve{i} est un K-sous espace vectoriel de V¢ tel
que linjection Vg{i} — V¢ s’étend en une injection C-linéaire

PvefitecC— Ve
i€l

Alors V est dit de Hodge-Tate si cette injection est une bijection. Les poids de
Hodge-Tate sont alors les i € Z tels que dimg Vi{i} # 0. Si V est cristalline,
alors elle est de Hodge-Tate, et ses poids de Hodge-Tate sont les opposées des
sauts de la filtration de Deyis p(V).

1.3 RAPPELS SUR LES (¢-MODULES

La catégorie qui va nous interesser est la catégorie MFwy ¢¢ dite des ¢-modules
filtrés sur W, dont les objets sont les W-modules N de type fini, muni
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— d’une filtration décroissante exhaustive et séparée formée de sous-modules
(Fil*(N))iez; , ‘
— pour tout i € Z, d’une application o-semi-linéaire ¢* : Fil'(N) — N telle
que <Pi|Fil'i+1(N) = pp'tt;
— il existe i € Z avec Fil'(N) = {0} ;
— les Fil'(N) sont des facteurs directs dans N ;
Y P(FI(N)) = .
=/
Les morphismes de cette catégorie sont donnés par les applications W-linéaires
compatibles aux filtrations et commutants aux . C’est une ®-catégorie qui
est abélienne, Z,-linéaire, qui posséde des Hom internes (cf. [Win84]).
Soit X (respectivement X, pour s € N*) le groupe additif des applications
périodiques (respectivement ayant s pour période) de Z dans Z. Le Frobenius
o agit sur X par V€ € X,Vi € Z, 0(§)(i) = £(i + 1), et laisse donc stable les
Xs.
Pour tout objet N de MFw ¢, si (N;)iez est un scindage de (Fili(N))ieZ7
posons pour z € N tel que z = Y z; avec z; € Ny, fn(x) = > b (). Soit
K3 K3

pour tout & € X, le W-module N{¢} := {z € N|f}(z) € N¢(;) pour tout
J € Z}. Le p-module filtré N est dit élémentaire si N = @ecx N{{}.

LEMME 6. Si N est un module élémentaire, dont le module sous-jacent est libre
sur W ou sur k, alors il existe une base (ez)geX,lgiSrg(N{E}) de N telle que

pour tout &, (62)1§i§rg(1\7{5}) soit une base de N{¢} et de plus gpf(o)(eé) = 63(5)'
J.-P. Wintenberger a montré dans [Win84] :

THEOREME 7. Pour tout objet N de MFvy ¢¢, il existe un et un seul scindage

de la filtration de N tel que

il existe un (unique) uy € Auty (N) tel que le p-module filtré (N, (N;), uy' o
fn) soit élémentaire ;

— N/pN ait une suite de composition dont les quotients successifs sont des
modules élémentaires.

Ce scindage vérifie les propriétés de fonctorialité attendues.

Posons enfin MF%:,’f)t]f (resp. MF[\?\}b]) la sous-catégorie pleine de MFwy ¢
formée des W-modules M (resp. modules libres) tels que Fil*(M) = M et

Fil'*' (M) = {0}. Notons MFy,, = MFWve, MFh . = MFEG et
MF%,\;ttf = MF[V:,]"“{1 ] (de méme sans le symbole tf). Pour terminer, nous

désignerons par MFw ¢ < h > la catégorie engendrée par MFY, dans la

catégorie MFw ¢¢ pour les opérations de sous-objet, objet quotient, somme

directe et produit tensoriel.

Soit D un p-module filtré sur K admissible. Alors il possede des sous-réseaux

fortement divisible, M, c’est-d-dire un réseau M vérifiant 3 p~ o (Fil’ (D) N
i€z

M) = M. En posant Fil'(M) = Fil'(D) N M, ¢' = p~'@|p(ar), M devient

DOCUMENTA MATHEMATICA 12 (2007) 399-440



408 LIONEL DORAT

un -module filtré sur W. Réciproquement, si M est un objet de MFwy ¢¢
libre sur W, en posant D := K @w M, Fil'(D) := K @w Fil’(M), et pour
x; € Fil'(M), p(x;) := p'pi(x;), 'objet D ainsi construit est un @-module
filtré sur K faiblement admissible (et donc en fait admissible) dont M est un
réseau fortement divisible. Par contre, différents M peuvent donner le méme
D. Nous noterons Dy ce g-module filtré sur K faiblement admissible construit
a partir de M.

1.4 LE THEOREME DE FONTAINE-LAFFAILLE

DEFINITION 8. Pour tout objet M de MFyw ¢ tel que Fil'(M) = {0}, soit
Veris(M) la représentation galoisienne définie par :

VcriS(M) = (FIIO(M Qw AC”S))LPO

Si M est libre comme W-module, Veris(M) est un Z,-module libre (c’est un
sous-réseau de Veris.p(Dar)).

THEOREME 9 (Théoreme de Fontaine-Laffaille). Si nous nous restreignons d la
sous-catégorie pleine des M vérifiant Fil>"P(M) = M et Fil'(M) = {0}, alors
le foncteur Vepis ainsi défini est exact et pleinement fidele. De plus si M est
libre sur W, Veps(M) est un réseau de la représentation galoisienne associée
a Dy (c’est-a-dire que 187 (Veris(M)) = rgy, (M)).

Nous noterons Dgpis un quasi-inverse & Vepis (Il est done défini sur la catégorie
formée par les réseaux des représentations cristallines sur Q, de I'x & poids de

Hodge-Tate dans [0,p — 2], et leurs quotients, & valeurs dans MF%;}&).

2 CONSTRUCTION DU FONCTEUR

2.1 RAPPELS SUR To®M§_

Notons I'g <I>1\/I}S‘O (1“<I>M}Sl se définit de la méme fagon) la sous-catégorie pleine

de la catégorie des (¢, I'g)-modules sur Sy (cf. paragraphe 1.1) formée des objets

N vérifiant :

— le Sp-module sous-jacent est de type fini et sans p’-torsion (i.e. pour tout
élément irréductible A de Sy non associé & p, A est sans A-torsion),

— le Sp-module N'/p(N ®, Sp) est annulé par ¢" (ot ¢ = 7 + p),

— le groupe Iy agit trivialement sur ' /mo .

Elle est abélienne si 0 < h < p — 2, et l'inclusion j : Sy — Og induit un

foncteur j* : T'g ‘I’M}slo — I‘@M%g pleinement fidele qui est une équivalence de

catégorie pour 0 < h < p — 2 sur son image essentielle (cf. [Fon90], p.301). Si

N est un objet de 1"0<I>Mls‘07 alors j* () a pour espace sous-jacent N ®g, O¢.

Nous ferons souvent ’abus de notation de n’écrire que I’espace sous-jacent pour

désigner 7*(N).
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Si0 < h<p-—2etN un objet de I‘O‘PM}S‘O, N. Wach a montré qu’il est
possible de munir N = N/myN d’une structure de ¢-module filtré sur W en
posant

Fil" N = {z € N tels qu’il existe un reléevement T € N de z avec p(T) € ¢"N'}

et pour tout & € Fil" N, ¢"(z) égal & I'image de 90(5?) dans N. Elle a alors

démontré le théoreme suivant (cf. [Wac97], p.231) :

THEOREME 10. Soit 0 < h < p — 2. Pour tout objet N' de To®Mg_, le -
module filtré i*(N) = N /moN est un objet de MF%\,,tf ; le foncteur i* ainsi
défini est exact et fidéle.

2.2 FONCTEUR ENTRE MFY, ET To®Mg

N. Wach a donné les idées pour construire un quasi-inverse a i* : a partir d’un
objet N de MF%V avec 0 < h < p — 2 et d’une base adaptée a la filtration,
elle a construit un objet N tel que *(A) = N. Nous allons montrer qu’en se
fixant un scindage fonctoriel de la filtration, nous rendons cette construction
fonctorielle.

ProrosiTION 11. Soit MF{,FV o la sous-catégorie pleine formée de la réunion
des MF%V,tf (définition analogue pour FO@M—SZ)' A tout scindage fonctoriel
de la filtration des objets de MF{,"V,tf nous pouvons associer un foncteur de

MF%,tf vers @Mg’; (la catégorie des p-modules sur Sy dont l'extension a
Og donne un @-module étale), qui soit fidéle, additif, exact, et qui préserve le
produit tensoriel.

Démonstration. Si N est un objet de MF¢V7tf, et N = @&N; le scindage de la
filtration, il suffit de construire sur N Q@ Sy une structure de @-module par :
I'application (! étant défini sur Fili(N ), elle se restreint a NN;, permettant de
poser ¢y égal & g'p? sur N;, c’est-a-dire

Vz € N;, on(z) = ¢'¢'(z)

Nous prolongeons cette définition a N ®y Sy tout entier en utilisant la semi-
linéarité de ¢n. Les propriétés de fonctorialité découlent alors de celles du
scindage de la filtration. Au niveau des fleches, ce foncteur est construit de la
maniere suivante : si f : N — N’ est un morphisme de p-modules filtrés, le
foncteur lui associe f ® Id. O

REMARQUE 12. Le fait qu’il existe un scindage de la filtration fonctoriel (no-
tamment préservant le produit tensoriel) nous est donné par le théoréme 7.

REMARQUE 13. Nous pouvons étendre ce foncteur de la méme facon en un
foncteur de la catégorie des p-modules filtrés libres sur W wvers <I>M(é9tg, qui

préserve sous-objet, objet quotient, somme directe, produit tensoriel et dual.
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N. Wach a montré la proposition suivante (cf. le lemme 3.1.6 p.233 de [Wac97]) :

PROPOSITION 14. Supposons 0 < h < p—2. Alors pour tout objet N de MF%,,
il existe une unique action de Ty sur N @uw Sg triviale modulo mg et commutant
au pn construit comme dans la proposition 11. Le module N Q@ Sy est alors
muni d’une structure de (p,T'g)-module sur Sy et devient un objet de I‘O@M}S‘O ..

C’est le point de départ pour montrer le théoreme suivant :

THEOREME 15. Supposons 0 < h < p — 2. Il exziste un @-foncteur F additif,
exact, fidele et pleinement fidéle de MFw ¢ < h > dans I‘0<I>M§O, qui com-
posé avec le foncteur oubli donne juste le foncteur extension des scalaires de
W a So. De plus, il induit une équivalence de catégories entre MF}\}v,tf et

1"0<I>M1§ , dont un quasi-inverse est i*.
o]

Démonstration. La premiére étape consiste a construire F sur MF%V Soit IV
un objet de MF®, (donc libre comme W-module). Considérons N @y Sy :
comme 0 < h < p — 2, il existe une unique action de I'y sur N ®yw Sy qui
commute & ¢ et est triviale modulo m (c’est le lemme 3.1.6 p.233 de [Wac97]).
Le (¢,T9) module ainsi défini, noté F(N), est bien un objet de I‘0<I)M}S‘O. il
faut voir que nous définissons bien ainsi un foncteur. Comme la structure de -
module provient d’un scindage de la filtration qui préserve le produit tensoriel,
I’unicité de I’action de I'g nous donnera bien que F préserve le produit tensoriel
(tant que celui-ci reste dans MF%;). L’exactitude provient de la méme raison.
N. Wach a montré (lemme 3.1.1.2 de [Wac97]) qu’il existe un unique générateur
topologique go de 'y tel que % = 1 modulo ¢Sjy. Il suffit donc d’étudier
laction de gg. Choisissons une base adaptée & la graduation (e;)1<i<q (c’est-
a-dire : si 7; est le plus grand entier tel que e; € Fil" (), alors pour tout r,
(€;)r;=r est une base de N,.), et si (a; ;) est la matrice des applications ¢" dans
cette base, 'action de ¢ est donné par :

plej) =q"7 Z a; je;
1<i<d
Avant de montrer que F préserve les sous objets, nous allons étudier plus en
détail I'action de go.
N. Wach construit l’action de gy sur N ®y Sp par récurrence modulo 7. Nous
avons besoin de voir cette action d’une autre facon : soit G = (g;,;) la matrice
dans GLyg(n)(S0) définie par go(e;) = > gijei, et A = (ai;) € GLygn)(W)
1

donnant I'action de (7 sur e;. Alors, en écrivant pogo(e;) = > @(gi j)ak,iq" ek
ik

et goop(e;) = > g(ai;)gr.i9(q)™ ek, la commutativité pogy = gooy nous donne
pour G l’équatibn AQu(G) = Ggo(A)go(Q) avec @ la matrice correspondant a
Q(ej) =q"ej (et go(A) = A puisque A est a coefficients dans W). Donc G est
un point fixe de Papplication f : H — AQw(H)go(Q 1)go(A™1) (et le lemme
3.1.6 p.233 de [Wac97] affirme juste 1'unicité d’un tel point fixe & coefficients
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dans Sy, qui soit congru & Id modulo 7). Notons I la matrice identité dans
GLygny et G = fU(I) (c’est-a-dire la composée n fois de f appliquée & I).
Alors, en utilisant que G — I € moM,g(n)(So), nous allons montrer :

LEMME 16. La matrice G est la limite de la suite G,,.

Démonstration. Notons (™ la composée n fois de ¢ et introduisons alors
B, = AQu(A)p(Q) -+ oD (A)p(»1(Q) qui est une matrice & coefficients
dans Sp. Nous avons G, = Bn,p™ (I)go(B; '), et comme G est un point fixe
de f, G = B,¢™ (G)go(B; 1), d’ott I'égalité G, — G = B,o™ (I — G)go(B; ).
Notons G = I — moH avec H € M,y (n)(So), alors nous avons G, — G =
@™ (7m0) Br™ (H)go(B;;1). Or, comme A est inversible (dans GL,g(ny)(W)),
les seuls dénominateurs possibles sont les puissances de go(¢q)™, et comme

™ (o) G’
yo(W(q)“-w”*l(q))zk2 "
avec G, = Bnp™ (H)go (" V(P 2Q 71"~ (A™Y) -+ qP72Q 7T ATY) qui
est une matrice a coefficients dans Sp.

0 < 7 < p— 2, nous pouvons écrire G, — G =

@™ (o)
a0 (a0()-em1(a))
go(q) = vyq avec v, inversible dans Sy, par conséquent le fait que ¢ et go
commutent nous donne 1’égalité

Donc tout revient & montrer que -— tend vers 0. Nous avons

o™ (o) _ (vgp(vg) - - "D (wg))* P () -
g0(a(a) - " 1(q))" " i)

(qp(q) -~ 1(q))r—2

En utilisant que o(mp) = umogP?~! pour u un certain inversible dans Sy, nous
obtenons que o™ (75) = (ge(q) - " (q))P " moup(u) - - - "~V (u). Donc,

e () _ g ue) V() 1)
go(qw(q)...gjn—l(q))p—? - O(Ug(p(vg)...w(n—1)(vg))p_2qsﬁ(Q) 2 (9)

et, puisque g(q) - - - "1 (g) tend vers 0 dans Sy (g est dans l’idéal( rflaximal de
o™ (o)
90 (qsa(q)mw"‘l(Q))

Sp, idéal qui est stable par ), nous pouvons conclure que

p—2

tend vers 0 dans Sy, c’est a dire que G,, tend vers G.

Montrons alors la proposition suivante (qui est le point technique clé de cet
article) :

PROPOSITION 17. Soit N;; des objets de MFY, avec 0 < h < p—2, L
un sous-objet (dans MFsy,) de M := @®jNi7j, alors Uaction de To sur

K3

@ ®; F(N; ;) = M @w So laisse stable L @w Sp.
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Démonstration. Il suffit de le montrer pour l'action du générateur gy de I'y.
Fixons pour chaque N; j une base (e,(cw )) adaptée & la graduation. Notons G(+7)
la matrice de I'action de go sur cette base et C(“7) 1a matrice donnant ’action de
@ sur N; ; ®@w So (avec les notations précédentes, C' = AQ). Alors, par le lemme

précédent nous avons hm GU) = GG avec C(i’j)@(Gg’j))go(C’(i’j))_l =

G et Gy = 109).
Prenons (u[l]); une base de L, et notons (u[l],(;’”) les coordonnées de u[l] dans la
base (e,(;’j)). Nous voulons montrer (par récurrence) que @, ®jG5H_£g (u (W))

est une combinaison linéaire (& coefficients dans Sy) des (u[l]gcw)), pour «
élément quelconque de L @w S (et (uy, (0.3 )) ses coordonnées). Remarquons que
par linéarité, il suffit de le montrer pour u égal aux wu[l].

Comme L est un sous-objet de M, nous avons L ®yw Sy qui est stable par
¢. Or ¢ induit une bijection de L Q@ SO[%]. Cela se traduit alors en disant
D, ®jC(i’j)4p(u[l'],(j’j)) est une combinaison linéaire (& coefficients dans Sp)
des (u [l](W)) et qu'il existe N € N tel que ¢V ( ®, C(i’j))fl(u[l’]](;”)) est une
combinaison linéaire (& coeflicients dans So) des ¢(u [l](m ))

Par conséquent, go(q)™ go( ®; C+9))~ ( o(ull’ ],(;’]))) s’écrit comme une com-
binaison linéaire (& coefficients dans Sy) des (go(gp(u[l],(;"n))), ceci pour tout
l/

Puis, @, @;0(Gi oo (p(ull 7)) = (; 2,61 go(ull']”)) est pour
tout !’ une combinaison linéaire (& coefficients dans So des (<p(u (m ) ) cela
provient de notre hypothese de récurrence.

En reprenant que @; ®;C) p(ull’ ],(;’J )) est une combinaison linéaire (& co-
efficients dans Sp) des (u[l],(:’J)) pour tout I’, et en mettant bout & bout ces
affirmations, nous obtenons que

0N DeiCnull ) =
WD CH @ el GLgo(© C40) T (golull )

est pour tout !’ une combinaison linéaire (& coefficients dans Sp) des (u[l]gcm )).

Par conséquent, si gl désigne I’application go-linéaire construite & partir de
la matrice @, ®; Ggf 2 (Ihypothese de récurrence se traduisant par : L ®w Sp
est stable par g[]”] ), alors g" (L @w Sp) C WL Qw So = (%NL ®w So-
Considérons alors (fr)lgrgrgW(M) une base de M telle qu’il existe n, € NU
{400} avec (p" f,.) base de L. Alors gl"+H(pn-f,) =3, D" fs avec o € So
(qui dépend de r). Mais, par construction, gl**(M @w Sy) € M ®w So,
alors gl (pnr f,) = > P Bsfs avec Bs € Sy (qui dépend aussi de r). D’ont
P By = (‘;‘N p™e, ce qui implique que ¢ divise o, dans Sy, donc que gl Loy

So) C L ®w Sp, ce qui montre bien la récurrence.
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Pour initialiser la récurrence (n = 0) nous avons Géi’j ) = JGid) (ou T est la
matrice identité), donc €, ®ng’j)go(u,(;’])) = u;gw) pour tout « dans L. D’oll
par récurrence la propriété est vraie pour tout n. En passant a la limite, la
propriété est vrai pour €, ®jG(”). Donc l'action de gy sur M Qw Sy laisse
stable L @uw Sy. O

Cette proposition est le coeur du théoreme. Elle nous donne en particulier que
si N/ est un sous-objet de N dans MF%V7 alors 'action de gg sur N ®uw Sy
laisse stable N’ ®@u Sp. Elle est triviale modulo 7 : si (e;) est une base de
N, telle qu'il existe (a;) € NU {+o00} avec (p¥ie;) base de N’, alors il existe
des coefficients z; ; et y; ; dans Sy tels que go(e;) = e; + ﬁzj# x; e et
go(pie;) = Zj ¥i;p%ej. En identifiant les coordonnées, nous avons y;; = 1
et y;;p% = p“ix; m si j # i, donc 7 divise bien y; ; dans Sy pour j # 1.
Donc laction de go sur F(N) se restreint en une action triviale modulo g sur
N’ ®@w Sp qui commute & ¢, donc par unicité cette action est celle de F(N').
La deuxiéme étape consiste alors a définir F sur tout MFw ¢¢ < h >. Le point
important est que pour tout objet M de MFw ¢¢ < h >, il existe des objets
N;,; dans MFY, et L un sous-objet de @, ®;N; ; tels que M est isomorphe a
un quotient M’ de L. Considérons alors N un sous-objet de M, et supposons
que sur M ®w Sy nous ayons une structure de (¢, g)-module qui le rende
isomorphe & M’ @y, Sp muni de la structure de (¢, I'g)-module obtenu & partir
de celle de L Qw Sy donnée par la proposition 17. Il faut voir que N’ Qw S
(ot N’ est I'image de N dans M’) est stable par T'g. En notant 7 : L — M’
la projection naturelle, 7= 1(N’) est un sous-objet de L (car c’est le noyau du
morphisme L — M’/N’, donc par la remarque 1.4.2 et la proposition 1.4.1 de
[Win84], c’est bien un sous-objet de L), donc la proposition 17 nous donne bien
que 7 L(N") @y Sy est stable par Paction de I'g. Par conséquent, N ®y Sy sera
bien laissé stable par 'action de Ty de M ®w Sy, donc sera un sous-(p, I'g)-
module de M ®w Sp.

Puis, F se construit par itération : notons MF,, la sous-catégorie pleine de
MPFw ¢, construite en disant qu'un objet de MF,, 4 est soit le sous-objet ou
le quotient d’un objet de MF,,, soit la somme directe de deux objets de MFy,,
soit le produit tensoriel de deux objets de MF,,, soit un objet de MF,,, et
posons (pour initialiser la récurrence) MFq = MF{‘,V Alors, MFw ¢ <h > =
(UMF,,, et si F est construit sur MF,,, alors il s’étend naturellement & la somme
directe ou le produit tensoriel de deux objets de MF,, et ’étude précédente
montre qu’il s’étend au cas d’un sous-objet, et donc d’un objet quotient, d’un
objet de MF,. Nous pouvons donc donner naturellement une structure de
(p,T'p)-module & tout M ®@w So, pour M un objet de MFw ¢ < h >.

La troisieme étape s’occupe des morphismes. Pour M et M’ deux objets de
MFw s <h >, et f: M — M’ un morphisme, nous posons F(f) = f ® Id
(En particulier, le foncteur sera exact (car Sy est plat sur W) et fidele). C’est
un morphisme de (¢,I'g) module : par construction, c’est un morphisme de
p-modules. Puis, f@Id: M & M’ — M’ @® M’ est un morphisme de ¢-modules
filtrés, donc par la proposition 1.4.1 de [Win84], Ker(f®Id) = {z—ylx € M, y €
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M’ y = f(z)} est naturellement un ¢-module filtré, sous-objet de M@ M’, donc
par la proposition 17, Ker(f @ Id) @u Sp est laissé stable par I'action naturelle
de Ty sur (M @M')®w Sy (obtenue & partir de celle sur M Q@ S et M’ Qw Sp),
donc f commute & laction de Iy, car si x — y € Ker(f ® Id) @w So, dire que
g9(x) — g(y) € Ker(f @ 1d) @w So, c’est dire que f(g(y)) = g(z) = g(f(y))-
Montrons la pleine fidélité. Remarquons que si nous munissons M ®yw Sy de la
structure de p-module filtré donnée par Fil'(M ®w Sy) = {x € Mw So|e(x) €
¢ M®w So}, et ¢f = %gp, alors la restriction modulo 7y est un morphisme de ¢-
module filtré. Par conséquent, si f : M ®w Sog — M'®@w Sy est un morphisme de
(¢, Tg)-module, alors la réduction modulo 7y induit f : M — M’ un morphisme
de ¢p-modules filtrés. Donc f ® Id : M @y Sog — M’ @y So est un morphisme
de (p,Tg)-module par le résultat précédent, donc g = f — f @ Id aussi, et il
se réduit modulo 7y sur Papplication nulle. Notons M” le noyau de g, c’est
un sous (¢, [g)-module de M @y So. Nous avons mopM” = M" NmoM @w Sy
car M’ @w Sy est sans mp-torsion. Donc M” /mgM"” C M, et par le lemme du
serpent, nous avons égalité, car :

O%M”%M@WS()%M@WS()%O

0 M M M 0

les lignes horizontales sont exactes, u; est la réduction modulo 7y composée
avec l'inclusion M /moM” C M, ug et ug sont la réduction modulo g, usg
est surjectif (ug aussi), et I'application naturelle Ker(us) = moM ®w So —
Ker(uz) = moM ®w Sp est surjective. Done, nous avons M Qw Sy = M +
moM ®@w Sy, 'idéal engendré par 7y est inclus dans le radical de Jacobson de Sy,
M ®w Sy est de type fini sur Sy, donc par le lemme de Nakayama, nous avons
M ®@w Sy = M", donc f = f ®Id. Par conséquent le foncteur est pleinement
fidele.

La quatriéme étape est I’étude du foncteur restreint a MF%\,M. Par construc-
tion, nous avons i* F(N) = N pour tout objet N de MF%Vﬁ. Montrons :

LEMME 18. Pour tout objet N de F0§>Mgo, libre comme Sp-module, si N =
i*(N), il existe un unique isomorphisme de (p,To)-module F(N) — N (qui se
réduit modulo To sur I'égalité N = i*(N)).

Démonstration. Présentons ici une démonstration de ce fait due a N. Wach.
Pour cela, considérons une base (e;)i1<;<q de N, adaptée & la graduation, et
(ai,;) la matrice des applications ¢" dans cette base (donc I'action de ¢ est
donnée sur F(N) par ¢(e;) =¢"7 > a; e;). Il faut alors prouver I'existence

1<i<d
et Punicité d’une base (f;) dans N vérifiant o(f;) =¢"7 Y a;;fi avec e; =
1<i<d
fi modulo m. Ce sera suffisant car en posant h(e;) = f;, nous aurons un
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morphisme de ¢-module, qui fera commuter 'action de I'y par unicité de celle-
ci, et qui modulo 7y redonnera l’identité.

Par construction du ¢-module filtré N, la base (e;) se releve en une famille (é;)
de N avec p(é;) € q"N. De plus, N est complet pour la topologie mp-adique
(car Sy lest), et modulo 7, (e;) est une base, donc N étant sans torsion, (é;)
est une base de A/ (nous pourrions aussi invoquer le lemme de Nakayama).
Donc, il existe a; ; € Sp tels que :

0(E) =q7 Y dié

1<i<d

et a;; = a;; modulo my. Posons a5 ; € Sy 'unique élément tel que a;; =
a; ; + moey j. Nous cherchons & modifier la base (&;) pour obtenir la base (f;).

Cherchons f; sous la forme f; = é; + moc;, et posons b; = >« ;€é;. Alors,
1<i<d

puisque ¢(mo) = ug” ',
d
w(éj + mocj) = p(é;) + umog? " p(c;), et en faisant apparaitre > ¢"7a; jmoc;,
i=1
nous obtenons

d d
w(éj 4+ moc;) = > g a; (6 + moci) + m0q" by + umoqPro(cy) — Y ¢ ai jmoc;
i=1 =1
autrement dit, nous cherchons les ¢; € N tels que

bj + qu_l_rfap(cj) — Z ;. 5Cy = 0
1<i<d

Nous résolvons ce systéme de maniére unique par récurrence modulo 7. A
chaque étape, le systéme se résout en faisant une récurrence modulo p*, en
utilisant que p — 1 — r; > 1 (par hypothese), donc que ¢?~1~"7 = 0 modulo
(p, o), et que la matrice (a; ;) est inversible modulo p. O

Pour terminer la démonstration du théoréme (c’est & dire prouver le lemme
précédent sans 'hypothese sur la liberté de V), nous aurons besoin de résultats
sur les modules de Wach, qui apparaitront plus loin dans l'article. La fin de la
démonstration sera faite a la section 4. O

Pour la suite, nous aurons besoin de faire intervenir un foncteur légerement
différent. Si N est un objet de MFyw?, son dual N* = Homg, (N,Z,) est un
objet de MF%,, donc F(N*) est bien défini.

DEFINITION 19. Le foncteur F~ est défini sur MF(,J‘ pour h <p—2 par :

F_(N) = (F(N*) ®s, Og)* :N®W Og

pour tout objet N de MFw. Il donne bien un (p,T)-module étale sur Og (donc
est a valeurs dans I‘<I>1\/I(é9t£). 1l s’étend de méme a MFw < —h >.
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REMARQUE 20. Le foncteur F consiste a munir N Q@w Sy (pour N objet de
MFw < h >) dune structure de (p,Tg)-module, et pour avoir un foncteur
défini sur MF‘_)J‘, nous prenons le dual. Pour retrouver exactement les résultats
du théoréme 1 cité dans Uintroduction, il faudrait définir F~ par F~(N) =
F(N*)*. Cet objet est le dual d’un (p,Tg)-module sur Sy de hauteur h, ce n’est
donc pas un (v, Ty)-module, car Uaction de ¢ construite par dualité ne le laisse
pas stable (de maniére générale, le dual d’un p-module sur Sy n’est pas un p-
module). Mais nous verrons plus tard que ¢’est un module de Wach, au sens de
[Ber04]. En étendant les scalaires a Og, nous retrouvons le foncteur donné dans
la définition précédente. Pour éviter d’avoir a introduire la catégorie des duaux
des (¢,Tg)-module sur Sy de hauteur h, nous n’utilise rons que la définition 19
(le théoréme 1 se déduira alors directement du théoréme 15, des propositions
81 et 35, de la remarque 39 et des propriétés des modules de Wach montrées
par L. Berger).

Remarquons que F~ peut étre défini sur MF;&‘tf (puis sur MFw ¢ < —h >)
en prenant pour un module de p-torsion le dual de Pontriaguine, et en passant
a la limite projective pour le cas général.

REMARQUE 21. Nowus pouvons définir F sur MF‘i,\;1 pour h < %2 en po-

sant F(N) = F(N @w WIh]) ®s, Og[—h] avec Og[—h] = F(W[h])* et W[-h]
Uobjet de MFR dont le W-module sous-jacent est W, avec Fil'(W[—h]) =

W sii<—h
{ 0sii>—h
morphe a F(N)* (cela se voit a Uaide de Uunicité de Uaction de Ty agissant
trivialement modulo o, et commutant & ¢, d’aprés le lemme 8.1.6 de [Wac97]),

et o M(z) = o(x). Alors, F(N*) est canoniquement iso-

et F s’étend alors en un foncteur sur MFw < £h > qui a des propriétés si-
milaires a celles de F, et qui préserve le dual.

3 LIEN ENTRE LE FONCTEUR ET LES MODULES DE WACH

3.1 FONCTORIALITE DE gy
Rappelons le Théoreme 1’ de N. Wach (cf. [Wac97]) :

THEOREME 1’. Si N est un objet de 1"0<I’M1§0 avec 0 < h < p — 2, alors
Hommry, (1*(N), Aeris) est isomorphe (en tant que représentation galoisienne)
a Homawmsg, (N, Oz ).

Enoncé dans le cadre (et avec les notations) qui nous intéresse, il devient :

THEOREME 1°. Si N est un objet de MF‘_,Jttf avec 0 < h < p—2, alors il existe
un isomorphisme gy : Vo, (F(N)) — Vens(N) de représentations galoi-
siennes. St en plus N est libre, en passant au dual, cela donne un isomorphisme
de représentations galoisiennes 'gn' : Vo, (F(N*) ®s, Og) — Veris(N)*.

Nous allons vérifier que cet isomorphisme est fonctoriel :
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THEOREME 22. Pour tout objet N de MFW o avec 0 < h < p—2, Uapplication
gn construite par N. Wach vérifie les propmetes de fonctorialité suivante :
1. pour tout morphisme f : N — N’ entre deuz objets N et N’ de MFVJ'tf,

nous avons Veris(f) o gy = gy o Vo, (F(f)) (cela s’applique en parti-
culier pour l'injection d’un sous-objet, ou pour la projection sur un objet
quotient).

2. pour tout objet N et N’ de MF{,&‘H, INoN' = gN D gn’ ;5

3. pour tout objet N et N' de MF;‘?tf, pour tout sous-objet L de N @ N’
tel que L soit un objet de MF;&‘)H, Uapplication gy ® gy Testreinte a
Vo.(F (L)) est égale & gr. En particulier, si N @ N’ est un objet de
MFG\?“, alors gneN' = gN @ Nt ;

REMARQUE 23. Le point (3) montre en particulier que Vepis(N @ N') est egal
d Veris(N) ®z, Veris(N') dés que N, N" et N @ N’ sont des objets de MFW of
avec 0 < h <p-—2.

Rappelons la construction de gn : N. Wach construit 'isomorphisme modulo
p" pour tout n & partir des morphismes d’anneaux (avec A& = W (R)N Og )
AL /p" — Wi (R)/mo et Aeris/p™ — Wi(R)/mo. Notons N := F~(N). Nous
avons la bijection V+ N /p™) == (N ®s, AL /p™)? — (N ®s, O, jpn )¢ (cf
[Fon90], p.296, ot c’est exprimé pour le foncteur contravariant). Or, N. Wach
a montré que pour N objet de MF(A}‘ avec 0 < h < p — 2, le schéma suivant

X ,
N/pn Qw AcriS/pn — N/pn Qw Wn(R)/WO <ji-/\/'/pn @5, A;/pn
k J

Vcris(N/pn) VA;r(N/pn)
induit un isomorphisme de représentations galoisiennes de V 5+ (N/p™) sur
Veris(IN/p™), Clest-a-dire que Ky = kn ok et Jy = jar 0 j sont toutes les deux
injectives, et ont méme image dans N/p™ Qw W, (R)/mo.

Tout ceci passe a la limite projective, et nous obtenons I’application gy bijec-
tive :

N®WACTZS*>N®WW /WO%N(@SOA—F

J/ \J

A+N

oit Vur (W) =lim _ V,+(N/p") = (N ®s, 45)7~! = Vo, (N @5, O¢).

Démonstration du théoréme 22. Pour la fonctorialité au niveau des fleches, il
suffit de remarquer que le diagramme suivant est commutatif (car Vo, (F~(f))
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est juste f ®Id) :

Vo (B~ (V) 25N, (- (V)

')

N

Id
N®A§LN’®A§

Jc Jer
f®Id
N @ W(R)/mo 22 N' @ W (R) /7o
ki Ky
fold

N ® Acris —_— N/ ® Acris

v, Veris(f) ~
Vcris (N) — Vcris (N/)
Le fait que gnon’ = gy @ gn’ se montre de la méme facon. Il reste donc a

voir le cas du produit tensoriel : considérons N et N’ deux objets de MF(A}‘tf

avec h < p — 2. Soit L un sous-objet de N ® N’ qui est dans MF;J‘H, posons
L=L®w Sy. Le diagramme suivant est alors commutatif :

L Qw A’Llcris(—> (N Qw Ac’r‘is) ®Acri3 (N/ Qw Acm’s)

J/kL lkN@kN/

L @w W(R)/m—— (N w W(R)/Wo) W (R) /0o (N’ w W(R)/’/‘TO)

/‘\jﬁ Tj/\/‘@j/w

L&s, A% (N ®s, AF) ® 41 (M ©5, 4F)

Par conséquent, application K ® K restreinte & Vepis(L) est égale & K,
et I'application Jyr ® Jp restreinte a VAg (L) est égale & J..

Le point important est que L étant un objet de MFQ&‘“ (par hypothese), ce
sont bien des bijections, et ce sont celles qui permettent de construire gy,.
Donc gy ® gn+ envoie VAg (L) sur Vepis(L) si L est un sous-objet de N @ N’

qui soit dans MF;&‘,“, et plus exactement, I'application gy ® gy restreinte a
VAg (L) est égale a gy,

Si N ® N’ est un objet de MFQ\?tf, le résultat précédent avec L = N @ N’
nous donne gngn’ = gN & gn-- D
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REMARQUE 24. Nous montrons de méme que pour (Ni,j)lgjgn,lgignj objets

n
de MF;J‘tf avec 0 < h < p—2, et pour L un sous-objet de @@ﬁlNM qui
j=1
soit dans MFQ‘?“, alors @ ®gp- (N, ;) restreinte a Vo, (F~ (L)) est égale a
gr-
Nous pouvons traduire ces résultats en disant :

THEOREME 25. Soit 0 < h < p—2, et notons G le foncteur exact de la catégorie
MFQ&‘M vers la catégorie des représentations continues de I'x sur les Z,-
modules de rang fini, défini par : si N objet de MF;&‘)tf, G(N) =V (F(N)).
Alors il existe g un isomorphisme de foncteurs entre G et Veris. De plus, nous
POUVONS SUPPOSEr que :

— pour tous objet N et N' de MF(A}"”, tel que N @ N’ soit encore un objet de

MFQ&ftf, nous avons gNoN' = gN Q gN- ;
~ pour tout uplet d’objets (Njj)i<j<n,1<i<n; de MF‘_)\?tf, pour tout sous-

n
objet L (dans MFG\}’“«) de @@;ﬁl]\fi,j, Papplication @ ®gn, ; restreinte
j=1

a Vo, (F~ (L)) est égale a gr.

3.2 LIEN ENTRE ['o®M§ ET TPMZ

Avant de parler de modules de Wach (qui sont des S-modules), il faut com-
prendre 'extension des scalaires So — S.

LEMME 26. S= @ S;, ousiz e S; et g€y est|a] (le relévement de
0<i<p—2

Teichmuller de o € F5), alors g agit sur x par g(x) = [a]'x.

Démonstration. L’application p; = = | ST X(g)"%g est un projecteur dont

)
gely
limage est S;, et les p; vérifient > p; =1d. O
0<i<p—2
LEMME 27. S a une base normale sur Sy, c’est a dire qu’il existe e € S tel que
(g(e))ger, soit une base de S sur Sy. De plus, p ne divise aucun p;(e).

Démonstration. En effet, il suffit de le montrer modulo p (et ensuite de relever
une base normale de k[[r]] sur k[[mo]], puisque Sy est complet pour la topologie
p-adique). Or, Fontaine a montré dans [Fon90], page 270, que le corps des
fractions de k[[n]], k((7)), est une extension galoisienne cyclique de degré p — 1
(donc modérément ramifiée) de k((mp)), dont le groupe de Galois est donné par
I'y. Donc, par un théoreme de E. Noether, il existe une base normale pour les
anneaux d’entiers correspondants. Enfin, si € est cette base (modulo p), alors

pi(e) =3, Xl(lfj)c;i g(€) est non nul (puisque chaque coordonnée suivant la base
(g9(e)) est non nulle (méme modulo p)), donc p;(e) sera bien non divisible par

p si e releve €. O
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En particulier, nous avons S; = p;(€)Sy (car p;(e)Sy C S;, puis e € B;p;(e)So,
@®;pi(e)Sp est donc un Sp-module contenant e et stable par I'y, donc S =
®ipi(e)So C @;S; = S). Puis, remarquons que p; o p; = 0 pour ¢ # j, donc
pour M un objet de T®ME, nous avons les p;(M) en somme directe dans M.
Enfin, p;(e)MY C p;(M), et p;(e) M7 est isomorphe comme Sp-module &
MY+ car M est sans p/-torsion, et p ne divise pas p;(e). Donc, nous avons que
pour M un objet de T®ME, M+ ®g, S = &, M7 @3, Sopi(e) s'injecte dans
M.

PROPOSITION 28. Soit M un objet de T®ME, alors M7 est un objet de
I‘0<I>M]‘S‘O, et M = MY @g, S. De plus, MY /my = M/m. Enfin, si M est
S-libre, alors MY est Sy-libre.

Démonstration. Nous avons que po(M) = M. Or, comme I’action de I'f est
triviale modulo 7, nous avons que pour tout z € M, x — po(x) € 7 M, donc si
N est le S-module engendré par MLf (c’est & dire que N' = M7 ®g, S d’apres
la remarque précédent la proposition), alors M = N + 7 M, donc comme M
est de type fini sur S, et que I'idéal engendré par w est dans le radical de S, le
lemme de Nakayama nous donne que M = N.

Puis, M est de type fini sur S, donc sur Sy (car S est un Sp-module libre de
rang fini par le lemme 27), donc engendré sur Sy par exemple par la famille
finie (m;). Alors, po(M) = M7 est engendré par la famille (pg(m;)) (car po
est un morphisme de Sp-modules), donc est de type fini. De plus, M7 étant
inclus dans M, il est sans p’-torsion.

Ensuite, nous avons que TMNMTS = 7o MUs 2 pour S, I'égalité 7.SNSy = 7Sy
provient juste de ce que 7y est un multiple de m, donc 795y C 7SN.Sy, et pour la
réciproque, que Sy = W{[mp]]. Cela se traduit par la suite exacte de Sp-modules

0 7T050 S S/?TS@S/SU‘)O

(la surjectivité vient juste de ce que S/m = W, et que W C Sp), et en tensorisant
par M's au dessus de Sy, nous avons la suite exacte de Sp-modules

00— My — M —— M7 M/M't ——0

ce qui traduit bien 7M N MLYs = 1o ML7. Par conséquent, M7 /g s’injecte
dans M/m, et laction de 'y provient de celle sur M/, qui est triviale par
définition. De plus, nous avons vu que pour tout x € M, z — po(z) € 7 M,
donc comme po(z) € M7, Papplication naturelle MYs /g — M /7 (dont
nous avons vu linjectivité) est surjective. Par conséquent, si M est S-libre,
M5 [y est W-libre et MY/ est sans mp-torsion, et donc Sy étant complet
pour la topologie mp-adique, une W-base de M7 /7y se releve en une Sp-base
de ML,

Enfin, ¢ commute & I', donc laisse stable M7, donc induit un morphisme
o : MY ®, 8y — ML, Pour étudier le conoyau, remarquons d’abord que
TRY E Sy Ry Sog— plx)y € Soetz®@y € SR, S — @(x)y € S sont des
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isomorphismes (préservant I’action naturelle de I'y), donc Sy ®(s,) SO[%] ~
So[%] et S®U(S)S[%] o~ S[%] (puisque S[%} est plat sur S et SO[%} est plat sur Sp).
Par conséquent, Sy Ro(So) S~ S®U(s) S et Sy X (So) S[%] o~ S®g(5) S[é] ; plus
présicément, si y; € S®4(s)S s’envoye dans S sur p;(e) (nous pouvons supposer
que yo = 1 car po(e) est inversible dans Sp), alors S ®,(g) S = @S0 @0 (5,) So¥i
et S ®p(s) S[%] = ®i50 Do (50) So[%]yi (c’est bien le méme y;, car S ®q(s) S
s'injecte dans S ®,(g) S[%], puisque S ®,(g) S est sans g-torsion). Et I'action
naturelle de I'y sur S®,(g) S[%] revient & dire que g(y;) = X(g)'y; pour g € T'y.
Puisque M = M"7 ®g, S, nous avons que M ®,(s) S[%] = MY @4 (s0) S[%] =
OiMTF @4 (s Sg[%]yi. Donc, MY ®,(s,) So[%] s’injecte naturellement dans
M Bq(s) S[g]s et (M @o(s) S[DTT = M7 @4(5,) Solg)-

Ensuite, ¢ : M ®,.5 — M est injective, de conoyau tué par ¢" (par définition),
donc comme S[%] est plat sur S, ¢ induit une bijection ¢ : M ®4(g) S[é] —
M ®g S[%]. Puis, S[%] = @iso[%]pi(e), donc M ®g S[%] = M7 ®g, S[%] =
oM ®g, So[%]pi(e), donc M7 ®g, S’O[%] s’injecte dans M®SS[%] et MY ®g,
S[%] = M®s S[%])Ff. Par conséquent, le diagramme

M ®,(5) S[A] —F— M @5 5[]
i J
MTF @4(s5) Solg] £ MEr g, Solq]

est commutatif, avec ¢ bijective, i et j injective, et ¢ (qui commute & Paction
de I'y) qui identifie (M ®4(s) S[%])Ff a (Mg S[%})Ff, donc ¢ est bijective
(donec M7 /po(MY7 @, Sp) est de g-torsion, donc tué par une puissance de q
car M7 est de type fini sur Sp).

Soit alors z € M"/. Par définition, il existe y € M®,(5)S = &M @, (5,) S0y
tel que ¢(y) = ¢"z. La commutativité du diagramme et la bijectivité de (g nous
donne que y € MYs ®J(SO)SO[%]. Donc nous avons y € (M"f ®J(SO)SO[%]) N(e®;
M @o(s) Soyi) = (MY @o(sy) Sol5]) N (M ®4s,) S0) = M @4s,) So-
En définitive, nous avons bien que M7 /ipo(MF @, Sp) est tué par ¢".
Finalement, nous avons bien que M"/ est un objet de To®ME, . O

REMARQUE 29. De la méme fagon que pour S;, nous montrons pour M un
objet de T®ME que p;(M) = MIF @g, S; = pi(e) M7,

THEOREME 30. L’extension des scalaires de Sy a S induit une équivalence
de catégories entre F0¢M§‘0 et I"I>M1§, préservant suites exactes et produit
tensoriel (si ce dernier est encore dans la catégorie). Un quasi-inverse est donné
par les points fizes par I'y.

Démonstration. L’essentielle surjectivité se prouve en remarquant que si f :
M — N est un morphisme de F(I)Mls‘, alors comme il commute a l’action de
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I't, f induit bien un morphisme de (¢, I'g)-modules entre M+ et N/ (qui
redonne f en étendant les scalaires de Sy & S). Le reste est immédiat & partir
des résultats précédents. O

3.3 MODULES DE WACH

L. Berger a défini dans [Ber04] le module de Wach N(7") d’un réseau T' d’une
Q,-représentation cristalline V' a poids de Hodge-Tate négatifs comme I'unique
S-sous-module de DT(T') := (A% ®z, T)x (avec AL = W(R)NOg ) vérifiant :
— N(T) est un S-module libre de rang la dimension de V';

— Dlaction de T préserve N(7T') et est triviale sur N(T")/7 N(T') ;

— il existe un entier r > 0 tel que 7" D(T) C N(T).

Il définit de méme le module de Wach N(V') d’une représentation cristalline
V' a poids de Hodge-Tate négatifs. L’unicité donne en particulier que N va
préserver somme directe et produit tensoriel, ce qui nous intéressera tout par-
ticulierement.

Donnons un résultat plus précis que le Théoreme 1’ de N. Wach :

PROPOSITION 31. Si N est un objet de MF;J‘ avec 0 < h < p—2, Do, (9n)
(qui identifie F~(N) = N ®w Og & Do, (Veris(N))) envoie N @w S sur
N(Veris(V)) (le module de Wach associé ¢ Vepis(N)).

Démonstration. En passant au dual, cela revient a dire que F(N*) ®g, S est
isomorphe & N(Veris(IV)*) par fonctorialité du module de Wach envers le
dual. Appelons T' = Vpis(N)* et r < p — 2 l'entier tel que Fil"(N*) # {0},
Fil’ ' (N*) = {0}. Remarquons que la structure de (p,g)-module de F(N*)
induit une structure de (p,T')-module sur N* @y S, et que N* Qu %S
est le dual (au sens généralisé des modules de Wach) d’un (¢, I')-module de
hauteur finie (puisque égale a r) sur S, donc par le résultat de J.-M. Fon-
taine (cf [Fon90], p.296), les périodes de N* @w 1S sont dans Af. Par
conséquent, Vo, ((N* Qw %S) ®s (’)5) = Vo, (F(N*) ®s, Og) = T =
(N* @w £9) ®s Af)? € N* ow =AY,

Puis, 'identification de N avec Do, (Vo, (N)) pour N un (¢, I')-module sur
Og¢ est induite par la multiplication dans Og . Donc, comme T' C N* @w

L AL, nous avons DH(T) C ((N* @w =Af) @ AL)* qui est identifié a

(N* Qw %Ag)H’C = N*"Qw %S Donc la dernieére condition de la définition
d’un module de Wach, 7" DT(T') C N* @ S, est vérifide.

LEMME 32. Sous les notations précédentes, nous avons linclusion N(T') C
N*Qw S.

REMARQUE 33. La démonstration donnée ci-dessous est exactement l’idée prin-
cipale de la démonstration de l'unicité du module de Wach (cf. proposition
II.1.1 de [Ber04))

Démonstration. Notons N7 = N(T) et Mo = N* @w S. N7 € DT(T) par
définition, donc nous avons l'inclusion 7" N7 C MN,. Soit © € N et s 'entier
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tel que m*z € MNa, mais 7%z ¢ wMNs. Choisisons = ¢ 7N] tel qu'en plus s
soit maximal, ce qui fait que 7°N7 C M. Comme 7z € N3 et que T' agit
trivialement sur As/mN5, nous avons pour tout g € T' que (g — 1)(7°z) €
7Nz, et nous pouvons écrire (g — 1)(rz) = g(7®)(g(x) — ) + (g(n¥) — 7%)x.
Comme T' agit trivialement sur N7 /7mN7, et que N7 C N3, nous avons que
g(m%)(g(x) — z) € wNa, et donc que (g(7®) — 7%)x € 7wNa, ce qui est une
contradiction si s > 1, parce qu’alors g(7®) — 7 = (X(g)®* — 1)7°* 4+ - --. Donc
nous avons bien N C N, autrement dit N(7) C N* @w S. O

L’étude du paragraphe précédent nous donne que le So-module N' = N(T)*+
est libre et N(T') = N(T)'7 ®s, S. Utilisons alors le fait que le foncteur F est
essentiellement surjectif (& cause de ’hypothése sur i) pour dire que N est
isomorphe en tant que (¢, g)-module & F(N*), donc N(7T) est isomorphe au
(p,T')-module N* @y S. Notons i cet isomorphisme.

Remarquons que N(T') ®s Og = Do, (T) = N* @w Og, car une représentation
cristalline est de hauteur finie. Par conséquent, 7 induit un isomorphisme de
Do, (T) qui envoye N(T') sur N* @y S, et comme il préserve DT (T), nous
obtenons bien N* @y S C DT(T), donc N* @w S = N(T) car il vérifie toutes
les conditions de la définition du module de Wach. O

Nous pouvons alors en déduire la proposition qui nous intéresse :

PROPOSITION 34. Soit N; ; des objets de MF%, avec 0 < h < p—2, L un sous-
objet (dans MF¥,) de M = @(@JN” Alors les isomorphismes de modules

de Wach
Do, (9n7,) : N(Veris(N7;)%) — Nij @w S
identifient L @w S a un module de Wach.

Démonstration. Les isomorphismes ! Dp, (9ny,) induisent un isomorphisme

@® i tDOs gN* N @@ Vcrls )*) — M Qw S

(puisque le module de Wach préserve le produit tensoriel). Nous utiliserons cet
isomorphisme pour identifier ces deux espaces.

Notons (e;) une base de M telle que (p®ie;) soit une base de L, avec «; €
NU {+0o0}. Notons aussi n = rgy, (M).

La proposition 17 affirme que L @y S est stable par I’ action de I'. Considérons

alors la sous-représentation galoisienne T de Uy; := @@ Veris( N * )*

définie par T' = Vo, (L @w Og). Montrons que N(T') = L ®w S, c’est-a-dire

vérifions les conditions qui caractérisent un module de Wach :

- Low S C T ®g, (’)gm N (Um ®z, Ag)H’C = DT (T) : Iinclusion provient
de ce que T' ®z, Oz = L®@w Og et NUu) = M ®@w S via liso-
morphisme (et donc M @w S C DY (Uy) = (Uy ®z, A5)x); égalité
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se montre en considérant les coordonnées suivant la base (e;), car si x €
T ®z, 0z N (Unm @z, AL)He alors il existe (3;) € (AE)™ et () € (’)gm
avecz =Y, Bie; = >, p*id;e;, donc B; = p*id; pour tout i, donc 3; € p*i A
pour tout 4, ce qui donne T'®z, Oz N (Um ®z, Af)He ¢ DT(T) (Iinclusion
réciproque étant immédiate) ;

— L ®w S est un S-module libre de rang égal & celui de T sur Z,, (qui est celui
de L ®@w Og sur Og, donc celui de L sur W);

— Daction de T' laisse stable L ®yw S (c’est la proposition 17) et est triviale
modulo 7 : action de I sur M ®yw .S étant triviale modulo 7 par construction,
pour v € I, pour i fixé, il existe (z;) € S"™! et (y;) € S™ tels que v(e;) =
e+ xie; et y(pYie;) = 3o, ypie;; done y; = 1 et pUiy; = ma;p*
pour j # %, donc 7 divise y; dans S pour j # i.

— il existe r un entier positif tel que 7" D1 (Ups) € M ®@w S, donc ce r donne
7" DY (T) C Mew SNLRw Oz = L@wS. Eneffet, siz € Mow SNLow
Og , alors il existe (8;) € S" et (6:) € (9" avec x =, Bie; = >, p*idie;,
donc B; = p*d; pour tout i, donc f; 6 p «§ pour tout i, ce qui donne
Mow SNLew O CLewS (inclusion réciproque étant immédiate).

D’ot1, nous avons bien N(T') = L @w S. O

Ce qui nous intéressera tout particulierement, c’est le corollaire suivant :

PROPOSITION 35. Soit N; ; des objets de MF‘_,\}1 avec 0 < h < p—2, L un
sous-objet (dans MF, ) facteur direct (comme W -module) de M = @ ®;Ni ;.

i
Alors les isomorphismes de modules de Wach

D(Dg (quv,j) : Ni,j Qw S — N(Vcris(Ni,j))
induisent un isomorphisme de module de Wach

L Qw S — N(vcris(L))

ot vcris (L): Vcris,p(DL) N @ ®;’21 Vcris(Ni,j)'
=1

Démonstration. Les isomorphismes Do, (gn, ;) induisent un isomorphisme
Do, (9um) @@) 1 Dog(gn, ;) M @w S — N(Veris(M))

Par dualité, il suffit de voir que si Ly = M/ L, alors Do, (gar) induit un isomor-
phisme de V¢pis(L) sur L ®w S. Posons T = Vo, (L @w O¢). La proposition
précédente nous donne bien que N(T') = L§ @w S (via Do, (ga))-

Puis, une propriété du module de Wach nous permet de conclure : N(T[%]) /T
s'identifie & Deris,p(T'®z, Qp) (par le théoreme I11.4.4 de [Ber04]), et I'applica-
tion gas envoie N(T')/m sur L§, donc nous avons bien que Deris,p(T ®z, Qp) =
Ly @w K, donc que T = V¢pis(L). O
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REMARQUE 36. Si M’ est le quotient du L considéré dans la proposition 35 par
le sous-objet L' (facteur direct comme W -module), alors Do, (gr) : LOw S —

N(Veris(L)) (qui induit aussi un isomorphisme L' @w S — N(Veris(L')))

induit par passage au quotient un isomorphisme M' @w S — N(Vepis(M')).

COROLLAIRE 37. So0it 0 < h < p—2. Soit M et M’ deuz objets de MFw < h >,
et f: M — M’ un morphisme de p-modules filtrés. Alors Veg(F(f) @ Idg) =

Vcris,p(f) .

Démonstration. Soient N;; et N, ; des objets de MFY,, L un sous-objet de
@&®N, ; et Lo un sous-objet facteur direct de L, tel que M = L/Lg, L' un sous-
objet de @ ® N ; et Lj un sous-objet facteur direct de L', tel que M’ = L'/Ly,
Nous allons montrer que les isomorphismes & ® Do, (g, ;) et ® ® Do, (gn; )
identifient f ® Id & Dg(Veris p(f))- '

Pour cela, il suffit d’utiliser la fidélité et la pleine fidélité de F combiné au
théoreme 30 (pour pouvoir dire que la réduction modulo 7 est injective sur
les morphismes de (¢, I')-module entre M @w S et M’ @y S), plus le fait que
D¢ (Veris,p(f)) modulo 7 redonne f (d’aprés les résultats de L. Berger dans
[Ber04]). O

COROLLAIRE 38. Soit M et M' deuzx objets de MFw <h >, et f : M — M’
un morphisme @-modules filtrés. Alors Veyis p(f) envoye Vo, (M @w O¢) dans
Vo, (M'@w Og). En particulier, en passant au dual, V cpis devient un foncteur
en posant vcris (f) = Vcris,p (f)

Démonstration. C’est une conséquence immédiate du corollaire précédent, et de
ce que si T et T” sont deux Z,-représentations cristallines, alors un morphisme
de (p,T)-modules g : N(T) — N(T") induit Vo,(9) : T = Vo,.(N(T) ®s
Og) — T = Vos (N(T’) Rg Og) O

REMARQUE 39. D’aprés ce qui précéde, le foncteur Veps et le foncteur
Vo, oF~, tous deuz définis sur MFw < —h > et d valeurs dans Rep%‘;‘S(F;C),
sont isomorphes (l’isomorphisme est donné par la transformation naturelle g).

4  FIN DE LA DEMONSTRATION DU THEOREME 15

THEOREME 40. Pour 0 < h <p— 2, le foncteur F de MF%V,tf vers F0<I>Mkslo
a pour image essentielle I‘0<I’M}S‘0.

Pour montrer ce résultat, nous allons utiliser le théoreme 31 qui nous dit que
pour N objet de MF%,, F(N) ®s, S est le module de Wach de Vepis(N*)*.
Commengons par montrer :

PROPOSITION 41. Soit M un objet de I‘0<I>1\/I}S‘O (avec 0 < h < p—2) de p-
torsion, et T' = Vo, (M ®g, O¢) la Z,-représentation galoisienne correspon-
dant au (p,T')-module sur Og obtenu a partir de M. Alors il existe T" C T deux
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Z,-représentations galoisiennes cristallines (c¢’est & dire que le module sous-
Jjacent est libre sur Z,, et en rendant p inversible nous avons une représentation
cristalline) a poids de Hodge-Tate dans [—h, 0] telles que T' s’identifie au quo-
tient de T par T".

Démonstration. Le Théoreme 17 de [Wac97] (et la proposition 31) donne que
T" = Homg, ( Veris (Homw(i*(/\/l),@W/p”)),hi)nzp/p”). En notant X* le
dual de Pontriaguine d’un module de torsion X, cela s’écrit plus simplement
en T’ = Vs ((./\/l/wo)*)*. Puis, puisque (M /m)* est un objet de la catégorie
MF{,‘;ttf, la proposition 1.6.3 de [Win84] nous donne qu’il existe M; € MF{,‘}1
et un épimorphisme M; — (M /my)*. Le foncteur Vs étant exact, il existe
donc une Z,-repésentation cristalline 71 (71 = Veris(M7)) dont les poids de
Hodge-Tate sont dans [0, 2] et un épimorphisme T — Vyis ((M/ﬂ'o)*).

Comme M est supposé de p-torsion, Veris ((M/m)*) est de p-torsion et
de type fini, donc il existe un entier n tel que p"™ Vris ((M /Wo)*) =
{0}. Alors T'/p™ se surjecte toujours sur Veps ((M/m)*), et en passant
au dual de Pontriaguine, T’ s’injecte dans Homg, (T} /p”,li_n}Zp/p") =
Homgz, (T1,Zy)/p™ (car T est un Z,-module libre). Si f est la projection cano-
nique Homg,, (T1,Z,) — Homg, (T1,Z,)/p", alors T = f~'(T") convient (et il
suffit de prendre T" égal au noyau de la projection f|r). O

PROPOSITION 42. Soit M un objet de FO@M}S‘O (avec 0 < h < p—2) de p-
torsion, T" = Vo (M ®g, Og) et T" C T les représentations données par la
proposition ci-dessus. Alors M ®g, S s’identifie & N(T')/ N(T").

Démonstration. Notons M; = M®g, S et Moy =N(T)/ N(T") (tous les deux
vus dans le (¢, T')-module M ®g, O¢, car N(T)NDo, (T7) = N(T") : en effet,
notons "= N(T)NDo, (T”) = N(T)NT" ®z, Og _qui est stable par I'action
de T, nous avons que NN 7 N(T) = A puisque 7 est inversible dans Ogm7
donc N/ s’injecte dans N(T')/, donc I' agit bien trivialement sur A/. Puis,
T" ®z, Op N (T ®g, Af)Hre = DT(T"), car si (e;) est une base de T telle
que (p%ie;) est une base de T (avec «; € NU {400}), alors un élément x de
l'intersection s’écrit x = ), wje; = >, p*“'y;e; avec x; € A; et y; € Og ;donc
yi € p_‘”Ag N0z = A;f si a; # 400, et {0} sinon, donc » € T" ®z, Al
et est fixé par Hy, donc T ®z, Op N (T @z, AZ)"* € DH(T”) (Vinclusion
réciproque étant immédiate). Donc nous avons N C DT (T") puisque N(T) C
(T ®z, A§)* = DT(T). Enfin, #" DT(T) C N(T), donc =" D (T") C N(T),
et comme 7" DH(T") C T” @z, Og , nous avons bien que 7" DT (T") C N.
Ces conditions caractérisent le module de Wach de 7", donc N(T)NDp, (T”) =
N(T")).

D’apres les résultats p.296 de [Fon90] (I’égalité entre D§ et j, oD%) (ou bien le
lemme IIL5 de [Col99]), nous avons My C DT (T”) et My C DT (T”), puisque
tout deux sont des S-modules de type fini stables par ¢ et p-étales (puisque
de g-hauteur finie). Puis, l'action de T" est triviale modulo 7 dans les deux cas
(puisque c’est le cas par définition sur N(7T'), et que 'action de T'g est triviale
modulo 7y sur M).
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D’apres le Théoréme I11.3.1 de [Ber04], nous avons I'inclusion 7T ®z, Al C
N(T)®s A;I. Par conséquent, en projetant nous obtenons que 77" Rz, AJSr C
Ms ®g AL Par définition, nous avons que D (T") ¢ DT (T") ®s A C T' ®z,
Ag, donc en prenant les points fixes sous I’action de Hy, nous avons DV (T") C
(DH(T") ®s A;C)HK C (T ®z, A;)H’C = D™ (T"). Donc, en prenant les points
fixes sous Hx dans I'inclusion 7"T" ®z, Ag C Ms ®g A;C, nous obtenons que
W DT(T') C (M2 ®s Ag)H'C. Donc nous avons 7" D+(T") C M en vertu du
lemme :

LEMME 43. Soit N un S-module de type fini sans p’-torsion, alors (N ®s
A" =N

Démonstration. C’est une conséquence de la proposition 1.2.7 de [Fon90], qui
nous donne (sous les hypotheses du lemme) une filtration décroissante A; de NV,
telle que NV; /N1 est soit S/p-libre, soit S-libre. La propriété cherchée est stable
par suite exacte, c’est & dire vérifie quesi0 — N — N — N’ — 0 est une suite
exacte de S-modules, et que (N ®g AJSF)H'C =N", (N'®s Ag)H'C = N, alors
(N ®s AE)H’c = N. Donc il suffit de montrer le lemme pour N qui est S-libre
ou S/p-libre, ce qui provient de ce que (A5)Hx = S et (AL /p)Hc = S/p. O

Puis - M est le dual (de Pontriaguine) d’un (¢,T')-module sur S de hauteur
inférieure ou égale & h, sans p’-torsion, donc T" = Vog(ﬂ%/\/l ®s, Og) vérifie
T' = (HM ®s, AL)? (cf [Fon90], p.296) puisque 0 < h. Donc T’ ®z, Af C
T%h./\/l ®s, A;C, et en prenant les points fixes sous Hyc (et par le lemme précédent),
nous obtenons D*(T”) € My, donc 7" DT (T") C M;.

Ces conditions impliquent que la démonstration du lemme 32 s’applique ici (car
h < p—2, pour que nous ayons si 0 < s < h, X(g)® —1 inversible dans Z, (c’est
a dire X(g)® — 1 # 0 modulo p) pour un g € I'), et donc M; = Mo. O

REMARQUE 44. L’unicité d’un tel module n’est plus vrai en général : dans
S/pS, S/pS et wP~1S/pS sont deuzx S-modules de type fini, avec action de T
triviale modulo 7, et si T = Vo, (Og/p) (c’est a dire Fy, avec Uaction triviale),
alors DT (T) = S/pS, donc la derniére condition est aussi vérifiée.

Il ne reste donc plus qu’a passer d’'un module sur S a un module sur Sy, ce qui
est donné par le lemme suivant (qui est une conséquence immédiate de 1’égalité

S = @ Si)I

0<i<p—2
LEMME 45. Soit M un Sy-module, alors (M ®s, S)Ff = M.

Ces propositions et ces lemmes mis bout a bout nous donnent le théoréme
dans le cas d’'un objet de FOQM}S‘O de p-torsion. C’est a dire que si M est
un objet de I‘O‘I’MIS‘0 (avec 0 < h < p — 2) de p-torsion, alors il existe M
un objet de MFYy ¢ tel que M = F(M). Et plus précisément, nous avons
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M = i*(M) = M/x. Donc, dans le cas olt M n’est pas supposé de p-torsion,
nous avons que M/p™ = F(i*(M/p™)) pour tout n, donc en passant a la
limite projective, nous obtenons bien que M = F(i*(M)), ce qui donne bien
I’essentielle surjectivité de F, et donc termine la démonstration du théoreme
40 (et donc du théoreme 15).

5 LE POINT DU TORSEUR

5.1 CONSEQUENCE DES THEOREMES PRECEDENTS

Pour tout objet N de MF;&‘ avec 0 < h < p — 2, construisons fy comme la
composée :

L .
Veris(N) @z, Oz -2 Vo (F~(N)) ®z, Op — X F~(N) @0, O _

N ®w Ognr

ol ¢ est I'isomorphisme de Fontaine (cf. paragaraphe 1.1.2), gy 'isomorphisme
de N. Wach (cf. paragraphe 3.1), et F~ est le foncteur construit a la fin de la
partie 2.

De la proposition 35 nous déduisons (toujours & 0 < h < p — 2 fixé) :

PROPOSITION 46. Pour tout uplet d’objets (N; j)1<j<n,1<i<n, de MF, pour

n
tout sous-p-module filtré L facteur direct (comme W -module) de @ ®?i1Ni’j,
j=1
Vapplication @ ®fy, ; envoie Veris(L) ®z, O?w bijectivement sur L Qw Ofm‘

Démonstration. Rappelons que Veyis(L) = Veris p(Dr) ﬂ@ ®:2 1 Veris(N; ).
j=1

Comme corollaire de la proposition 35, 'inverse de la fonction wg;g (Veria(N)) ©

(Do, (gn)®Id) vérifie la propriété recherchée, car Do, (gn) envoie L&y S sur

N(Veris(L)), donc L&w Og sur Do, (Veris(L)). 1l suffit alors de remarquer que

fv = vp-(v)o(9y ®1d) = (Do, (gy")®1d) OUD o, (Veus (V) PAT commutativité
du diagramme suivant :

“lold
Veris(N) ®z, Op ——~ Vo, (F~(N)) ®z, Og

JwDogwcris(m) P}F(N)

Do, (Veris(NV)) ®o, OEW W F~(N) ®o, ng
[OFAN‘IN

car Do, et Vi, sont des foncteurs quasi-inverses I'un de I'autre. O
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En combinant ce résultat et celui de la remarque 24, nous obtenons
PROPOSITION 47. Si L est un sous-objet dans MF de @@’jNi,j avec N;

des objets de MF(,J’ avec 0 < h <p—2, alors Vepis(L) C @@j Veris(N)i ;-
i

REMARQUE 48. Cette propriété peut étre montré directement, en utilisant les
propriétés des périodes des Lubin-Tate (qui donnent par produit les périodes des
modules élémentaires) et le fait qu’un p-module filtré simple est élémentaire,
donc que (par Jordan-Holder) tout p-module filtré tué par p a une filtration
dont le gradué associé est somme directe de modules élémentaires.

Combiné avec le Théoreme 1°, et en introduisant F; et Fy les foncteurs exacts
de la catégorie MF;&‘ vers la catégorie des Og -modules libres de rang fini,
définis par : si M objet de MF;J,“, Fi(M) = Veis(M) ®z, Op et Fo(M) =
M @w Og , nous obtenons :

THEOREME 49. Pour 0 < h < p—2 fizé, il existe f un isomorphisme de foncteur

entre Fy et Fo. De plus, vis a vis du produit tensoriel, I’isomorphisme peut étre

choisi de telle sorte que :

— pour tous objets M et N de MF;J‘ tels que M @ N est encore un objet de
MFQ\?, alors le diagramme suivant est commutatif :

f
Veris(N @ M) © Og, | — (N@M)oOg

| |

(Vcris(M) ® Og-nr) ® (Vcris(N) ® Ognr) m}) (N ® Ognr) ® (M & Og-nr)

~ pour tout uplet d’objets (N; j)i1<j<n,1<i<n, de MF;&‘, pour tout sous-objet

n
L de @ ®?i1Ni7j dans MF;&‘, Uapplication € ®fy, ; restreinte d Veris(L)
j=1
est égale a fr, ;
— pour tout uplet d’objets (Ni;)i<j<n,1<i<n;, de MFW', pour tout sous-p-
n

module filtré L facteur direct (comme W -module) de @ ®:2,N; j, Uapplica-

Jj=1

n
tion @ ®fy, ; envoie (Vcris,p(DL) N @ ®?i1 Vcris(Ni,j)) ®z, Ognr bijecti-
j=1
vement sur L Quw Ofm‘

Il faut juste regarder le comportement de f vis a vis du dual pour pouvoir
déduire du théoreme 49 le théoreme 2 de I'introduction.
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5.2 f ET LE DUAL

Pour la suite, nous aurons besoin de définir fy pour NV ayant des poids a la fois
positifs et négatifs (par exemple si N = End(M) pour M un objet de MFy").
Rappelons que W[—h] est l'objet de MF;J‘ dont le W-module sous-jacent

. e
est W, avec Fil'(W[-h]) = { Wistis—h et ¢ "(xr) = o(z). Rappelons

0sit>—h
que Zy(h) est la représentation galoisienne Z,(1)®" pour h > 0 (et Z,(h) =
Zp(—h)* si h < 0), et que Oz (h) = Og ®z, Zy(h). Nous pouvons alors
définir :

DEFINITION 50. Supposons 0 < h < 1’2;2. Posons vcris(N) = Veris(N ®
W[—h])®z,Zy,(—h) pour N objet de MF‘i,Jl, et \Nfcris(f) = Veris,p([f) restreinte
a Vcris(N) pour f : N — N’ fleche de MF%}1 Pour tout objet N de MF%EJ‘
nous pouvons définir fx de la facon suivante : remarquons que \N/'Cﬁs(N) ®
OEM = (VcriS(N ® W[-h]) ® Z:D(_h)) Sz, (’)gm = (Vcris(N ® W[-h]) ®
Og ) ®o, Ogﬂr(fh), et notons f, = tf(;; —n)’ alors fn est Uisomorphisme

nr
nr

fnew[—n ®fh

{}cris(N) b2 OEW ((N ® W[_h]) ® Ognr) ® Oé’\m‘ [h’]

|

N ®w O,

Nous avons bien que Vepis(N) 2 Veris(N) @z, Veris(W[—h]) ©z, Zy(—h) =~
Veris(NV) de maniére naturelle pour N un objet de MF, car N ® W[—h] est
un objet de MFQ‘?h, et comme 2h < p—2, nous pouvons appliquer la remarque
23.

Un quasi-inverse de Vpis est donné par Deris(V) = Deris(V ®Z, (h)) @w Wh].
Une fagon naturelle de voir Vepis(N) dans N @y Aepis est de dire que

Vcris(N) = FIIO(N Qw tihAcm's)Lptih

Avant de continuer de regarder les propriétés de vcris, introduisons g, pour
N un objet de MF%l si0<h< L;Q de la méme fagon que précédemment. De
la proposition 35 et de la remarque 36, nous déduisons :

COROLLAIRE 51. Pour tout uplet d’objets (N; j)i<j<n,i<i<m de MF%J‘ avec

0<h< %, pour tout sous-objet L facteur direct (comme W-module) de

n
@@ﬁle et pour tout quotient M de L, les applications 9N, induisent
j=1
un isomorphisme de représentations de T'x, de Vo (F~(M ® W[-mh])) ®
Zy(—mh) sur un réseau de Vepisp(Dar) (qui est Uimage de Verisp(Dr) N

n
@ ®:2 1 Veris(N; j) par Uapplication projection,).
j=1
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Puis, pour I’étude vis a vis du dual, montrons d’abord le lemme suivant :

LEMME 52. Pour tout objet N de MF%1 avec 0 < h < %_2, Uapplication
surjective naturelle
N@N*——W
induit un isomorphisme
Veris(N) = Vris (N)*
dont le crochet de dualité correspond a V eris,p(T).

Démonstration. Soient | € Net !’ € N tels que N@W/[—I] et N*@W -] soient
des objets de MF(NZh. Puis, W désigne l'objet trivial de MF%“, et donc 7 induit
une application F~(7) : F-(NQW|[-I]))®0, F~ (N*@W[-U']) — Og[-(1+1")],
dont I'application linéaire sous-jacente est toujours celle obtenue par le crochet
de dualité (c’est juste m ® Id), donc induit un isomorphisme entre le dual de
F™(N @ WI[-I])) ®0, Ocer et F~(N* @ W[-1'])) ®o. Ocer (ot p(er) = ¢"¢;

et gle,) = % pour g € T'). Cet isomorphisme de Og-modules est en

fait un isomorphisme de (¢, I')-module, car F~(7) est un morphisme de (¢, I')-
modules. Comme V¢, préserve le dual, en notant \7@5 (N) = Vo, (F(N®
W) ®z, Zp(—l) = Vo, (F~(N ® W[-I]) ®o. Ocer) et Vo (N*) =
Vo (F~ (N @ W[-I')) ®z, Zy(-l') = Vo, (F~(N* @ W[-1]) ®o, Ocer),
nous avons que Papplication Vo, (F~ (7)) identifie le dual de Vo, (N) (comme
représentation de ') & Vo, (N)*.

Or, Vo, (N) est isomorphe & Vepis(N) (via §y) et Vo, (N*) est isomorphe
Veris(N*) (via g+ ). Pour conclure, il suffit d’invoquer la commutativité du
diagramme suivant (d’apres le corollaire 37) :

vog (N) & voe (N*) Veris (N) & Vcris(N*)

INOIN*

\705 (F(W))J Vcris,p(”)J/

Vos (F_ (W)) - Vcris(W)

Nous en déduisons alors :

LEMME 53. Sous les conditions du lemme 52, Uapplication fn est fonctorielle
vis a vis du dual, c’est-a-dire que le diagramme suivant commute :

~ (th)fl

Veris(IV)* ®z, Ogm — s N*" Qw Ogm

| |

~ fx *
Vcris(N*) ®Zp Ogm —— N* ®w Ogm
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D’ou, en rassemblant tout ceci, nous obtenons le théoréeme suivant :

THEOREME 54. Soit0 < h < 172;2, et notons Fi le foncteur exact de la catégorie

MF%E&‘ vers la catégorie des (’)gw-modules libres de rang fini, défini par : si N

objet de MF%‘, Fi(N) = Veris(N) @z, (’)gw. Alors il existe f un isomorphisme

de foncteurs entre .7?1 et Fo, préservant le dual. Nous pouvons supposer de plus :

— pour tous objet N et N’ de MF%‘, tel que N ® N’ soit encore un objet de
MF3E, fyven =y @fy;

— pour tout uplet d’objets (N;;)i<j<n,1<i<n; de MFGP, pour tout sous-p-

module filtré L facteur direct (comme W-module) de @ ®:2,N; j, Uapplica-
j=1

n
tion € ®FN7‘,J envote (Varis,p(Dr) N @ ®?:jl Veris(Nij)) ®z, Ogm bijecti-
=1
vement sur L @y Ofm'

6 POSITION DES RESEAUX

Pour tout ce paragraphe, nous supposerons donnés p : I'k — G(Z,) une
représentation cristalline & valeurs dans les point sur Z, d’'un groupe algébrique
lisse sur Z,, G, et U un Zy-module libre de rang n, avec o : G — GLy une
immersion fermée.

6.1 DESCRIPTION DES GROUPES PLATS SUR Z,

Notons Uy = U ®z, W. Identifions G' avec son image dans G'Ly. Nous al-
lons donner une définition plus exploitable de Gw = G xz, W dans un cas
particulier :

Prenons une base de U et supposons que 'immersion de G dans G Ly induise
une immersion dans Endy (c’est-a-dire G = Spec(Z,[X; jli<ij<n/I))-

Notons Zp[X; j]<a les polynémes de degré total inférieur ou égal & d. Le groupe
GLy agit sur Z,[X; ;] par : pour toute Z,-algebre R, si f € R[X; ], et s €
GLy(R), alors ns(f) est le polynome défini par ns(f)(y) = f(s~'y). Cette
action est linéaire et laisse stable Z,[X; ;]<a-

PROPOSITION 55. Soit G = Spec(Zy[X; jl1<ij<n/I) un groupe algébrique plat
sur Zy, sotent (fi,---, fr) des générateurs de U'idéal I, et si d est le mazimum
des degrés totauz des f;, posons E = INZy[X; j]<q. Alors E est facteur direct,
et pour toute Zy-algebre R, si Er = E®z, R, G(R) = {g € GLy(R)|ny(ERr) =
Egr}.

REMARQUE 56. Si« : G — G Ly n'induit pas une immersion fermée de G dans
Endy, il suffit de composer o avec une immersion fermée 3 : GLy — GLy»

tel que B induise une immersion fermée de GLy dans Endy:. Par exemple,
U =U®&Z, avec 3 =1d @5, ou bien U' =U G U* (0w U* est le dual de U)
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avec B(g) = (9,9~ 1). Par contre, le E donné par la proposition 55 dépendra
du morphisme 3 considéré.

Démonstration. Commencons par le lemme suivant :

LEMME 57. Pour toute Zy-algebre R, le module I ®z, R s’injecte dans R[X; j].

Démonstration. Pour tout k, notons Ey, = INZ,[X; jl<k. Le module Z,[X; ;]<k
est un Z,-module libre de type fini, et Z,[X; j]<x/FE}) est sans p-torsion car il
s'injecte dans Z,[X; jli<ij<n/I qui est plat sur Z, (par hypothese). Donc le
module Ej, est un Z,-module libre facteur direct dans Z,[X; j]<x. Donc Ej, est
un facteur direct de Z,[X; ;], par conséquent Ej, ®z, R s’injecte dans R[X; ;].
Or, I est la réunion des Ey, donc I ®z, R s’injecte dans R[X ;]. O

Au passage, nous avons démontré une assertion de la proposition, a savoir que
FE .= E; est facteur direct.

Notons H le groupe algébrique défini par H(R) = {9 € GLy(R)|ny(Er) =
ER}. L’application naturelle H — G Ly est une immersion fermée et H(R) =
{9 € GLy(R)|ng(ERr) C Eg} car E est facteur direct. Nous voulons montrer
que H = G. Si s € GLy(R) vérifie n,(Er) = ER, alors pour tout 4, n(s)(f;) €
Er C I ®z, R, donc n(s)(fi)(Id) = 0 car Id € G(R). Donc, par définition
de l'action, f;(s™!) = 0 pour tout i, donc la famille (f;) étant une famille de
générateurs de I'idéal I sur Z,, nous obtenons s~ € G(R), or G est un groupe,
donc s € G(R), ce qui montre l'inclusion H(R) C G(R). Donc il existe un
monomorphisme H — G.

Montrons que c’est une immersion fermée : le morphisme H — GLy est
une immersion fermée, et « est par hypothése une immersion fermée de G
dans GLy. Donc, en notant A[K]| l'algebre affine d’'un groupe K, les fleches
A[GLy] — A[G] et A|[GLy] — A[H] sont surjectives, et nous avons le dia-
gramme commutatif suivant :

A[G] «—— A[GLy]
|~
A[H]

par conséquent, la fleche A[G] — A[H] est surjective, donc H — G est bien
une immersion fermée.

Nous allons maintenant montrer que G et H ont méme fibre générique. Pour
cela, donnons une description de G semblable a celle de H :

LEMME 58. Pour toute Zy-algebre R, nous avons
G(R) = {9 € GLu(R)Iny((I ®z, R) N R[X; j]<a) = (I ®z, R) N R[X;;]<a}

Démonstration. Fixons R, et posons M = (I®z, R)NR[X; jl<a. Sis € GLy(R)
vérifie ny(M) = M, alors pour tout i, n(s)(f;) € M C I ®z, R, donc
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n(s)(fi)(Id) = 0 car Id € G(R). Donc, par définition de I'action, f;i(s~1) = 0
pour tout ¢, donc la famille (f;) étant une famille de générateurs de I'idéal T
sur Z,, nous obtenons s~ € G(R), or G est un groupe, donc s € G(R), ce qui
montre une inclusion.

L’inclusion réciproque sera un corollaire du lemme de Yoneda : d’abord, il suffit
de montrer que 1s(M) C M, car n est une action de groupe. Puis, si s € G(R)
et f € M, notons P = n(s)(f). Pour toute R-algébre B, pour tout g € G(B),
nous avons P(g) = f(s7'g) =0 car s~'g € G(B) et f € I ®z, R, donc P est
dans I ®z, R (et de bon degré, donc P € M) par la remarque suivante :

Soit G = Spec(A/I) un groupe algébrique au dessus d’un anneau R, alors
si J = {f € A| pour toute R-algebre B, Vg € G(B), f(g) = 0}, nous avons
I = J. En effet, si K = Spec(A/J), alors K(B) C G(B) car I C J, puis la
définition de J nous dit que pour tout ¢ : A/I — B, J est inclus dans Ker(yp),
d’ot se factorise en ¢ : A/J — B, J, donc G(B) C K(B). Le lemme de Yoneda
donne alors G = K, donc I = J. O

LEMME 59. Soit S/R une extension d’anneau, supposons que S est plat sur R.
Alors, (I ®z, R) N R[X, j]<qa) ®r S = (I ®z, S) N S[Xi j]<a-

Démonstration. En effet, notons My = I ®z, R, My = R[X; j]<q et M3z =
R[X; ;], alors nous voulons voir que (M1 NM) ®gS = (M1 ®rS)N(M2®gS).
Or, nous avons la suite exacte courte de R-modules

0—— My N My —— Ms *)Mg/Ml EBM3/M2

et nous avons supposé que S est plat sur R, donc en tensorisant par S au dessus
de R, nous obtenons que

()4)(M1ﬁMg)@S‘)M;j@S‘)(Mg/Ml)@S@(Mg/Mz)@S
est une suite exacte, ce qui conclut car (M3 /M;)®rS = M3®@rS/M;®@rS. O

Puis, G et H ont méme fibre générique, par application directe des deux lemmes
précédents.

Il ne reste plus qu’a voir que si H — G est une immersion fermée telle que G et
H ont méme fibre générique, et G plat, alors H = G. Nous voulons montrer que
la fleche surjective A[G] — A[H] est aussi injective. G étant plat, ’application
naturelle i¢ : A[G] — A[G] ®z, Q, est injective. H et G' ayant méme fibre
générique, la fleche f : A[G] — A[H] donnée par 'immersion fermée induit une
bijection f, : A[G] ®z, Q, — A[H] ®z, Qp. De plus le diagramme suivant est
commutatif :

AlG) —L 5 AlH]

-

Ip
A[G} ®Zp Qpcﬁ A[H] ®Zp Qp
donc f est bien injective, donc H = G. O
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En fait, lors de l'identification de GLy avec GLy, z,, nous avons identifié la
représentation de GLy que sont les polynomes homogenes de degré i (noté
Z;[X,»J]) avec Sym‘(Endy) qui est un sous-objet de End$’, ou bien, dit autre-
ment, Z,[X; jl<a a été identifié & un sous-objet de @o<i<q End{y’. L’action de
GLy sur Z;, [X; ;] est le produit tensoriel de 'action naturelle de GLy sur U*
par action triviale de GLy sur U dans End%i = (U®z, U*)®; par conséquent
E est un sous-module de @ (U @@ U"® (ot n=rg(U)).

0icd vm
Appliquons ceci non pas au plongement «, mais & a* : G — GLy~, défini par
a*(g) = ta(g)~!. 1l existe alors E* = @ (U@ - @U)® NI un sous Z,-

0<i<k n

module (libre facteur direct) tel que s € a(G)(R) < s(Ef) = Ef (ou I* est
l'idéal définissant a*(Q)).
Rassemblons tout ceci dans le lemme suivant :

PROPOSITION 60. Soit G un groupe plat sur Z,, U un Z,-module libre de rang

n et a: G — GLy une représentation qui indwit une immersion fermée dans

Endy. Identifions G avec son image. Alors, il existe un entier k et un sous

Z,-module E (facteur direct) de U® - ®U)® laissé stable par Uaction
; ( ) EB;T)

naturelle de G(Z,) (provenant de celle de GLy, notée n) tels que G(R) = {g €

GL(R)|ng(ERr) = Er} pour toute Z,-algébre R.

Nous pouvons alors définir sur M = D¢is(U) (ou sur ﬁcris(U) suivant les cas)
un groupe algébrique sur W, Gy, par : si  est Paction naturelle de GLj; sur
@ (M@ --@M)® alors Gy(R) = {9 € GLu(R)|ng(Er) = Er} pour
—_————
0<i<k n fois

toute W-algebre R. Il ne reste qu’a bien choisir E' en liaison avec E, ce qui
nous conduit au théoreme suivant :

THEOREME 61. Supposons G lisse sur Z,. Si o : G — GLy induit une immer-
sion fermée dans Endy et si la représentation de T'x induite sur U par a (et
par p: T — G(Zp)) vérifie

— soit elle est & poids de Hodge-Tate dans [0,h] avec 0 < h
— soit elle est & poids de Hodge-Tate dans [—h,h] avec 0 <
alors, en prenant

E = Dcris,p(E ®z, Qp) N @ (Dcris(U) ) Dcris(U))®i

0<i<k

<p-—2
h < =2

p
<

n fois

dans le premier cas, ou

E = Dcris,p(E ®Zp Qp) n @ (ﬁcris(U> PP ﬁcris(U))®i

0<i<k

n fois

dans le deuzieme cas, il eriste une bijection ¥ : U @z, W — M qui identifie
G Xz, W et Gy.
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REMARQUE 62. Pour qu’une application W bijective identifie G xz, W et G,
il suffit de montrer que l’application naturelle induite par ¥ envoie E ®@z, W
bijectivement sur E.

6.2 DEMONSTRATION DU THEOREME 61

Soit h : Ur = U ®z, R ~ Mg = M ®w R un isomorphisme de R-modules,
alors h induit s(h) de @ (Up @ -+ @ Ugp)®" sur @ (MR @ ---® Mg)®",
" N—— Y N————
0<i<k 0<i<k
qui est aussi un isomorphisme.
Considérons alors

Isom(R) = {h : U ®z, R~ M ®w R|s(h)(Eg) = Er}

pour R une W-algebre. C’est un sous-W-schéma de Isomw (U ®z, W, M) (les
W-isomorphismes de U ®z, W sur M).
Il est non vide, car fp_ () (ou fg ) suivant les conditions sur les poids

n fois n fois

de Hodge-Tate) induit un élément de Isom(Oz ). C’est une retraduction du
théoreme 49 (ou du théoreme 54)

LEMME 63. Le schéma Isom xyw Og  est un torseur trivial sous G xw Og .

Démonstration. G agit naturellement et fidelement a gauche sur Isom : si
f € Isom(R) et g € G(R),

U®z, R—2+U®z, R—s Moy R

est bien un isomorphisme.
Puis, ’application naturelle

®1 ®1
P ue-a)¥e,R_nm P U - aU) R

0<i<k n fois 0<i<k

P Mo oM ewR
0<i<k n fois
s’identifie naturellement a s(f o g).
Enfin, la définition de Isom, la proposition 60 et le fait que s(fog) = s(f)on,
donnent bien s(f o g)(Egr) = ER, donc que fog € Isom(R). Le groupe G agit
donc sur Isom par (g, f) — fog™ '
La fidélité provient de ce qu'un élément de Isom est un isomorphisme de mo-
dules.
Pour finir, il reste & montrer que pour f, ' € Isom(R), il existe g € G(R) avec
f''= fog . Autrement dit, il faut voir que g = f'~! o f est bien un élément
de G(R). Cela se montre de la méme fagon que précédement. C’est la propriété
60 qui est le point essentiel. O
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Nous venons donc de montrer que Isom XWOA _est un G Xw Ogm—espace
homogene ayant un point sur Og , or G xw (’)A est un groupe lisse, donc
Isom x Og est lisse, donc Isom aussi (car la ﬂeche Spec(Og ) — Spec(W)
est ﬁdelement plate et quasi-compact, donc c’est une application directe du
corollaire 17.7.3 de EGA IV).

Isom est lisse, donc par le lemme de Hensel (cf. théoréme 18.5.11 b de EGA IV),
Isom(W) se surjecte (par la réduction modulo p) sur Isom(k). Si ce dernier est
non vide, nous aurons bien montré que Isom(WW) est non vide, ce qui prouvera
le théoreme.

Isom XWOA est lisse, donc, toujours par le lemme de Hensel, Isom(Ogm)
se surjecte sur Isom(Oz /p), donc le k-schéma Isom x Spec(k) est non vide
(car Og /p est une k- algebre) donc par le théoreme des zéros de Hilbert,
Isom x Spec(k)(k:) est non vide (car k est algébriquement clos). O
Remarquons qu’en nous donnant un Z,-module N C M qui engendre M comme
W-module (c’est & dire N @z, W = M), et tel que le Z,-module N’ = E N

@ No---a N)®i engendre E comme W-module (par exemple, avec les
————

0<i<k n fois

e -1
notations du paragraphe 1.3, N = M /™ (et alors N’ = EfE) ou N = M;:’ far

-1,
(et alors N/ = Euf fE)), nous pouvons définir Isom sur Z, par

Isom(R) = {h : U®z, R~ N ®z, R|s(h)(Er) = Ng}

pour R une Z,-algebre. Alors, par un théoreme de Lang (tout H-torseur défini
sur IF,, est trivial si H est un groupe algébrique sur [F,, connexe) , en supposant
que G est & fibre spéciale connexe, nous avons Isom(F,) non vide, donc par
lissité, Isom(Z,) est non vide, et donc sous cette hypothese, nous pouvons
supposer que ¥(U) = N. De plus, ¥ identifie G & une forme sur Z, de Gy
(celle qui est définie & I’aide de N').

COROLLAIRE 64. Sous les hypothéses et notations précédentes, si U’ est un
réseau de U @z, Q, laissé stable par l'action de G, alors \II[%} =V ey
envoie U' @z, W sur Deris(U') si les poids de Hodge-Tate sont positifs, ou sur
ﬁcris(U') sinon.

Démonstration. Notons M = Depis(U) (ou M = ﬁcris(U) si les poids de
Hodge-Tate ne sont pas tous positifs). Tout d’abord, quitte & multiplier par une
certaine puissance de p, nous pouvons supposer U’ C U. Puis, ¥ € Isom(W) C
Isom(Og ) et fir € Isom(Og ) (respectivement, fur € Isom(Og )), donc,
comme Isom est un G' xz, W-espace homogene, il existe g € G(057L7-) tel que
U = fj; 0 g (respectivement ¥ = fy; o g). Il suffit donc (puisque U’ est stable
par G) de vérifier la propriété pour fy; (ou fyr), or ceci provient juste de la
fonctorialité de fy; (et de far) pour les sous-objets. O
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6.3 EXEMPLES

Remarquons que GLy se plonge naturellement par une immersion fermée [
dans GLygu~ ou l'action sur U est 'action naturelle, et 'action sur le dual U*
est donnée par la transposée de I'inverse. De plus, § provient d’une immersion
fermée de GLy dans Endygu+«, car I'image de [ est un sous-groupe fermé de
SLygu~. Donc, si la représentation galoisienne U est a poids de Hodge-Tate
dans [0, ] avec B < 252, ou dans [~h, k] avec h < 232, alors I'immersion
o' = Boa vérifie en partie les hypothéses du théoréme 61. Soit alors F le sous-
module définissant G dans U @ U* (de la maniére décrite dans le paragraphe
6.1). Nous définissons de méme sur ﬁcris(U)GBf)cris(U)* un groupe Gy a laide
de

E = Dcris,p (E ®Zp Qp) N @ (ﬁcris(U) DD Dcris(U))®i
0<:<k

n fois

THEOREME 65. Si la représentation de Uy induite sur U par « (et par p) vérifie
— soit elle est a poids de Hodge-Tate dans [0, h] avec 0 < h < %

— soit elle est & poids de Hodge-Tate dans [—h,h] avec 0 < h < 22

alors, avec les notations précédentes, il existe un isomorphisme de W-module
U : Uz, W — M qui induit une bijection ¥ &0~ : (U U*) @z, W —
M @ M* identifiant G xz, W et Gpr. En particulier, le groupe Gar (plongé
dans GLpyrgn+ ) laisse stable M et M*.

Démonstration. Considérons le schéma Isom(R) = {h : U ®z, R ~ M ®w
R|s(h)(ER) = ERr} (ce n'est a priori pas le méme que celui considéré dans
la démonstration du théoreme 61, qui considere des morphismes définis sur
U®U"). Cest un G xz, W espace homogene, qui a un point sur W (cela se
montre de la méme fagon que lors de la démonstration du théoreme 61). O

6.4 DONNEES INITIALES POUR UN (-MODULE FILTRE

Formulons ici comment les idées introduites précédemment se traduisent dans
le formalisme introduit par Rapoport et Zink (cf. [RZ96]). Soit G un groupe
algébrique lisse sur Z, et p un morphisme de groupe de I'x dans G(Z,),
i : G, — G un cocaractere défini sur W, et b € G(W). Alors, a toute
représentation § : G — GLy ou U est un Z,-module libre de rang fini, nous
pouvons associer un objet Z(U) (qui aura vocation & étre un p-module filtré) :
— le W-module sous-jacent est U ®z, W = M;
— une filtration Fil'(M) = @ M; ou M est I'espace propre de poids j corres-
Jj>i
pondant & u; _
— des applications ¢* : Fil'(M) — M[%} définies par ¢° = p~ibo (Id ® o) sur
Fil'(M), c’est-a-dire si v = Y v ® xp € Fil'(M) avec vy € U et x € W,
k

©'(v) =p~* % o(zr)B(b) (vg).
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DEFINITION 66. Le triplet (u1,b,3) est dit admissible si Z(U) est un objet de
MFw ¢f.

Si G est supposé lisse, si § induit une immersion fermée de G dans Endy,
et Z(U) est un objet de MF;&‘ avec 0 < h < p — 2, nous pouvons faire de
méme qu’au paragraphe 6.1 : G est défini par £ un Z,-module bien choisi
d U®---aU)® (alors E W bjet de MF , et

e Ogék( ©---©U)*" (alors £ ®z, W sera un objet de Wtf), et sur

s n fois

Veris(Z(U)) nous construisons Gy, (z(v)) sur Z, par son foncteur des points
(si R est une Zy-algebre, Gy, (z(w))(R) est le sous-groupe de G Ly, (z(v))(R)
formée des éléments qui laissent stable

(Verisp(F €2, )0 @) Veris(M) &+ & Veris(M))®) @2, R
0<i<k

n fois

THEOREME 67. Sous les conditions précédentes, avec

— soit M est un objet de MFQ&’ avec 0 < h < p—2 et (B induit une immersion
fermée de G dans Endy,

— soit M est un objet de MF(,J‘ avec 0 < h < %,

— soit M est un objet de MF%1 avec 0 < h < 712;2 et B induit une immersion
fermée de G dans Endy,

— soit M est un objet de MF‘i,Jl avec 0 < h < "4;2,

alors il existe une bijection ¥ : M — Vs (Z(U)) @z, W qui identifie G Xz,

W et Gv.,..czw) xz, W. De plus, la représentation galoisienne associée a

Veris(Z(U)) est a valeurs dans G, (zw))(Zp).

Démonstration. L’existence de la bijection se montre de la méme fagon que
pour le théoreme 61 : nous introduisons un G-espace homogene Isom défini sur
Z,, nous montrons qu’il est lisse sur Z,, Isom(k) est non vide par le théoréme
des zéros de Hilbert, et le lemme de Hensel conclut. La définition méme de
GV .o (z(v)) implique que la représentation galoisienne associée a Veris(Z(U))
est & valeurs dans Gv__,_(z(v))(Zp). O

REMARQUE 68. Le théoréme de Lang a propos des torseurs définis sur les
corps finis implique que si la fibre spéciale de G est connexe, alors le torseur
Isom est trivial sur Fp. Autrement dit, il a un point sur Fp, que nous pouvons
relever a Z, par le lemme de Hensel. Par conséquent, si la fibre spéciale de G
est connexe, l'isomorphisme ¥ est défini sur Zy, c’est a dire qu’il induit une
bijection ¥ : U — Veris(Z(U)).
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