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ABSTRACT. In this work, we provide an integral f-adic realization
functor for Voevodsky’s triangulated category of geometrical motives
over a noetherian separated scheme. Our approach to the realization
problem is to study finite correspondences from the Nisnevich and
étale local point of view. We set the existence of a local decompo-
sition for finite correspondences which implies the existence of local
transfers. This result allows us to provide canonical transfers on the
Godement resolution of a Nisnevich sheaf with transfers and then to
carry out the construction of the f-adic realization functor. We also
give a moderate f-adic realization functor in some geometrical situa-
tions.
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INTRODUCTION

Nous nous intéressons dans cet article a la réalisation des motifs triangulés
géométriques de V. Voevodsky sur un schéma noethérien séparé S dans la
catégorie des coefficients f-adiques de T. Ekedahl [11] 1. M. Levine a construit
dans [25] une catégorie triangulée de motifs munie de foncteurs de réalisation
trés généraux. Ce travail fournit indirectement des foncteurs de réalisations
pour les motifs triangulés de Voevodsky dans les cas ol les catégories de [29] et
[25] sont équivalentes & savoir essentiellement le cas d’un corps parfait [25, 22].
Dans [18, 19] A. Huber fait directement le lien pour un corps de caractéristique

INous renvoyons & I’appendice A pour un rappel sur la construction de cette catégorie et
pour de plus amples précisions sur les notations utilisées dans le cadre ¢-adique.
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608 FLORIAN IVORRA

nulle entre les motifs triangulés de Voevodsky et la catégorie des réalisations
mixtes de [16] en construisant un foncteur de réalisation mixte.

Nous commencons ce travail en remarquant que la construction de la catégorie
triangulée des motifs mixtes géométriques de [29] se généralise au schéma de
base S, ce qui nous permet d’obtenir une catégorie triangulée tensorielle que
nous notons DMy, (S). L’approche faisceautique sur une base réguliere fait
I'objet d’un travail en cours de D-C. Cisinski et F. Déglise commencé dans
[6]. En convenant de désigner par D1 (S,Z,) la catégorie des coefficients ¢-
adiques définie par T. Ekedahl [11], notre résultat principal — le théoréme
4.3 — s’énonce alors comme suit :

THEOREME. Le foncteur de réalisation {-adique des S-schémas lisses de type

fini
Re : Smgp - D+(S, Zg)
X ~— Rux.mnxZg/l".

se prolonge canoniquement en un foncteur triangulé quasi-tensoriel®
DMy ()™ — D (S, Zy). (1)

(a) Lorsque S est de type fini sur un schéma noethérien régulier de dimen-
sion < 1, le foncteur (1) prend ses valeurs dans D2(S,Zy) sous-catégorie
triangulée pleine formée des coefficients constructibles.

(b) Lorsque S est de type fini sur un corps fini, le foncteur (1) induit un
foncteur triangulé tensoriel

DMg"z(S)Op - Dgl(S7 @5)

ot le second membre désigne la catégorie des coefficients £-adiques miztes

de P. Deligne [8, 5].

L’approche des réalisations que nous adoptons repose essentiellement sur une
étude locale pour les topologies de Nisnevich et étale des correspondances finies.
Le résultat fondamental & ce sujet — la proposition 2.1 — consiste en un
raffinement de la proposition 3.1.3 de [29] et assure lexistence d’une homotopie
canonique pour certains complexes de Cech associés a la décomposition locale
d’un schéma pour la topologie de Nisnevich. Dans I’article [9] P. Deligne et A.
Goncharov ont utilisé une approche similaire pour construire certains foncteurs
de réalisation. Nous renvoyons a [21] pour le lien entre le travail de A. Huber
(18, 19] et le présent article.

Dans certaines situations géométriques nous raffinons également la construction
précédente en un foncteur de réalisation ¢-adique modérée — corollaire 4.17.

Les résultats contenus dans cet article ainsi que dans [21] proviennent de la
these de doctorat de Pauteur [20].

2Nous renvoyons & la définition B.1 pour ce qui concerne la terminologie utilisée dans cet
article.
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REALISATION /-ADIQUE I 609

CONVENTIONS

Tout au long de ce travail, nous adoptons la convention suivante.

S désigne un schéma noethérien séparé et { un nombre premier
inwversible sur S. Tous les schémas considérés sont supposés
noethériens et séparés.

Nous sortirons parfois, de maniére anodine, de ce cadre en considérant des
réunions disjointes, non nécessairement finies, de schémas pris au sens de la
convention précédente. Cela sera notamment le cas dans la section 2. Nous
notons Schg (resp. Varg) la catégorie des S-schémas (resp. des S-schémas de
type fini) et nous désignons par Smg la catégorie des S-schémas lisses de type
fini. Le morphisme structural d’un S-schéma X est noté wx.

1 MOTIFS MIXTES GEOMETRIQUES

Rappelons que sur un corps® Voevodsky définit DM, ;55 a partir de la catégorie
homotopique de la catégorie des complexes de variétés lisses munies des corres-
pondances finies, modulo les relations :

— Mayer-Vietoris pour la topologie de Zariski

— invariance par homotopie.

La construction que nous donnons ici est exactement la méme (en se fondant
sur la théorie des correspondances finies sur S de Suslin-Voevodsky), & une
différence pres : nous remplagons les relations de Mayer-Vietoris pour la to-
pologie de Zariski par leurs analogues en topologie de Nisnevich. Il y a donc
a priori plus de relations, mais il résulte de la proposition 4.1.23 de [20] et
du théoreme 3.1.12 de [29] que les deux constructions coincident sur un corps
parfait.

Avant d’introduire les correspondances finies sur une base quelconque, nous
rappelons pour la commodité du lecteur quelques constructions tirées de [28],
référence a laquelle nous renvoyons pour un exposé complet.

1.1 QUELQUES RAPPELS SUR LES CYCLES RELATIFS

Soient K un corps, s un K-point de S. Un épaississement de s est la donnée
d’un trait O et d’une factorisation de s sous la forme

SpecO® ——= §

1 A

Spec K

3Dans le texte de référence [29], le schéma de base considéré est un corps et pour les
besoins de la démonstration de la conjecture de Bloch-Kato, les constructions sont étendues
4 des schémas simpliciaux lisses sur un corps dans [31].
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610 FLORIAN IVORRA

ou o est le point fermé de O et 7 un morphisme birationnel de O sur une
composante irréductible de S contenant le lieu s de s. Le point s est épais
lorsqu’il admet un épaississement. Soit Z un schéma équidimensionnel sur .S
de dimension n dominant la méme composante irréductible que O. Le schéma
O Xxg Z possede une unique composante irréductible Z dominant O et cette
derniere est plate et équidimensionnelle sur O de dimension n. Supposons donné

un cycle « de la forme
a= Z az|Z]
z

la somme étant prise sur les sous-schémas fermés integres Z de X qui sont
équidimensionnels sur S de dimension n, les az non nuls étant en nombre fini.
On peut associer a «a le cycle

(0,7,0)%a := Zaz[Spec(K) xo Z] (2)

la somme étant restreinte aux sous-schémas fermés qui dominent la méme com-
posante irréductible de S que O. On prendra garde néanmoins que pour un
K-point épais s de S, le choix de I’épaississement n’est pas unique et qu’en
toute généralité rien n’assure que les cycles (2) pour des épaississements dis-
tincts soient égaux. Ceci explique l'introduction dans [28, Definition 3.1.3] du
groupe abélien PropCycleqi(X/S,n) formé des cycles

a = Z Oll[ZZ]

vérifiant les deux conditions suivantes :

— Les Z; sont des sous-schémas fermés integres de X équidimensionnels et
propres sur S de dimension n *.

— Pour tout K-point épais s de S, le cycle (O,7,0)®« est indépendant de
Pépaississement (O, 7, 0) choisi.

L’opération essentielle sur les cycles relatifs est 'opération de changement de

base

0%® : PropCyclequi(X/S,n)g — PropCyclequi(Xr/T,n)g

pour un morphisme de schémas 6 : T'— S qui est construite de sorte que 'on
ait
s%a=(0,1,0)%

pour un K-point épais s et un épaississement (O, 7, 0) de ce dernier. En général
un cycle obtenu par changement de base n’est pas nécessairement a coefficients
entiers, en revanche par construction les dénominateurs pouvant apparaitre ne
peuvent avoir comme facteurs premiers que les caractéristiques résiduelles de
S aux points images des points génériques des composantes irréductibles de T

4Dans le cas n = 0 cela revient a dire que les Z; sont finis et dominants sur une composante
irréductible de S.
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REALISATION /- ADIQUE I 611

Finalement on introduit le sous-groupe cequi(X/S,n) de PropCyclequi(X/S,n)
formé des cycles universellement entiers c’est & dire des cycles a tels que 0%«
soit & coefficients entiers pour tout morphisme de schéma 0 : T — S.

Le changement de base permet alors de définir 'opération Cor. Soient X un
S-schéma et Y un X-schéma. Supposons donnés un cycle o € cequi(Y /X, n) et
un cycle 8 € coqui(X/S, m) que 'on écrit

B=> Bzl7]

la somme étant prise sur les sous-schémas fermés intégres de X propres et
équidimensionnels sur S de dimension m. Pour un tel sous-schéma, on a le

carré cartésien

YXXZLY

et on peut considérer le cycle

Cor(a, ) = Z Bz(12)y <tz
Z

qui appartient & cequi(Y/S,n + m) d’aprés le corollaire 3.7.5 de [28]. Nous
utilisons dans la suite le lemme suivant.

LEMME 1.1. Soient X un S-schéma et p :' Y — Y’ un morphisme de X-
schémas. Pour tout cycle a € coqui(Y/X,n) et B € coqui(X/S,m), on a

Cor(p.a, B) = p.Cor(a, )
dans cequi(Y'/S,n+ m).

Démonstration. Par linéarité on peut supposer § = [Z] ou Z est un sous-
schéma fermé integre de X. Notons ¢ I'immersion fermée correspondante, en
utilisant les notations du diagramme commutatif suivant

Y xx Z ——" Y
Y xx Z S Y /
g . \
A4 X
la proposition 3.6.2 de [28] assure que
Cor(psa,8) = 1yt®pea = 1yrpz®a

= puty«t®a = p.Cor(a, B).
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612 FLORIAN IVORRA

1.2 CORRESPONDANCES FINIES

Hormis un survol dans [26, Appendix 1A], cette notion n’est disponible dans
la littérature que dans le cas des corps. L’extension aux schémas de base quel-
conques ° ne présente aucune difficulté et s’avere une application de la théorie
générale des cycles relatifs de [28]. Nous énongons sans démonstration certaines
propriétés élémentaires des correspondances finies : on trouvera plus de détails
dans la these de 'auteur [20, §2.1].

DEFINITION 1.2. Soient X et Y deux S-schémas. Les S-correspondances finies
de X dans Y sont les éléments du groupe abélien

Cs(X, Y) = Cequi(X Xs Y/X, 0)
La composition des correspondances finies est fournie par la relation

Boa:=pxylCor(px"®h,a) (3)

dans laquelle « € ¢g(X,Y) et 8 € cs(Y, Z).
XYZ

Remarque 1.3. Dans la formule (3) donnant la composition py 5~ désigne la
projection de X xgY Xg Z sur X xg Z et p§y la projection de X xg Y sur
X. Nous utilisons ce type de notation pour les projections dans le reste de ce
travail.

Dans la suite nous utilisons la notation suivante.

Notation 1.4. Nous désignons par A, 'immersion fermée X — X xgY associée
a un morphisme de S-schémas p : X — Y et par I', le graphe de ce dernier.
Celui-ci définit une correspondance finie de X dans Y que nous notons [p].

LEMME 1.5. Soient X,Y,Z et W des S-schémas.
(a) Etant données des correspondances finies o € cg(X,Y), B € (Y, Z) et
v €cs(Z,W) on a
vo(Boa)=(yoh)oa.
(b) Pour tout morphisme de S-schémas p : X — Y et toute correspondance
finie « € cs(Y,Z) on a
ao [p] =p¥a.
(¢) Pour tout morphisme de S-schémas p : Y — Z et toute correspondance
finie v € cg(X,Y) on a

[ploa = (idx xg p)«a.
(d) Pour tout morphisme de S-schémasp: X —Y etq:Y — Z ona

[g] o [p] = [gop]

5Le cas plus restreint des schémas lisses de type fini sur une base réguliere est traité dans
[6] en utilisant les multiplicités d’intersection de Serre. Nous renvoyons & la proposition 1.8
pour le lien entre ces deux approches.
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REALISATION /- ADIQUE I 613

En particulier le lemme 1.5 assure qu’en prenant pour objets les S-schémas et
pour morphismes les correspondances finies, on obtient une catégorie SchCorg
munie d’un foncteur pleinement fidele

[—] : Schg — SchCors. (4)

qui & un morphisme de schémas associe son graphe. La définition suivante est
donc licite :

DEFINITION 1.6. Nous désignons par SchCorg la catégorie des S-schémas mu-
nis des correspondances finies ayant pour objet les S-schémas et dont les mor-
phismes sont donnés par

Homscncors ([X], [Y]) := cs(X,Y)

pour des S-schémas X et Y. La notation VarCorg (resp. SmCoryg) fait référence
a la sous-categorie strictement pleine obtenue en restreignant les objets aux
seuls schémas de type fini sur S (resp. lisses de type fini sur .S).

L’opération « correspondance » de [28] permet de définir un produit associatif
et commutatif sur les cycles relatifs via la composition

Xs

. )
Cequi(X/Sa 0) wg/s®id Cequi(X xs5Y/Y,0) Cor

® — ® s Coqui(X x5 Y/S,0).
Cequi()//é;vo) CEQUi()//£;70)

Ce produit est compatible aux morphismes de changement de base. En posant
pour a € cg(X,Y) et B € cs(X',Y)

XX'®

a® B = (pX %) xxxsx: (0XX B)

on définit sur la catégorie additive SchCorg une structure tensorielle naturelle
compatible via le foncteur (4) avec la structure monoidale symétrique induite
par le produit fibré sur Schg.

Remarque 1.7. Etant donnés des S-schémas X ,Y et une correspondance finie
a€cg(X,Y), le carré

[Ax]
X— > XxgX

al la@a
[Ay]

Y““‘4%>Y’X33f

n’est pas nécessairement commutatif lorsque « n’est pas une correspondance
finie obtenue & partir d’un morphisme de S-schémas.
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614 FLORIAN IVORRA

La proposition suivante montre que la composition définie par les relations
(3) coincident avec la composition des correspondances finies pour les schémas
lisses de type fini sur une base réguliere obtenue via la théorie de I'intersection
et considérée dans [29, 6].

PRrROPOSITION 1.8. Supposons que S soit réqulier et que X,Y, Z soient des S-

schémas lisses de type fini. Alors pour toute correspondance finie o € cg(X,Y)
et f€cs(Y,Z)

(a) les cycles p§¥z*a et p{f}/Z*ﬁ s’intersectent proprement,

(b) la composition des correspondances « et 3 est donnée par
Boa=pXyZ (p¥V7 a ~pi% 7 5)
ou ~ désigne le produit d’intersection.

Nous utiliserons dans la suite ’extension aux schémas munis des correspon-
dances finies de l'opération classique de changement de base. Etant donnés
un morphisme de schémas 6 : T' — S et des S-schémas X,Y, nous pouvons
considérer le morphisme de changement de base induit par le morphisme 6 x

0% : Coqui(X X5 Y/X,0) = coqui((T x5 X) x5 (X x5 Y)/T x5 X,0).
Sachant que 'on a les isomorphismes
(TxsX)Xs (X xgY)=Txg (X xgY)=(TxsX)xp (T xsY)
ce dernier nous donne en fait un morphisme de changement de base
Txg—:c5(X,Y) = er(T xg X, T xgY).
Nous noterons souvent ar la T-correspondance finie obtenue par changement

de base a partir d’'une S-correspondance finie . Les propriétés élémentaires du
changement de base sont rassemblées dans le lemme ci-dessous.

LEMME 1.9. Soient 6 : T — S un morphisme de schémas et X, X', Y,Y' Z des
S-schémas.

(a) Etant données a € cs(X,Y) et 3 € cs(Y,Z), on a
Broar = (Boa)r.

(b) Etant données a € cg(X,Y) et B € cs(Y,Y"), on a
ar ®@ fr = (a® B)r.

(c) Sip: X — Y est un morphisme de S-schémas alors [p|lr = [pr].
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REALISATION /- ADIQUE I 615

Le lemme 1.9 assure que le morphisme de changement de base T' xg — est
fonctoriel, tensoriel et qu’en outre le carré suivant est commutatif

Schg _ IXsm Schr

N E

SchCorg —— SchCorr.
Txg—

DEFINITION 1.10. Soit § = Schg, Varg, Smg. Un préfaisceau avec transferts
sur 8 est un préfaisceau additif de groupes abéliens sur la catégorie SCorg. Un
faisceau Nisnevich (étale) avec transferts est un préfaisceau avec transferts dont
la restriction & § est un faisceau Nisnevich (resp. étale). Nous notons Shi;.(8)
(resp. Shi (8)) la catégorie des faisceaux Nisnevich (resp. étales) avec transferts
sur 8.

1.3 MOTIFS MIXTES GEOMETRIQUES

La topologie de Nisnevich intervient dans cette sous-section via la définition
suivante.

DEFINITION 1.11. On appelle carré distingué élémentaire pour la topologie de
Nisnevich, un carré cartésien excisif de Smg

UxxV——V
J{ O lp (5)
U —° . x
dans lequel e est une immersion ouverte et p un morphisme étale.

DEFINITION 1.12. La catégorie DM _‘q’f@(S) est la catégorie triangulée tensorielle
DM:T (S) = K" (SmCors)/Eyn (S)

obtenue par passage au quotient par la sous-catégorie triangulée épaisse Eq,,, (.S)
de KP(SmCorg) engendrée par les complexes :
— Homotopie :

ak) 2 x] (6)

olt X est un S-schéma lisse de type fini et 7 la projection de AL, sur X.
— Mayer-Vietoris pour la topologie de Nisnevich :

le]®(=[r])
_—

[Uxs X] — [U]a[V] [X] (7)

pour tout carré distingué élémentaire pour la topologie de Nisnevich de la
forme (5).
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Remarque 1.13. Sachant que le complexe (6) est le cone dans CP(SmCorg) du
morphisme [AY] — [X] induit par la projection et que le complexe (7) est le
céne du morphisme canonique entre le céne du morphisme de [U x x V] dans
[U] @ [V] et [X], un foncteur triangulé

F :K”(SmCorg) — T

se prolonge a la catégorie DM fon(S) si et seulement si les deux conditions
suivantes sont vérifiées.
(a) Le morphisme F(AY) — F(X) induit par la projection est un isomor-
phisme.

(b) Le triangle de Mayer-Vietoris
FUxx V)= FU)®F(V)— F(X)— FU xx V)[1]
est distingué.

DEFINITION 1.14. La catégorie des motifs géométriques effectifs que nous no-
terons
£
DM, (S)
71 7 . . 7 ff
est I’enveloppe pseudo-abélienne de la catégorie triangulée DM Zm(S ).

Remarque 1.15. La catégorie introduite a la définition 1.14 posséde une struc-
ture naturelle de catégorie triangulée d’apres le théoréme 1.5 de [4].

Nous notons M le foncteur canonique
M :Smg — DMgegl(S)

qui & un S-schéma lisse de type fini X associe son motif géométrique
M(X) image de Pobjet [X] de SmCorg dans la catégorie des motifs mixtes
géométriques effectifs.

En posant DM (S)(n) := DMSE (S), on dispose d'un 2-systéme inductif,
indexé par I’ensemble ordonné Z, de catégories triangulées tensorielles

n DM;EL(S)(n)
avec pour foncteurs de transition si m > n
— ®Z(m —n) : DMSE (S)(n) — DM (S)(m)

Par définition les catégories des motifs mixtes non effectifs sont données par les
2-colimites de ces systemes

DMy (S) 1= 2-colim DMR (S)(n).
Ces catégories DMy, (S) héritent d’une structure tensorielle. En effet il s’agit
de voir que la permutation cyclique des facteurs du motif Z(1) ® Z(1) ® Z(1)
est 'identité dans DM (S) et cette propriété résulte du lemme 3.13 de [24].
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REALISATION /- ADIQUE I 617

2 LOCALISATION DES CORRESPONDANCES FINIES

Dans cette section nous donnons deux résultats de décomposition locale des
correspondances finies pour la topologie de Nisnevich. Nous utilisons de maniere
cruciale les propriétés des anneaux locaux henséliens lors de la construction de
ces décompositions, en particulier ces derniéres ne possedent pas d’analogue en
topologie de Zariski.

L’existence de ces décompositions locales est aussi valable lorsque I’on remplace
la topologie de Nisnevich par la topologie étale. Les démonstrations sont iden-
tiques a condition de substituer les anneaux locaux strictement henséliens aux
anneaux locaux henséliens et nous avons choisi pour simplifier la présentation
de ne donner les détails que pour la topologie de Nisnevich. Les modifications
mineures a effectuer lorsque I'on considere la topologie étale sont données dans
la sous-section 2.4.

2.1 SCHEMAS DECOMPOSES

Nous dirons qu'un S-schéma est décomposé pour la topologie de Nisnevich
lorsqu’il est une réunion disjointe non nécessairement finie de S-schémas locaux
henséliens. A un S-schéma X on peut associer fonctoriellement un S-schéma
décomposé pour la topologie de Nisnevich

XY= ]_[ X5
rxeX

réunion disjointe sur les points de X des schémas locaux henséliens X spectre
de I'anneau local hensélien Oélm dont on notera le point fermé abusivement
par x. Pour tout point x de X on dispose du morphisme canonique

%
Xh ——Spec(Ox,z) —= X

nous donnant un morphisme de schémas [2( (XY — X,

La propriété universelle des hensélisés se traduit par le fait que la composition
par [2( induit un isomorphisme

Homgen (D, X9) = Homgen (D, X) (8)

pour tout S-schéma D décomposé pour la topologie de Nisnevich. On remar-
quera que le morphisme
Oy 1 (X)) — XP

n’est pas un isomorphisme en général, mais qu’il admet cependant une section
canonique s identifiant X9 & un sous-schéma fermé de (X")" et provenant du
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618 FLORIAN IVORRA

fait que I’anneau local hensélien de X en son point fermé est canoniquement
isomorphe & O% -

b
b [X'J U

X0 (X)) e x0 e

N~

idx b

Autrement dit dans (X")Y apparaissent des facteurs supplémentaires corres-
pondant aux points non fermés des X ).

2.2 UNE HOMOTOPIE CANONIQUE

Etant donnés un S-schéma X et un X-schéma U, nous notons Cx (U) le schéma
simplicial de Cech dont les n-simplexes sont donnés par le produit fibré sur X
de n + 1-copies de U

Cx(U)p=Ux =Uxx - xxU
N———

n + 1 termes

la i-eme dégénérescence §;* étant le morphisme de projection sur chaque facteur
sauf le i-eme et la i-eme face o}’ le morphisme induit par I'immersion diagonale
sur le i-eme facteur. Ce schéma simplicial nous définit un complexe de Cech
augmenté dans la catégorie des faisceaux Nisnevich avec transferts ©

Cuix i = ZolOx (U)n] B Zo [Cx (U)p 1] — -+ = Zue[X). (9)

dont la différentielle est donnée par la somme alternée des morphismes induits

par les dégénérescences
n

dn = S (<1 (87)...

i=0

Dans la suite nous nous intéressons dans un premier temps aux sections de (9)
sur les schémas locaux henséliens puis nous raffinons les résultats obtenus en
considérant cette fois les fibres pour la topologie de Nisnevich.

2.2.1 CAS DES SECTIONS SUR LES SCHEMAS LOCAUX HENSELIENS

Etant donné un S-schéma O, en prenant les sections sur O du complexe de
Cech précédent on obtient un complexe de groupes abéliens

Cu/x(0) 1+ — L, [UE] (0) = Z[U)(O) — Zer[X](O) — 0 — - --

SNous renvoyons & définition 1.10 pour la notion de faisceau Nisnevich avec trans-
ferts. Zir[X] désigne selon les conventions usuelles le faisceau Nisnevich avec transferts
représentable associé a X.
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Le résultat essentiel assurant ’existence d’une décomposition locale canonique
des correspondances finies consiste en un raffinement de la proposition 3.1.3 de
[29]. Cette derniere assure que lorsque U est un recouvrement Nisnevich de X
et O est un schéma local hensélien, le complexe Cy /x(O) est exact. Lorsque

l'on remplace le recouvrement Nisnevich U par le schéma décomposé XY le
complexe

Cxoyx(0) i+ = Ly [(X0)%] (0) = Zit[XP)(O) — Z:[X](O) — 0 — -+
(10)
est non seulement exact mais devient en fait canoniquement homotope a zéro.
Plus précisément :

PROPOSITION 2.1. Soient X un S-schéma et O un S-schéma local hensélien.
1l existe des morphismes canoniques

00 xn * L [(X)%] (O) = Ze (X" (©)  n>0

satisfaisant aux deux propriétés suivantes.

(a) (Homotopie) On a pour tout n les relations
d"JFl ° J??,X,n + U?Q,X,nfl © dn =id. (11)

(b) (Fonctorialité) Etant donnés un S-schéma local hensélien O’ et une cor-
respondance finie a € cg(O';O), on a un carré commutatif

Zo (X)) (0) —ODR@ o o ] (01

\LU:]D’,X,W ia?o,x,n (12)
bynt1 Zeo[(X") 5 (@) b1 ,
Zie [(XD)21] (O) L (X)) (O).

X

Remarque 2.2. En pratique pour les applications — [21, 22] et section 4 du
présent article — seuls les cas n = 0 des propositions 2.1 et 2.7 nous seront
utiles.

Démonstration. Etant donné un sous-schéma fermé Z de O xg X fini et
équidimensionnel sur @, on note W le sous-schéma fermé de @ xg X défini
par le carré cartésien

w A

| o]

OXSXhHOXSX.
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Sachant que dans le carré précédent les morphismes verticaux sont des immer-
sions fermées et que

OXS(X[])SL(:OXS XbXX“'X)(Xb

n + 1 termes

= (0 x5 X") X(0xsx) " X(Oxsx) (O x5 X")

n + 1 termes

= (O XSXh)r(LQXsX

on voit que W2 est un sous-schéma fermé de O x g (X")%. En particulier on a
des sous-groupes
Cequi(Wz/0,0) C Z [(Xh)r)ﬂ (0)

définissant un sous-complexe de (10)
- = Coqui(W3/0,0) = Coqui(W3/0,0) = Cequi(Z2/0,0) = 0--- . (13)

Les complexes (13) sont fonctoriels pour l'inclusion des sous-schémas fermés Z
finis et équidimensionnels sur O et on voit que le complexe (10) est la colimite
sur de tels sous-schémas fermés de ces complexes. En effet il s’agit de voir que
pour tout n

colim coqui (W5, 0,0) = Zue [(X")%] (0) (14)

la colimite étant prise sur les sous-schémas fermés de O x ¢ X équidimensionnels
et finis sur O. Soit W un sous-schéma fermé integre de O xg (X9)%
équidimensionnel et fini sur @. Comme les images de W par les morphismes

morphisme Ox [h
induit par Stx

OXS (Xh)nX la i-eme OXSX[] OXSX
projection

sont des sous-schémas fermés integres de O xg X finis et équidimensionnels
sur O, il existe un sous-schéma fermé Z fini et équidimensionnel sur O qui les
contient toutes. Pour un tel Z notre W est un sous-schéma fermé de W3 ce qui
prouve la relation (14).

Nous allons construire pour chacun des complexes (13) une homotopie cano-
nique. Comme Z est fini sur le schéma local hensélien O, il est lui méme semi-
local hensélien ” donc décomposé pour la topologie de Nisnevich de la forme

7 = H Spec (Oz,.) .

z point fermé
de Z

"Cette propriété des anneaux henséliens est cruciale, un raisonnement analogue ne peut
donc s’appliquer a la topologie de Zariski.
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En particulier la propriété universelle (8) nous assure l’existence d’un unique
morphisme 6 factorisant la projection 7z de Z sur X sous la forme

Tz
// \\
Z = X0 —— X
0z [2{

La propriété universelle des produits fibrés nous fournit alors une section ca-
nonique ag du morphisme r via le diagramme

idz

U; r
T e >W ———>

Z
i . l (15)

OXSXhHOXSX Tz

O
N l
Xb

0z

X.

%

On peut alors considérer les morphismes de schémas

b _ b s . n n+1
Ozn=0z ledwg Wy — W,
Ces derniers vérifient les relations pour ¢ =0,...,n
n+1 h _ b n n+1 h
O o Ozn=0zn-1° o; oy o Oz, =id

ce qui assure que les morphismes induits sur les cycles équidimensionnels
1
U(hD,X,Z,n = (Ug,n)* t Coqui(W7/0,0) — Cequi(vvg+ /0,0)

définissent une homotopie entre l'identité du complexe (13) et le morphisme
nul.

Lorsque Z' est un sous-schéma fermé de O x g X fini et équidimensionnel sur
O contenant Z, les factorisations précédemment obtenues sont compatibles

Z ~—~w
A [b\\\\
Xh X X

0,
Tt

z —
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et en particulier la construction de la section O’% assure que le carré

o’b
7 —2=W

L,

Z7 =W

est commutatif et donc que le diagramme obtenu au niveau des cycles
algébriques

b
90,X,Z,n

Cequi(Wg/Ov O) I Cequi(Wngl/Ov 0)

\

Zix [(X°)5](0)

o! /

0,X,z"n
Cequi ((W/)TZL'/Ov O) — Cequi ((W/)%—)—l/(,)a 0)

I’est aussi. En passant a la colimite sur les sous-schémas fermés Z on obtient

ainsi un morphisme

00 xm t L [(X")%] (O) = Zee [(X") %] (0)

et ces derniers nous donnent une homotopie canonique du complexe (10).
Montrons maintenant que le carré (12) est commutatif autrement dit que 1’on
a ’égalité

0%’,X,n(ﬁ o) = U?D,X,n(ﬁ) ow
pour toute correspondance finie 3 € cg ((9, (Xh)"x) Fixons pour cela un sous-

schéma fermé Z de O x ¢ X fini et équidimensionnel sur O de sorte qu’en notant
Ly, I'immersion fermée de W2 dans O xg (X9)% on ait

B=(n)B B E Cequi(Wz/0,0).

De méme fixons un sous-schéma fermé Z de O’ xg O fini et équidimensionnel
sur @' de sorte qu’en notant ¢ 'immersion fermée de Z dans @' xs O on ait

Q=10  «E Cequi(2/0,0).

Notons alors Z” le sous-schéma fermé de O’ xg O xg X défini par le carré
cartésien
i >

N
N

fini O fini

-~

fini e

S

fini

<~ N =<=—

Q
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Fixons d’autre part un sous-schéma fermé Z’ de O’ x g X fini équidimensionnel
sur O’ tel que 'on ait le carré commutatif

ZNHO/XSOXSX

l |

fini 7! O'xg X
finii /
o’

et convenons de noter W le schéma défini par le carré cartésien

WI/ ZII

booe

O/XSOXSXb%O/XSOXSX.

Par définition Z” est fini sur le schéma local hensélien O/, autrement dit semi-
local hensélien et donc décomposé pour la topologie de Nisnevich de la forme

Z" = H Spec (Ozr ).

2" point fermé
de Z”

La propriété universelle (8) nous assure comme précédemment 'existence d’un
unique morphisme 6z, factorisant la projection w7~ de Z” sur X sous la forme

U2

o
b'e

92//

La propriété universelle des produits fibrés nous fournit une section canonique
a%,, du morphisme r” via le diagramme

idZ//

. - W r Al
’ 0 |
O/XSOXSX‘]%O'XSOXSX Tz

N4 8]
\&Xh X.
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On a par ailleurs le diagramme commutatif

Tz

ce qui assure que les carrés suivants sont commutatifs

Z Z// Z/

¢
lff% lﬂéu lUZ/

W~—W"—> W'

On obtient ainsi que le diagramme suivant dans lequel p,, et ¢, désignent res-
pectivement les projections induites par les projections de Z” sur Z et Z'

1\yn+1 72" n mn
W)z W) %

dn+1 n

n+1
WZ

est commutatif. D’autre part on a un carré cartésien

(W) —— W

| o

z—0.

Cela donne ainsi

’ ’ ®
o OxsX ] o
U%/,X,n(ﬁoa) :0'?9/7)(’“ |:<po,§§x><s >*COT0/XSO/O/ <(p(9 Xs ) ﬂ,a)]

=0d xm [(L;)*(pn)*c*orzm ((pé)®ﬁ, @)}

= (Wi )e(Prs1)< (0], ) Corzjor ((v5) B.)
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D’autre part en utilisant la proposition 3.6.2 de [28] et le lemme 1.1, on voit
que

(0% Corzjor ((8)° B.@) = Corzjor ((04,.). (v8)° B.a)
= Corzor ((08)° (0%,,)-5.)

ce qui assure finalement que
b () C 2\®  p -
Uo/,Xm(ﬂ oa)= (Ln+1)*(pn+1)* orz o (Po) (Uz,n)*ﬁ, &
Ox 50 x5(X")n+ 0'x5s0\®
= pO/xSS(Xhi;L(+1 * }*COTO/XSO/O/ (po s ) UO,X,n(/B))a

= O—([]Q,X,n(/@) o .

2.2.2 CAS DES FIBRES POUR LA TOPOLOGIE DE NISNEVICH

Considérons maintenant les fibres Nisnevich du complexe (9). Rappelons que
pour un point z € X on dispose d’un isomorphisme canonique
X)= lim U
UE(V’;(VE)OP
ol W}Qx désigne la catégorie des voisinages Nisnevich affines de z. La fibre
Nisnevich d’un préfaisceau F' au point x est alors donnée par

F,= colim F(U).
Ue(Vk )or

Plus généralement considérons la définition suivante.

DEFINITION 2.3. Soit O un S-schéma. On appelle présentation de O la donnée

d’un triplet (A, U, u) vérifiant les conditions suivantes.

— A est une catégorie cofiltrante.

— U : A — Schg; A — U, est un systeme projectif de S-schémas indexé par A°P
tel que pour tout morphisme A — p de A le morphisme induit Uy — U, soit
plat et affine.

— wu est un isomorphisme de S-schémas O — limygpor Uy.

Ezxemple 2.4. La catégorie \7};(’1, des voisinages Nisnevich affines de x fournit
une présentation naturelle du schéma local hensélien XY. De méme pour un
point y € X en remarquant que 1’on a un isomorphisme canonique

X0 = lim 1%

(X2)y Ue(Vh )op,Ve(Vl )op
on obtient une présention naturelle du S-schéma local hensélien (X;’)Z On
remarquera que lorsque X est (lisse) de type fini sur S les schémas apparaissant
dans les systemes projectifs précédemment décrit sont tous (lisses) de type fini
sur S.
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Notation 2.5. Etant donnés un S-schéma X et une présentation d’un S-schéma
@' il sera commode de disposer des groupes abéliens &

cs{0, X} = colim cs(Ux, X)

/ N / ’ T ’
CS(O ,O} = )\lelg(l)p Cs(O ,U)\) 65{0 ,O} = >\1€1§\I<1)P Cs{o ,U)\)
Lorsque F' est un préfaisceau (avec transferts) on pose également

F{O} = g(él/l\gr} F(Uy)

de sorte que Zy,[X|{O} = c¢s{0, X) avec les notations précédentes.

On dispose via w d’un morphisme naturel F{O} — F(O) et les transferts
induisent des morphismes naturels s’inscrivant dans un diagramme commutatif

¢s{0",0) @ F{O} ——=¢s{0',0) @ F(O)

cs{0', 0} ® F{O}

F{O'}
(16)
cs(0',0} ® F{O}

F(O)

cs(0',0) @ F{O} — c5(0',0) @ F(O).

Etant donné un élément o € cs{0’, 0) ou plus généralement un élément « €
cs{O’, O} nous désignerons dans la suite par

F{a} : F{O} — F{O'}

le morphisme induit. On remarquera que si 8 € cg{O”, O’) et a désigne I'image
de a dans ¢s(O’, 0) on a la relation

Faof} = F{f}o F{a}.

Nous noterons également F{a} : F{O} — F(O’) le morphisme induit par un
élément o € cg(O’, O}. Le lemme suivant nous sera tres utile dans la suite :

LEMME 2.6. Etant donnés un S-schéma X et une présentation d’un S-schéma
O. Le morphisme canonique

ZuX{O} — Zu[X](0)

est ingjectif.

8Ces notations peuvent sembler ambigués & priori puisque I’on néglige de préciser
la présentation choisie. Néanmoins dans la suite cela n’entrainera aucune confusion, la
présentation étant clairement définie par le contexte. Dans le cas des hensélisés nous uti-
liserons les présentations décrites dans I’exemple 2.4.
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Démonstration. Pour tout A € A, le morphisme O — U, est plat et ainsi
Cs(U)\, X) = Cequi(U)\ Xs X/U)\, 0) — Cs(o, X) = cequi(O Xs X/O, 0)

est donné par un simple changement de base plat. Soit a € cg(Ux, X) une
correspondance dont 'image dans cg(O, X) soit nulle. Etant donné p € A/X,
si Z, désigne le support de I'image «,, dans cg(U,, X) de «, il s’ensuit que
la limite projective du systeme p — Z,, est vide. Le théoréme 8.10.5 de [14]
assure alors que Z,, est vide pour p suffisamment grand et donc que o, = 0.
L’injectivité en résulte. O

Dans la situation précédente il est possible de raffiner la proposition 2.1 sous
la forme suivante.

PROPOSITION 2.7. Etant donnés un S-schéma X et une présentation d’'un S-
schéma local hensélien O. Il existe d’uniques morphismes

{0}0, 50 * Zax [(X)X]{O} — Ze [(X")3T] {0} n>0

satisfaisant aux deux propriétés suivantes.

(a) (Homotopie) On a pour tout n les relations
dni10{0}0 xp + {0} x 1 0 dn = id. (17)
(b) (Compatibilité) Le carré suivant est commutatif

{G}?’),X,n

Zi [(X")%] {0} ——22 > 7, [(X9)2H] {0}

P

Zuw [(X9)2] (0) —22 > 7, (X)) (0).

Démonstration. L’unicité de tels morphismes découle immédiatement de la
commutativité de (18) et du lemme 2.6. Il suffit donc de donner une construc-
tion de ces morphismes en raffinant la preuve de la proposition 2.1. Introduisons
la catégorie C dont les objets sont les couples (A, Z) ou A € A et Z est un sous-
schéma fermé de Uy xg X fini et équidimensionnel sur Uy. L’ensemble des
morphismes de (A, Z) dans (X, Z’) étant réduit & un élément si le schéma Zp
est contenu dans Z;, et vide dans le cas contraire. Etant donné (\Z)eC,on
note W le sous-schéma fermé de V x g X" défini par le carré cartésien

W A

| o]

Uy xg X" ——=Uy x5 X
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ce qui fournit le complexe

: li w((Wy )2t o, 0 li (W )% /UL, 0) — - -
= Solim ceq (Wu,) 7, /Uns >—;€°&}I§§o;¢eq (Wu,) %y, /Un, 0) —
(19)

Ces complexes sont fonctoriels par rapport aux morphismes dans C et en re-
marquant que

li li cqui((Wu )% /UL, 0) = Zu (XD %{O
S e B oW i /Ui 0) = Eue X0}

on voit que le complexe C'Xh/X{O} est la colimite sur C des complexes (19).
Nous allons construire comme précédemment une homotopie canonique pour
chacun de ces complexes. Il résulte de la preuve de la proposition 2.1 que le
morphisme ro : Wo — Zp possede une section canonique

020  Zo — Wo.

En particulier quitte & remplacer (X, Z) par (u, Zy,) pour un certain élément
i€ (A/N)°P cette section se reléve en une section du morphisme r

U%:Z—>W.

On peut alors considérer pour tout u € (A/A\)°P les morphismes de schémas

] _ b : . n n+1
O-ZUH;’”/ = O'ZU“ XZU“ ld(WU“)%U : (WUH)ZU“ — (WUM)ZU“ .
"
Ces derniers vérifient les relations pour ¢ =0,...,n
n+1 b _ b n n+1 b _
o1 © %2y,n = 92y, n-1° o; 0y o OZy,n = id

ce qui assure que les morphismes induits sur les cycles équidimensionnels
COlimﬂe(A/)\)op Cequi((WU‘L )%U“ /UM’ 0)

) J— colim op (o) *
{0} x.0029m = netr/2op (02, n)

COhmHE(A/)\)op Cequi((WUN )Z?;i /UI“ 0)

définissent une homotopie entre l'identité du complexe (19) et le morphisme
nul.

Supposons donné un morphisme (A, Z) — (X, Z’) dans C. Il résulte de la preuve
de la proposition 2.1 que le carré

EPR
Zo —= Wo

o, |

i o /
Lo —>=Wp
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commute. Il existe donc pu € A et des morphismes A «— p — X tels que le carré

o?
Zu 2w,
U“ Uu

|

/ Up ’
Zy W,

soit commutatif. Cela entralne que le carré

b
{U}O‘X,(A‘Z),n

. ) n . . n+1
;LGC(CI)\I}I)\I;OP Ceqm((WUu )ZUu /Ulw O) - MEC((/)XI}%O" ceqm((WUu )ZU” /Ulh O)

b
{U}O,X,()\’,Z/),n

#ec(gl/iinl)op cequi (W7, )%b,‘, /U, 0) o #60(21/1/{151)@ cequi (W7, )%g,“ /Uw0)

I’est aussi et en passant a la colimite sur C on obtient ainsi des morphismes
{00 x t Zox [(XO)%] {O} = Zu [(X") 5] {O}

fournissant une homotopie canonique du complexe Ciyo /x10}. 1l résulte
immédiatement de la construction que le carré (18) est commutatif. O

Par application du lemme 2.6, la commutativité du carré supérieur de (16)
ainsi que celle du carré (12) assurent que les morphismes construits dans la
proposition précédente satisfont également le lemme suivant.

LEMME 2.8. (Fonctorialité) Etant donnés une présentation d’un S-schéma local
hensélien O et un élément o € Z, [O{O’}, on a un carré commutatif

Zu[(X")%] ()

Zu [(X°)%]{0O}
i{g}?y,x,n
Zie [(X0)5 {0}

Zi [(X")%] {0}
\L{U}?o,x,n

2 [ (X5 o) Y gy
Zus [(XO)51] {0},

COROLLAIRE 2.9. Soit X un S-schéma. Le complexe de faisceaux Nisnevich
avec transferts Cxv  x est universellement evact au sens de Grayson [12].

Démonstration. 1l suffit de vérifier que pour toute présentation d’un S-schéma
local hensélien O le complexe

Cxnyx{O} 1+ = Zex [(XM)X]{O} = Zur[ X" {O} = Zu[X[{O} = 0 — -

est universellement exact au sens de Grayson. Ceci découle de la proposition
2.1 puisque cette derniere assure que Cxy,x{O} est en fait homotope a zéro
donc a fortiori universellement exact au sens de Grayson . O
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Remarque 2.10. En dépit de la fonctorialité — lemme 2.8 — des homotopies
construites dans la proposition 2.7, ces derniéres ne peuvent généralement pas
se relever en des morphismes de faisceaux avec transferts. En particulier le
complexe de faisceaux Nisnevich avec transferts

éXh/X LT Ztr [(Xh)QX] HZtr[Xb] —>Ztr[X] —}O — e

bien qu’exact d’apres le corollaire 2.9 n’est pas homotope a zéro en général.

2.3 DECOMPOSITION LOCALE
2.3.1 PREMIERE DECOMPOSITION LOCALE

Nous abordons maintenant la décomposition locale d’'une correspondance finie
pour la topologie de Nisnevich. Les morphismes de schémas [2( ., hous donnent

un morphisme naturel

@ cs (O,X;’)

zeX

ZEEX[[;,I]O_
_—

cs(0, X). (20)

La remarque suivante résulte immédiatement de la définition des correspon-
dances finies.

Remarque 2.11. On a un isomorphisme naturel c¢5(O, X") = D.cxcs ((’), Xg'g)
s'insérant dans le triangle commutatif

B Ea;ex[[')j(,m]o_
Diex s (0, X)) —————>¢5(0,X)

(%]

Cs(O,Xb).

Lorsque O est hensélien, la proposition précédente nous permet d’écrire une
correspondance finie « € ¢g(O, X) sous la forme d’une somme de contributions
locales

=%, oo 0y €cs(0.XD)

x

la correspondance «, étant canoniquement déterminée par c.. Plus précisément
on peut déduire de la proposition 2.1 ’énoncé suivant.

COROLLAIRE 2.12. Soient X un S-schéma et O un S-schéma local hensélien.
1l existe un morphisme canonique
‘7?9 X
cs (0, X) —— s (0,X)) (21)
rzeX

satisfaisant les propriétés suivantes.
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(a) U%’X est une section du morphisme (20) telle que le carré

)
90,x

cs (0, X) @D.cxcs (0, X))
lcs(avx) \LCS(Q,XQ) (22)
b

cs (0, X) T Pex s (0, XD)

soit commutatif pour tout schéma local hensélien O’ et toute correspon-

dance finie a € cg(0’',0).

(b) Pour un S-morphisme g : O — X la composante suivant le point x de
Uimage de [g] par (21) est donnée par

azﬂmM:{M szt

0 sinon

T étant l'image du point fermé de O et g le morphisme déduit de g

g

N

X,z

Spec(0) 21— xh % X

Démonstration. Le premier point est une conséquence immédiate de la propo-
sition 2.1. En effet le morphisme
U?D,x

A

s(0,X) 22 c5(0, X") == @, x ¢s (0, X9)

est une section du morphisme (20) d’apres la relation d’homotopie (11), et la
commutativité du diagramme (22) n’est autre que celle du diagramme (12).

Considérons donc la seconde assertion. Pour reprendre les notations utilisées
dans la démonstration de la proposition 2.1, nous désignons par Z le sous-
schéma fermé de O xg X graphe du morphisme g et par W le schéma défini
par le carré cartésien

w VA

| o]

OXSX{]HOXSX.

Le sous-schéma fermé Z s’identifie & 'immersion fermée Ay : O — O xg X
et l'on voit que le morphisme 67 de la démonstration de la proposition 2.1
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s’identifie & la composée de g et du morphisme d’inclusion ¢ : X — X. Dans
ce cas le diagramme (15) est donc de la forme

ido

9z r

o

l - Ag

OXSXhHOXSX g

Log
N l \L
\
X

Xh%

ce qui prouve que (0).([g]) = [g]. Par construction du morphisme 0?9’ « cela

se traduit par
[g] siz=r7
co.x([9])e = { :
0  sinon

qui n’est autre que ’égalité souhaitée. O

Remarque 2.13. Supposons que X soit lui méme un schéma local hensélien de
point fermé s. On a vu que pour une correspondance finie a € ¢g(O, X) on
avait une décomposition locale

a= Z [[g(x] oy +as.
zeX\{s}

contribution des points
non fermés

En général les correspondances « et as ne sont pas égales, autrement dit les
points non fermés de X ont une contribution non nulle dans la décomposition
locale. Prenons par exemple le cas ot « est la correspondance finie associée a
un morphisme de schéma. On voit d’apres la seconde assertion du corollaire
2.12 que

a si le morphisme est local

Qs = .
0 sinon.

et que de plus lorsque le morphisme est local non seulement la contribution
globale des points non fermés est nulle mais encore chaque correspondance «;
associée & un point non fermé est nulle.

Compte tenu de la remarque 2.11, le morphisme donnant la décomposition
locale peut étre vu comme un morphisme

O’?lX ceg(0,X) = cs(0,X9). (23)
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On dispose d’'un morphisme d’inclusion

[s%) 0 = : es(0, X°) — ¢5(0, (X")")
et d’un morphisme de localisation

0?97)(,] e5(0,XY) = cs(0, (X)),

Ces morphismes ne coincident naturellement pas comme on le voit déja avec
la remarque 2.13. Sachant que le morphisme [2( , 1’est pas un isomorphisme en
général, il est légitime de se demander si I'on obtient plus d’informations en
localisant & nouveau le résultat fourni par le morphisme (23). Le lemme suivant

montre qu’il n’en est rien.

LEMME 2.14. Soient X un S-schéma et O un S-schéma local hensélien. Le
diagramme suivant est commutatif

0'lJ X
Cs(O,X) 2 Cs (O,Xh)
iagyx la;xh (24)
Ccs (O, Xh)

s Jo—

cs (O, (X)),

Démonstration. Fixons une correspondance finie « € ¢g(O, X) et désignons par
Z son support qui est un sous-schéma fermé de O x g X fini et équidimensionnel
sur O. Notons Z le support de la correspondance finie

U?Q’X(oz) € cs (0,X9)

qui est un sous-schéma fermé de O x g XY fini et équidimensionnel sur ©. On
a alors un diagramme commutatif

Z/W\Z
I
RN

Oxg X —> 0 x5 (X" —= 0O xg X —= O xg X.

\.______,/

id

OxgXh
Le schéma Z est semi-local hensélien donc de la forme

Z = H Spec (Oz,.) .

z point fermé
de Z
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Notons z1, ..., z, ses points fermés et désignons par z1,...,x, leur projection
sur X. Par construction de la section U‘%, le diagramme (15) est commutatif et

78 (@) = 1:(0%)(a).

En particulier on voit que les points fermés du schéma semi-local Z se projettent
nécessairement sur zi,...,z,. Cela entraine que 0‘% est en fait le morphisme
d’inclusion de Z dans W et donc que

J?’),Xh {J?ﬁ,x(a)} = U?O,X(a)
dans cg (O, (X")"). Ce qui prouve la commutativité du diagramme (24). O

En particulier lorsque on se donne une correspondance finie « € ¢g(X,Y’), on
peut associer a un point x de X et un point y de Y une correspondance finie
gy du schéma XY dans le schéma Y,) donnée par

b

Oém,y = O—XE,Y(a o [[h

X,:L’Dy

On obtient ainsi une décomposition locale pour la topologie de Nisnevich de la
correspondance « de la forme

a0 [[gf,z] = Z[[?/,y] 0 Qg,y-
yey
Notation 2.15. Pour un morphisme de S-schéma g : X — Y et un point = nous

notons ¢Y le morphisme de schémas locaux henséliens déduit de g

x—L sy

9 T T[h
X,x Y,g(x)

9[’ b
X} — Y0

La proposition suivante explicite le comportement par composition et itération
de cette décomposition ainsi que la nature de la décomposition obtenue dans
le cas d’un morphisme de schémas.

PROPOSITION 2.16. Soient X,Y et Z des S-schémas.

(a) Etant données des correspondances finies o € cs(X,Y) et € cs(Y, Z),
on a pour tout point x € X et z € Z ’égalité

(ﬁ o a)$7z - Z /By,z © Ay y- (25)

yeYy

(b) Etant donné un morphisme g : X — Y de S-schémas on a

b sty =g(x
91z = {(g 9”} sinyon. "
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(¢) Etant donnée une correspondance finie o € cs(X,Y), on a Uégalité dans
Ccs (X:lvj? (be>2)

_Jagy siz=y
(Qzy)e.z = 0 sinon

pour tout point x de X et tout point z du schéma local hensélien Yy".

Démonstration. Le second point est une conséquence immédiate du corollaire
2.12. La formule de composition (25), se déduit des égalités

(ﬁ © a)z,z = 02{2,2(ﬁ oao [[2(,(17]>z = U?(Q,Z Z B © [[?/,y] 0 Qgy

yey »

=300, (Bol,)), 00,

Yo
yey

= Z By,z 0 Qay

yey

dans lesquelles nous avons utilisé la commutativité du diagramme (22). La
derniere assertion est quant a elle un corollaire du lemme 2.14. O]

Nous donnons maintenant le lien entre la décomposition locale du produit ten-
soriel de deux correspondances finies et le produit tensoriel des décompositions
locales. Etant donnés deux S-schémas X et Y, la propriété universelle (8) nous
donne un morphisme

b

m
(X x5 V)Pt X0 s Y0

\ l([?()xs([;’,)
[XXSY

XXSY

Ces morphismes font du foncteur (—)? un foncteur quasi-monoidal symétrique.
Lorsque l'on se fixe un point e du produit X xXgY se projetant sur z et y on a

une factorisation

b
mx

(X x5 Y)) —5 (XD) x5 (V)

b

(X x5 Y)) — > X xg Y.

Le comportement des décompositions locales par rapport au produit tensoriel
des correspondances finies est donné par le résultat suivant.
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PROPOSITION 2.17. Soient X,Y, X' Y des S-schémas, o € cs(X,X’) et B €
cs(Y,Y') des correspondances finies. Pour tout point e de X XgY et tout point
' de X' ety deY’, on a l’égalité

(roi)o ] = T [ewn]eeon)

e’ point de X' xg Y’
se projetant sur z’ et y’

dans cg ((X x5 Y0 (X)), x5 (YI)2’>'

Démonstration. Pour simplifier convenons de noter E le produit X xg Y, E’
le produit X’ x5 Y" et de désigner par £, , 'ensemble des points de E’ se
projetant sur z’ et . Le lemme sera démontré lorsque nous aurons vérifié la
formule

[mgf',y’] o Uzeh E’ ((a ®6) 0 [[.hE,e])
7 b b b b b (26)
= [UX27X, (O‘ o [[X,z]) ® Oy yr (5 o [[Yy])} ° [mX,Y,e]'

En effet on a d’une part

oyl ooty ((@edelld)= 3 2 [mhoyo]o(aes)

2'cX’'e’eF
y/eyl

e,e’

‘;/y/
et d’autre part
[UE(Q,X' (Oé ° [[2(77']) ® O-?/bVY/ (ﬂ ° [[?/,y})] © [mg(,Y,e]

= Z (Oéw)g;' ®6y,y'> © |:m2{,Y,e:| .

z’eXx’
y/eyl

Il suffit alors d’identifier facteur direct par facteur direct pour voir que I'égalité
(26) n’est qu’une reformulation du résultat cherché.

Fixons un sous-schéma fermé Z, de X xg X’ fini et équidimensionnel sur
le schéma local hensélien Xg? de sorte qu’en notant ¢z, l'immersion fermée
associée a ce dernier on ait

aolll,]=(z.).@

pour un unique élément @ de Cequi(Za/XY,0).
Choisissons de méme un sous-schéma fermé Zg de Y,) x5 Y’ équidimensionnel

fini sur YJ’ de sorte qu’en notant 1z, I'immersion fermée associée a ce dernier
on ait

Bolly,] = (12,):B
pour un unique élément 3 de cequi(Z5/X2,0).
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Notons comme précédemment W, et W3 les schémas définis par les carrés
cartésiens

Wa Zo Wps Zp
bwal O Lzai wail O LZﬁl
X xs (X)) —= X2 x5 X V) x5 (Y')) —=Y) x5V’

et posons Z = Z,xgZg et W = W, xgWg. Nous avons alors un carré cartésien

w A

J e

XJIZ Xg Yyh Xs (X/)h Xg (Y’)b *>X2 Xs Yyh Xg E'.

Considérons par ailleurs les schémas définis par les carrés cartésiens

w

Notons p et ¢ les projections de X xg Y, sur le premier et le second facteur.
Par définition du produit tensoriel des correspondances, on a

(oo [[g(x]) ®(Bo [[?fy]) = [p® (oo [[gu})] X XDy gy [q® (8o [[?,y])}
- [p@a(bza)*a} X XD xsYp [q®(523)*3}

= (12): | (0°@) X 1, oyp (@°P)]-
Convenons de noter 7 le cycle algébrique

7= (P7) Xxp.ovp (476)
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appartenant & cequi(Z/X2 x5 Y,,0). Cela nous donne

[mg(,,y,]o U?;Q,E'((a ® ,3) o [[?E"D = (idEQ xsmg(,,y/)* {(LW/)*(O'Q,)* (mgf?y7e'y)}

= (tw) 0 (U%)* {mg?y’eﬂ

® _
= myy, [(Lw)*(ff%a xs 02[,)*7].

On a par ailleurs 1’égalité

(w)e(0, x5 05,07 = [P () (0%, )43) | X yp [0° ((w)o(0%,).B)

= I:U?(;’,X/ (a o [[2(,12])} ® [U;}/yh’y, (6 © [[?/,y]):|
On obtient ainsi
%y dooty , ((a@p) o lth.))

=l (o (o [ @0l L (Bo )

= [02{27)(, (a o [[g(x]) ® U?@",Y’ (ﬂ o [[;],y})} o [mg(’ye]

)

ce qui prouve la formule (26). O

2.3.2 DECOMPOSITION LOCALE RAFFINEE

Supposons donnés une présentation d’un S-schéma local hensélien O ainsi qu’un
élément o de ¢s{O, X). On peut alors constater en utilisant le cas n = 0 de
la proposition 2.7 que la correspondance «, précédemment construite provient
en fait d’un unique élément {a}, de cg {O, X)) vérifiant

a=> [%,]eof{ak
xr
dans cg {0, X). Désignons par {[}2(2 Pélément de cg { XD, X) induit par les
morphismes U — X pour U parcourant V§(7x. Une correspondance finie o €
¢s(X,Y) possede alors une décomposition locale raffinée de la forme

ao{ty, =Y [ o{atey  {a}ay €es {X2.Y))
yey

{a}s,y ayant pour image « , dans cg (XQ,Y;).

Notation 2.18. Soient g : X — Y un morphisme et z un point de X. Pour tout
Ve \7@ () le morphisme g définit un élément dans cg {Xxh , V) et la collection
de ces éléments définit un élément

{g}) € cs {XD, YD},
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Les propriétés de ces décompositions locales raffinées se déduisent directement
du lemme 2.6 et de la proposition 2.16.

PROPOSITION 2.19. Soient X,Y et Z des S-schémas.

(a) Etant données des correspondances finies o € cg(X,Y) et 8 € cs(Y, Z),
on a pour tout point x € X et z € Z [’égalité

{Boalts: = Z By, o {ata,y. (27)

yey

(b) Etant donné un morphisme g : X — Y de S-schémas on a

{[g]}z,y: {{9}2 szy:g(x)

0 sinon

dans cg {ng, Yy"}.

(¢) Etant donnée une correspondance finie o € cs(X,Y), on a U'égalité dans
cs { X7, (Y))2)

stnon

oty siz=y
Hateyte: = {0

pour tout point x de X et tout point z du schéma local hensélien Yy".

Soient X,Y deux S-schémas et e un point de X xXg Y se projetant sur x et y.
L’identité de X xg Y induit pour tout U € V’)L(’I,V € V’ﬁy un élément dans
cs {(X Xs Y)g, U xg V) et la collection de ces éléments donne un élément de

{m}g(,Y,e €es {(X xg V)0, X xs Y}

ayant méme image que [mg(’yﬁ] dans cg (X x5 Y)?, X0 xg Yyh}.

PROPOSITION 2.20. Soient X,Y, X', Y’ des S-schémas, a € cs(X,X') et 8 €
cs(Y,Y') des correspondances finies. Pour tout point e de X XgY et tout point
' de X' ety deY’, on a l'égalité

({Oé}z,m/ ® {ﬂ}y,y/) o {m}g(,y,e = Z [mg(/,Y’,e’:| ° {O‘ ® 5}

e’ point de X’ xg Y’
se projetant sur z et y'

e,e’

dans cg {(X x5 Y0 (X2, x5 (Y/).Z/)'
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2.4 CAS DE LA TOPOLOGIE ETALE

Les démonstrations données dans la section précédente s’adaptent parfaitement
au cas de la topologie étale, il suffit pratiquement pour cela de remplacer les
anneaux locaux henséliens par les anneaux locaux strictement henséliens. Dans
cette sous-section nous avons rassemblé les énoncés des résultats obtenus pour
la topologie étale tout en précisant les modifications mineures a effectuer.

Nous fixons pour tout point s de S une cléture algébrique (s) de k(s) et nous
désignons par S le point géométrique de S défini par la cloture algébrique E(s).

DEFINITION 2.21. Un bon point géométrique T est la donnée d’un point x € X
et d’un plongement k() — &(s) le point s étant 'image de = dans S.

LEMME 2.22. Les bons points géométriques possédent les proprétés suivantes.

(a) L’tmage par un morphisme de S-schémas d’un bon point géométrique est
un bon point géométrique.

(b) Les bons points géométriques forment un ensemble conservatif de points °
pour la topologie étale sur Varg.

Démonstration. La premieére assertion est immédiate, quant a la seconde
d’apres la remarque 3.13.b de V'exposé VIII de [2], il suffit de voir que les
points d'un S-schéma de type fini X fermés dans leur fibre sont le lieu d’un
point bon géométrique. Or pour un point « de X fermé dans sa fibre, 'exten-
sion k(x)/k(s) est finie et il existe bien un morphisme de corps de x(x) dans la
cloture algébrique O

Nous appellerons bon S-schéma local strictement hensélien la donnée d’un S-
schéma strictement hénsélien O et d’un isomorphisme w : K — &(s) de k(s)-
extensions ou k est le corps résiduel de O et s est I'image dans S du point fermé
de O. Les hensélisés stricts d’un S-schéma en un bon point géométrique sont
canoniquement des bons S-schémas strictement henséliens. Etant donné un
bon S-schéma strictement hensélien (O,w), on remarquera pour I'adaptation
des démonstrations précédentes au cas de la topologie étale que les O-schémas
finis sont canoniquement des réunions disjointes de bons S-schémas locaux
strictement henséliens.

A un S-schéma X, on peut associer fonctoriellement le S-schéma X"
X®h .= H X2,
x

Z bon point
géométrique

Ce dernier est la réunion disjointe, sur les bons points géométriques de X, des
schémas locaux strictement henséliens X;h spectre de ’anneau local strictement
hensélien O dont on notera le point fermé abusivement par 7.

9Pour un schéma qui n’est pas de type fini sur S on prendra garde que I’ensemble des
bons points géométriques peut étre vide.
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Pour tout bon point géométrique = de X on dispose du morphisme canonique

sh
[X,E

X2 ——Spec (Ox2) —> X

nous donnant un morphisme de schémas [i? : X*% — X. Comme dans le cas
hensélien, le morphisme

2, (XM

n’est pas un isomorphisme en général mais admet cependant une section cano-
nique 5% identifiant X*? & un sous-schéma fermé de (X°9)%9 et provenant du

fait que ’anneau local strictement hensélien de X;h en son point fermé T est
canoniquement isomorphe & O :

5 sbh
5% xsh 1%

[
X5h ——> (Xsh)ﬁb — Xxsh L>)(

\\_/

id g ep

Autrement dit dans (X*7)%? apparaissent des facteurs supplémentaires corres-
pondants aux bons points géométriques distincts des points fermés des X;h.

Dans le cas étale, le complexe considéré est le complexe de Cech associé au
X-schéma X*9

Cxenyx(0) 1+ = Tuy [(X*)3] (0) = Zue[X*V)(©0) — Ze[X](0) — 0.
On a alors ’analogue de la proposition 2.1.

PROPOSITION 2.23. Soient X un S-schéma et O un bon S-schéma local stric-
tement hensélien. Il existe des morphismes canoniques

08 xm t e [(X*N%] (0) = Zee (X)) (O)  n>0

satisfaisant aux deuz propriétés suivantes.

(a) (Homotopie) On a pour tout n les relations
dpt10 J?gb’X’n + U(soh,x,nq od, = id.

(b) (Fonctorialité) Etant donnés un bon S-schéma local strictement hensélien
O’ et une correspondance finie o € ¢g(O’, O) on a un carré commutatif

o Ze[(X)%] (@)
L [(X0)%] (O)

Zie [(X*)%] (0)

l”?ohf,x.n \L‘Téh,x,n
Zee[(X*0) (@)

Ly [(X20) 5] (O) Lo [(X*0)%1] (O).
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De méme on dispose également de ’analogue de la proposition 2.7.

PROPOSITION 2.24. Soient X un S-schéma et une présentation V d’un bon
S-schéma local strictement hensélien O. Il existe d’uniques morphismes

{038 xn # Zx (X)X {O} = Ziy [(X¥)% {0} n>0

satisfaisant aux deux propriétés suivantes.

(a) (Homotopie) On a pour tout n les relations
dnt1 0 {U}?DKJ,X,n + {O-}éh,X,n—l odp = id. (28)
(b) (Compatibilité) Le carré suivant est commutatif

sh
{”}O,X,n

Zix [(X*N)%] {0} ————Z, [(X*")5] {0}

| 5 | @”

Zi [(X*0)%] (0) —— 25" s 7, [(X50)2H1] (0).

Sachant d’apres le lemme 2.22 que les bons points géométriques fournissent une
famille conservative de points pour la topologie étale, on obtient le corollaire
suivant.

COROLLAIRE 2.25. Soit X wun S-schéma de type fini. La restriction a la
catégorie VarCorg du compleze de faisceaur €tales avec transferts Cxen/x est
universellement exact au sens de Grayson [12].

Lorsque I’on se donne une correspondance finie « € cg(X,Y") et des bons points
géométriques T,y de X et Y, le cas n = 0 de la proposition 2.23 fournit une
décomposition locale pour la topologie étale de la correspondance « de la forme

h 1 b
aoll{;] = Z [135] 0 az 3. (30)
Y bon point
géométrique
En utilisant le cas n = 0 de la proposition 2.24 on voit finalement que la
décomposition locale précédente se raffine en

ao{li¥z= D [§lo{aley
7 bon point
géométrique

ou {[}i?5 € cs{X2%, X) est induit par les morphismes U — X pour U € Vs

sh

Y,gox le

Soient g : X — Y un morphisme et z un point de X. Pour tout V € V

morphisme g définit un élément dans Cs{X;b, V') et la collection de ces éléments
définit un élément

{g};h € CS{X;h , Y;h}.
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PROPOSITION 2.26. Soient X,Y et Z des S-schémas.

(a) Etant données des correspondances finies o € cg(X,Y) et 8 € cs(Y, Z),
on a pour tout point bon point géométrique T de X et tout bon point
géométrique zZ de Z [’égalité

{Boatsz= >, Byzo{alsy
Yy bon point
géométrique

(b) Etant donné un morphisme g : X — Y de S-schémas on a

Y sig=gox

0 sinon

dans Cs{X;h, Y;h}.

(¢) Etant donnée une correspondance finie o € cs(X,Y), on a U'égalité dans
CS{X;hv (Y;b);h)

stnon

- {O[}f’g Si Zz = y
Halsglzz = {0

pour tout bon point géométriqgue T de X et tout bon point géométrique Z
du schéma local strictement hensélien Y;b.

Comme dans le cas de la topologie Nisnevich, ces décompositions locales se
comportent bien par produit tensoriel. Etant donnés deux S-schémas X et Y
ainsi qu'un bon point géométrique € de X X g Y se projetant sur T et § nous
avons un diagramme naturel

msP -
(X xs YV)2 —25 (X20) x5 (V2")
l msh l
(X xg V) — = > X xgV.

L’identité de X x gY induit par ailleurs un élément dans cs{(X xsY)2?, Ux V)
pour tout U € V}h’f, Ve \7“;%. La collection de ces éléments donne un élément

{m}¥yz € cs{(X x5 V)2, X2 x5 Y2}

ayant méme image que [mip,y,g] dans cs((X x5 V)20, X" x g Y;h}.

PROPOSITION 2.27. Soient X, Y, X', Y’ des S-schémas, a € cs(X,X') et 8 €
cs(Y,Y") des correspondances finies. Pour tout bon point géométrique € de
X xgY et tout bon point géométrique €’ de X' xsY', on a l’égalité

({a}f,w ® {5}y,§’> © {m}gpyY’E = [mggvy’?} ° {a ® ﬁ}z,é'

dans cs{(X x5 V)2, (X)) xg (Y’)%?)
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3 RESOLUTION DE GODEMENT ET TRANSFERTS

Rappelons qu’une monade dans une catégorie € est la donnée d’un endofoncteur
M de C et de transformations naturelles u : MM — M et n : id — M pour
lesquelles les diagrammes

nM Mn Mu
M— MM <2 M MMM —2= M
N o
M MM —2—=

sont commutatifs. Etant donnée une monade (M, p1,m), 'un des nombreux ava-
tars de la construction bar permet d’associer a un objet C' de € un objet
cosimplicial B*(M, C) de € muni d’une coaugmentation de C' dans ce dernier.
Les n-cosimplexes sont donnés par I'objet M™+1C de €, les codégénérescences
par les morphismes

ot = MyM™ 7 . MO — M"C 1=0,...
et les cofaces par les morphismes
ort = MigM™Tt  M"C — M"TIC i=0,...,n.

Dans la suite de cette section nous fixons une catégorie § = Schg, Varg ou Smg,
tous les préfaisceaux sont définis sur § et nous renvoyons a la définition 1.10
pour la notion de faisceaux avec transferts.

3.1 CAS DE LA TOPOLOGIE DE NISNEVICH

Nous allons maintenant appliquer les résultats concernant la localisation Nis-
nevich des correspondances finies que nous avons obtenus dans la sous-section
2.3. Rappelons que 8§ désigne 'une des catégories suivantes Schg, Varg ou Smg.
Dans la suite, nous désignons par s, la composante suivant le point x d’un
élément s du produit

[T F{x2.

rzeX

Par définition F{X?} correspond & la fibre Nisnevich de F au point .
Désignons par Gyis la monade de la catégorie des faisceaux Nisnevich définissant
la résolution cosimpliciale de Godement. Etant donné un faisceau Nisnevich F,
cette derniere se caractérise de la maniere suivante.

(a) Les sections sur X du faisceau Nisnevich GyisF' sont données par

SaF(X) = [ F{x2)

zeX
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les morphismes structuraux étant déterminés par les égalités

[9NisF(p)(5)} L F {{p}g} (Sp(a))

dans lesquelles x est un point de X, p : X — Y un morphisme de S-
schémas et s un élément de Gnis (V).

(b) Le morphisme structural np se trouve donné par

ne()] = L%}

pour un élément s de F(X).

(¢) Le morphisme structural pp coincide avec la projection sur les compo-
santes associées aux points fermés des X via le morphisme naturel

(SnisSnis F)(X) — H H F{(X;’)Z}

reX ;ex)

Nous notons s, , la composante suivant x,z de I'image d’une section s
par le morphisme précédent de sorte que pp($)y = Sg.z-

La résolution cosimpliciale de Godement d’un faisceau Nisnevich F est par
définition le faisceau Nisnevich cosimplicial

GRisF = B*(Snis, F).

Ce dernier nous fournit un complexe Gy;,F' de faisceaux Nisnevich de termes
RisE = G F et dont les différentielles sont données par la somme alternée
des morphismes cofaces.

Remargue 3.1. La famille formée de ces foncteurs fibres F' — F{XD} étant
conservative, ’augmentation canonique

*
F— G’NisF‘
est un quasi-isomorphisme 1% de complexes de faisceaux Nisnevich.

PROPOSITION 3.2. Il existe une monade canonique S, de la catégorie Shyj;(8)
rendant le carré suivant commutatif

Shy;s(8) —— Shis(8)

iStNris lSNis

St (8) —= Shis(5).

107] s’agit d’une propriété classique de la résolution de Godement prouvée par exemple
dans [25, Part II, Ch. IV, lemma 2.2.2].
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Démonstration. Il suffit de montrer que pour un faisceau Nisnevich avec trans-
ferts I, le faisceau Nisnevich GnisF' est canoniquement muni de transferts et
que les morphismes

nr: F — GnisF pr t ONisOnisF — Gnis
sont des morphismes de faisceaux Nisnevich avec transferts. Etant donnée une

correspondance finie « € ¢g(X,Y"), on peut associer & une section s de Gnis F/(Y)
la section de Gnis F'(X) donnée par

SnisF' (@) (s)z = Z F{{O‘}w,y}(sy)'

yey
On obtient ainsi un morphisme de groupes abéliens GnisF'(«). Lorsque l'on se

donne une correspondance finie 8 € cg(Y, Z), la formule de composition (27)
de la proposition 2.19 nous assure que pour un point z de X

SnisF(Boa)(s)e =Y F{{Boa}s:}(s:) =Y > F{By:o0{a}sy}(s:)

2€Z 2€Z yeY
-y ZF{{Q}M}[F{{@W} 5] =3 Fl{aey [ 9nF(8)(5),
z€Z yey yey
= GnisF () {9NisF(ﬁ)(s):| .

et donc que cette définition est fonctorielle :
SnisF' (B 0 a) = Gnis () o Gnis F'(B).

Par ailleurs pour un morphisme p : X — Y de S-schémas, la seconde assertion
de la proposition 2.19 nous donne

Snis F([p]) (8)2 = F{U{P}2} (5p(2)) = Gnis F(9)(5)a-
Les morphismes Gyis F'(a) étendent donc la structure usuelle de préfaisceau en

une structure de préfaisceau avec transferts. La construction des germes de
correspondances locaux utilisés assure que

F(a)(s)e = F{ao {}% . }(s ZF{ o{atey}(s) ZF{{a}my}(Sy)
= Gnis F (@) (nF(8)) e

autrement dit que 7y est un morphisme de faisceaux avec transferts. Il reste

a montrer que up est aussi un morphisme de faisceaux Nisnevich avec trans-
ferts. Pour une section s appartenant & GnisGnisF (X) on obtient en utilisant
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la troisieme assertion de la proposition 2.19

i (SrisSniF(0)(5))a = D i [SnieF{{akay }(5y)]

T

yey
= Z Z F{{{O‘}z,y}r,Z}(Sy,Z)
yeY ZGY;’
= > F{{a}ay}(sy.y) = GnisF (@) (1r(s))-
yey
Ce qui acheve la démonstration. ]

La proposition 3.2 assure en particulier que la résolution cosimpliciale de Go-
dement G§;,F’ d'un faisceau Nisnevich avec transferts est canoniquement munie
de transferts et qu’a fortiori le complexe G} F' est un complexe de faisceaux
Nisnevich avec transferts quasi-isomorphe a F dans la catégorie des complexes
de faisceaux Nisnevich avec transferts. Cela entraine en particulier que les
préfaisceaux de cohomologie Nisnevich

X = H (X, F)

d’un faisceau Nisnevich avec transferts sont canoniquement munis de transferts,
résultat se déduisant par ailleurs de la proposition 3.1.8 de [29, chapter 5].

Nous allons maintenant voir que les tranferts « naturels » précédemment
construits sur la résolution de Godement sont en outre compatibles avec la
structure tensorielle de cette derniere.

DEFINITION 3.3. Nous appelons faisceau Nisnevich (resp. avec transferts)
quasi-monoidal symétrique la donnée d’un faisceau Nisnevich (resp. d’un fais-
ceau Nisnevich avec transferts) F' et pour tout S-schéma X, Y d’un morphisme
associatif symétrique

M¥y : F(X)@F(Y)— F(X xgY)
fonctoriel par rapport aux morphismes de schémas (resp. aux correspondances
finies).
Ces derniers sont les objets d'une catégorie Shyis g (8) (resp. une catégorie

Shyis,e (8)) munie d’un foncteur fidele vers Shyis(8) (resp. vers Shyi(8)).

Remarque 3.4. La monade de Godement Gyjs induit une monade sur la
catégorie des faisceaux Nisnevich quasi-monoidaux symétriques. Etant donné
un faisceau Nisnevich quasi-monoidal symétrique (F, &?Y), on voit en effet
que GnisF' est canoniquement un faisceau Nisnevich quasi-monoidal symétrique
pour les morphismes

R GrisF(X) @ Gnis F(Y) — Gnis F(X x5 Y)
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donnés par les relations

[&;WF (s@ t)]e — F{{m}%,.} { Ry vy (50 @ 1)

dans lesquelles s € G F(X),t € GnisF(Y) et e désigne un point du produit
X Xg 'Y de projection z et y. Avec cette définition il est aisé de voir que les
morphismes structuraux ng et ur de la monade Gyis sont bien des morphismes
de faisceaux Nisnevich quasi-monoidaux symétriques.

Nous sommes maintenant en mesure d’énoncer le résultat suivant.
PROPOSITION 3.5. La monade SGY,, induit une monade sur la catégorie

SthS ©(8) compatible avec la monade Gnis via le foncteur d’oubli. Autrement
dit le carré suivant est commutatif

Shyi, ©(8) — Shnis 0(8)

igf\ﬁs J{SNis

Shyie ©(8) — Shyis (8).

Démonstration. Supposons que (F, @f(’y) soit un faisceau Nisnevich avec trans-
ferts quasi-monoidal symétrique. En utilisant la proposition 3.2, il suffit de
montrer que le carré

SNisF
GnisF(X') ® Gnis F(Y) — = GnisF (X' x5 Y7)
\LgNiﬁF(a)®9NiﬁF(ﬁ) \LQN;&;F(OA@B) (31)
g;{N;/s

INisFI(X) @ Gnis F' (V) ———————— Gnis FI(X xgY)

est commutatif pour toute correspondance finie o € cg(X, X’) et 5 € cs(Y,Y).
Notons F le produit X xgY et E’ le produit X’ xg Y’. Considérons un point
e de E de projection z et y ainsi que des sections s € Snis(X’),t € Gnis(Y).
En utilisant la remarque 3.4 nous avons

GniuF(a e B)[RPEE (2] = 3 Fl{o@ e} [R5 1)
e'cE’

Z F{{a®ﬁ}e»€/}F{{m}g@,Y’,e’} {&f x1?, (y/) b (Sar ®ty/):|

e'eE’

e’

E F

Z F [m yrelo{a®Blee |:®(X/) oM C% ®ty/)]
z'eXx’ e'cE’, ,

y' ey’ vy
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En utilisant la proposition 2.20, cette derniere égalité peut se réécrire sous la
forme

SnisF(a® )| B (s @ 1)) )

= Z F{ ({a}ﬁ,i/ ® {ﬂ}yﬂ/) °© {m}g(,Y,e} |: |Z|(FX’)Z,,(Y’)2, (S:E’ ® ty/)}
z'eX’
y/ey/

> Py [ iy (F{adearHs0) © F{{BY }ty) |
z’ex’

y/eY/
= P{my e} [ By vy (SxF(@)(9)e ® SnuF (8)(0),)].

Ce qui donne finalement

SnuF (0 ® B)| B (s@1)] = BPP" |meF(0)(5) @ SxanF (B) (1)

e

et prouve la commutativité du carré (31). O

La remarque 3.4 assure que la cohomologie d’un faisceau Nisnevich quasi-
monoidal symétrique est munie d’un produit associatif et commutatif

F
HP(X,F) @ HU(Y, F) 255, gpa(X xg Y, F) (32)

induit par la structure quasi-monoidale symétrique sur la résolution de Gode-
ment. Ce produit est commutatif au sens gradué, autrement dit tel que

a®kyb=(-1)""beyya

pour un élément a de HP(X, F') et un élément b de HY(X, F') et compatible
au produit induit par F sur le H°. En particulier on dispose d'un cup-produit
associatif et commutatif

F
X

HP (X, F) @ HU(X, F) ——> H"(X x5 X, F) — > H"*(X,F) (33)
X

®x,x

N2

munissant H*(X, F) d’une structure d’algebre graduée commutative. Lorsque
F' est en outre un faisceau Nisnevich avec transferts quasi-monoidal symétrique,
la proposition 3.5 assure que les produits (32) sont compatibles aux transferts
i.e. que les carrés

F
®X’,Y/

H?(X',F)® HI(Y' F) ——25 gr+4(X' x4 Y, F)

J{H”"(a@B,F)
F
X,Y

Hp(a,F)®Hq(B,F)i
®
HP(X,F)® HI(Y,F) —— s grta(X x4 Y, F)

sont commutatifs pour toute correspondance «a € cg(X, X’) et 5 € cs(Y,Y”).
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Remarque 3.6. On prendra garde que pour une correspondance finie a €
cs(X,Y), les carrés

F

HP(Y,F) ® HY(Y, F) ——— HP* (Y, F)

Hp(a,F)®H‘1(a,F)i iH"*q(a,F)

F

HP(X,F)® HI(X,F) —~ > HP4(X, F)

ne sont pas nécessairement commutatifs — nous renvoyons d’ailleurs a la re-
marque 1.7 & ce propos. Les cup-produits (33) ne sont donc pas & priori com-
patibles aux transferts.

3.2 CAS DE LA TOPOLOGIE ETALE

Nous nous contentons dans cette sous-section d’énoncer les résultats dans le
cas de la topologie étale : les démonstrations étant identiques a celles données
pour la topologie de Nisnevich. Nous supposons ici que 8§ = Varg ou Smg.

Dans la suite, nous désignons par sz la composante suivant T d’un élément s

du produit
11 F{X:").

T bon point
géométrique de X

Par définition F{ng} est la fibre étale de F' au point géométrique ZT. Pour
définir la résolution de Godement dans le cadre étale, nous partons de la monade
Ggt de la catégorie des faisceaux étales caractérisée pour un faisceau étale F
par les propriétés suivantes.

(a) Les sections sur X du faisceau étale GgyF' sont données par

SeeF'(X) = | | F{x3"}
T bon point
géométrique de X

les morphismes structuraux étant déterminés par les égalités

SeF0)()]_= F {9} } (570)

dans lesquelles T est un bon point géométrique de X, p : X — Y un
morphisme de S-schémas et s un élément de G F(Y).

(b) Le morphisme structural nz se trouve donné par
1r(9)]_= F{{¥2}s)
pour un élément s de F(X).
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(¢) Le morphisme structural pp coincide avec la projection sur les compo-
santes associées aux points fermés des X;” via le morphisme naturel

(GutSr) F(X) — H H F{(X;h)sh} .

Z
T bon point Z bon point
géométrique de X géométrique de X;h

La résolution cosimpliciale de Godement d’un faisceau étale I est par définition
le faisceau étale cosimplicial

Sl = B* (G, ).

Ce dernier nous fournit un complexe Gy F' de faisceaux étales de termes
bl = GR F et dont les différentielles sont données par la somme alternée
des morphismes cofaces.

Remarque 3.7. La famille formée des foncteurs fibres F +— F {X;h} étant
conservative sur Varg d’apres le lemme 2.22, 'augmentation canonique

F — Gy F
est un quasi-isomorphisme ! de complexes de faisceaux étales sur Varg.

PROPOSITION 3.8. Il existe une monade canonique G, de la catégorie Shi, (8)
rendant le carré suivant commutatif

Sh (8) — Shg(8)

i 28 lgEt

Shir, (8) — Shgy(8).

Comme précédemment les tranferts « naturels » sur la résolution de Godement
étale sont compatibles avec la structure tensorielle de cette derniere.

DEFINITION 3.9. Nous appelons faisceau étale (resp. avec transferts) quasi-
monoidal symétrique la donnée d’un faisceau étale (resp. d’un faisceau étale
avec transferts) F et pour tout S-schéma X,Y d’un morphisme associatif
symétrique

Ry : F(X)®@F(Y) - F(X x5Y)

fonctoriel par rapport aux morphismes de schémas (resp. aux correspondances
finies).

Ces derniers sont les objets d’une catégorie Shp g(8) (resp. une catégorie
Shi, (8)) munie d'un foncteur fidele vers Shg(8) (resp. vers Shy(8)).

1] s’agit d’une propriété classique de la résolution de Godement prouvée par exemple
dans [25, Part II, Ch. IV, lemma 2.2.2].
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Remarque 3.10. La monade de Godement Gg; induit une monade sur la
catégorie des faisceaux étales quasi-monoidaux symétriques. Etant donné un
faisceau étale quasi-monoidal symétrique (F, @gy), on voit en effet que Gg F'
est canoniquement un faisceau étale quasi-monoidal symétrique pour les mor-
phismes

R GEF(X) @ G F(Y) — G F(X x5 Y)

donnés par les relations

(B (s8] = F{im}y e} BE.s yoo (s 0 17)

€
dans lesquelles s € G F(X),t € Gpe F(Y) et € désigne un bon point géomérique
du produit X Xg Y de projection T et §. Avec cette définition il est aisé de
voir que les morphismes structuraux np et up de la monade Gt sont bien des
morphismes de faisceaux Nisnevich quasi-monoidaux symétriques.

Nous sommes maintenant en mesure d’énoncer le résultat suivant.

PROPOSITION 3.11. La monade G, induit une monade sur la catégorie
Shgt@(S) compatible avec la monade Gy via le foncteur d’oubli. Autrement
dit le carré suivant est commutatif

Shgt@(S) — ShEt,@ (S)

iSi{t lgEt

Shgt@(S) - ShEt,®(8)~

4  REALISATION /-ADIQUE DES MOTIFS MIXTES

Nous allons montrer que le foncteur de réalisation ¢-adique des S-schémas lisses
de type fini 12
Ry: Smgp —  DT(S,Zy)
X +— Rux.niZs/t*

se prolonge canoniquement en un foncteur triangulé quasi-tensoriel sur la
catégorie des motifs mixtes géométriques DMy, (S). Avant d’aborder le
résultat principal, nous tenons & donner quelques précisions quant a la catégorie
dans laquelle le foncteur de réalisation f-adique prend ses valeurs.

(34)

LEMME 4.1. Lorsque le foncteur (34) prend ses valeurs dans une sous-catégorie
triangulée pleine C de DT (S, Zy), il est en est de méme d’un prolongement de
(84) aux motifs miztes géométriques.

Démonstration. Cela résulte du fait que la catégorie triangulée des motifs
mixtes géométriques est engendrée par les motifs des S-schémas lisses de type
fini. O

12a notation D1 (S, Z,) désigne la catégorie des coefficients f-adiques construite par T.
Ekedahl dans [11]. Nous renvoyons le lecteur & ’appendice A.
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Dans la construction qui suit nous utilisons la proposition suivante que nous
tirons de [27, 28].

PROPOSITION 4.2. Les h-faisceaux en groupes abéliens ont une structure ca-
nonique de préfaisceau avec transferts. En particulier les faisceaux de groupes
abéliens localements constants pour la topologie €tale sont canoniquement munis
d’une structure de préfaisceau avec transferts et de plus les faisceaur d’anneaus
localement constants sont canoniquement munis d’une structure de préfaisceau
avec transferts quasi-monoidal symétrique.

4.1 CONSTRUCTION

Nous consacrons cette sous-section a la construction du foncteur de réalisation
l-adique des motifs mixtes géométriques. L’ingrédient essentiel réside dans les
propriétés de la résolution de Godement que nous prouvées dans la section 3.
Nous allons donc prouver le

THEOREME 4.3. Le foncteur symétrique monoidal (34) se prolonge canonique-
ment en un foncteur triangulé quasi-tensoriel

DMy, (S)°P — DT (S, Zy). (35)

(a) Lorsque S est de type fini sur un schéma noethérien régulier de dimen-
sion < 1, le foncteur (35) prend ses valeurs dans D2 (S, Zy) sous-catégorie
triangulée pleine formée des coefficients constructibles.

(b) Lorsque S est de type fini sur un corps fini, le foncteur (35) induit un
foncteur triangulé tensoriel

DMy (S)™ — Dp,(8,Q0)

ot le second membre désigne la catégorie des coefficients £-adiques miztes
de P. Deligne [8, 5].

Avant de donner la démonstration de ce résultat, il y a lieu de préciser la termi-
nologie que nous employons. On peut considérer le topos N°P Sy des systemes
projectifs de grands faisceaux étales '* sur S ainsi que le faisceau d’anneaux
sur ce dernier

Zsge/l* i — Lome /0™ — Zow /U7 — - — Ls i/l

et la catégorie de modules associée Mod(Zg g /¢*). Un systeme projectif de
faisceaux étales avec transferts

F:.:r—F,

dont les composantes F). sont des Zg gy /Z’“—modules sera appelé un Zg gy /0*-
module avec transferts. En prenant pour morphismes, les morphismes de

131] s’agit des faisceaux sur Varg munie de la topologie étale.
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systemes projectifs de faisceaux étales avec transferts, on obtient une catégorie
munie d’un foncteur d’oubli fidele. Nous dirons qu'un Zg gi-module (resp. un
Zs,ry-module avec transferts) F' est quasi-monoidal symétrique lorsque ses com-
posantes F,. sont des Zg gt /¢" ' -modules (resp. Zg gt /¢" T -modules avec trans-
ferts) quasi-monoidaux symétriques et que les morphismes de transition sont
compatibles avec ces structures.

Preuve du théoreme 4.3. On sait d’apres la proposition 4.2 que le grand fais-
ceau étale Zg g /¢" se trouve canoniquement muni de transferts, les morphismes
de transition Zg gt /0" — Zgs gt /¢! étant des morphismes de faisceaux étales
avec transferts. On peut donc voir que Zg gt /¢* est canoniquement un Zg gy /*-
module avec transferts. En prenant la résolution cosimpliciale de Godement de
ce dernier, on obtient un Zg gy /¢*-module cosimplicial

Gt [Zs,ge/C7] € AMod(Zs /)

qui d’apres le lemme 3.8 est en fait canoniquement un Zg gy /¢*-module avec
transferts cosimplicial. Supposons que X soit un S-schéma de type fini, on
dispose alors de deux morphismes de topos

Lx

—_— .
Xet Skt px otx =id
pPx

la restriction d’un faisceau F' au petit site étale de X étant donnée par ¢% F.
Ces morphismes s’étendent naturellement aux topos NP X 14 et NP S, et
sachant que t%Zg gy /0" = Zx /¢*, ils induisent un foncteur exact

Lj( =Pxx : MOd(ZsﬁEt/f*) — MOd(Zx/g*)

En désignant par mx le morphisme structural de X dans S, cela permet d’as-
socier au S-schéma de type fini X le Zg/¢*-module cosimplicial

Re(X) = mxi%x G [Zs,e /0] (36)
En prenant le complexe de chaine associé, on obtient un objet
Ry(X) 1= CR(X) = mx.i% Gy [ Zs,ge /"] (37)

appartenant a CT(S,Z/0*).
Remarque 4.4. Par construction de la résolution de Godement, on peut voir

que
Ry(X) = mx.Gy* [Zx /7).

Le passage par les grands faisceaux étales ne sert en fait que dans la mesure
ou il permet de mettre des transferts.

147] s’agit des systémes projectifs de faisceaux sur le schéma X muni de la topologie étale,
ainsi Xet désigne le petit topos étale de X.
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Pour la définition des complexes normalisés apparaissant dans le lemme suivant,
nous renvoyons a la remarque A.3.

LEMME 4.5. Les objets (36) et (37) sont fonctoriels par rapport auz correspon-
dances finies, autrement dit on dispose de foncteurs additifs

Re : VarCord — AMod(Zg/l*)
R, : VarCord — CT(S,Zg/l*).

De plus le foncteur R, est a valeurs dans la sous-catégorie formée des systémes
projectifs « normalisés » et on a un isomorphisme de foncteurs canonique 6

R[’,
SmCory’ —— DT (S, Z)

[%
f—

o
Smg’ -
Démonstration. Supposons plus généralement que F' soit un Zg g /¢*-module
avec transferts cosimplicial. En posant pour un S-schéma X

F(X) :=nx % F

on obtient un préfaisceau avec transferts prenant ses valeurs dans la catégorie
AMod(Zg/¢*). En effet lorsque I'on se donne une S-correspondance finie o de
X dans Y et un S-schéma étale U, on a un morphisme naturel de Z/¢*-modules
cosimpliciaux

F(ayu)
—

F(Y)(U) :== F(Yy) F(Xy) = F(X)(U)

induit par les correspondances oy construites dans la sous-section 1.2. Ces
morphismes nous fournissent un morphisme dans la catégorie de Zg/¢*-modules
cosimpliciaux ~ ~ _
F(a): F(Y) — F(X).

La compatibilité avec la composition démontrée au lemme 1.9 assure que pour
des correspondances finies « € cg(X,Y) et 8 € cs(Y,Z) on a (Boa)y = Buoay
et donc que B _ _

F(a) o F(B) = F(Boa).
En particulier ceci assure que les objets (36) et (37) sont fonctoriels par rapport
aux correspondances finies. Pour la seconde assertion, il suffit de remarquer
que pour un Zggy/¢*-module F, la résolution de Godement F' — Gy, F est
une résolution flasque. En particulier si X est un S-schéma de type fini, les
morphismes naturels

Rﬂ‘X*i}F —_— Rﬂ‘X*i}GEtF

|

- *
Tx iy G

DOCUMENTA MATHEMATICA 12 (2007) 607-671



656 FLORIAN IVORRA

sont des quasi-isomorphismes. En prenant F = Zg g /¢*, on obtient un isomor-
phisme de foncteurs
op E, + *
SmCorg” —— D*(S,Z/¢*)

0
BN

op
Smyg )

Pour un Zg g /¢*-module plat F, les composantes de sa résolution de Godement

n F sont des Zg gt /¢*-modules plats '° ce qui assure que G, F' est normalisé
lorsque F' est f-adique. En particulier ceci entraine que le foncteur considéré
prend bien ses valeurs dans les complexes normalisés — voir remarque A.3. [

On a donc un foncteur

Tot

b
R, - CP(SmCors)™ 24 CP [CF(S,2/6)] 225 ¢+ (S, 2/¢%)
et donc un foncteur triangulé
R, : K*(SmCorg)°? — D*(S,Z/¢*)

prenant en fait ces valeurs dans DV (S, Z,). En utilisant I'invariance par homo-
topie dans le cadre f-adique, la localisation Nisnevich, on obtient un foncteur
triangulé

Ry : DMSP (S)°P — DT (S, Zy).

Comme la catégorie triangulée DT (S, Z,) est pseudo-abélienne — il s’agit d’une
conséquence du lemme 2.4 de [4] — ce dernier nous donne un foncteur

Ry : DMSE(S) — D (S, Zy). (38)

Il reste a vérifier que ce foncteur est bien compatible aux structures tensorielles
de part et d’autre.

LEMME 4.6. Le foncteur triangulé (38) est quasi-tensoriel'® et pour tout S-
schémas X,Y le morphisme induit

&X’y : Rg(X) ®R[(Y) — Rz(X Xs Y)

coincide avec le morphisme de Kinneth.

150n trouvera une preuve de cette propriété classique par exemple dans [25, Part II, Ch.
IV, proposition 2.4.3].

16Nous renvoyons & la définition B.1 pour ce qui concerne la terminologie utilisée dans cet
article.
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Démonstration. D’aprés la proposition 4.2, Zg gy /¢* est un Zg g /¢*-module
avec transferts quasi-monoidal symétrique. Le lemme 3.11 assure alors que
SitZs /0" est en fait un Zg g /¢*-module avec transferts quasi-monoidal
symétrique cosimplicial. Cela entraine que le foncteur

R¢ : SmCory — AMod(Zg/¢*)

du lemme 4.5 est quasi-monoidal symétrique, autrement dit que ’on dispose
d’un morphisme canonique de foncteurs sur SmCorg ® SmCorg

X: Re(—) @ Re(—) — Re(— x5 —)

associatif et commutatif. Ce dernier nous fournit des morphismes de foncteurs
associatifs et commutatifs

gE}VIL X

CRe(—) @ CRy(—) =———— C[Re(—) @ Re(—)] CRe(— x5 —)

=) @ Ry(-) Ry(= x5 -)

ott KFML désigne la transformation d’Eilenberg Mac Lane [10]. On a donc des
morphismes de bifoncteurs associatifs et commutatifs

CPeRe(—) @ CRe(—)] L C[e[Rel-) @ Re(-)] | SE CP[eRe(— x5 )]

Ry( (-) Ry(— xs—)

Par ailleurs I’augmentation
Zs/t" — R,(S)

est un quasi-isomorphisme qui rend le diagramme suivant commutatif

cb&EM C°CR
Ry(8) & Ry(~) SO [C[Re(8) @ Ra(-)] | L Ry(S x5 -)
Ls/tr @ Ry(~) === R,(-).
Cela nous assure que le foncteur (38) est bien quasi-tensoriel. O

En remarquant que le motif de P* a pour image I'objet Z;, © Z,(—1)[-2] de
DE(S,Zy), on déduit immédiatement de la définition du motif de Tate le résultat
suivant.
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LEMME 4.7. 1l existe un isomorphisme
9 Ro(Z(1)) = Ze(—1).

Comme Zy(—1) est inversible dans DT (S,Zy), il résulte du lemme 4.7 que
le foncteur (38) se prolonge en un foncteur triangulé quasi-tensoriel sur la
catégorie des motifs mixtes géométriques DMy, (S).

Les assertions (a) et (b) du théoréme 4.3 découlent du lemme 4.1 compte tenu
respectivement du théoreme de finitude de P. Deligne [1] et des résultats de P.
Deligne sur les conjectures de Weil [7, 8]. O

Remarque 4.8. Lorsque S est de type fini sur un corps, il résulte de [3, exposé
ITI] que la fleche de Kiinneth

&X’y : R((X) ®R@(Y) — Rg(X X g Y)

du lemme 4.6 est un isomorphisme pour tout S-schéma lisse de type fini X, Y.
Cela entraine que le foncteur de réalisation du théoréme 4.3 est en fait tensoriel
autrement dit que le morphisme

My Re(M)® Ry(N) — Ry(M ®N)

est un isomorphisme pour tout M, N € DM, (S).

Remarque 4.9. Soit T' un schéma noethérien séparé et 6 : T' — S un morphisme
lisse de schémas. Pour tout S-schéma lisse de type fini X, le théoreme de
changement de base lisse appliqué au carré cartésien

nous donne un isomorphisme canonique
G*R(<X) = G*RTF)(/S*W}/SZS/E* = RWXT/T*HQW}/SZS/Z*
= RWXT/T*W;(T/TZT/K* = Rg(XT)

Il résulte alors de la construction donnée dans la preuve du théoréme 4.3 que
I’on a un isomorphisme canonique de foncteurs ¢

DM, (S) —2 DH(S, Z/0%)

¢
— 0*

DMy (T) —> DH(T, Zy).

DOCUMENTA MATHEMATICA 12 (2007) 607-671



REALISATION /-ADIQUE I 659

4.2 UNE VARIANTE MODEREE

La généralité correspondant au théoreme 4.3 permet de construire dans
différentes situations géométriques des variantes modérées du foncteur de
réalisation f-adique.

Le résultat essentiel a cet égard réside dans la proposition 4.16 du paragraphe
suivant dans lequel nous détaillons le comportement des catégories de motifs
mixtes géométriques par rapport a certaines limites projectives.

4.2.1 COMMUTATION AUX LIMITES PROJECTIVES

Les systémes projectifs de schémas que nous considérons sont les systémes
projectifs de schémas A — Sy indexés par un ensemble ordonné filtrant A et
nous notons uy , : S, — Sy les morphismes de transition. Notre hypothese est
la suivante.

Le schéma S est régqulier et limite projective d’un systéme pro-
jectif de schémas réguliers A — Sy dont les morphismes de
transition sont plats et affines.

Comme S et les Sy sont réguliers, leurs composantes irréductibles coincident
avec leurs composantes connexes. Pour un élément A de A, nous notons dans
la suite

uy: S — Sy

le morphisme canonique. Il résulte de notre hypotheése que ce morphisme est
plat. Si X, est un Sj,-schéma, nous posons

X)\:S)\ XSAU X)\o X:SXSAO X)\o'

PROPOSITION 4.10. Soit Xy, un Sy,-schéma de type fini. Les morphismes de
changement de base associés aur morphismes de transition induisent un iso-
morphisme

c>\o>liAT Cequi (X2/Sx;0) = Cequi(X/S,0).

Démonstration. 1l s’agit de voir que le morphisme

lim ®
C)\O>h>\m Cequi (XA/SA7 0) M} Cequi (X/Sa 0)
ZAo

est un isomorphisme. On remarquera que nos hypotheses entrainent que tous les
changements de base considérés sont plats. Montrons tout d’abord que le mor-
phisme est surjectif. On sait d’apres le corollaire 3.4.6 de [28] que le membre de
droite est le groupe abélien libre engendré par les sous-schémas fermés integres
Z de X finis et surjectifs sur une composante connexe de S. Soit Z un tel sous-
schéma fermé de X. En utilisant les théorémes 8.8.2 et 8.10.5 de [14], on peut
supposer, quitte a prendre Ao un peu plus grand, qu’il existe un sous-schéma
fermé Z,, de X, tel que
Z =S5 XSAO ZAO-
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Une nouvelle application du théoreme 8.10.5 de loc.cit. nous assure, quitte a
prendre Ap un peu plus grand, que Zy, est fini sur Sy,. Soit C' la composante
connexe de S dominée par Z. Comme le morphisme u) est plat, C' domine
une composante connexe C de Sy. Le systeme projectif A — C), étant a mor-
phismes de transition affines dominants, la proposition 8.4.4 de loc.cit. assure
que la limite projective C’ de C' est connexe. Par ailleurs, il résulte du théoreme
8.10.5 de loc.cit. qu’il d’agit d’un ouvert de S. On voit donc que C est un ou-
vert connexe de S contenant C, ce qui permet de conclure que C' est la limite
projective des Cy. Quitte a prendre Ag un peu plus grand, une nouvelle applica-
tion du théoreme 8.10.5 de loc.cit. permet de conclure que Z,, est surjectif sur
la composante connexe C),. Sachant que nous avons supposé les Sy réguliers,
le corollaire 3.4.6 de [28] assure alors que [Zy,] appartient & Cequi(Xx,/Sxg;0)
et la surjectivité résulte de I'égalité

u;@() [Z)\o] = [S X Sxo Z)\O] = [Z]

Montrons maintenant linjectivité. Soit A > Ag un élément de A et a) un
élément de Cequi(Xx/Sx,0) dont I'image par u? est nulle. En notant Z,, le
support du cycle o, = u%ﬁua, il s’ensuit que la limite projective du systeme
p — Z, est vide. Le théoreme 8.10.5 de [14] assure alors que Z, est vide
pour g suffisamment grand et donc que «, = 0. Cela acheve la preuve de la
proposition. [

En appliquant le lemme précédent aux correspondances finies entre schémas
lisses de type fini, on obtient alors le corollaire suivant.

COROLLAIRE 4.11. Soient A\g € A et Xy,,Y), des Sx,-schémas lisses de type
fini. Le morphisme canonique

colimes, (X2, Ya) = es(X,Y)

est un isomorphisme.

Démonstration. Comme les X, et Yy sont des schémas lisses sur un schéma
régulier, ils sont eux-mémes réguliers. La proposition 4.10 nous donne alors

c)\ozli)\rgl cs, (X, Yo) = c)\ozh)\r(r)l Cequi (X X5, Ya/X4,0)
= chuj(X XS Y/X, O) = Cs(X, Y)
ce qui justifie le corollaire. O

Ce résultat nous donne la propriété de commutation a certaines limites pro-
jectives des catégories de schémas lisses munis des correspondances finies. Son
énoncé est la reformulation ci-dessous du corollaire 4.11.

COROLLAIRE 4.12. Le foncteur canonique

2-c0£\irn SmCorg, — SmCorg (39)

est une équivalence de catégories.
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Démonstration. Compte tenu du corollaire 4.11, notre assertion est une
conséquence des théorémes 8.8.2 et 8.10.5 de [14] qui assurent que pour tout
S-schéma de type fini X, il existe un A\ tel que X provienne d’un S),-schéma
de type fini X, et de la proposition 17.7.8 de [15] qui assure que X, peut-étre
choisi lisse sur Sy, lorsque X est lisse sur S. O

Supposons donné un 2-foncteur
C_:A—CaT; A— G,

ou CAT désigne la 2-catégorie des catégories essentiellement petites et notons
Fy, : €\ — C, le foncteur de transition pour p > \.

Remarque 4.13. Dans la suite il est utile de noter que la 2-colimite C des C)

admet la description élémentaire suivante.

— Un objet de € est la donnée (C, A) d’un élément A € A et d’un objet C de
Cax.

— Les morphismes entre deux objets (C, ) et (C’,\') de € sont donnés par

Home((ca )‘)a (Cla )‘/)) = CQIAH}} HOI’H@M (FA,M(C)7 FX’,M(C/))'
IJ/_ s !

Lorsque les €5 sont des catégories additives et que les foncteurs F) , sont
additifs, la catégorie € est naturellement une catégorie additive et il s’agit
aussi de la 2-colimite de € dans la 2-catégorie ADD des catégories additives.

On dispose du lemme suivant. On remarquera la nécessité dans ce dernier de
se restreindre aux complexes bornés.

LEMME 4.14. Supposons donné un 2-foncteur
C_:A— ADD; A\ — C,
et notons C la 2-colimite des Cy. Le foncteur canonique

2—co£\im KP(ey)) — KP(@)

est une équivalence de catégories triangulées.

Démonstration. Notons F) le foncteur additif canonique de €y dans C. De la
description précédente des 2-colimites, il résulte que le foncteur

2-colim ch(ey) — ch(e)

est une équivalence de catégories. Un morphisme ¢ : C — C’ de complexes
d’objets de € est donc l'image d’un morphisme ¢ : Cy — C} de complexes
d’objets de Cy par le foncteur CP(Fy). Il suffit alors juste de remarquer que
c est une équivalence d’homotopie si et seulement si il existe p > A tel que
CP(Fy ,)(cy) soit une équivalence d’homotopie dans CP(C,,). O
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En utilisant le corollaire 4.12, le lemme précédent nous donne le résultat suivant.

COROLLAIRE 4.15. Le foncteur canonique

2-colim KP(SmCorg, ) — K"(SmCorg) (40)

est une équivalence de catégories triangulées.

Démonstration. Le lemme 4.14 entraine que le foncteur canonique

2—Co£\im K"(SmCorg, ) — Kb(2—co£im SmCorg, )

est une équivalence de catégories. Le fait que le foncteur (40) soit une
équivalence de catégories découle du corollaire 4.12 via le diagramme com-
mutatif

. b . K"(39)
2-colimy KP(SmCorg, ) — KP(2-colimy SmCorg, ) —— K" (SmCorg).

W

O

PROPOSITION 4.16. La sous-catégorie épaisse Eg,(S) est la 2-colimite des
sous-catégories Eg.,,(S)) et les foncteurs canoniques

2-colAimDM;§n(SA) — DM (S) (41)
24:01\imDM;§1(SA) — DM (S) (42)
2{:01)\imDMgm(S)\) — DMy (S) (43)

sont des équivalences de catégories.

Démonstration. Remarquons tout d’abord que pour tout carré distingué
élémentaire pour la topologie de Nisnevich sur S)

Uy xx, Vi ——=V,

| o | (44)

Uy— X,
le carré obtenu par changement de base

(8 x5, Ux) X (x5, x5) (5 X5, Vi) —= S x5, Va

| - | (15)

S xg, Uy S xg, Xu
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est distingué élémentaire pour la topologie de Nisnevich sur S. La définition
des catégories épaisses Fg,(Sy) et Egm(S) entraine donc que le foncteur (40)
induit un foncteur

2—co£im Egm(Sy) = Egm(9). (46)

D’apres le corollaire 4.15 le foncteur (46) est pleinement fidele, en ce qui
concerne la premiére assertion, il suffit donc de voir que les objets de
K" (SmCorg) de la forme

[AX] — [X] [UxxV]=[Ule[V] - [X]
ou X est un S-schéma lisse de type fini et

UXXV4>V

l : l (47)

U——X

un carré distingué élémentaire pour la topologie de Nisnevich sur S proviennent
& isomorphisme pres d’éléments de la 2-colimite des Eg,,(Sy). Pour le premier
complexe, il s’agit d’une conséquence immédiate de 1’assertion (ii) du théoreme
8.2.2 de [14]. Pour le second complexe, il suffit de remarquer que le théoréme
8.10.5 de loc.cit. entraine 'existence d’un A € A et d’un carré distingué pour la
topologie Nisnevich de Sy de la forme (44) tel que le carré (47) soit isomorphe
au carré (45) obtenu par changement de base.

Montrons maintenant que le foncteur (41) est une équivalence de catégories
triangulées. On sait déja grace au corollaire 4.15 que ce dernier est essentiel-
lement surjectif. Il suffit donc de prouver sa pleine fidélité. Pour simplifier les
notations nous posons

Ky = K°(SmCors,) K =KP"(SmCorg)

Dy == DM (Sy) D := DM (S)

ainsi que
E := 2-colim DM¢T (X).
A

Convenons en outre de noter par Sy (resp. 8) la sous-catégorie de Ky (resp.
K) ayant les mémes objets mais dont les morphismes sont les morphismes de
Ky (resp. K) qui deviennent des isomorphismes dans Dy (resp. D). On peut
reformuler ’assertion que nous venons de prouver concernant les catégories
E,, en disant que pour tout objet M € K et tout objet M’ € Ky on a un
isomorphisme naturel

colim 8,,(Fx u(M), Fx u(M")) = 8(B(M, ), (M’, X)) (48)

ou & désigne I'isomorphisme (40).
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Notons ¥ le morphisme (41) et fixons des objets (M, ) et (M', ') de D. En
utilisant la description de la remarque 4.13 on obtient
Homg ((M,X), (M', X)) = colimHomg, (Fx.(M), Fx (M)
I

= co}Lim cLoel%(rlr} Homg, (F,. (M), L).
€8, (Fys , (M'),L)

D’autre part en utilisant le corollaire 4.15 ainsi que les isomorphismes (48) on
voit que

Homp (U (M, \), ¥ (M, X)) = clcglei% Homg (®(M, \), K)
oe8(®(M',\),K)
= coEm (I:(Oel}lgj Homg (®(M, N), (K, 1))

o €(®(M' \'),®(K,u))
— coli li H F,,(M),K).
coﬂlm (;{()E}Igl Om]KH( A,u( ), K)
o€, (Fyr (M), K)
Ce qui prouve la pleine fidélité recherchée.

Désignons par (—)h le 2-foncteur qui & une catégorie associe son enveloppe
pseudo-abélienne. Le morphisme canonique

2—co£\im(€i) — e
est une équivalence de catégories comme on le voit a partir de la propriété

universelle des 2-colimites et de la pseudo-abélianisation. En particulier le dia-
gramme commutatif

2-colimy DM (S3)F —— [2-colim, DM (S)\) —— DM ()8
2-colim) DMeH (Sx) @ DM;E(S)
entraine que (42) est aussi une équivalence de catégories.
Quant a la derniere assertion, il suffit de remarquer que
2-colim DMy, (S3) = 2-colim 2-colim [DMEE (Sx)(n)]

. : eff
= 2—co}L1m 2—co£1m [DMgm(S,\) (n)]
= 2-colim 2—co£im DMgf,fl(SA) (n)
= 2—c01llim DM;fl(S)(n) = DMy, (S).

Ce qui acheve la preuve de la proposition. O
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4.2.2 REALISATION MODEREE

Dans ce qui suit, nos hypotheses sont légerement plus restrictives que dans le
paragraphe 4.2.1.

Le schéma S est régulier et limite projective d’un systeme pro-
jectif de schémas réguliers A — Sy dont les morphismes de
transition sont lisses et affines.

Il résulte des théoremes 8.8.2 et 8.10.5 de [14] et de la proposition 17.7.6 de [15]
que la catégorie des S-schémas lisses de type fini admet la description suivante

2—co£im Smg, = Smg.

En passant a la 2-colimite sur A, les foncteurs de réalisation f-adique
Smg}i —>D+(S)\,Zg) A€EA
fournissent donc un foncteur
Smgvp — D+(S, Zf)md~ (49)
La conjonction du théoreme 4.3 et de la description de la catégorie des motifs
géométriques de la proposition 4.16 nous donne le corollaire suivant.

COROLLAIRE 4.17. Le foncteur de réalisation (-adique modérée (49) se pro-
longe canoniquement en un foncteur triangulé quasi-tensoriel

Rona.t : DMy (S)°° — D (S, Zg)ma- (50)

(a) Lorsque A — Sy est un systéme projectif de schémas de type fini sur un
schéma nothérien régulier de dimension < 1, le foncteur (50) prend ses
valeurs dans D2(S, Z)ma.

(b) Lorsque S lisse de type fini sur un corps de nombres, le foncteur (50)
induit un foncteur triangulé tensoriel

D Mg (S)° — Dy, (8,Qp)ma

ou le second membre désigne la catégorie des coefficients £-adiques miztes
modérés de [17, Definition 3.1].

Démonstration. D’apres le théoreme 4.3 on a des foncteurs triangulés quasi-
tensoriels
DMgm(SA)Op — D(SA,Zz) A €A

Compte tenu de la proposition 4.16 et de la remarque 4.9, en passant a la
2-colimite sur A on obtient un foncteur triangulé quasi-tensoriel

2-colimy D Mg, (8x)°P —— 2-colimy D(8, Zy)

DMy (S)P " = D(S,Z0)
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Lorsque A — S est un systeme projectif de schémas de type fini sur un schéma
nothérien régulier de dimension < 1, le théoreme 4.3 entraine également que ce
foncteur prend ses valeurs dans DY (X, Z¢).ma-

On peut appliquer ce résultat au cas ou A est ’ensemble des ouverts affines
non vides d’un schéma integre régulier S de corps des fonctions F'. Cela permet
pour tout F-schéma lisse de type fini X d’obtenir une réalisation ¢-adique

DMgm(X) - D]ca(Xa Zf)md

la catégorie de droite étant étudiée dans [17] dans le cas ot F' est un corps de
nombres. En outre les résultats de [7, 8] et le lemme 4.1 assurent que le foncteur
précédent induit un foncteur triangulé tensoriel

DMy (8)*" — Dy (S, Q) ma

lorsque F' est un corps de nombres. O

A LA CATEGORIE DES COEFFICIENTS /-ADIQUES DE T. EKEDAHL

Avec cet appendice nous précisons la nature des coefficients ¢-adiques que nous
utilisons pour réaliser les motifs mixtes sur S. Nous en profitons pour fixer les
notations que nous utilisons dans la cadre ¢-adique. Dans son article [8], P.
Deligne propose de considérer la catégorie

2-lim D2 (S, Z/47)

2-limite projective du systéme projectif r — DP.(S,Z/¢") dans lequel
— les morphismes de transition sont fournis par les produits tensoriels

Zs/"®L s —
s/t b
—= 5D

Dei (S, Z/°) at(S 2/ r=s;

— DP(S,Z/¢") désigne la sous-catégorie triangulée de la catégorie dérivée
DP(Zg/¢") formée des objets de tor dimension finie et & cohomologie
constructible.

Mais cette construction ne fournit pas en toute généralité une catégorie trian-

gulée. En effet la 2-limite projective d’un systéme projectif de catégories tri-

angulées a morphismes de transition triangulés n’est pas a priori munie d’une
structure triangulée. En revanche d’apreés la proposition 2.2.15 de [5], cette
construction devient tout a fait raisonnable lorsque le groupe abélien

Hompy (5z/0m (F,G)

est fini pour tout objet F, G de D2 (S,Z/¢").

En pratique on sait que cette hypothése est satisfaite par exemple lorsque S est
de type fini sur Z ou sur le spectre d’un corps k tel que, pour toute extension
finie séparable de E de k, les groupes de cohomologie Galoisienne H*(Gg,Z/?)
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sont finis — ceci inclut notamment le cas ou k est un corps fini ou un corps
algébriquement clos.

La construction de P. Deligne recouvre donc un grand nombre de situations
arithmético-géométriques mais présente un inconvénient majeur relativement
a notre approche : il est extrémement malaisé de travailler « a homotopie pres »
dans une limite projective de catégories triangulées méme lorsque chacune
d’entre elle est la catégorie dérivée d’'une catégorie abélienne.

A.1 LA CATEGORIE DE T. EKEDAHL

La construction inconditionnelle des catégories D¥(S,Z;) donnée par T. Eke-
dahl dans [11] ne présente pas cet inconvénient. Cela tient au fait que le passage
ala limite projective n’est pas effectuée au niveau des catégories triangulées mais
au niveau des complexes. Naturellement lorsque ’hypothese de finitude n’est
plus satisfaite, le foncteur lim n’est plus exact, et la cohomologie f-adique n’est
pas donnée par la simple limite

lim H'(X,Z/")

mais par la cohomologie étale continue de U. Jannsen [23] : en d’autres termes
il y a lieu de dériver aussi le foncteur limite projective pour obtenir un résultat
raisonnable. Le passage a la limite projective au niveau des complexes permet
justement de dériver ce foncteur et la catégorie de T. Ekedahl fournit le « for-
malisme dérivé » correspondant a la cohomologie étale continue de U. Jannsen.

Nous rappelons maintenant la construction de la catégorie de T. Ekedahl. On
peut considérer le topos N°P Sy des systemes projectifs de faisceaux étales sur
S ainsi que le faisceau d’anneaux sur ce dernier

Zs/f* e — ZS/ETJ'_l — Zs/ﬂr — —>Zs/€

La catégorie des Z/¢*-modules est une catégorie abélienne de Grothendieck
dont on note D(S,Z/¢*) la catégorie dérivée. Pour un objet F' € D(S,Z/¢*),
on pose suivant [11]

~

F:=Lr*Rn,F.

ou 7 : NP S — Sy désigne le morphisme naturel de topos. D’apres la propo-
sition 2.2 de loc.cit. on dispose du lemme suivant.

LEMME A.l. Soit F un objet de D(X,Z/¢*). Les conditions suivantes sont
équivalentes

(a) Le morphisme naturel F — F estun isomorphisme.

(b) Les morphismes induits par les morphismes de transition
ZS/£s+1 ®£S/zr+1 Fr —>Fs r>s

sont des isomorphismes dans D(S,Z/¢571).
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DEFINITION A.2. Soit 1 € {b,+,—,@}. La catégorie triangulée DT(S,Z;) des
coefficients f-adiques est la sous-catégorie pleine de DT (Zg/£*) engendrée par les
complexes F' satisfaisant les conditions équivalentes du lemme A.1. La catégorie
des coefficients constructibles D2(S, Z,) est donnée par la sous-catégorie trian-
gulée de DP(S,Z;) formée des objets & cohomologie constructible.

Remarque A.3. Dans [11] les complexes vérifiant les conditions équivalentes du
lemme A.1 sont appelés complexes normalisés.

A.2 COEFFICIENTS /-ADIQUES MODERES

Dans cette section nous donnons la définition de la catégorie des coefficients
f-adiques que nous appelons modérés. Nous nous fixons un ensemble ordonné
filtrant A et nous supposons que S est limite projective d’un systeme projectif
de schémas A — S dont les morphismes de transition sont des morphismes
plats affines.

DEFINITION A.4. Nous appellerons catégorie des coefficients /-adiques modérés
relativement au systéme projectif des S) la catégorie triangulée

D(S, Zg)md = 2—co£\imD(S>\, Zz)

On pose de méme

DY (S, Z¢)ma = 2-colAimD+(sA,Zz) D2(S, Z¢)ma = 2-colim DP (S, Zy).

B FONCTEURS MONOIDAUX

La terminologie concernant les catégories symétriques monoidales n’étant pas
entierement fixée dans la littérature, nous précisons les conventions valables
dans cet article avec la définition ci-dessous.

DEFINITION B.1. Soient A et B deux catégories monoidales symétriques. Un

foncteur quasi-monoidal symétrique consiste en les données suivantes.

— Un foncteur F : A — B.

— Une transformation naturelle X : F(—) ® F(—) — F(— ® —) vérifiant les
conditions ci-dessous.

(a) (Associativité) Pour tout objet A, A’; A” de A, le diagramme

, / F(A)® IZ’A',A” , "
P4y o F(A) o FA "B ey 6 piars A7)

gA,A/‘§§>1~"(<“”)l igA,A/®AI/

F(A® A" ® F(A") F(A® A’ @ A")

|Z’A®A/,AN

est commutatif.
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(b) (Commutativité) Pour tout objet A, A’ de A, le diagramme

FA)@ F(A') —= F(A") @ F(A)

gA"AI\L lgA’,A

F(A® A F(A'® A)

est commutatif.

— Une transformation naturelle 1 — F(14) telle que l'on ait le diagramme
commutatif
lg @ F(A) ———— F(A)

l !

F(la)® F(A) ———= F(1lxa ® A)

M,
pour tout objet A de A.

Nous dirons que le foncteur est monoidal symétrique lorsque le morphisme
1 — F(14) est un isomorphisme et que pour tout objet A, A" de A’ le mor-
phisme

Ry :F(A)@ F(A) - F(A® A)

est un isomorphisme. Lorsque les catégories A, B sont additives i.e. tensorielles
nous parlerons plutdét de foncteur quasi-tensoriel que de foncteur quasi-
monoidal symétrique, et de méme de foncteur tensoriel plutét que de foncteur
monoidal symétrique.

REMERCIEMENTS. Je remercie Bruno Kahn et Marc Levine pour les discussions
que nous avons eus au sujet des résultats contenus dans [21] et dans le présent
article ainsi que Joél Riou pour les remarques dont il m’a fait part. Je souhaite
également remercier le rapporteur dont la lecture attentive et les remarques
m’ont permis de corriger une erreur commise dans la version préliminaire.
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