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ABSTRACT.

Soient S une surface de Kato intermédiaire, D le diviseur forméN des
courbes rationnelles de S, S le revétement universel de S et D la
préimage de D dans S. On donne deux résultats concernant la sur-
face S \ 5, a savoir qu'elle est de Stein (ce qui était connu dans le
cas ou S est une surface d’Enoki ou d’Inoue-Hirzebruch) et on donne
une condition nécessaire et suffisante pour que son fibré tangent ho-
lomorphe soit holomorphiquement trivialisable.
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1. INTRODUCTION

Les surfaces de la classe VII de Kodaira sont les surfaces complexes compactes
dont le premier nombre de Betti vaut 1; on appelle surface de la classe VII une
surface de la classe VII qui est minimale. Le cas de ces surfaces dont le second
nombre de Betti by est nul est entierement compris, il s’agit nécessairement
d’une surface de Hopf ou d’'une surface d’Inoue et le cas by > 0 est toujours
étudié actuellement ; il a été conjecturé qu’elles contiennent toutes une coquille
sphérique globale. La preuve de ce résultat terminerait la classification des
surfaces complexes compactes.

Les surfaces a coquille sphérique globale, qui nous intéressent ici, peuvent étre
obtenues selon un procédé dii & Kato (voir [11]), que Pon rappelle dans la
section suivante. Ces surfaces se divisent en trois classes, les surfaces d’Enoki,
d’Inoue-Hirzebruch et enfin les surfaces intermédiaires.

*. Je tiens a remercier le referee pour ses remarques trés importantes. Le financement
de cette recherche est assuré par la Région Provence-Alpes-Céte d’Azur dans le cadre d’une
bourse doctorale régionale.
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356 L. BATTISTI

Etant donnés une surface minimale S & coquille sphérique globale, D le diviseur
maximal de S formé des ba(S) courbes rationnelles de S et w : S = Sle
revétement universel de S, nous allons démontrer que S\ D (ou D= w (D))
est une variété de Stein. Ce résultat était déja connu pour les surfaces d’En-
oki et d’Inoue-Hirzebruch; nous allons le montrer dans le cas des surfaces
intermédiaires. Dans la derniere partie et toujours dans le cas des surfaces
intermédiaires, on donne une condition pour que le fibré tangent holomorphe
de la variété S \ D soit holomorphiquement trivialisable, a savoir que la surface
S soit d’indice 1.

2. PRELIMINAIRES

On dit qu'une surface compacte S contient une coquille sphérique globale
s’il existe une application qui envoie biholomorphiquement un voisinage de la
sphere S € C? \ {0} dans S et telle que le complémentaire dans S de I'image
de la sphere par cette application soit connexe.

Toute surface contenant une coquille sphérique globale peut étre obtenue de la
fagon suivante : étant données une succession finie d’éclatements 1, ..., 7, de la
boule unité B de C? au-dessus de 0 et 7 := 7 0 --- o7, : B™ — B la composée
de ces éclatements, ainsi qu'une application o : B — B™ biholomorphe sur un
voisinage de B, on recolle les deux bords de Ann(w, o) := B™ \ o(B) & 'aide
de 'application g o7 :

o
/

La surface obtenue possede un groupe fondamental isomorphe a Z et son second
nombre de Betti est égal & n (voir [2]). Il s’agit d’une construction due & Kato
[11]. Dans la suite, on appellera surface de Kato une surface complexe compacte
minimale contenant une coquille sphérique globale, dont le second nombre de
Betti est non nul.
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Dans [2], Dloussky étudie le germe contractant d’application holomorphe
p=moo : B — B associé a la construction précédente. Ce germe détermine a
isomorphisme pres la surface étudiée (proposition 3.16 loc. cit.).

Soit S une surface de Kato; on note D le diviseur maximal de S formé des
by (S) courbes de S, S le revétement universel de S et D la préimage de D dans
s i

Suivant les notations de [2], on obtient la surface S en recollant une infinité
d’anneaux A; (i € Z) isomorphes & Ann(w, o), en identifiant le bord pseudo-
concave de A; au bord pseudo-convexe de A;41 via I'application con. La surface
S possede deux bouts, notés 0 et 0o, le bout 0 possédant une base de voisinages
ouverts strictement pseudo-convexes (les | J;»; Ai pour j € Z) et le second une
base de voisinages strictement pseudo-concaves (les Uig; Ai pour j € Z). Enfin
on définit un automorphisme G de S en posant G(z;) := z;1+1 ol 2; et z;41 sont
les images dans A; et A; 41 respectivement d’'un méme point z € Ann(w, o).

3 ’L+1
Z

(2

w

S

Fixons une courbe compacte C' de S avec C C Ap. On note (Sc,pc) I’effon-
drement de S sur la courbe C, c’est-a-dire la donnée d’ une surface Scn "ayant
qu’un bout, d’une application holomorphe pc de S dans SC, biholomorphe sur
un voisinage du bout oo dans S sur un voisinage du bout de §C, telles que
C = pc(C) soit une courbe d’auto-intersection —1.

La proposition 3.4 de [2] nous assure 'existence d’une telle application pc pour
toute courbe compacte C de §, et d’un point 6@ € C tel que pc soit également
biholomorphe entre S\ pal(ﬁc) et 5S¢\ {0c}-

De plus, la restriction de pc au complémentaire de D est un biholomorphisme
entre S\ D et S¢ \ pe(D). Enfin, il existe une application holomorphe F¢ de
Sc \ {Oc} dans lui-méme, contractante en 0Oc, conjuguée & ¢ et biholomorphe

sur S’C \pc(
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3. LA VARIETE S\ D EST DE STEIN

Les surfaces de Kato se divisent en trois classes : les surfaces d’Enoki, d’Inoue-
Hirzebruch et enfin les surfaces intermédiaires (voir [5]).

Dans le cas des surfaces d’Inoue-Hirzebruch et celles d’Enoki, le fait que S \ D
soit de Stein est déja connu : pour une surface d’Inoue-Hirzebruch, la variété
S\ D est un domaine de Reinhardt holomorphiquement convexe (voir [13],
proposition 2.2) tandis que pour une surface d’Enoki, on a S \ D=C*xC qui
sont bien dans chaque cas des variétés de Stein. Il reste donc a étudier le cas
des surfaces intermédiaires.

Favre a donné dans [7] des formes normales pour les germes contractants d’ap-
plications holomorphes et on peut en particulier donner la forme du germe
associé a une surface intermédiaire, a savoir qu'une telle surface est associée au
germe ¢ de (C2,0) — (C2,0) donné par

(1) (2,) = (A2 + P(Q) + e (71, ¢F)

ot A€ C* k,seNaveck >1et s >0, et P() = chj +. +CS§S avec les
conditions suivantes : 0 < j < k, j <s,¢; =1, ¢ sk
A # 1 et enfin pged{k,m | ¢, # 0} = 1. On trouve dans [12] une condltlon
pour que deux tels germes soient conjugués (et déterminent donc deux surfaces
isomorphes).

L’objectif de cette section est de démontrer, dans le cas de surfaces in-
termédiaires, le

THEOREME 3.1. La surface S\ D est de Stein.

Dans un premier temps (section 3.1), on montre qu’il est suffisant de se ramener
a la situation du théoreme 3.2 énoncé ci-dessous. Pour cela, nous allons écrire
notre surface comme réunion croissante d’ouverts et nous verrons que seule une
hypotheése manque a priori pour pouvoir effectivement appliquer ce théoreme,
a savoir que chaque paire constituée de deux tels ouverts consécutifs est de
Runge. C’est dans la section 3.2 qu’on prouve que cette hypothese est bien
vérifiée.

3.1. REDUCTION DU PROBLEME. Reprenons les notations précédentes et
donnons-nous un germe de la forme (1). On regarde la surface intermédiaire
S associée et on choisit une courbe C de S donnée par la proposition 3.16 de
[2]; quitte & renuméroter les A; on suppose que C' C Ay. Notre objectif est de

prouver que la variété Sc \ pc(lN)) est de Stein, en utilisant le théoréme suivant
(voir [10], théoréme 10 p. 215) :

THEOREME 3.2. Soient X un espace analytique complexe et (X;)ien une suite
croissante de sous-espaces de X qui soient de Stein. Supposons que X = JX;
et que chaque paire (X;y1,X;) est de Runge, i.e. lensemble O(X;)|x,,, des
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restrictions a X; des applications holomorphes sur X;+1 est dense dans O(X;).

Alors X est de Stein.

Notons :
- A; = pc(A;) pour tout i € Z et
- A _pC(U]>z )pouri<0

de sorte quion a A; C A;_1 et S¢ \ po(D UA\pc D).
1<0
Chaque A; \ pc(N) est strictement pseudo-convexe, donc de Stein. De plus, on
a Fo(4;) = AZ+1 pour i < —1, car le diagramme
~ G
S S
pcl l
Se —— e Se

est commutatif (c.f. [2], proposition 3.9). Ainsi, on a
2) Fo(Aizr \ pe(D)) = Ai \ po(D)

Supposons établi le fait que la paire (Ao \ \pc( D), Fe(Ao\pe(D))) est de Runge.
Alors la paire (A—1 \ pc(D), Ao \ pc(D)) est automatiquement de Runge par
I'égalité (2) ci-dessus, et par récurrence chaque paire (Ai_1\pc(D), A; \ pe (D))
est de Runge. Nous sommes alors en mesure d’appliquer le théoreme 3.2 qui
nous dit que la réunion des A; \ pc(D) est de Stein.

Le probleéme est donc ramené & montrer que le couple (A \ pc(ﬁ), Fo(Ap \
pc(ﬁ))) est de Runge.

REMARQUE 3.3. L’ensemble Ag \ pc(D ) est biholomorphe & une boule ouverte
centrée en 0 privée d’une droite complexe. En effet, on peut écrire ¢ = moo ou
7 est une succession d’éclatements de la boule au-dessus de 0 € C2, 6 : B —
771 (B) est une application définie sur un voisinage de B et biholomorphe sur
son image, et ¢ est de la forme normale (1). Par le choix de la courbe C, la
proposition 3.16 p. 33 de [2] nous donne I'isomorphisme Ag\pc (D) = B\¢~1(0)
et en utilisant la forme de ¢, on voit que ¢=(0) = {¢ = 0}.

Finalement, démontrer que (A \ pc(D), Fe (Ao \ pe(D))) est de Runge revient
a prouver que c’est le cas de la paire (B \ {¢ = 0}, ¢(B\ {¢ =0})) pour une
boule B C C? centrée en 0 (en notant (z,¢) les coordonnées de C?). C’est
I’objet de la section suivante.

3.2. LA PAIRE (B\ {¢ =0}, p(B\ {¢ =0})) EST DE RUNGE. Etant donné un
germe @ de la forme (1), introduisons en premier lieu quelques notations :
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1. Remarquons tout d’abord que chaque point de C x A* possede exactement
k antécédents par ¢, ou A* est le disque unité ouvert de C privé de 0. Notons
g Pautomorphisme de C x A* suivant :

P()—-P

O=reo )
)\ESCS

ol € est une racine primitive k-ieme de I'unité, de sorte que p o g = . Pour

tout £ € Z, on a

g:(2,0)— (E_SZ +

_ Eé
R e )

et g% = 7/kZ. L’automorphisme g permute les antécédents d’un méme point

de P'application ¢.
k—1
2. On notera également ¢(z, () le polynéme z H ag(z,¢)C™ on ay(z,() est la
=1
premiére composante de g*(z,() et ny = s — min{n|c, (1 — (°)*) # 0}, qui
est bien défini et positif ou nul vu la derniere hypothese sur les coefficients de
P, a savoir pged{k,m | ¢, # 0} = 1. Le polynoéme ¢(z, () est en particulier
de la forme q(z,¢) = z(c+ €(z,()) o €(z,{) ——— 0et c#0.
(2,()—(0,0)
3. Pour n > 0, on note U, l'ouvert {(z,¢) € C? | |¢(z,¢)| < n}. Soient a, b et c
trois réels strictement positifs, on définit les ensembles

Kap={(2,0) € C* | [z + ¢ < a?,|¢] > b} = B(0,a) N {[¢| > b}

et
Lop.c:=D(0,a) x E,c

(ot Ay, est Panneau ouvert centré en 0 de rayons b < ¢). Enfin, on pose

k—1
Kap = 9" (Kap)
=0
et

k—1
Ea,b,c = U ge(La,b,c>-
£=0

REMARQUE 3.4. Pour a,b et ¢ assez petits, les compacts g*(Lap.c) (resp.
g‘(K,p)) sont disjoints deux & deux : ceci est une conséquence du fait que
la fonction ¢ est localement injective autour de l'origine de C2, ce qui est
démontré, par exemple, dans [5], section 5. En particulier, les ensembles L, p
et Kqp possedent chacun k£ composantes connexes.

D’autre part, on a K40 C Lgpc pour b > b et o/ < min{a, c}, ce qui entraine
notamment Ky y C Lo pc.

Enfin, pour n > 0 fixé, il existe 4, > 0 tel que pour tous réels ¢ et § avec
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Karpr
a 7/ I
ib
c
Loy,

0<t<d< Ay onait Lsts C U, : en calculant |g(z, ¢)| pour (2,() € L5 on
voit qu’il suffit de choisir § assez petit pour avoir

k—1
(3) lo] H(|5W+1| + 2(|cs—ne| 4 |es—ne+1]0 + .+ [e5]6™) /A) <.

=1

On appelle V;, 5 I'ensemble U, N {|{| < ¢}.

PROPOSITION 3.5. Pour § > 0 assez petit et pour tout 1 €]0,4][, le compact
Ks.e, est holomorphiquement conveze.

PREUVE : En premier lieu, remarquons que I'enveloppe holomorphiquement
convexe de V;, 5 est 'adhérence V', s de cet ensemble. On note :

- 165,51 I'enveloppe holomorphiquement convexe de Ks ¢, ,
- Kf;ﬂ (resp. me) la composante connexe de Ks, (resp. V,,5) qui contient
9" (Kse,), pour £ € {0,....,k — 1}.

ETAPE 1 : Montrons tout d’abord que pour 7 et § assez petits et pour tout
€1 < d,on a V707,5 NKse = Kse,, autrement dit que la composante connexe

de V, s qui contient Ks., ne rencontre aucune autre composante de Ks, .

Soient 6 >¢e; > 0. Pour £ € {1,..,.k—1},on a
ge(K5,E1) - ge(Lts,&‘h(s) = {(Zac) € (CQ | |ak—€(Z;C)| < 6’ |C| € [5136]}'
P(e"1¢) — P(¢)

En particulier, pour (2,¢) € g%(Lse,s), on a z = G + w ou

|w| < 0. En développant, cette égalité devient

2= AT (erm (£ = Lt eummra(7 M H 1) 4.
ot es((e78)° = 1)¢™) +w.
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Autrement dit, z est de la forme

AT (Csmn, ((E75)°7™ = 1) + CRu(C w))

oil Ry est un polynéme et par définition de ny, le terme c,_,,,((¢74)*~™ — 1)
est non nul.

Grace a cette derniere expression de z, on voit que lorsque ny > 0, pour
n’importe quelle constante C' > 0 et lorsque ¢ est assez petit, tout élément
(2,¢) € g"(Lse, 5) vérifie |z| > C.

Dans le cas ot ny = 0 (donc cs # 0), on a |z| = A" (cs((e7)® — 1)) + w| est
supérieur a une constante non nulle pour § assez petit.

Posons alors a := %m@inﬂcs((sé)s —1)| | £s £ 0[k]} si cs # 0 et a := 1 sinon.
Par ce qui précede, il existe une constante A > 0 telle que pour tous § < A et
g1 < 4 on ait, pour chaque £ € {1,...,k—1} et tout élément (2,¢) de g*(Ls.c, ),
I'inégalité

) 1>

Fixons désormais 7 > 0 vérifiant les deux conditions suivantes :

1. 2n/|c| < a (on ¢ # 0 est le facteur de z dans le développement limité de ¢
en (0,0), & savoir ¢(z,¢) = z(c+ €(z,())), et

2. e+ ¢€(z,¢)| > |c|/2 pour tout (z,¢) € D(0,3n/|c|) x D(0,3n/|c|).

Choisissons maintenant 6 < min{A, A,,2n/|c|} et e1 €]0,d]. Alors on a
Lse,,5 C Uy (remarque 3.4) et I'inégalité (4) ci-dessus est vérifiée.

Pour tout |z| < § et [¢|] € [e1,0] on a (z,() € Ks¢, C 7707,5. Soit maintenant
Ce{l,...,k—1} et (z,¢) un point de g*(K), on a |z| > «a et ceci entraine que
(ZaC) g V?],J'

En effet, supposons le contraire : la projection de 72 s sur la premiere coor-
donnée étant connexe, et comme § < 2n/|c| < «, il devrait exister un élément

(2, ¢) € 7?7,5 avec |z'| = 2n/|c|, ce qui est impossible puisque dans ce cas
21
lg(=",¢")| > H(|C|/2) =1

Ainsi, la composante connexe 7?7 s de Vmé qui contient Kjs., ne rencontre
aucune autre composante de s ,, ce qu’il fallait démontrer.

A partir de maintenant, on omet les indices 9, €.

ETAPE 2 : Montrons & présent que K° = K. Par I’étape 1, et comme Ko ¢ Vo
on sait que K° ne rencontre pas d’autre composante de K que ’ensemble K
lui-méme.

Soit (z0,(o) € K°\ K. On suppose que || > &1 (sinon (2o, (o) € K), donc
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nécessairement |2]2 + [(o|> > 62. Comme la boule fermée B := B(0,0) est
holomorphiquement convexe dans C2, il existe une fonction h holomorphe sur
C? telle que |h(zo,¢o)| > ||h||5. Notons respectivement mg et ms les quantités

|h(z0,Co)| et |[h]|5, ainsi que mg la quantité ||Al|z, qui est finie puisque K est
compact.

Considérons la fonction X, définie sur K valant 1 sur K° (en particulier sur
K) et 0 sur K\ K° (en particulier sur g¢(K) pour £ % 0[k]).

Le théoréme 6’ p. 213 de [10] nous dit que la fonction xz, est limite uniforme

sur K de fonctions holomorphes sur C x A*. Soit donc f une fonction holo-
m mo — Myx

0 ’ 0 B ot
mg +mo mo +mg

morphe vérifiant || f — xz,[lg < €’ avec &’ < min {

appelons F' 'application (z, () — h(z,()f(z,().

Pour (2¢,¢) € ¢*(K) (avec £ € {1,....,k — 1}), on a I'inégalité
[ (22, Co)| < I1F = hxgollg + P22, Co)xzpo (22, Co) |-

Le second terme du membre de droite est nul; quant au premier, il est majoré
par mge’. De plus, on a |F (20, Co)| = molf(z0,¢o)| > mo(1 —€’) d'une part, et
pour tout (2,{) € K on a

1P (2,0 < [h(z,0) (£(2:€) = Xgo(2:O)) | + (2, O)xgo (2, O]

donc |F(z,Q)] < mge’ + mp d’autre part. Le choix de &’ nous assure que
max{mge’,mz(e" + 1)} < mo(l —¢€’). Autrement dit, nous avons montré que

(20,€0) & IE, d’ott une contradiction. Ainsi, on a bien établi que K'=K.

ETAPE 3 : Il nous reste & conclure. Remarquons que I’enveloppe holomorphe
convexe K de K est également stable par g et supposons qu’il existe ¢y €
{1,....,k — 1} et un point (z4,,Cs,) € K% \ g% (K). Alors on a les inclusions
suivantes :

K c g (Kb c KO,
la derniere inclusion provenant du fait que la continuité de g entraine la
connexité de g% (K%). On a donc g=%(zy,, () € K° = K, d’olt une contra-

diction.
k—1

Finalement, on a établi que U K¢ = K. Comme K est une réunion de com-
£=0

posantes connexes de IC, c’est un sous-ensemble ouvert et fermé de /C, donc

holomorphiquement convexe par le corollaire 8 p. 214 de [10]. |

Notons O(C x A*) l’algebre des fonctions holomorphes sur C x A* et ¢*(O(C x
A*)) I'algebre des éléments de O(C x A*) invariants par le groupe gZ. Si A est
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une algebre de fonctions holomorphes, on note KA I’enveloppe de K par rapport
a l’algebre A. On a montré que OECXA™) — (.

COROLLAIRE 3.6. On a K¥ (O(CxA7) — [,

PREUVE : En effet, pour x € K, on a :

O(CxA*) .
(5) (¢g2.x) UK = (¢".x) UK.

Ceci découle du fait que si p € K, pour ¢ € {p} UK, il existe f1 € O(C x
A*) telle que || fi|lx < f1(q). Apres avoir éventuellement multiplié f; par une
constante, on peut supposer que f1(g) = 1. Comme p # g, il existe également
une fonction fo € O(C x A*) qui vérifie fo(p) =0, fa(q) # 0 et || fallx < 1/2;
quitte a remplacer f; par des puissances d’elle-méme, on peut supposer que

Il fillc < |f2(q)] et dans ce cas on a || fifallcugpy < [f1(q)f2(q)|. Ainsi, on a
O(CxA¥)
{p}UK = {p} U K; par conséquent, en ajoutant un nombre fini de

points & I I’ensemble obtenu reste holomorphiquement convexe, et on a bien
Pégalité (5).

On considere alors la fonction f qui vaut 1 sur gZ.x et 0 sur K, qui est holo-
morphe sur (g%.2) UK. Alors (théoréme 6’ p. 213 de [10]) il existe une fonction
h e O(C x A*) telle que ||f — h|| < 1/2.

k—1
En définissant la fonction holomorphe H := Z(h o g?), il sort que l'on a
3=0

El e

\H(z) — 1] < 1/2

tandis que pour tout y € K, on a [H(y)| < 1/2, donc & ¢ K#"(O(CxAM), [ |

COROLLAIRE 3.7. Soit § un réel positif donné par la proposition 3.5. Alors, la
paire

(B(0,0) \ {¢ = 0}, ¢(B(0,0) \ {¢ =0}))
est de Runge.

PREUVE : On se donne un compact A de o(B(0,4) \ {¢ = 0}), il est inclus
dans un certain ¢(Ks_1/p,1/4) (Pour p et q assez grands et avec 6 > 1/p+1/q).
L’enveloppe de A par rapport a l'algebre des fonctions holomorphes sur
B(0,6) \ {¢ = 0} est incluse dans ©(Ks_1/p,1/4) par le corollaire 3.6, donc
compacte. Ainsi ¢(B(0,6) \ {¢ = 0}) est holomorphiquement convexe par
rapport aux fonctions holomorphes de B(0,6) \ {¢ = 0}, ce qui nous donne la
conclusion ([10], corollaire 9 p. 214). [ |

3.3. UNE GENERALISATION. Soit ¢ un germe de (C3,0) dans (C3,0) donné par
(6) (2,68 = (A€z + P(,6), ¢*.€)
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oun A€ C* k,l,r;s € Navec k,l > 1, pged(k,l) =1et r,s >0, et

PG =D Y i in(hE®

11=7J1 12=J2
avec les conditions suivantes : 0 < j; < k, 0 < jo < ¢, j1 < 7, jo < s et
Cj1,j2 7é 0.

Nous ajoutons une hypothese supplémentaire, & savoir que pour tout ¢ € Uy
(racines k-iemes de I'unité) et 7 € Uy avec e7 # 17, il existe des entiers n et m
et un polynome @ avec Q(0,0) # 0, tels que l'on ait 1’égalité :

(7) P(¢,§) — P(e¢, 78) = ("M Q(C, §).

Donnons quelques classes d’exemples de polynomes vérifiant cette derniere

condition :
min(r,s)

1. P(¢,¢&) = Z apCPEP avec ou bien pged{k,p | a, # 0} = 1, ou bien
p=1

pged{l,p | ap #0} =1,
2. P(¢,¢) = ¢ Zapfp avec pged{l,p | ap #0} =1 et 1 < <s,

p=1
3. P de la forme précédente, mais en intervertissant les roles de ( et &.

Etant données €5 et 7, deux racines primitives k-ieme et f-ieme de 'unité
respectivement, notons g I'automorphisme de C x (A*)? qui & (z, ¢, £) associe

P(¢,§) — PlexC mef)
AepT;CrEs
ak,l(zagag)

et X l'ensemble B(0,1) \ {¢¢ = 0}. La condition (7) permet d’adapter le rai-
sonnement de la preuve de la proposition 3.5 et de ses deux corollaires dans
cette situation, en posant cette fois-ci

) €k<7 Te&)a

(e 1 "2+

k—1¢—-1

42,6, =2z [[ [] are(z. ¢, )¢,

i=1j=1

Ainsi la paire (X, (X)) est de Runge. On obtient alors une variété de Stein
en recollant une infinité dénombrable de copies de X \ ¢(X) grace & ’appli-
cation . Il est possible de généraliser cette derniére construction en prenant
un germe de (C"*1 0) dans lui-méme, défini cette fois par (z,(1,...,¢n) =
(AC.Cn 2 + P(Cly ooy Cn), CF1 L ¢En) avec des conditions directement ana-
logues a celles données ci-dessus.

1. Comme k et £ sont premiers entre eux, ceci revient & dire que € et 7 ne sont pas
simultanément égaux a 1.
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4. INVARIANTS

Revenons a présent a notre situation de départ. On note désormais X la variété
§\ D. Etant donné un groupe G, on appelle espace K (G, 1) tout espace topo-
logique connexe dont le groupe fondamental est isomorphe a G et qui possede
un revétement universel contractile.

EXEMPLE 4.1. Le cercle unité S! est un espace K (Z,1).

Remarquons tout d’abord que la variété X est un espace K(Z[1],1). En effet,
m1(X) = Z[7] et son revétement universel C x H (c.f. [3] et [8]) est contractile.
Le théoreme I de [6] (pp. 482-483) nous dit alors que les groupes de cohomologie
de X sont isomorphes a ceux du groupe Z[%], c’est-a-dire que pour tout n € N
et pour tout groupe G, on a un isomorphisme entre H"(X,G) et H"(Z[1], G).
De plus, on sait (loc. cit. pp. 488-489) que le groupe H?(Z[1], G) est isomorphe
au groupe des extensions centrales de Z[%] par G. Une extension centrale est
la donnée d’une extension de groupe

0-GS5EBZL =0

ou E est un groupe avec i(G) C Z(E), le centre de E.

Nous sommes maintenant en mesure de prouver la
PROPOSITION 4.2. Le groupe H?(X,C) est trivial.

PREUVE : Par ce qui précede, il suffit de montrer qu'une extension centrale £
de Z[;] par C est nécessairement triviale, i.e. isomorphe au produit cartésien
C x Z[1]. Soit donc E une telle extension :
0-CHEBZL] >0
Montrons que E est abélien. Soient z,y € E et a € N tels que p(x) et p(y)
appartiennent tous deux & k%Z = {#&,n € Z} qui est un sous-groupe de Z[%]
isomorphe a Z.
1

L’extension E induit une extension F' := p‘l(k—aZ) de k%,Z par C, donc une
extension de Z par C :

05CHFB7 50

Il existe une section s : Z — F (on choisit s(1) € p'~!(1) et on pose s(n) =
ns(1) pour n € Z) donc F est produit semi-direct de Z par C, donné par
o € Hom(Z, Aut(C)). L’extension F étant elle aussi centrale, o = 1 est 'unique
possibilité, i.e. F est abélien (il est isomorphe & C x Z) donc z et y commutent.
Ainsi, F est abélien.

Il existe des sections s : Z[1] + E. Pour construire I'une d’elles, fixons
zo € p~'(1). Comme Z[;] = E/i(C), il existe z{ € p~'(1/k) tel que
kx} = xo + i(w) avec w € C. On pose alors x; := 2z} — i(w/k) et on
a kr; = mo; on définit ainsi par récurrence les x; € p~1(1/k') vérifiant
kx;+1 = x;, et notre section est donnée par s(n/k®) = nxz, pour n € Z et
a € N. L’existence d’une telle section nous dit que E est isomorphe au produit
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semi-direct C x Z[1] donné par o € Hom(Z[1], Aut(C)). Le groupe E étant
abélien, on a nécessairement o = 1, i.e. E est isomorphe au produit C x Z[1]. B

Etant donnés une surface intermédiaire S et son germe associé sous la forme
normale (1), on définit I'indice de S comme le plus petit entier m tel que k — 1
divise ms (voir [12]).

Il exicslte un feuilletage holomorphe F sur X défini par la 1-forme holomorphe

w = —C, qui ne s’annule nulle part (c.f. [4]). De fagon équivalente, les feuilles de
ce feuilletage sont les ensembles {¢ = const.}. Dans le cas ot S est d’indice 1,
i.e. lorsque k—1 divise s, il existe un champ de vecteurs tangent a ce feuilletage
qui ne s’annule nulle part, autrement dit on a le

LEMME 4.3. Lorsque la surface S est d’indice 1, le fibré tangent au feuilletage
TF est holomorphiquement trivialisable.

PREUVE : Pour prouver cela, nous montrons qu’il suffit de considérer le champ
de vecteurs V sur X induit par le champ de vecteurs V = ( = % sur C x A*,
tangent au feuilletage de C x A* défini par w.

En effet, d’'une part on remarque que X est le quotient de C x A* par G ou

G = Z[1]/Z est le groupe formé des automorphismes de C x A* de la forme

¢ —esk =t
91@(%0 = (kan +

n

I
-

; ; n—i—1
Ski+1kn717 —éskl+1kn e |

=i sk S ek ! T P((eh M)

k 1 ’ Ei" C)

n_
k—1

-
Il
=)

A (4n€)*

pour n € N, ¢ € {0,....k" — 1} et avec exn = e*7 . Ceci provient du fait que
X est le quotient de C x Hy par le groupe {y"v{y™" | n,{ € Z} = Z[3]
ot Hy = {w € C | Rw) < 0}, v(z,w) = (Aze"™ + P(e¥),kw) et
7 (z,w) = (z,w + 2im) (voir [4], proposition 2.3 et section 4). On consideére
alors le quotient par le sous-groupe {y"*v¥ ‘=" | n,¢ € Z} = Z ce qui nous
donne bien X = (C x A*)/G.

D’autre part, un champ de vecteurs V défini sur C x A* induit un champ de
vecteurs tangent a X lorsqu’il est invariant par le groupe G, i.e. s’il vérifie :

(8) D(gin). . (V(2,0) = V(gin (2,0))-
~ Cpekmol
Cette condition est bien vérifiée par V puisque 1'on a I’égalité skf FUCET =

(e£,¢)7 1. Comme w(V) =0, on a bien montré que V € HO(X,TF). |

REMARQUE 4.4. On peut montrer qu’'un champ de vecteurs sur X de la forme
f(z, C)% (ot f est une holomorphe ne s’annulant nulle part) existe bien si et
seulement si la surface S est d’indice 1, autrement dit on a une équivalence
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dans le lemme précédent. C’est une conséquence de la condition (8) et le rai-
sonnement est analogue a celui qui sera fait dans le lemme 4.7.

La trivialité du fibré T'F entraine celle du fibré tangent T'X, ce que nous voyons
a présent.

LEMME 4.5. Lorsque le fibré TF est holomorphiquement trivialisable, le fibré
tangent holomorphe TX de X [’est aussi.

PREUVE : Etant donné que nous avons une section holomorphe globale
V de TF, il nous suffit d’exhiber un deuxiéme champ de vecteurs global,
linéairement indépendant de V en chaque point. Par définition, on peut
trouver un recouvrement de X par des ouverts U; et sur chacun d’eux un
champ de vecteurs W; qui soit linéairement indépendant de V' sur U;. Quitte
a remplacer W; par W;/w(W;) on peut supposer que w(W;) = 1 sur U;, de
sorte que w(W; ;) = 0 sur U, ; :== U; N Uy, ot l'on a posé W; ; := W; — W,. La
famille (W; ;) forme donc un cocyle de H'(X,TF) qui est aussi un cobord par
le théoreme B de Cartan. Ainsi il existe un champ de vecteurs Z; ; sur cgaque

U; tel que Z; — Z; = W; ;. Posons Y; := W; — Z;, de sorte que Y; = Y; sur

U, j, ie. les Y; se recollent en une section holomorphe globale de T'X. Nous
avons deux champs de vecteurs V et Y vérifiant w(V)=0et w(?) =1, ce
qui nous assure qu’ils sont linéairement indépendants en chaque point de la
variété étudiée. [

Nous voulons a présent établir un lien entre le fait que S soit d’indice 1 et la
trivialité du fibré canonique de X.
On considere la suite exacte courte 0 - Z — C — C* — 0 de faisceaux,
qui donne lieu & la suite exacte longue de cohomologie --- — HY(X,Z) —
HY(X,C) - HY(X,C*) - H*(X,Z) — H*(X,C) — ---. Toujours d’apres le
théoreme I de [6], on a les isomorphismes
H'(X,Z) = Hom(Z|¢],Z) = 0,

H'(X,C*) 2 Hom(Z[1] ,C*) = C*

et

H'(X,C) = Hom(Z[4],C) = C.

D’autre part le groupe H?(X,C) est trivial, d’olt 'on tire finalement la suite
exacte courte

0— HY(X,C) = HY(X,C*) S H*(X,Z) — 0.

DEFINITION 4.6. On dira qu’un élément p de H*(X,C*) admet un logarithme
lorsqu’il existe un morphisme p' de Z[1] dans C tel que e2ime’ — p.

Ainsi, I'image par ¢ d’'un élément p € H'(X,C*) est triviale dans H?(X,Z) si
et seulement si p admet un logarithme p’.

LEMME 4.7. Si le fibré canonique de X est holomorphiquement trivialisable,
alors la surface S est d’indice 1.
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PREUVE : Le fibré canonique de X est le fibré des 2-formes holomorphes sur X ;
raisonnons par ’absurde et supposons qu’il est holomorphiquement trivialisable
et que la surface S n’est pas d’indice 1. Alors il existe une 2-forme holomorphe
globale sur X qui ne s’annule nulle part. Une telle forme provient d’une 2-forme
holomorphe sur le revétement C x A* de X donnée par f(z,()dz Ad¢ (ol f est
une fonction holomorphe sur C x A* qui ne s’annule nulle part) qui soit stable
par le groupe G = {g5. | n € N,a € {0,...,k™ — 1}}, i.e. vérifie I'équation

(g )" (f(2,Q)dz N dC) = [f(z,{)dz N d

(pour tout n € N et a € {0, ..., k™ — 1}). Ceci donne la condition suivante sur
la fonction f :

i (s =L «

(9) AT EET T £(2,0) = flgin (2,0)).

Considérons I’homomorphisme de groupes
p: Z[z] — S.

2im % (sB=t 1)

o e
Il induit un fibré plat L, au-dessus de X, qui est holomorphiquement triviali-
sable si et seulement si p admet un logarithme, puisque H' (X, 0*) = H?(X,7Z)
car X est de Stein. Etant donné que la fonction f vérifie la condition (9) ci-
dessus, elle définit une section holomorphe du fibré plat L, au-dessus de X.
Ainsi pour pouvoir aboutir a une contradiction, il nous reste a voir que p
n’admet pas de logarithme (et donc qu'une telle fonction f n’existe pas).

a 2im 72 (27 +1)

Remarquons tout d’abord que I'application o : & — e

homomorphisme de Z[%] dans S! qui admet un logarithme. Ainsi, p admet un

est un

logarithme si et seulement si I’'homomorphisme ¢ := p/o : & — e?™ 5T admet
un logarithme.

Soit m lindice de la surface S. Comme k£ — 1 n’est pas un diviseur de s, le
noyau de ¢ est précisément mZ[%] et cet homomorphisme n’admet donc pas
de logarithme. En effet, si un tel morphisme p’ existait, sa restriction a mZ[z]
serait un homomorphisme a valeurs dans Z, nécessairement trivial. On aurait
alors m.p () =0, i.e. p () = 0 pour tout n € N. [ |

REMARQUE 4.8. Le groupe H2(X,Z) n’est pas trivial; il contient des éléments
de torsion et des éléments qui ne sont pas d’ordre fini. Le morphisme p de la
preuve du lemme 4.7 fournit un exemple d’élément de torsion, puisqu’on peut
voir que pF~1 admet un logarithme. Pour ce qui est des éléments qui ne sont
pas d’ordre fini, donnons-en un exemple. Considérons le groupe Z[%]. On a
un isomorphisme de groupes ¢ : Z[]/Z[4] = Z[$]/Z et une injection i de ce
groupe (le 3-groupe de Priifer) dans S'. Alors on peut voir que p := o ¢ n’est
pas d’ordre fini dans H?(X,Z). Ainsi, le groupe H?(X, Z) possede des éléments
d’ordre infini dont I'image est nulle dans H?(X, Q), ceci est conséquence du fait
que le groupe Hi(X,Z) = Z[1] n’est pas finiment engendré (voir [1], théoréme
4 p. 144).
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REMARQUE 4.9. On a en fait une équivalence dans le lemme précédent. Lorsque
la surface S est d’indice 1, on considere la forme ¢ ~GFEH g, Ad(, qui trivialise
le fibré canonique.

Les trois lemmes précédents ont en particulier comme conséquence la

PROPOSITION 4.10. Soient S une surface intermédiaire et X = g\ﬁ Les trois
assertions suivantes sont équivalentes :

1. La surface S est d’indice 1,

2. Le fibré tangent au feuilletage T F de X est holomorphiquement trivialisable,
3. Le fibré tangent holomorphe TX de X est holomorphiquement trivialisable.

PREUVE : Vu les lemmes 4.3 et 4.5, il suffit de montrer que la troisieme
assertion entraine la premiere. C’est une conséquence du lemme 4.7, car si S
n’est pas d’indice 1, le fibré canonique de X n’est pas holomorphiquement
trivialisable. Dans ce cas, le fibré cotangent de X et donc le fibré tangent T'X
ne le sont pas non plus. |

REMARQUE 4.11. Le probleme suivant demeure non résolu actuellement
(voir [9]) : une variété de Stein de dimension n dont le fibré tangent holomorphe
est holomorphiquement trivialisable est-elle nécessairement un domaine de Rie-
mann au-dessus de C™ 7 Nous ne connaissons pas la réponse pour les surfaces
de Stein que l'on vient de considérer.
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