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INTRODUCTION. —
Théorie de Voevodsky. — Dans sa théorie des complexes motiviques sur un

corps parfait k, V. Voevodsky introduit le concept central de faisceau Nis-
nevich invariant par homotopie avec transferts, que nous appellerons simple-
ment faisceau homotopique. Rappelons qu’un faisceau homotopique F est un
préfaisceau de groupes abéliens sur la catégorie des k-schémas algébriques lisses,
fonctoriel par rapport aux correspondances finies a homotopie pres, qui est un
faisceau pour la topologie de Nisnevich. Un exemple central d’un tel faisceau
est donné par le préfaisceau G,, qui a un schéma lisse X associe le groupe des
sections globales inversibles sur X. La catégorie des faisceaux homotopiques,
notée ici HI(k), a de bonnes propriétés que ’on peut résumer essentiellement en
disant que c’est une catégorie abélienne de Grothendieck, monoidale symétrique
fermée.

Un des points centraux de la théorie est la démonstration par Voevodsky que
tout faisceau homotopique F admet une résolution de Gersten®). Un cas

(2)Les complexes du type (G), ci-dessous, ont été introduits par Grothendieck sous le nom
résolution de Cousin, remplacant la théorie des faisceaux homotopiques par celle des fais-
ceaux cohérents. Gréace a la suite spectrale associée a la filtration par coniveau d’apres
Grothendieck, ils ont été réintroduits un peu plus tard dans le contexte des théories coho-
mologiques, par Brown et Gersten en K-théorie et finallement par Bloch et Ogus dans une
version axiomatique. Notons que ces derniers auteurs parlent plutot de “arithmetic reso-
lution” et il semble que le terme de résolution de Gersten se soit imposé par la suite. La
fonctorialité de la résolution de Gersten par rapport & un morphisme de schémas lisses a été
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MOoODULES HOMOTOPIQUES 413

particulier de ce résultat est le fait que pour tout schéma lisse X, le groupe
abélien F(X) admet une résolution par un complexe de la forme:

(G) C*(X,E): @ Fa@)—... P Fonls@)) —...

ze X (0) z’eX(n)

Suivant Voevodsky, F_, = Homy ;) (G5, F). On a noté X ™) T'ensemble des
points de codimension n de X. Pour un entier » > 0 et un point x de X,
F.(r(x)) désigne la fibre du faisceau homotopique F, au point Nisnevich qui
correspond au corps résiduel x(z), vu comme un corps de fonctions.

Un corollaire de cette résolution de Gersten est que les faisceaux homotopiques
sont essentiellement déterminés par leurs fibres en un corps de fonctions. La
question centrale de cet article est de savoir jusqu’a quel point ils le sont.

Théorie de Rost. — Pour définir un complexe de Gersten, du type (G), on
remarque qu’il faut essentiellement se donner un groupe abélien pour chaque
corps résiduel d'un point de X. M. Rost axiomatise cette situation en in-
troduisant les modules de cycles. Un module de cycles est un foncteur ¢ de
la catégorie des corps de fonctions au-dessus de k vers les groupes abéliens
gradués, muni d’une fonctorialité étendue qui permet de définir un complexe
C* (X, ¢) du type (G). Pour avoir une idée de cette fonctorialité, le lecteur peut
se référer aux propriétés de la K-théorie de Milnor — mais aussi a la théorie des
modules galoisiens. Rost note 1’analogie entre ce complexe et le groupe des
cycles de X — comme D'avaient fait Bloch et Quillen avant lui — et utilise le
traitement de la théorie de I'intersection par Fulton pour montrer que la co-
homologie du complexe, notée A*(X, ¢), est naturelle en X par rapport aux
morphismes de schémas lisses.

Une comparaison. — Répondant a la question finale du premier paragraphe,
nous comparons la théorie de Rost et celle de Voevodsky. D’une maniére vague,
notre résultat principal affirme que l'association F' — F, définit un foncteur
pleinement fidele des faisceaux homotopiques dans les modules de cycles, avec
pour quasi-inverse a gauche le foncteur ¢ — A°(., ¢).

Pour étre plus précis dans la formulation de ce résultat, on est conduit a élargir
la catégorie des faisceaux homotopiques. On définit un module homotopique
F, comme un faisceau homotopique Z-gradué muni d’isomorphismes e,
F, — (F,4+1)-1. La catégorie obtenue, notée HI.(k), est encore abélienne
de Grothendieck, symétrique monoidale fermée. De plus, elle contient comme
sous-catégorie pleine la catégorie HI(k) — si F est un faisceau homotopique,
le module homotopique associé a pour valeur G&" @ F' (resp. F_,) en degré
n >0 (resp. n < 0).

Des lors, on peut montrer que le systeme F, des fibres d’'un module homo-
topique F} en un corps de fonctions définit un module de cycles. De plus, pour

traitée dans le cas de la K-théorie par H. Gillet (voir [(GIL85]) puis étendue dans le cas des
modules de cycles par M. Rost.
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414 F. DEGLISE

tout module de cycles ¢, le groupe A°(X, ¢), dépendant fonctoriellement d’un
schéma lisse X, définit un module homotopique.

Théoréme (cf. 3.7). — Les deux associations décrites ci-dessus définissent des
fonteurs quasi-inverses l'un de l'autre.

La résolution de Gersten obtenue par Voevodsky est maintenant équivalente
au résultat suivant:

Corollaire (cf. 3.12). — Si F, est un module homotopique et X un schéma

lisse, H"(X, F,) = A"(X, F,).(3)

Notons que ce corollaire est étendu au cas singulier & la fin de Iarticle (Propo-
sition 6.10). Cette extension nécessite d’interpréter le théoreme 3.7 en termes
motiviques.

Linterprétation motivigue. — Rappelons qu’un complexe motivique suivant
Voevodsky est un complexe(® de faisceaux Nisnevich avec transferts dont les
faisceaux de cohomologie sont des faisceaux homotopiques. La catégorie des
complexes motiviques DM¢/#(k) porte ainsi naturellement une t-structure au
sens de Beilinson, Bernstein et Deligne dont le coeur est la catégorie HI(k).

La catégorie DM®f/(k) est triangulée monoidale symétrique fermée. Elle
contient comme sous catégorie pleine la catégorie des motifs purs modulo
équivalence rationnelle définie par Grothendieck. C’est ainsi une catégorie “ef-
fective 7, dans le sens ou le motif de Tate 1(1) n’a pas de ®-inverse. Suivant
I’approche initiale de Grothendieck, on est conduit a introduire une version non
effective des complexes motiviques ; c’est ce qui est fait par D.C. Cisinski et
Pauteur dans [CD09B]. Il est naturel dans le contexte des complexes motiviques
de remplacer la construction habituelle pour inverser 1(1) par 'approche des
topologues pour définir la catégorie homotopique stable. La catégorie DM(k),
dont les objets seront appelés les spectres motiviques, est ainsi construite a par-
tir du formalisme des spectres et des catégories de modeles. C’est la catégorie
monoidale homotopique® universelle munie d’un foncteur dérivé monoidal

»>° . DM (k) — DM(k)

admettant un adjoint a droite 2 et telle que 'objet ¥*° 1(1) est ®-inversible.
Notons que dans le cadre des complexes motiviques, le foncteur 3°° est pleine-
ment fideéle d’apres le théoréme de simplification de Voevodsky [VOE02].

Dans cet article, nous montrons que l'on peut étendre la définition de la t-
structure homotopique & la catégorie DM(k), de telle maniere que le fonc-
teur Q% est t-exact. Le coeur de la t-structure homotopique sur DM(k) est

(3)1’identification obtenue ici est naturelle, non seulement par rapport au pullback (lemme
3.3), mais aussi par rapport aux correspondances finies (proposition 3.10) et par rapport au
pushout par un morphisme projectif (proposition 3.16).

(4)Originellement, ces complexes sont supposés bornés supérieurement. Nous abandonnons
cette hypotheése dans tout larticle suivant [CDQO9B].

(5) ¢’est-a-dire la catégorie homotopique associée & une catégorie de modeles monoidale.
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MOoODULES HOMOTOPIQUES 415

la catégorie HI,(k) des modules homotopiques, qui est donc canoniquement
identifiée a la catégorie des modules de cycles d’apres le théoreme 3.7 déja cité.
Ceci nous permet de donner une interprétation frappante du module de cycles
F, associé & un module homotopique Fi, a travers la notion de motifs génériques
de [DEGO8B].(®) Le motif générique associé & un corps de fonctions E est le pro-
motif défini par tous les modeles lisses de E. On considere la catégorie DM, ,§9,2(k)
formée par tous les twists de motifs génériques par 1(n)[n] = 1{n} pour n € Z.
Alors, F) est simplement la restriction du foncteur représenté par F, dans
DM(k) a la catégorie DM;%(IC). La catégorie DMg(gz(k:) est une catégorie de
“points ” pour les spectres motiviques, et la fonctorialité des modules de cycles
est interprétée en termes de morphismes de spécialisations entre ces points.
De ce point de vue, les modules homotopiques correspondent a des systemes
locaux o le groupoide fondamental est remplacé par la catégorie DMé?,z(k).
L’interprétation motivique nous sert finalement a introduire une condition de
finitude (définition 6.6) sur les modules de cycles qui implique que leur gradu-
ation naturelle est bornée inférieurement (Corollaire 6.8) — comme c’est le cas
de la plupart des modules de cycles définis par des moyens géométriques.

Plan du travail. — L’article est divisé en deux parties, 'une consacée au
théoreme principal 3.7 et 'autre a sa signification en termes de la théorie mo-
tivique de Voevodsky.

La premiere partie est faite de trois sections. Dans la section 1, on rap-
pelle les propriétés principales des faisceaux homotopiques, et on introduit la
catégorie des module homotopiques. Dans la section 2, on rappelle brievement
la théorie des modules de cycle de M. Rost et on établit quelques résultats
supplémentaires utiles dans cet article. La section 3 et consacrée a la preuve
du théoreme central 3.7 cité précédemment. De plus, on établit plusieurs pro-
priétés concernant la fonctorialité de I'identification 3.12 citée ci-dessus.

La deuxieme partie est aussi constituée de trois sections. La section 4 contient
des rappels concernant la théorie des complexes motiviques de Voevodsky ainsi
que la version stable qu’on a introduite avec Cisinski dans [CD09B]. La section
5 est consacrée a la définition de la t-structure homotopique et a I'identification
de son coeur avec les modules homotopiques. La section 6 est consacrée aux
applications du point de vue motivique: construction de modules de cycles
(section 6.1), borne inférieure (section 6.2) et extension du corollaire 3.12 au
cas singulier (section 6.3).

Mise en perspective. — Ce travail a été utilisé récemment par B. Kahn dans
[KAH10] pour étendre un théoréme de Merkurjev. Kahn démontre par exemple
que le théoréme de Merkurjev est conséquence de notre théoréme 3.7 (voir
remarque 6.2).
Nous avons aussi utilisé les résultats de cet article dans deux travaux
indépendants:

(6) Cette notion a aussi été introduite par A.Beilinson dans [BEI02].
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— F. Morel a introduit une t-structure homotopique sur la catégorie homo-
topique stable des schémas, analogue a celle qu’on définit sur DM(k).
Il a conjecturé une relation tres précise entre le coeur de sa t-structure,
noté IL.(k), et les modules homotopiques (avec transferts) considérés ici:
la catégorie HI.(k) est une sous-catégorie pleine de I (k), formée des
objets sur lesquels I’application de Hopf agit trivialement. On démontre
cette conjecture & partir des résultats de cet article dans [DEG10].

— On approfondit aussi la relation entre modules homotopiques et résolution
de Gersten en montrant que la suite spectrale du coniveau associée a la
cohomologie représentée par un spectre motivique F s’identifie canon-
iquement a la suite spectrale d’hyper-cohomologie a coefficients dans F
associée a la t-structure homotopique (voir [DEG09, sec. 6]). Ce théoréme
prolonge un résultat de Bloch-Ogus (cf. [BO74, 6.4]).

Remerciements. — Mes remerciements vont en premier lieu a F. Morel qui
a dirigé ma these, dans laquelle le résultat central de cet article a été établi.
L’influence de ses idées est partout dans ce texte. Je remercie aussi A. Suslin
et A. Merkurjev qui ont été les rapporteurs de cette these et dont les rapports
m’ont beaucoup aidés dans la rédaction présente, ainsi que D.C. Cisinski pour
sa relecture et son intérét pour mon mémoire de theése. Enfin, je remercie
J. Ayoub, A. Beilinson, J.B. Bost, B. Kahn, J. Riou, C. Soulé et J. Wildeshaus
pour leur intérét et des discussions autour du sujet de cet article.

NoOTATIONS. — On fixe un corps parfait k. Tous les schémas considérés sont
des k-schémas séparés. Nous dirons qu’un schéma X est lisse si il est lisse de
type fini sur k. La catégorie des schémas lisses est notée Z.
Nous disons qu’un schéma X est essentiellement de type fini s’il est localement
isomorphe au spectre d’une k-algeébre qui est une localisation d’une k-algebre
de type fini.
On appelle corps de fonctions toute extension de corps E/k de degré de tran-
scendance fini. Un corps de fonctions valué est un couple (E,v) ou E est un
corps de fonctions et v est une valuation sur F dont ’anneau des entiers est
essentiellement de type fini sur k.
Un modéle de E/k est un k-schéma lisse connexe X muni d’un k-isomorphisme
entre son corps des fonctions et F. On définit le pro-schéma des modeles de
E
(E) =" lm” Spec(A)
ACE

ou A parcourt ’ensemble ordonné filtrant des sous-k-algebres de type fini de F
dont le corps des fractions est E.
Voici une liste des catégories principales utilisées dans ce texte:

- DM, ;,J;f (k) (resp. DMgm(k)) désigne la catégorie des motifs géométriques

effectifs (resp. non nécessairement effectifs).
— DM ¥(k) désigne la catégorie des complexes motiviques (que I'on ne
suppose pas nécessairement bornés inférieurement,).

DOCUMENTA MATHEMATICA 16 (2011) 411-455



MOoODULES HOMOTOPIQUES 417

— DM(k) désigne la catégorie des spectres motiviques, version non effective
de DMeFH(E).

— HI(k) (resp. HI.(k)) désigne la catégorie des faisceaux (resp. mod-
ules) homotopiques. C’est le coeur de la t-structure homotopique sur
DM (k) (resp. DM(k)).

— M Cycl(k) désigne la catégorie des modules de cycles.

PARTIE I
MODULES HOMOTOPIQUES ET MODULES DE CYCLES

1. MODULES HOMOTOPIQUES

1.1. RAPPELS SUR LES FAISCEAUX AVEC TRANSFERTS. — Dans cette partie
préliminaire, on rappelle la théorie de Voevodsky des faisceaux avec trans-
ferts et des faisceaux homotopiques. Nous nous référons a [DEGO7]| pour les
détails.("

1.1. — Soient X et Y des schémas lisses. Rappelons qu’une correspondance
finie de X vers Y est un cycle de X xY dont le support est fini équidimensionel
sur X. La formule habituelle permet de définir un produit de composition
pour les correspondances finies qui donne lieu a une catégorie additive Z°"
(¢f. [DEGO7, 4.1.19]). On obtient un foncteur v : & — Z£°", égal a 'identité
sur les objets, en associant & tout morphisme le cycle associé a son graphe.
La catégorie .Z°" est enfin monoidale symétrique. Le produit tensoriel sur les
objets est donné par le produit cartésien des schémas lisses; sur les morphismes,
il est induit par le produit extérieur des cycles (cf. [DEGO7, 4.1.23]).

1.2. — Un faisceau avec transferts est un foncteur F : ((£°7)°P — o7b additif
contravariant tel que F o est un faisceau Nisnevich. On note Sh'"(k) la
catégorie des faisceaux avec transferts munis des transformations naturelles.
Cette catégorie est abélienne de Grothendieck (¢f. [DEG07, 4.2.8]). Une famille
génératrice est donnée par les faisceaux représentables par un schéma lisse X :

Z'(X): Y = (Y, X).
Il existe un unique produit tensoriel symétrique @' sur Sh*" (k) telle que le fonc-

teur Z!" est monoidal symétrique. La catégorie Shi" (k) est de plus monoidale
symétrique fermée (cf. [DEGO7, 4.2.14]).

Définition 1.8. — Un faisceau homotopique est un faisceau avec transferts F'
invariant par homotopie : pour tout schéma lisse X, le morphisme induit par
la projection canonique F(X) — F(AL) est un isomorphisme.

(") Cette référence contient une relecture des preuves originales de Voevodsky ainsi que
quelques compléments qui nous seront utiles.
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On note HI(k) la sous-catégorie pleine de Sh*"(k) formée des faisceaux homo-
topiques. Le foncteur d’oubli évident O : HI(k) — Sh'"(k) admet un adjoint
a gauche hg : Sh'" (k) — HI(k), ho(F) étant défini comme le faisceau associé
au préfaisceau

(1.3.2) X 1 coKer (F(A) S5, F(X))

avec s (resp. s1) la section nulle (resp. unité) de AL /X (¢f. [DEGO7, 4.4.4,
4.4.15]). D’apres loc. cit., le foncteur O est exact. La catégorie HI(k) est
donc une sous-catégorie épaisse de Sh'"(k). En particulier, c’est une catégorie
abélienne de Grothendieck dont une famille génératrice est donnée par les fais-
ceaux de la forme ho(X) := ho(Z'(X)). On vérifie aisément que le foncteur
O commute de plus & toutes les limites projectives ce qui implique que HI(k)
admet des limites projectives.

1.4. — Pour un corps de fonctions F, on définit la fibre de F' en E' comme la
limite inductive de l'application de F' au pro-schéma (E) :

F(B) = li F(Spec(4))
ACE
Les foncteurs F ~— F(E) forment une famille conservative de foncteurs fibres(®
de HI(k) (cf. [DECOT, 4.4.7]).

Remarque 1.5. — Ce dernier résultat repose sur la propriété tres intéressante
des faisceaux homotopiques suivante:

Proposition 1.6. — Pour toute immersion ouverte dense j : U — X dans un
schéma lisse, le morphisme induit
Js + ho(U) = ho(X)
est un épimorphisme dans HI(k).
Cette proposition est une conséquence du corollaire 4.3.22 de [DEG07]: il existe

un recouvrement ouvert W = X et une correspondance finie o : W — U telle
que le diagramme suivant est commutatif & homotopie pres

W

« ¢7\'

U—i> X.
On peut la reformuler en disant que pour tout faisceau homotopique F, le
morphisme F(X) — F(U) induit par j est un monomorphisme. On déduit de

ce dernier résultat que pour tout schéma lisse connexe X de corps des fontions
E, le morphisme canonique F'(X) — F(F) est un monomorphisme.

1.7. — Dans une catégorie abélienne de Grothendieck 7, une classe de fleches
W est dite localisante si :

(i) W est stable par limite inductive.

(8)i.e. exacts commutant aux limites inductives.
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(ii) Soit f et g des fleches composables de . Si deux des constituants de
(f,9,9f) appartiennent & W, le troisieme appartient & W.
Si S est un classe de fleches essentiellement petite, on peut parler de la classe
de fleches localisante engendrée par S.

Lemme 1.8. — Il existe un unique produit tensoriel symétrique @I sur HI(k)
tel que le fonteur hg est monoidal symétrique.

Démonstration. — D’apreés ce qui précede, HI(k) s’identifie & la localisation
de la catégorie Sh"(k) par rapport a la classe de fleches localisante engendrée
par les morphismes Z!"(A%Y) — Z!"(X) pour un schéma lisse X arbitraire.
Ainsi, pour tout schéma lisse X, W " Z!" (X)) C W. Donc le produit tensoriel
®' satisfait la propriété de localisation par rapport & W ce qui démontre le
lemme. O

La catégorie HI(k) munie du produit tensoriel @7 obtenu dans le lemme
précédent est monoidale symétrique fermée. Ce produit tensoriel est caractérisé
par la relation ho(X) @ ho(Y) = ho(X x Y) déduite du lemme précédent.

Définition 1.9. — Soit s : {1} = G, 'immersion du point unité. On appelle
sphére de Tate le conoyau de ho(s) dans la catégorie HI(k). On la note S}.
Pour tout entier n > 0, on note S;* la puissance tensorielle n-itme de S} dans
la catégorie monoidale HI(k).

D’apres 'invariance par homotopie, on obtient encore une suite exacte courte
scindée dans HI(k) :

0= S = ho(Grm) L ho(AL) — 0.
ou j est 'immersion ouverte évidente.
1.10. — Soit n > 0 un entier et E/k un corps de fonction. Pour un groupe
abélien M, on note T, (M) la puissance tensorielle n-ieme de M pour ®j.

En utilisant le morphisme canonique G,,, — ho(G,,,) et la définition du produit
tensoriel @M, on obtient un morphisme canonique:

X 2 T, (EX) — SP(E).
Notons encore
T s Tn(EX) = KM(E)
I’épimorphisme canonique a valeur dans le n-eme groupe de K-théorie de Mil-

nor de E. On utilisera de maniére centrale le résultat suivant di & Suslin et
Voevodsky (voir [SV00, th. 3.4]):

Théoréme 1.11 (Suslin-Voevodsky). — Awvec les notations qui précédent, le
morphisme Ny se factorise de maniére unique par m, et induit un isomor-
phisme:

K (B) = S{(E).

On déduit de ce théoréme le lemme suivant:
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Lemme 1.12. — L’automorphisme € de permutation des facteurs sur S? =
St it Sl est égal o —1.

Démonstration. — Compte tenu de la proposition 1.6, il suffit de montrer que

pour tout corps de fonctions E/k, € agit par —1 sur la fibre SZ(E).
D’apres le théoreme précédent, la fleche canonique:

M BX @z BX — SEHE)
est un épimorphisme. De plus, pour tout couple (a,b) d’unités de E, la relation

suivante A\%(b,a) = —A%(a,b) est vérifiée, d’apres la relation analogue bien
connue dans K2!(E). On conclut du fait que €.A%(a,b) = A% (b, a). O

1.18. — Pour un entier n > 0 et un faisceau homotopique F', on pose F_, =
Hom ;) (Sy', F). Par définition, pour tout schéma lisse X,

F_1(X) = F(Gp x X)/F(X).

Le foncteur 7_,, est le n-ieme itéré du fonteur ?_;. Ainsi la proposition 3.4.3
de [DEGO8B] entraine :

Lemme 1.14. — L’endofoncteur HI(k) — HI(k), F — F_,, est exact.

Le résultat suivant est un corollaire du théoreme de simplification de Voevodsky
[VOEO2].

Proposition 1.15. — L’endofoncteur HI(k) — HI(k),F — SPeUTF est
pleinement fidéle.

Démonstration. — 11 suffit de considérer le cas n = 1. La preuve anticipe
la suite de 'exposé puisqu’elle utilise la catégorie DM (k) des complexes
motiviques de Voevodsky définie dans [VOEO2]. Le théoréme central de loc.
cit. affirme que le twist de Tate est pleinement fidele dans DM (k). 1Tl
en résulte que le morphisme canonique F' — Hom ) err (Zr(1)[1], F(D)[1])

est un isomorphisme. D’apres [DEG08B, 3.4.4], le membre de droite est égal &
H°(F(1)[1])_1. Or par définition, H’(F(1)[1]) = S} @M% F et la transformation
naturelle correspondante F' — (S} @M1 F)_; est 'application d’adjonction. O

1.2. DEFINITION. —

1.16. — On note Z—H1 (k) la catégorie des faisceaux homotopiques Z-gradués.
Pour un tel faisceau F et un entier n € Z, on note Fy{n} le faisceau gradué
dont la composante en degré ¢ est Fj,. Si F' est un faisceau homotopique,
on note encore F{n} le faisceau gradué concentré en degré —n égal & F. La
catégorie Z — HI(k) est abélienne de Grothendieck avec pour générateurs la
famille (ho(X){i}) indexée par les schémas lisses X et les entiers i € Z.

Cette catégorie est monoidale symétrique :

(F* & G*) = BprgenF, @M G,
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Pour la symétrie, on adopte la convention donnée par la regle de Koszul :

S (~1)Pc

@erq:an ®Htr Gq Pq @erq:an ®Htr Fp

ol €,, désigne l'isomorphisme de symétrie pour la structure monoidale des
faisceaux homotopiques.

On note S; le monoide libre dans Z— HI (k) engendré par le faisceau S} placé
en degré 1. Il est égal en degré n & S}'. Compte tenu de la regle de Koszul
ci-dessus et du lemme 1.12, ¢’est un monoide commutatif dans Z—HI(k). On
note S} —mod la catégorie des modules sur S;. C’est une catégorie abélienne
monoidale de Grothendieck avec pour générateurs (S; @1 ho(X){i}) pour X
un schéma lisse et ¢ € Z. Comme S; est un monoide libre, se donner un

S} -module

T:8F &""F, —» F,

revient a se donner une suite de morphismes
1 o Ht T
St Q" F, FnJrl
appelés morphismes de suspension.

Définition 1.17. — Un module homotopique est un S;-module (Fy,7) tel que
le morphisme adjoint & 7,

€n + Fr — Homy (s (S}, Fps1) = (Fa+1)-1

est un isomorphisme. On note H I, (k) la sous-catégorie de S} —mod formée des
modules homotopiques.

Il revient au méme de se donner la suite de morphismes (7,,)nen ou la suite
de d’isomorphismes (€, )nen pour définir une structure de module homotopique
sur un faisceau homotopique gradué F.. Par la suite, la notation (Fj, €,) pour
un module homotopique fera toujours référence aux isomorphismes e¢,,.

1.18. — Compte tenu du lemme 1.14, le foncteur d’oubli HI, (k) — S; —mod
est exact et conservatif. Il admet de plus un adjoint a gauche L définit pour

tout faisceau homotopique F et tout entier i € Z par la formule
SpT T Posin 40 >0
Fry sin+1:<0

L(S; @™ F{i}), = {

en adoptant la notation de 1.13. Le fait que L prend ses valeurs dans les
faisceaux homotopiques résulte de 1.15. On pose plus simplement o> F{i} =
L(S; @"r F{i}). La catégorie HI.(k) est donc une sous-catégorie abélienne
de S} —mod, avec pour générateurs la famille

(1.18.) hos (X) = 0™ ho(X){i}

pour un schéma lisse X et un entier ¢ € Z — le symbole * correspond a la
graduation naturelle de module homotopique.
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Si (Fy, €x) est un module homotopique, on pose w™ F, = Fy. On obtient ainsi
un couple de foncteurs adjoints

(1.18.b) o> :HI(k) S HIL (k) : w™

tels que o™ est pleinement fidele (prop. 1.15) et w™ est exact (lemme 1.14).
Ainsi, pour tout schéma lisse X, tout module homotopique Fi et tout (n,i) €
72,

(1.18.¢) Homyy g, (k) (ho,«(X), Fi{i}[n]) = H (X5 F).

Lemme 1.19. — 1l existe sur HI.(k) wune wunique structure monoidale
symétrique telle que le foncteur L est monoidal symétrique.

Démonstration. — Compte tenu de ce qui précede, le foncteur L est un fonc-
teur de localisation: pour tout schéma lisse X et tout entier n € Z, on ob-
tient par définition (S @1 ho(X){n})_ni1 = S} @M ho(X). Par adjonction,
l'identité de S} @M ho(X) induit donc un morphisme de S;-modules

Sp @M (Sy @M ho(X){n — 1}) = SF @M ho(X){n}.

Utilisant & nouveau le jeu des adjonctions introduites ci-dessus, HI. (k) est la
localisation de S;—mod par rapport a la classe de fleches localisante W (cf. 1.7)
engendrée par les morphismes précédents. Pour tout couple (Y, m), Y schéma
lisse, m € Z, il est évident que VV(?@HU(SIEk QU ho(Y){m}) C W. Ainsi, &
vérifie la propriété de localisation par rapport a YW ce qui conclut. O

La catégorie HI, (k) est donc monoidale symétrique fermée avec pour neutre
le module homotopique S}. Le foncteur o> est de plus monoidal symétrique.
Enfin, 'objet 0> S} est inversible pour le produit tensoriel avec pour inverse
o> 7t {—1}.

Remarque 1.20. — La catégorie HI, (k) est la catégorie monoidale abélienne
de Grothendieck universelle pour les propriétés qui viennent d’étre énoncées.
La construction donnée ici est parfaitement analogue a la construction de la
catégorie des spectres en topologie algébrique, comme le suggeére nos notations
— en particulier pour le faisceau S} qui joue le réole de la sphere topologique.
La construction ici est facilitée parce que nous sommes dans un cadre abélien
et que la sphere S} est anti-commutative. Le théoréme de simplification 1.15
rend la construction du foncteur L plus facile mais n’est pas indispensable.

1.3. REALISATION DES MOTIFS GEOMETRIQUES. — Rappelons que la
catégorie des motifs géométriques effectifs DMge,{lf (k) définie par Voevodsky
est I'enveloppe pseudo-abélienne de la localisation de la catégorie K b(f,fw)
des complexes de Z°" & équivalence d’homotopie pres par la sous-catégorie
triangulée épaisse engendrée par les complexes suivants :

L...0=0UNV-=2U8V —=>X—=0...

pour un recouvrement ouvert U UV d’un schéma lisse X.
2. .02 AY > X —0...

induit par la projection canonique pour un schéma lisse X.
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Rappelons que cette catégorie est triangulée monoidale symétrique. Pour un
schéma lisse X, on note simplement M (X) le complexe concentré en degré 0
égal & X vu dans DMgﬁflf(k:).

Pour tout complexe borné C' de .Z¢°", on note Z"(C) le complexe de fais-
ceau avec transferts évident. Pour un faisceau homotopique F, posons
¢r(C) = Hompsper () (Z"(C), F). Rappelons que pour un schéma lisse X,
Hom p(sner (k) (Z7 (X)[—n), F) = HE(X;F) (¢f. [VOr00B, 3.1.9)); la coho-
mologie Nisnevich de F' est de plus invariante par homotopie (¢f. [VOE0OA,
5.6]). On en déduit que le foncteur ¢p ainsi défini se factorise et induit un
foncteur cohomologique encore noté ¢p : DM, ;,J;f (k)°P — ob.

On définit le motif de Tate suspendu'® Z{1} comme le complexe
... — Spec(k) = G, — 0...

ou G, est placé en degré 0, vu dans DM ;,J;f (k). Avec une convention légérement
différente de celle de Voevodsky, adpatée a nos besoins, on définit la catégorie
des motifs géométriques DM,(k) comme la catégorie monoidale symétrique
universelle obtenue en inversant Z{1} pour le produit tensoriel. Un objet de
DMg,(k) est un couple (C,n) o C est un complexe de Z°" et n un entier,
noté suggestivement C{n}. Les morphismes sont définis par la formule
Hompyy,, (k) (C{n}, D{m}) = hﬂ Hom DM;,{lf(k) (C{r +n}, D{r +n}).
r>—n,—m
Cette catégorie est de maniere évidente équivalente a la catégorie définie dans
[VOEOOB] obtenue en inversant le motif de Tate Z(1) = Z{1}[—1]. Elle est donc
triangulée monoidale symétrique.
Considérons maintenant un module homotopique (Fy,e€.). Pour tout motif
géométrique C{n}, on pose
(p(C{n}) = h_r)n HOmD(ShtT(k))(ZtT(C){r + 7’L}, FT)
r>—n
ou les morphismes de transitions sont
Hom (Z'" (C){r 4+ n}, F.) == Hom (Z" (C){r +n}, (Fry1)_1)
— Hom(Z"(C){r +n+ 1}, Fyy1),

les morphismes étant considérés dans la catégorie D(Sh'"(k)). Comme dans
le cas des motifs effectifs, ceci induit un foncteur de réalisation cohomologique
associé a (Fy, €4) :

@ : DMgn(k)P — o/
Notons que ce foncteur est naturellement gradué o, (Z"(C){r}) =
o(Z' (C){r —n}) de sorte que, d’apres le théoréme de simplification 1.15, pour
tout schéma lisse X, ¢, (Z'" (X)) = F,(X)

Remarque 1.21. — On déduit du théoreme de simplification 1.15 la relation
suivante: (M (X){n}) = F_,(X).

O En effet, Z{1} = Z(1)[1].
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2. MODULES DE CYCLES

Dans cette section, on rappelle la théorie de Rost des modules de cycles exposée
dans [R0s96] ainsi que les compléments que nous lui avons apportés dans
[DEGO08A]. L’étude de la fonctorialité de la suite exacte longue de localisation
a l'aide d’un morphisme de Gysin raffiné est nouvelle (¢f. proposition 2.6).

2.1. RAPPELS. — Un pré-module de cycles ¢ (cf. [R0s96, (1.1)]) est la donnée
pour tout corps de fonctions E d’un groupe abélien Z-gradué ¢(E) satisfaisant
a la fonctorialité suivante :

(D1) Pour toute extension de corps f : F — L, on se donne un morphisme
appelé restriction f.: ¢(E) = ¢(L) de degré 0.

(D2) Pour toute extension finie de corps f : E — L, on se donne un morphisme
appelé norme f*: ¢(L) = ¢(E) de degré 0.

(D3) Pour tout élément o € KM (E) du r-ieme groupe de K-théorie de Milnor
de E, on se donne un morphisme v, : ¢(E) — ¢(E) de degré r.

(D4) Pour tout corps de fonctions valué (E,v), on se donne un morphisme
appelé résidu 9, : ¢(E) — ¢(k(v))) de degré —1.

Considérant ces données, on introduit fréquemment un cinquieme type de mor-

phisme, associé & un corps de fonctions valué (F,v) et & une uniformisante 7

de v, de degré 0, sI = 0, © vx, appelé spécialisation.

Ces données sont soumises & un ensemble de relations (¢f. [R0s96, (1.1)]). On

peut se faire une idée de ces relations en considérant le foncteur de K-théorie

de Milnor qui est I’exemple le plus simple de pré-module de cycles.

Considérons un schéma X essentiellement de type fini sur k. Soit x,y deux

points de X. Soit Z I’adhérence réduite de = dans X, Z sa normalisation et f :

Z = Zle morphisme canonique. Supposons que y est un point de codimension

1 dans Z et notons 2750) I'ensemble des points génériques de f~(y). Tout point

z € Zéo) correspond alors a une valuation v, sur x(z) de corps résiduel x(z).
On note encore ¢, : k(y) — £(z) le morphisme induit par f. On définit un
morphisme 95 : ¢(k(z)) — ¢(k(y)) par la formule suivante :

8:0 = {Zz62150) 502 © a’Uz Si Yy S Z(1)7

Y 0 sinon.

Considérons ensuite le groupe abélien :
C'(X:0)= D o(n()
reX (@)

On dit que le pré-module de cycles ¢ est un module de cycles (c¢f. [R0OS96,
(2.1)]) si pour tout schéma essentiellement de type fini X,

(FD) Le morphisme
a5, > 0L 1 CP(X;9) — CPTH(X; ¢)

reX @) ,ye X (P+1)
est bien définit.
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(C) La suite

dp
o= CP(X ) 5 CPPY(XG0) — ..
est un complexe.

Les modules de cycles forment de maniere évidente une catégorie que ’on note
A Cycl(k).
On introduit une graduation sur le complexe de la propriété (C) :

CP(X;0)n = P Ma—p(r(2)).

zeX @)

On note AP(X; @), le p-itme groupe de cohomologie de ce complexe, appelé
parfois groupe de Chow a coefficients dans ¢.
Pour un schéma lisse X de corps des fonctions E, le groupe A%(X; ¢),, est donc
le noyau de l'application bien définie
P pex ) Oz

Pn(E) = ¢n-1(r(2))
ou 0, désigne le morphisme résidu associé a la valuation sur E correspondant
au point z.

2.2. FONCTORIALITE. —

2.1. — Le complexe gradué C*(X;¢). est contravariant en X par rapport
aux morphismes plats (¢f. [R0s96, (3.4)]). Il est covariant par rapport aux
morphismes propres équidimensionnels (cf. [R0S96, (3.5)]).

2.2. — Dans [DEG06, 3.18], nous avons prolongé le travail original de Rost
et nous avons associé a tout morphisme f : Y — X localement d’intersection
complete ([DEGO6, 3.12]) tel que Y est lissifiable ([DEG06, 3.13]) un morphisme
de Gysin

[T (X5 9) = CH (Y5 9)
qui est un composé d’'un morphisme de complexes et de I'inverse formel d’un
morphisme de complexe qui est un quasi-isomorphisme (plus précisément, il
s’agit de l'inverse formel d’un morphisme p* pour p la projection d’un fibré
vectoriel). Pour désigner une telle fleche formelle, on utilise la notation abrégée
f*: Xe— Y.(10)
Ce morphisme de Gysin f* satisfait les propriétés suivantes :

1. Lorsque f est de plus plat, f* coincide avec le pullback plat évoqué plus
haut.

2. Sig:Z — Y est un morphisme localement d’intersection complete avec
Z lissifiable, (fg)* = g* f*.

(10)Les fleches de ce type sont bien définies dans la catégorie dérivée des groupes abéliens et
induisent en particulier un morphisme sur les groupes de cohomologie.
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Dans le cas ou f est une immersion fermée réguliere, I’hypothese que Y est lissi-
fiable est inutile ; le morphisme f* est défini en utilisant la déformation au cone
normal, suivant I'idée originale de Rost (¢f. [DEG06, 3.3]). On utilisera par
ailleurs le résultat suivant di & Rost ([R0S96, (12.4)]) qui décrit partiellement
ce morphisme de Gysin :

Proposition 2.3. — Soit X un schéma intégre de corps des fonctions E, et
i Z — X Uimmersion fermée d’un diviseur principal régulier irréductible
paramétré par m € Ox(X). Soit v la valuation de E correspondant au diviseur
Z. Alors, le morphisme i* : AY(X;¢) — A%(Z;¢) est la restriction de sT :

P(E) = ¢(k(v)).

2.4. — A tout carré cartésien

v+ x
9y A |f

tel que 7 est une immersion fermée réguliére, on associe un morphisme de Gysin
raffiné A* : X'e— Y’. Ce morphisme A* vérifie les propriétés suivantes :

1. Si j est réguliere et le morphisme des cénes normaux Ny (X') —

g 1Ny (X) est un isomorphisme, A* = j*.

2. Si f est propre, i* f, = g.A*.
De plus, si I'immersion canonique Cy+(X’) — g~ !Ny (X) du coéne de j dans le
fibré normal de i est de codimension pure égale a e, le morphisme A* est de
degré cohomologique e.

2.5. — Pour tout couple de schémas lisses (X,Y") et pour toute correspondance
finie o € ¢(X,Y), on définit un morphisme o* : Ye— X (cf. [DEGO6, 6.9)]).
On peut décrire ce dernier comme suit. Supposons que « est la classe d’'un
sous-schéma fermé irréductible Z de X x Y. Consideérons les morphismes:

X275 72xXxy Ly

ou p et ¢ désignent les projections canoniques et i le graphe de I'immersion
fermée Z — X x Y. Alors,

(2.5.a) o =p.iq”

ou ¢* désigne le morphisme de Gysin de 'immersion fermée réguliere i, ¢* le
pullback plat et p, le pushout fini.
La propriété (Sa)* = a*8* est démontrée dans [DEG06, 6.5].

2.3. SUITE EXACTE DE LOCALISATION. — La suite exacte de localisation n’est
pas étudiée (ni rappelée) dans [DEG06]. Nous la rappelons maintenant suivant
[ROS96] et démontrons un résultat supplémentaire concernant sa fonctorialité.
Pour une immersion fermée i : Z — X purement de codimension ¢, d’immersion
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ouverte complémentaire j : U — X, on obtient en utilisant la fonctorialité
rappelée ci-dessus une suite exacte courte scindée de complexes

(2.5.b) 0 = CP*(Z; $)ue 25 CP(X:6)n 13 CP (U3 ) — 0.

On en déduit une suite exacte longue de localisation
(2.5.0)

. Sk U
o AP ) S AP (X 0) L AP(U ) B AP (Z ) e —

ot le morphisme 95 est définit au niveau des complexes par la formule
ZzGU(P)7z€Z(P*C+1) a;c

Cette suite est naturelle par rapport au pushout propre et au pullback plat.
La proposition suivante est nouvelle :

Proposition 2.6. — Considérons un carré cartésien

A
kY A i

Y—+=X

tel que ¢ est une immersion fermée réguliere. Supposons que i (resp. k) est
une immersion fermée d’immersion ouverte complémentaire j : U — X (resp.
1:V = X). Notons h: V — U le morphisme induit par v. Supposons enfin que
i (resp. k) est de codimension pure égale d ¢ (resp. d). Alors, le diagramme
suivant est commutatif :

e

e AP (25 e = AP(X ) o AP(U G o APL(Z )
yas Ve Vo yar

> Apid(T' (b)nfd E) A;D(Y; d))n l_; AP(V; ¢)n ﬁ; ApidJrl(T; d))nfd e

)

Remarque 2.7. — 1. On peut généraliser la proposition précédente au cas
des morphismes de Gysin raffinés comme dans la proposition 4.5 de
[DEG06]. Nous laissons au lecteur le soin de formuler cette généralisation.

2. Alors que ’hypothese sur la codimension pure de i est naturelle, celle sur
k ne l’est pas, en particulier dans un cas non transverse. Elle ne nous sert
qu’a exprimer les degrés cohomologiques de tous les morphismes et peut
aisément étre supprimée si on accepte des morphismes non homogenes
par rapport au degré cohomologique.

Démonstration. — 1l suffit de reprendre la preuve de la proposition 4.5 de loc.
cit. dans le cas du diagramme commutatif :

T\%Y

X
7 7
X.

Z

Y
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On obtient ainsi un diagramme commutatif(!!), avec les notations analogues
de loc. cit.

Ze—2 C’TZ Y Ny X <
l k” (2) k’*\L 3) lk
Xeo—s NyX —— Ny X =p"—eY
j l oo ey ] @ lz*
Ue—> NUV — NyV ~—U
= o

Les carrés (1), (2), (3) sont commutatifs d’apres loc. cit. et les carrés (1°), (2°),
(3%) le sont pour des raisons triviales. Les fleches &— qui apparaissent dans
ce diagramme sont bien des morphismes de complexes et induisent donc des
morphismes de suite exacte longue de localisation. Il suffit alors d’appliquer
le fait que les morphismes p*, p}. et p}; sont des quasi-isomorphismes pour

conclure. O
Corollaire 2.8. — Considérons un carré cartésien

7%z

kY A i

Y —f> X

de schémas lisses tels que i (resp. k) est une immersion fermée de codimension
pure égale a ¢, d’immersion owverte complémentaire j: U — X (resp. 1:V —
X ). Notons h : V. — U le morphisme induit par f. Alors, le diagramme
suivant est commutatif :

. U
o A2 B S AV(X ) L AV(U; ) T AP (Z:0),0
\Lg* & ‘l’f* . ‘Lh* aY. \Lg*
= AP(T ) > AP(Y5 9)n = AP (V) = AP~ (T ) — -

Remarque 2.9. — Dans Darticle [DEGO8B], une paire fermée est un couple
(X,Z) tel que X est un schéma lisse et Z un sous-schéma fermé. On dit
que (X, Z) est lisse (resp. de codimension n) si Z est lisse (resp. purement de
codimension n dans X).
Sii:Z — X est 'immersion fermée associée, un morphisme de paires fermées
(f,g) est un carré commutatif

T—7
k\l/ \111
Y—>X

qui est topologiquement cartésien. On dit que (f, g) est cartésien (resp. trans-
verse) quand le carré est cartésien (resp. et le morphisme induit sur les cones

(D11 y a une faute de frappe dans le diagramme commutatif de loc. cit. Il faut lire t* Nz X
au lieu de Ny X.
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normaux C7Y — g~ 'CzX est un isomorphisme). (1?)
Le corollaire précédent montre que la suite de localisation associée & un module
de cycles ¢ et une paire fermée (X, Z) est naturelle par rapport aux morphismes
transverses.

2.4. MODULE HOMOTOPIQUE ASSOCIE. —

2.10. — Considérons un module de cycles ¢. D’apres 2.5, A%(.;¢), définit
un préfaisceau gradué avec transferts. D’apres [DEG06, 6.9], c’est un faisceau
homotopique gradué. On le note F? et on lui définit une structure de module
homotopique comme suit:

Soit X un schéma lisse. On considere le début de la suite exacte longue de
localisation (2.5.c) associée a la section nulle X — Al :

L% 6X
0— FAY) 25 FOGm x X) 25 F? (X)) — ...

On peut décrire le morphisme 9 si X est connexe de corps des fonctions E
comme étant induit par le morphisme

05" = $n(B(t) = ¢n-1(E)

associé a la valuation standard de E(t).

Soit 51 : X — Gy, x X la section unité. Rappelons que (F?)_;(X) = Ker(s?).
Or par invariance par homotopie de F?, le morphisme canonique Ker(s}) —
coKer(j*) est un isomorphisme. Ainsi, le morphisme 9 induit un morphisme

enx  (F7)-1(X) = F7_y(X).

On vérifie que la suite de localisation précédente est compatible aux transferts
en X, comme cela résulte de la description des transferts rappelée en 2.5 et du
corollaire 2.8. Ainsi, €, définit un morphisme de faisceaux homotopiques. Pour
tout corps de fonctions E, A'(AL;¢) =0 (¢f. [R0s96, (2.2)(H)]). Donc la fibre
de €, en E est un isomorphisme ce qui implique que c’est un isomorphisme de
faisceaux homotopiques d’apres 1.4.

Ainsi, (Ff) ,€; 1) définit un module homotopique qui dépend fonctoriellement
de ¢.

3. EQUIVALENCE DE CATEGORIES

3.1. TRANSFORMEE GENERIQUE. — Considérons un couple (F,n) formé d'un
corps de fonctions E et d’un entier relatif n. Rappelons que I'on a associé dans
[DEGO8B, 3.3.1] au couple (E,n) un motif générique

M(E){n} =7 lim” M(Spec(A)){n}
ACE

(12)Lorsque (X, Z) est lisse de codimension n le fait que le morphisme (f, g) est transverse
entraine que (Y, T) est lisse de codimension n (k est régulier).
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dans la catégorie des pro-objets de DMy,(k). On note DMg(,Og(k) la catégorie
des motifs génériques.

3.1. — Considérons un module homotopique (F,€,) ainsi que le foncteur de
réalisation ¢ : DMg(k)°? — </b qui lui est associé dans la section 1.3. On
note ¢ le prolongement évident de ¢ a la catégorie des pro-objets. Il résulte de
[DEGO8B, 6.2.1] que la restriction de ¢ a la catégorie DMégr)L(k:) est un module
de cycles, que I'on note F, et que 'on appelle la transformée générique de Fi.
Rappelons bri¢vement certaines parties de la construction de [DEG08B]. No-
tons d’abord que pour tout motif générique M (E){n}, (M (E){n}) = F_,(E)
n’est autre que la fibre de F_,, en E (¢f. 1.4). La transformée F, s’interpréte
donc comme le systeme des fibres de F,. Ce sont les morphismes de
spécialisation entre ces fibres qui donnent la structure de pré-module de cycles :

(D1) Fonctorialité évidente de F..

(D2) ([DEGO8B, 5.2]) Pour une extension finie L/E, on trouve des modeles
respectifs X et Y de F et L ainsi qu'un morphisme fini surjectif f : Y —
X dont I'extension induite des corps de fonctions est isomorphe & L/E.
Le graphe de f vu comme cycle de X x Y définit une correspondance finie
de X vers Y notée 'f — la transposée de f. On en déduit un morphisme
(*f)* : Fu(X) — Fi(Y). On montre que ce morphisme est compatible &
la restriction a un ouvert de X et il induit donc la fonctorialité attendue.

(D3) ([DEGO8B, 5.3]) Soit £ un corps de fonctions et * € E* une unité.
Considérons un modele X de E munit d’une section inversible X — G,,
qui correspond a z. Considérons I'immersion fermée s, : X — G, x X
induite par cette section. On en déduit un morphisme

€n—1

ot Bt (X) 75 (F)1(X) % Fou(G x X) 225 o (X)

ol v est l'inclusion canonique. Ce morphisme est compatible a la restric-
tion suivant un ouvert de X et induit la donnée D3 pour ..

(D4) ([DEGO8B, 5.4]) Soit (E,v) un corps de fonctions valué. On peut trouver
un schéma lisse X munit d’un point x de codimension 1 tel que I’adhérence
réduite Z de x dans X est lisse et 'anneau local Ox , est isomorphe a
I’anneau des entiers de v. On pose U = X — Z, j: U — X l'immersion
ouverte évidente. Rappelons que le motif Mz (X) de la paire (X, Z) est
définie comme l'objet de DM ;,J;f (k) représenté par le complexe concentré
en degré 0 et —1 avec pour seule différentielle non nulle le morphisme j.
Ce motif s’inscrit naturellement dans le triangle distingué

6;(,2 1

My (X)[—1] =% MU) 25 M(x) =5
On a définit dans [DEGO8B, sec. 2.2.5] un isomorphisme de pureté
px,z : Mz(X) — M(Z)(1)[2].
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On en déduit un morphisme

Ox.7: Fu(U) = on(M(U)) 22052, o 0, () [=1))

(%n(pi,l ) 5:11

——" pa(M(2){1}) = (F)-1(Z) == Fua(2),
ayant posé o, (M) = p(M{—n}) pour un motif M. Le morphisme résidu
du module de cycles F, est donné par la limite inductive des morphismes
Ou,znu suivant les voisinages ouverts U de x dans X.

3.2. RESOLUTION DE GERSTEN: FONCTORIALITE I. —

3.2. — Considérons un module de cycles ¢ et F'¢ le module homotopique qui
lui est associé dans le paragraphe 2.10 — jusqu’au paragraphe 3.5, on n’indique
pas la graduation pour alléger les notations. D’apres [R0S96, 6.5], on dispose
pour tout schéma lisse X et tout entier p € Z d’un isomorphisme canonique
AP(X;¢) = HY (X F).
On rappelle la construction de cet isomorphisme tout en le généralisant au cas
de la topologie Nisnevich. Soit X un schéma lisse et X5 le petit site Nisnevich
associé. Les morphismes de Xyis étant étales, on obtient, en utilisant la foncto-
rialité rappelée dans 2.1, un préfaisceau de complexes de groupes abéliens sur
Xnis:

C3(6) : V/X 5 C*(V5 ).
On vérifie que c’est un faisceau Nisnevich (voir [DEG08B], preuve de 6.10). On
pose de plus:

Fg = H(Cx(9))

Ainsi, F ; est la restriction du faisceau F'¢, défini sur le site Nisnevich .%;, au
petit site Xnis. D’apres [R0s96, 6.1], le morphisme évident
(3.2.) F§ — O (0)
est un quasi-isomorphisme.*® Il induit donc un isomorphisme
le\)ns(X;F;) — H{ (X5 C%(0))-

Notons par ailleurs que le complexe C%(¢) vérifie la propriété de Brown-
Gersten au sens de [CD09A, 1.1.9] (voir & nouveau [DEGO8B], preuve de 6.10).
D’apres la démonstration de [CD094, 1.1.10], on en déduit que le morphisme
canonique

HP(C(X;9)) = Hy, (X5 0% (9))
est un isomorphisme. Ces deux isomorphismes définissent comme annoncé :

(3:2D)  px : AP(X:6) = HP(C*(X;9)) = HE, (X; FY) = HYy (X5 ).

Lemme 3.3. — L’isomorphisme px construit ci-dessus est naturel en X par
rapport aux morphismes de schémas.

(13)Le complexe de faisceaux C% (¢) est la résolution de Gersten du faisceau Fg; C’est en
fait la version Nisnevich de la résolution de Cousin au sens de [HARGO].
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Démonstration. — Notons que, du fait que Fgg est la restriction d’un faisceau
F? sur %, pour tout morphisme f : Y — X de schémas lisses, on obtient une
transformation naturelle canonique:
¢ ¢
Fy — f.Fy
qui induit dans la catégorie dérivée:
7 F) = REFD.

La preuve consiste a relever cette transformation naturelle au niveau de la
résolution C% (¢).

On considere d’abord le cas ou f est plat. Suivant le paragraphe 2.1, on dispose
d’un morphisme de complexes

[ C"(X50) = C*(Y;9)

qui est naturel en X par rapport aux morphismes étales. La transformation na-
turelle sur Xyjs correspondante définit un morphisme dans la catégorie dérivée
des faisceaux abéliens sur Xyjs:

(3.3.a) ny : Ox(0) = [0y (9)) = RfCy(9).

(La dernieére identification résulte du fait que C5-(¢) vérifie la propriété de
Brown-Gersten.) Par définition de la structure de faisceau sur F?, le dia-
gramme suivant est commutatif:

F¢—L Ry Fy

| |

C% () —2> Rf.C3(9).

On en déduit la naturalité de p par rapport aux morphismes plats. Remarquons
au passage que si f est la projection d'un fibré vectoriel, n; est un quasi-
isomorphisme.

Il reste a considérer le cas d’'une immersion fermée f = i : Z — X entre schémas
lisses. Notons N le fibré normal associé a i. La spécialisation au fibré normal
définie par Rost (¢f. [R0s96, sec. 11]) est un morphisme de complexes

ozX : C*(X; ) — C*(N; 9)

qui est de plus naturel en X par rapport aux morphismes étales (c¢f. [DEG0G6,
2.2]). Notons v le morphisme composé

N zL X
On en déduit dans la catégorie dérivée un morphisme canonique
o;: C%(¢) = R CX(9).

Puisque le morphisme 7, est un quasi-isomorphisme, on obtient alors un mor-
P ’
phisme canonique dans la catégorie dérivée

(3.3.b) ni s C%(6) — Ri,CL(9).

DOCUMENTA MATHEMATICA 16 (2011) 411-455



MOoODULES HOMOTOPIQUES 433

Rappelons enfin que, par définition du pullback sur F?, le diagramme suivant
est commutatif:

Fo(X) F(2)
P o
C*(X; 6) 2200 v (N 9) <2 C*(Z;9).

On en déduit que le diagramme suivant est commutatif:

F$ —"—=Ri.F}
| |

i

C% () —> Ri,. C%(¢)

ce qui conclut. O

Remarque 8.4. — 1. On généralisera ce lemme au cas des correspondances
finies dans la proposition 3.10.
2. Les constructions (3.3.a) et (3.3.b) de la preuve précédente permettent
d’associer a tout morphisme de schémas f : Y — X un diagramme com-
mutatif dans la catégorie dérivée des faisceaux sur Xyis:

FY —L > RfFY

| |

C% () —2> Rf.C3(9),

en considérant la factorisation de f par son morphisme graphe qui est une
immersion réguliere. On peut montrer par ailleurs que 7y est compatible
a la composition des morphismes.

3.5. — On reprend les notations du paragraphe 3.2 Considérons par ailleurs le
foncteur de réalisation

@ 1 DMgn(k)°P — o/b
associé au module homotopique F? suivant la section 1.3. L’isomorphisme px
correspond par définition a un isomorphisme:

AP (X, @)n = on (M (X)[—p]).
Considérons de plus une immersion fermée i : Z — X entre schémas lisses
et j : U — X l'immersion ouverte du complémentaire. Supposons que i est
de codimension pure égale a c. On déduit de la suite exacte de localisation
(2.5.b) une unique fleche pointillée qui fait commuter le diagramme de com-

plexes suivant (on utilise & nouveau le fait que C%(¢) vérifie la propriété de
Brown-Gersten):

0——> C*(Z,$)n-c|~c] — = C*(X,)n — C* (U, ¢)n —>0
I
|

) Lo

0 — RI'4(X, C(¢))n —> RI(X, C% (6))n —— RI(U, Cx($))n — 0.
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La fleche (1) est un quasi-isomorphisme, puisqu’il en est de méme des deux
autres fleches verticales. Considérons le motif Mz(X) associé a la paire fermée
(X,Z)—¢f. 3.1, (D4). En utilisant 'isomorphisme (1) et 'identification canon-
ique HY(X; F?),, = @n(Mz(X)[—p]), on obtient un diagramme commutatif:

U )
19} .

AP~V U, ¢y, — = AP Z, §) e ——— AP(X, )

. e
U

on(M(U)[=pl) — n(Mz(X)[=p]) — n(M(X)[-p])

dans lequel les fleches verticales sont des isomorphismes. Le morphisme p’X7 7
est de plus naturel en (X, Z) par rapport aux morphismes transverses (définis
en 2.9). Cela résulte en effet du corollaire 2.8, ou plus précisément du dia-
gramme commutatif apparaissant dans la démonstration de 2.6, en utilisant
d’une part 'unicité de la fleche pointillée (1) et d’autre part la description de
la fonctorialité dérivée de C% (¢) établie ci-dessus — i.e. les transformations
naturelles 77 et 7;.

Comme conséquence de cette construction, on obtient le lemme clé suivant:

Lemme 3.6. — Reprenons les notations qui précedent. Considérons le triangle
de Gysin (cf. [VOEOOB, 3.5.4]) associé d (X, Z):

MU) = M(X) 5 M(2)(e)[2d 222 MU)[].
Alors, le diagramme suivant est commutatif:

APV (U, @)y —— o AP C(Z, G o AP(X, 0

VP2

v Pn—c(M(Z)[c —p]) px

Pn(0x,2) ”

on(MU)[p)) 22220 o (M(2) (€)[2¢ — p]) —22

on (M (X)[-p)).

Démonstration. — On utilise la construction du triangle de Gysin effectuée
dans [DEGO8B]. Considérons l'isomorphisme de pureté définit dans [DEGO8B,
sec. 2.2.5]

px,z: Mz(X) — M(Z)(c)[2c].
D’apres ce qui précede, I'isomorphisme composé

’
Px,z

px.z 2 AP (2, O)n—c —= pn(Mz(X)[=p])

A2, o (M(Z)(€)[26 = ) = e (M(Z)[c — p])
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s’inscrit dans le diagramme commutatif:
a5 is
AU, @)y ————= AP (2, e ——— AP(X, 0)n
\LPX,Z

pu Pn—c(M(Z)[c —p]) Px

en(M(U)[=p]) pn(M(Z)(c)[2¢ - pl) en (M (X)[=p])-

Il s’agit de voir que px,z = pz. Notons que d’apres ce qui précede, le mor-
phisme px, z — pz est naturel en (X, Z) par rapport aux morphisme transverses
(définis en 2.9). Soit PzX la complétion projective du fibré normal de Z dans
X. Considérons I'éclatement Bz(AL) de Z x {0} dans X, ainsi que le dia-
gramme de déformation classique qui lui est associé

(d 7i0) (

‘Pn(aX,Z) ‘Pn(i*)
= —_ >

d,il
(X, 2) Y1 (B, (AL), AL) PzX, 2).

Les carrés correspondants & (d,i1) et (d',ip) sont transverses. On est donc
réduit au cas ou (X, Z) = (PzX, Z). Dans ce cas, 'immersion fermée i admet
une rétraction et le morphisme px z (resp. pz) est déterminé de maniére unique
par px. O

3.3. THEOREME ET DEMONSTRATION. —

Théoréme 3.7. — Les foncteurs
HI.(k) S . #Cyd(k)
F, — F,
FY ¢

sont des équivalences de catégories quasi-inverses l'une de ’autre.

Démonstration. — 1l s’agit de construire les deux isomorphismes naturels qui
réalisent I’équivalence.
Premier isomorphisme : Considérons un module de cycles ¢, F? le module
homotopique associé. Par définition, pour tout corps de fonctions FE, il existe
une fleche canonique

ap : F2(E) = lim A%(Spec(A); ), — én(E).

=
ACE

C’est trivialement un isomorphisme et il reste a montrer que a définit un mor-
phisme de modules de cycles. La compatibilité & (D1) est évidente. La compat-
ibilité & (D2) résulte du fait que pour un morphisme fini surjectif f : Y — X,
le morphisme A°(*f; @) est le pushout f. propre (c¢f. [DEGOSB, 6.6]).
Compatibilité & (D3) : On reprend les notations du point (D3) de 3.1 pour le
module homotopique F? et pour une unité x € E*. On considere la fleche
canonique
d : B (G x (E)) = lim A°(Spec(Aft, t71)); ¢), — dn(E(t)).
ACE
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Pour tout E-point y de Spec(E[t]), on note v, la valuation de E(t) correspon-
dante, d’uniformisante ¢t — y. D’apres la proposition 2.3, le diagramme suivant
est commutatif :

Lk
Sz

E$ (G x (B)) = F(E)

a’E\L g \LU«E
Pn(E(t)) —— ¢n(E).

Par définition du morphisme structural e, de F? (¢f. 2.10), le morphisme
€n—1

Vo FO L (B) 2 (F2)_1(E) & F2(G,, x (E)) est la section de la suite
exacte courte

0 EY(E) XS B2(Gy x (B) 2 B2 (B) >0

qui correspond & la rétraction s7 de p*, pour s; : (E) — G, x (E) la section
unité de la projection p : G, x (F) — (E). En particulier, v/ est caractérisé
par les propriétés v’ =1 et i1/ = 0.

Notons ¢ : E — E(t) l'inclusion canonique. On peut vérifier en utilisant les
relations des pré-modules de cycles les formules suivantes :

(1) Vp € ¢n(E)aavo({t}'90*(p)) =p-
(2) Wy € B, ¥p € 6u(E), B0, ({t}0.(p)) = 0.
(3) Vy € E*,¥p € ¢n(E), sy, " ({t — y}-04(p) = {y}-p.

D’apres (2), application ¢, (E) — ¢n(E(t)), p — {t}.@«(p) induit une unique
fleche pointillée rendant le diagramme suivant commutatif :

FY(E) = = > F2(Gm x (E))

aE\L o \LalE
Pn(E(t) ——— ¢n(E).

D’apres la relation (1) et la relation (3) avec y = 1, cette fleche pointillée
satisfait les deux propriétés caractérisant v’. On déduit donc de la relation (3)
avec y =z que V' o sk(p) = {x}.p ce qui prouve la relation attendue.

Compatibilité a (D4) : Considérons les notations du point (D4) dans 3.1. La
compatibilité au résidu est alors une conséquence directe du lemme 3.6 appliqué,
pour tout voisinage ouvert U de z dans X, a 'immersion fermée i : ZNU — U
danslecasc=1,p=1.

Deuxiéme isomorphisme : Considérons un module homotopique (F, €, ). Pour
tout schéma lisse X, en considérant la limite inductive des morphismes de
restriction F(X) — F(U) pour les ouverts U de X, on obtient une fleche
F.(X) = C%X; F,) qui induit par définition des différentielles un morphisme
by : F.(X) = A°(X; F.) homogene de degré 0.

Le point clé est de montrer que cette fleche est naturelle par rapport aux cor-
respondances finies. Soit a € ¢(X,Y’) une correspondance finie entre schémas
lisses, que 'on peut supposer connexes. Rappelons que pour tout ouvert dense
j: U — X, le morphisme j* : A°(X;F,) — A%U;F,) est injectif d’apres la
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suite exacte de localisation (2.5.c). Ainsi, on peut remplacer « par ao j et
X par U. Par additivité, on se ramene encore au cas ou « est la classe d'un
sous-schéma fermé integre Z de X x Y, fini et dominant sur X. Des lors,
aoj = [Z xx U]. Donc puisque k est parfait, quitte & réduire X, on peut
supposer que Z est lisse sur k. Rappelons que d’apres 2.5, o = p.i*q" pour
les morphismes évidents suivants

X275 72xXxYy Ly

On est donc ramené a vérifier la naturalité dans les trois cas suivants :
Premier cas : Si a = ¢ est un morphisme plat, la compatibilité résulte alors de
la définition du pullback plat sur A%(.; F,) est de la définition de D1.
Deuziéme cas : Si a = 'p, p: Z — X morphisme fini surjectif entre schémas
lisses. Ce cas résulte de la définition du pushout propre sur A° et de la définition
de D2.

Troisiéme cas : Supposons « = 4, pour ¢ : Z — X immersion fermée réguliere
entre schémas lisses. Comme on I’a déja vu, I'assertion est locale en X. On se
réduit donc en factorisant i au cas de codimension 1. On peut aussi supposer
que Z est un diviseur principal paramétré par 7 € Ox (U), pour U = X — Z.
D’apres la proposition 2.3, on est ramené a montrer que le diagramme suivant
est commutatif :

~ ENEN

k(X)) — Bu(s(2)).
Tenant compte de la naturalité du morphisme structural €, du module homo-
topique Fj, on se ramene a la commutativité du diagramme :

o(M io{l}) w(M(f){l})

Ox,z

P(M(U){1}) —= o(M (G x U)) —== (M (U)) == o(M(Z2){1})

out v est l'inclusion canonique, 7, est induit par 7 : U — G,, et dx,z =
7 op;(,lz avec les notations de 3.1(D4) est le morphisme résidu au niveau des
motifs. Or la commutativité de ce diagramme résulte exactement de [DEG08B,
2.6.5).
Le morphisme b : F, — AO(.;F*) est donc un morphisme de faisceaux avec
transferts. Or, il est évident que le morphisme induit sur les fibres en un
corps de fontions quelconque est un isomorphisme. Il en résulte (¢f. 1.4) que
b est un isomorphisme. Enfin, on établit facilement la compatibilité de b avec
les morphismes structuraux des modules homotopiques F, et A°(.; F*) compte
tenu de la construction 2.10 — on utilise simplement la fonctorialité de b par
rapportan:GmxX%Aﬁ(etsl:X%GmxX. O

3.8. — Le théoreme précédent montre que la catégorie des modules de cycles
est monoidale symétrique avec pour élément neutre le foncteur de K-théorie de
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Milnor. Le produit tensoriel est de plus compatible au foncteur de décalage de
la graduation des modules de cycles — i.e. le foncteur noté {1} dans HI, (k).
A tout schéma lisse X, on associe un module de cycles

ho(X) = (ho,(X))".

D’aprés le théoréme précédent, la famille de modules de cycles (hg.(X){n})
pour un schéma lisse X et un entier n € Z est génératrice dans la catégorie
abélienne . Cycl(k).
Notons que ces générateurs caractérisent le produit tensoriel des modules de
cycles:

ho«(X){n} @ ho «(Y){m} = ho (X x Y){n+m}.
On peut enfin donner une formule explicite pour calculer ces modules de cycles.
Considérons pour tous schémas lisses X et Y le groupe

x %
S0~ 51

(Y, X) = coKer (c(Ay, X) = (Y, X)).
Notons que ce groupe s’étend de maniere évidente aux schémas réguliers essen-
tiellement de type fini sur k et que 'on dipose d’un théoreme de commutation
aux limites projectives de schémas pour ces groupes étendus (¢f. [DEG07,
4.1.24]). Par ailleurs, si E est un corps de fonctions, et X un schéma projectif
lisse, m(Spec(E), X) = CHo(XE), groupe de Chow des 0-cycles de X étendu a
E.
On déduit de tout cela les calculs suivants: pour tout corps de fonctions F et
tout schéma projectif lisse X,
hoo(X).E = CHy(XE).
De plus, pour tout entier n > 0,
hon(X).E = coKer (@, CHo(G ! x Xp) — CHo(Gl, x X))
ho,—n(X).E = Ker (1(G}, p, X) = &I ,m(Glr 4, X))

ot les fleches sont induites par les injections évidentes G¢, x {1} x G177 —
G,.
3.4. RESOLUTION DE GERSTEN: FONCTORIALITE II. —

3.9. — Dans ce paragraphe, on complete les résultats du paragraphe 3.2. On
fixe un module de cycles ¢ et on note F? le module homotopique qui lui est
associé. On peut étendre la construction de loc. cit. au cas d’un k-schéma de
type fini X: on associe & ce schéma un complexe de faisceaux sur Xnjis:

Cx(9) : V/X = C*(V;9)

et un faisceau F' ; = EO(C?Q). Le complexe C% (¢) vérifie encore la propriété
de Brown-Gersten mais par contre, le morphisme canonique:

) *
Fy = Cx(9)
n’est plus nécessairement un isomorphisme. Cette construction nous sert a

montrer le résultat suivant:
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Proposition 3.10. — Considérons les mnotations  ci-dessus. Alors,
lisomorphisme px : AP(X,¢) — HP(X;F®) pour un schéma lisse X (cf.
(3.2.b)) est naturel par rapport auz correspondances finies.

Démonstration. — La preuve reprend le principe de la preuve du lemme 3.3.
Soit f : Y — X un morphisme plat ou une immersion fermée réguliere en-
tre schémas de type fini. Il est clair que les constructions de loc. cit. se
généralisent et permettent de définir un morphisme canonique 7y qui s’insere
dans un diagramme commutatif de la catégorie dérivée des faisceaux abéliens
sur Xnis:

Tf

FY Rf.FY

| |

C (¢) —= Rf.C ().

Par ailleurs, si p : Z — X est un morphisme fini, il induit (¢f. 2.1) un mor-
phisme de complexes

P« C*(Z;9) = C*(X; ¢)

qui est naturel en X par rapport aux morphismes étales (c¢f. [R0s96, (4.1)]).
On en déduit un morphisme canonique tr, : p.C%(¢) = C%(¢) qui induit un
diagramme commutatif dans la catégorie dérivée (p, est exact):

trg
Rp. (FS) F;;

o
(

Rp.C(¢) —2> C

9).

Revenons a la preuve de la proposition. Il suffit de montrer la naturalité de
px pour une correspondance finie a € ¢(X,Y) telle que « est la classe d'un
sous-schéma fermé integre Z de X x Y. Suivant le paragraphe 2.4, on considere
les morphismes:

X< z5zxy Ly,
D’apres loc. cit.,, o = p,i*q*. Appliquant les constructions qui précedent,

on obtient un diagramme commutatif dans la catégorie dérivée des groupes
abéliens:

(trg)

HY(ZXY; Fy) HP(Z; Fy) ——> H?(X; F{)

(Mq)« l l (trp)« l

M HP(ZXY;Cy(6)) P B (2:05(6) T B (X Ok ()

(7q)« (7i)
_— _—

HP(Y; FY)

|

HP(Y;C5(¢))

On vérifie que la composée des fleches de la premiere ligne coincide avec a* et
cela permet de conclure. O
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8.11. — Soit F, un module homotopique, ¢ = F, sa transformée générique.
Considérons I'isomorphisme b : F, — ¢ qui lui est associé d’apres le théoreme
3.7. Compte tenu de I'isomorphisme (3.2.b), on en déduit un isomorphisme

(3.11.a) ex t HE (X F) 25 HE (X F2) 255 AY(XG ).
La proposition précédente a comme corollaire immédiat:

Corollaire 3.12. — Avec les notations ci-dessus, €x est un isomorphisme na-
turel en X par rapport auz correspondances finies.

3.13. — Considérons le module homotopique S;. D’apres le théoreme de
Suslin-Voevodsky rappelé en 1.11, pour tout corps de fonctions F, S’E (F) ~
KM(E). Cet isomorphisme est de plus compatible aux structures de module
de cycles. Pour la norme, cela résulte de [SV00, 3.4.1]. Pour le résidu associé
a un corps de fontions valué (F,v), on se réduit & montrer que 9,(7) = 1 pour
le module de cycle S¥, ce qui résulte de [DEGO7, 2.6.5].

On en déduit lisomorphisme de Bloch!*) pour tout schéma lisse X :

B HE (X3 87) — AM(X5 KM), = CH(X).

On a obtenu ci-dessus que cet isomorphisme est compatible aux transferts.
Rappelons que pour tout module de cycles ¢, il existe un accouplement de
modules de cycles KM x ¢ — ¢ au sens de [R0s96, 1.2]. 1l induit d’apres
[ROS96, par. 14] un accouplement

CH”(X) ® Am(Xa ¢)7‘ — Am+n(X; ¢)T+n-

Considérant un module homotopique Fi, on dispose d'un (iso)morphisme de
modules homotopiques S} ® F. — F,. Pour un schéma lisse X, de diagonale
6: X — X x X, on en déduit un accouplement

H"(X;8)n @ H"(X; F)y — H™ (X F)pin

définit en associant & deux morphismes a : ho.(X) — S;{n}[n] et b :
ho,«(X) — F.{r}[m] la composée

ho,«(X) LN ho,«(X)®@ho «(X) LELN Sf @ Fu {n+r}n+m] = F{n+r}n+m].
Nous laissons au lecteur le soin de vérifier la compatibilité suivante :

Lemme 8.14. — Avec les notations introduites ci-dessus, le diagramme suivant
est commutatif :

H™(X;8)n @ H™(X; F), —— H" (X F.)pyr
o) |-
CH"(X)® A™(X; F,), —— A" (X; )y

(1) En effet, d’aprés Pisomorphisme que I'on vient d’expliciter, le faisceau gradué S} est le
faisceau de K-théorie de Milnor non ramifié.
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Ainsi, I'isomorphisme €% est compatible au produit, et I'isomorphisme ey est
compatible aux structures de module décrites ci-dessus.

3.15. — Notons ¢ : DMy, (k)P — /b le foncteur de réalisation associé a F
(cf. section 1.3). D’apreés la proposition précédente, le foncteur ¢ prolonge
le foncteur A*(; F*) Ainsi, on a étendu canoniquement la cohomologie & co-
efficients dans un module de cycles quelconque en un foncteur de réalisation
triangulé de DM (k). Nous notons encore

ex s p(M(X){=r}[-n]) = A"(X; %),

I’isomorphisme qui se déduit par construction de 'isomorphisme (3.11.a).

Soit f : Y — X un morphisme projectif entre schémas lisses, de dimension
relative constante d. Dans [DEG08A, 2.7], on a construit f* : M (X)(d)[2d] —
M(Y), morphisme de Gysin associé & f dans DM g(k).

Proposition 3.16. — Considérons les notations introduites ci-dessus. Alors, le
carré suivant est commutatif :
o(f")
p(MX){d —r}[d - n]) —— o(M(Y){-r}[-n])
€X \l/ \LCY

An=d(X: F)y g —— e ANV EL),

Démonstration. — Dans cette preuve, on utilisera particulierement le lemme
suivant :
Lemme 3.17. — Soit X un schéma lisse et E/X un fibré vectoriel de rang n.

Soit p: P — X le fibré projectif associ€, et X le fibré inversible canonique sur
P tel que A C p~'(E). On note ¢ = c1(\) € CHY(X) la premiére classe de
Chern de .

Alors, le morphisme suivant est un isomorphisme :

Do A" (X5 F) — AY(P;F)
i —  p*(x;).ch

en utilisant la structure de CH*(X)-module (ici notée & droite) de A*(X; F))
rappelée en 3.13.

Pour obtenir ce lemme, il suffit d’appliquer le théoreme du fibré projectif dans
DMgy(k) (c¢f. [VOEOOB, 2.5.1]) et de regarder son image par ¢ compte tenu
du lemme 3.14.

Soit E un fibré vectoriel sur X et P sa complétion projective. On déduit de ce
lemme le cas ou f = p. En effet, d’apres la formule de projection

pe(p*(i).') = zipu(c')
pour les groupes de Chow & coefficients (c¢f. [DEGO6, 5.9]), on déduit que p,

est la projection évidente a travers le théoreme du fibré projectif. L’analogue
de ce calcul pour ¢(p*) résulte des définitions de [DEGO8A].

DOCUMENTA MATHEMATICA 16 (2011) 411-455



442 F. DEGLISE

Compte tenu de la définition du morphisme de Gysin et du cas que ’on vient
de traiter, nous sommes ramenés au cas ou f =1 : Z — X est une immersion
fermée, que 1’on peut supposer de codimension pure égale a c. Ce cas est alors
une conséquence directe du lemme 3.6. o

PARTIE II
MOTIFS MIXTES TRIANGULES

4. RAPPELS

Dans cette section, on rappelle la théorie de Voevodsky des complexes mo-
tiviques et ’extension qu’on lui a donnée avec D.C. Cisinski suivant les lignes
de Morel et Voevodsky.

4.1. CATEGORIE EFFECTIVE. —

4.1. — La catégorie Sh'"(k) (cf. paragraphe 1.2) est abélienne de
Grothendieck. On note 1 la sous-catégorie triangulée localisante de la
catégorie dérivée D(Sh'"(k)) engendrée par les complexes de la forme:

= ZM(AY) = Z(X) =0

Définition 4.2 (Voevodsky). — On définit la catégorie des motifs effectifs
comme le quotient de Verdier:

DM (k) = D(Sh'" (k))/ s

Suivant les idées de la théorie de 'homotopie des schémas de Morel et Vo-
evodsky, on peut décrire cette catégorie grace a la notion de localisation de
Bousfield. Le concept central dans cette théorie est le suivant:

Définition 4.8. — 1. Soit C' un complexe de faisceaux avec transferts.
On dit que C est Al-local si pour tout schéma lisse X et tout entier
n € Z, le morphisme suivant, induit par la projection canonique, est un
isomorphisme:
Hﬁis(Xa C) - HlGis(Aﬁ(a C)
On dit que C' est Nis-fibrant si pour tout schéma lisse X et tout entier
n € Z, le morphisme canonique suivant est un isomorphisme:

H"(C(X)) = Hys(X, C).

On dit que C est A'-fibrant si il est A'-local et Nis-fibrant.

2. Soit f : C'— D un morphisme de C(Sh'"(k)).
On dit que f est une A'-équivalence si pour tout complexe A'-local L, le
morphisme induit

Hompsper(xy) (D, L) — Hompsper i)y (C L)

DOCUMENTA MATHEMATICA 16 (2011) 411-455



MOoODULES HOMOTOPIQUES 443

est un isomorphisme.
On dit que f est une Al-fibration si c’est un épimorphisme dans
C(Sh'"(k)) et son noyau est A'-fibrant.

La proposition suivante (voir [CD09B, ex. 3.3, 4.12]) donne une bonne struc-
ture homotopique & la catégorie DM/ (k).

Proposition 4.4. — 1. La catégorie C(Sh'"(k)) avec pour équivalences
faibles les quasi-isomorphismes et pour fibrations les épimorphismes
dont le noyau est Nis-fibrant est une catégorie de modéles symétrique
monoidale dont la catégorie homotopique associée est D(Sh'"(k)).

2. La localisation de Bousfield de la catégorie de modéles précédente par
rapport & la classe d’objets Ty1 est encore une catégorie de modéles
symétrique monoidale avec pour équivalences faibles les A'-équivalences
et pour fibrations les A'-fibrations.

On déduit de cette proposition que le morphisme de projection canonique
Lyi : D(Sh'" (k) — DM (k)

est monoidal et admet un adjoint & droite O : DM f(k) — D(Sh'"(k)) pleine-
ment fidele. L’image essentielle de ce dernier est formée des complexes Al-
locaux. Par la suite, on identifie DM¢f(k) & cette image essentielle. En
particulier, pour tout complexe C, Ly1(C) est Al-local.

On notera simplement ® le produit tensoriel sur DM//(k) et 1 1'unité pour
K.

Remarque 4.5. — Cette description des objets de DM®//(k) comme complexes
Al-locaux n’a rien d’original. Elle est essentiellement due & Voevodsky suivant
son article fondateur [VOE0OA] (voir aussi le théoréme 5.1 ci-dessous).
Rappelons au passage que d’aprés [VOE0OA, 3.2.6], le foncteur canonique

(4.5.a) DMEI(k) — DM(k)

est pleinement fidele. Notons de plus que son image essentielle est égale a la
sous-catégorie pleine formée des objets compacts de DMF/(k) (¢f. [CDO09B,
ex. 5.5]).

4.2. CATEGORIE NON EFFECTIVE. —

4.6. — Soit T le conoyau du morphisme Z'" (k) 2% Z'(G,,) induit par la
section unité. Utilisant la notation de la section 1.3, on définit le complexe mo-
tivique de Tate suspendu dans DM/ (k) par la formule: 1{1} := L (T).(*9)

Dans I’énoncé qui suit, nous dirons qu’une catégorie est monoidale homotopique
si c’est un quotient de Verdier d’'une catégorie dérivée munie d’un produit
tensoriel dérivé. La proposition qui suit est bien connue (¢f. [HovO01] pour

(15)Rappelons & nouveau qu’avec la notation habituelle 1{1} = 1(1)[1]. Le twist 1{1} ap-
parailt plus naturel pour notre propos c’est pourquoi on adopte cette notation ici.
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Paspect catégorie de modeles pure et [CD09B, 7.15] pour laspect catégorie
dérivée):

Proposition 4.7. — 1l existe une unique catégorie monoidale homotopique
DM(k) munie d’une adjonction de catégories homotopiques

(4.7.a) ¥ DM (k) = DM(k) : Q>

vérifiant

1. X°° est monoidal,
2. X°° L (T) est inversible pour le produit tensoriel sur DM(k),

et qui soit universelle (initiale) pour ces propriétés.

On note encore ® le produit tensoriel sur DM(k) et 1 lobjet unité. Pour tout
entier n € Z, on note 1{n} la puissance tensorielle n-itme de objet inversible
1{1} dans DM(k) ; pour tout spectre motivique K, on pose K{n} := K®1{n}.

4.8. — Rappelons que la construction de DM(k) reprend celle de la catégorie
d’homotopie stable de la topologie algébrique. On utilise ici la version classique
(i.e. non symétrique) des spectres qui sera plus commode pour notre propos.16)
On définit un spectre motivigue comme une famille (E,, 0y, )nen telle que E,
est un complexe de faisceaux avec transferts et o, : T ®" E,, — E, +1 un mor-
phisme de faisceaux avec transferts dit de suspension. On notera simplement
E pour le spectre (E,,, 0y )nen.

On dit que E est un Q-spectre si pour tout n € N, le complexe de faisceaux
avec transferts E,, est Al-fibrant et le morphisme adjoint & o,,:

(4.8.a) Tn : En — Hom(T, Ep 1)

est un quasi-isomorphisme (voir [Hov01, 3.1]).

Un morphisme f de spectres motiviques est un morphisme de complexes
gradués compatible avec les morphismes de suspensions. On dit que f est
une équivalence stable (resp. quasi-isomorphisme) si pour tout Q-spectre F,
Hom(f, E') est un isomorphisme (resp. f est un quasi-isomorphisme degré par
degré). La catégorie DM(k) est la localisation de la catégorie des spectres
motiviques par rapport aux équivalences stables (voir [Hov01, 3.4]).

Ezemple 4.9. — Soit X un schéma lisse. On peut donner la description suiv-
ante du spectre associé au complexe Al-local Ly:1Z! (X) par le foncteur %°°:

(2% Ly (Z(X))),, = Ly (T &% Z(X)),

les morphismes de suspensions étant donnés par les applications évidentes.
On déduit de plus du théoréme de simplification de Voevodsky [VOE00A], que
£ L1 (Z (X)) est un Q-spectre. Par la suite, on le notera simplement M (X).

(16) Dans [CDO9B}, on utilise les spectres symétriques pour définir DM(k) et sa structure
monoidale symétrique. L’équivalence de cette définition avec celle présentée ici résulte de
[HovO01, 9.1, 9.3].
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Remarque 4.10. — Nous utiliserons par la suite les points techniques suivants
concernant les spectres motiviques(!?):

1. Si E et E’ sont des -spectres, un morphisme f : E — E’ est une
équivalence faible si et seulement si c’est un quasi-isomorphisme. De
plus, la catégorie DM(k) s’identifie & la localisation de la catégorie des
Q-spectres par rapport aux quasi-isomorphismes.

2. Un triangle entre 2-spectres

E - FE— E'"— E[1]
est distingué dans DM(k) si et seulement si pour tout entier n > 0, le
triangle correspondant
E| = E, — E — E,[1]
est distingué dans DMef/(k). Ce dernier triangle est en particulier dis-

tingué dans D(Sh'"(k)).
3. Si E est un Q-spectre et n € Z un entier, Q> (E{n}) = E,.

Remarque 4.11. — D’apres la propriété universelle de DM(k), le foncteur
(4.5.a) s’étend de manieére unique en un foncteur:

(4.11.a) DMgp(k) — DM(E).

On démontre dans [CDO07] — & la suite de la définition 10.1.4 — que ce foncteur
est pleinement fidele avec pour image essentielle la sous-catégorie formée des
objets compacts.

5. T-STRUCTURE HOMOTOPIQUE

Notre référence pour les t-structures est [BBD82, sec. 1.3].

5.1. CAS EFFECTIF. — Le théoréme suivant est une reformulation du résultat
central de la théorie des complexes motiviques (¢f. [VOEOOB, 3.1.12]):

Théoréme 5.1 (Voevodsky). — Soit C un complexe de faisceaur avec trans-
ferts. Les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) C est Al-local.
(ii) Pour tout entier n € Z, H"(C) est Al-local.
(iii) Pour tout entier n € Z, H"(C) est invariant par homotopie.

Démonstration. — L’équivalence de (i) et (ii) résulte de la suite spectrale
d’hypercohomologie Nisnevich. L’implication (i7) = (iii) est évidente et sa
réciproque résulte du théoreme de Voevodsky loc. cit. O

(17) Ces assertions résultent de [HovO01, 3.4] ; plus précisément du fait que les Q-spectres
sont les objets fibrants pour la structure de catégorie de modéles stable sur la catégorie des
spectres motiviques.
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Rappelons que la catégorie D(Sh!"(k)) porte naturellement une t-structure (cf.
[BBD82, 1.3.2]): un complexe C' est positif (resp. négatif) si pour tout i < 0
(resp. ¢ > 0) le faisceau de cohomologie H'(C) est nul.

Corollaire 5.2. — 1l existe une unique t-structure sur DM/ I(k) telle que le
foncteur O : DM/ (k) — D(Sh'" (k)) est t-exact™®.
Le foncteur canonique:

DM (k) — HI(k),C — H°(C)
induit une équivalence de catégories entre HI(k) et le coeur de DM (k) pour

cette t-structure.

Suivant Voevodsky, on appelle cette t-structure sur DMef(k) la t-structure
homotopique.

Considérons les notations qui suivent la définition 1.3. Si F' est un faisceau avec
transferts, on obtient lidentification: H%(Ls1 F) = ho(F).(") En particulier,
pour tout schéma lisse X:

(5.2.a) H° (LaiZ'™ (X)) = ho(X).

Rappelons au passage le calcul du motif de Tate (voir [SV00, 3.2]):

(5.2.b) 1{1} := Ly (T) = S}.

5.2. CAS NON EFFECTIF. — Notons que le Hom interne des complexes de
faisceaux avec transferts se dérive a droite pour la structure de catégorie de
modeles du point 2 de la proposition 4.4. On le note Ry1 Hom. Le théoreme

suivant nous sera essentiel. C’est un corollaire de la théorie de Voevodsky: il
résulte de [VOE0OA, 4.34].

Théoréeme 5.3. — L’endofoncteur de DM (k) défini par la formule

K + Ry Hom(S}, K)
est t-ezact et sa restriction au coeur de DM®¥(k), identifié avec HI(k), coin-
cide avec le foncteur F — F_1 défini au paragraphe 1.13.

5.4. — Considérons un Q-spectre F = (E,,,0,,) au sens du paragraphe 4.8.
Fixons un entier n > 0. On associe a E un faisceau homotopique par la formule:
HY(E) = HO(E,).

Considérons isomorphisme (4.8.a). Notons que, puisque T est cofibrant et

E, 11 est Al-fibrant pour la structure de catégorie de modeles du point (2) de
4.4, on obtient:

Hom(7T, Eyy1) = Ryt Hom(T, E,11) = Ry Hom(S}, Eny1)

(18) j.e. il respecte les objets positifs ainsi que les objets négatifs.
(19)En effet, ho(F) est Al-local d’apres le théoréme précédent et le morphisme canonique
F — ho(F) est une Al-équivalence faible (voir aussi [VOEOOB, 3.2.3)).
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D’apres le théoréme précédent, le morphisme H(7,) induit donc un isomor-
phisme:

€n ! Hﬂ(E) — (H?erl(E))_l

Si ’on pose H  (E) := (HO (Ev)) _,,» on a définit ainsi un module homotopique
(¢f. définition 1.17) que I’on note HY(E).

On a construit ainsi un foncteur Ej sur les (2-spectres. Puisqu’il respecte
manifestement les quasi-isomorphismes, il induit, d’apres le premier point de
la remarque 4.10, un unique foncteur:

H?: DM(k) — HI. (k).

Pour tout entier m € Z, on pose: H™(E) = H?(E[m)]).

Lemme 5.5. — Considérons les notations introduites ci-dessus.

1. Le foncteur H? : DM(k) — HI.(k) est un foncteur cohomologique qui
commute aux sommes quelconques.
2. La famille de foncteurs (H)" )mez est conservative.

Démonstration. — Le point 1 résulte des propriétés analogues du foncteur H® :
DMeFf(k) — HI(k), du deuxieme point de la remarque 4.10, et du lemme 1.14.
Concernant le point 2, d’apres la remarque 4.10(1), on se rameéne & montrer
que pour un morphisme f : E — E’ entre Q-spectres, les conditions suivantes
sont équivalentes:

(i) f est un quasi-isomorphisme (au sens du paragraphe 4.8).
(il) pour tout m € Z, H7*(f) est un isomorphisme de modules homotopiques.

Par définition du foncteur Hi', cette équivalence résulte du corollaire 5.2 et du
lemme 1.14. O

On dit qu’un spectre motivique est positif (resp. négatif) si pour tout n < 0
(resp. n > 0), HY(E) = 0. Soit 7<¢ le foncteur de troncation négative pour
la t-structure homotopique sur DM®/(k). On vérifie en utilisant & nouveau le
théoreme 5.3 que 'application de 7<o degré par degré a un {2-spectre E définit
un |Omega-spectre négatif 7<¢F et un morphisme canonique:

TS()E — F.
Proposition 5.6. — La catégorie DM(k), munie de la notion d’objets négatifs
et positifs introduite ci-dessus, est une t-structure dont le foncteur de troncation
négatif est le foncteur <o introduit ci-dessus et dont le foncteur cohomologique
associé est le foncteur H°.
On appelle cette t-structure la t-structure homotopique sur DM(k).

5.7. — Notons les propriétés caractéristiques suivantes de cette t-structure:
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1. Le diagramme suivant est commutatif:

0

DM(k) ——=—~ HI.(k)
S’ R 2

DM (k) ———= HI(k)

avec la notation de (1.18.b) pour w®. En particulier, Q2 est t-exact.
2. Pour tout objet E de DM(k) et tout entier n € Z,

HY(B{n}) = H)(E){n}

en utilisant la notation du paragraphe 1.16 pour le membre de droite.
Ainsi, le produit tensoriel par 1{1} est t-exact.
3. Pour tout schéma lisse X,

H(M(X)) = ho«(X)
avec la notation de ’exemple 4.9 (resp. (1.18.a)) & gauche (resp. a droite).

La premiere assertion résulte du troisieme point de la remarque 4.10. La
deuxieme assertion se déduit du cas n = —1 qui résulte lui-méme de la
définition. La troisieme résulte de la remarque 4.9 et de (5.2.a).

Notons finalement qu'un objet F de DM(k) est positif si et seulement si pour
tout schéma lisse X et tout couple d’entiers (n,i) € Z x N*,

On en déduit aisément la proposition suivante:

Proposition 5.8. — Le produit tensoriel sur DM(k) est t-exact a droite (i.e.
préserve les objets négatifs).

5.3. COEUR HOMOTOPIQUE. — Notons H?(DM(k)) le coeur de DM(k) pour
la t-structure homotopique de la proposition 5.6. Notons le corollaire suivant
de la proposition 5.8:

Corollaire 5.9. — Le produit tensoriel sur DM(k) induit une structure
monoidale symétrique sur HY(DM(k)) dont lobjet unité est HO(1) et le
produit tensoriel est défini par la formule:

(5.9.a) EQFE =H%E®FE).
Ce corollaire résulte plus précisément du lemme suivant laissé au lecteur(2%):

Lemme 5.10. — Soit  wune catégorie triangulée monoidale munie d’une t-
structure telle que le produit tensoriel est t-exact a droite.
Alors, pour tous objets K et L négatifs de 7,

H(K®L)~H (H'(K)®L).

(20)On fera attention toutefois que ce lemme est faux sans bornes sur K et L.
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L’identification du coeur de la t-structure homotopique sur DM(k) est main-
tenant aisée:

Théoréeme 5.11. — Le foncteur ﬂg induit une équivalence de catégories
abéliennes monoidales:

HY(DM(k)) — HI,(k) ~ .#Cycl(k),
l’équivalence de droite étant celle du théoréme 3.7.

Démonstration. — Tout module homotopique définit évidemment un -
spectre au sens du paragraphe 4.8. On vérifie facilement que cela défini un
quasi-inverse au foncteur de I’énoncé.

Concernant les structures monoidales, on note tout d’abord que H(1) = KM
compte tenu du théoreme 1.11 et du point 2 du paragraphe 5.7. D’apres la
formule (5.9.a), et les points 2 et 3 du paragraphe loc. cit., pour tous schémas
lisses X, Y et tout couple d’entiers (n,m) € Z?, on obtient:

ho,«(X){n}@ho,«(Y){m} = H)(S%° M(X){n})@H) (5 M (X){n})
=HY(2® M(X xY){n+m}) = ho.(X x Y){n+m}.

Cela conclut d’apres le lemme 1.19. O

Remarque 5.12. — Reprenons les notations de la section 3.1. Utilisant le fonc-
teur pleinement fidele (4.11.a), on définit un foncteur:

0

0 H,
DM;S"Z(IC) — pro—DM(k) —— pro—H L.(k).

On vérifie que ce foncteur est pleinement fidele.(21)

Il en résulte que la catégorie des motifs génériques est la sous-catégorie pleine
de la catégorie abélienne pro—HI,(k), formée des pro-objets de la forme
H?(M(L){n}) pour un corps de fonctions L/k et un entier n € Z. Ces pro-
objets correspondent & des foncteurs fibres de la catégorie HI, (k) (i.e. exacts,
commutant aux sommes infinies). Cette interprétation des motifs génériques
est donc tres proche de la notion de points d’un topos. La transformée générique
d’un module homotopique F; est finalement donnée par la restriction de Fy a
cette catégorie de points.(??)

6. APPLICATIONS ET COMPLEMENTS

6.1. CONSTRUCTION DE MODULES DE CYCLES. —

(2D Par le théoréme de simplification de Voevodsky [VOE(Q2], on se raméne au cas effectif
qui est démontré dans [DEGO8B, 3.4.7].

(22)Dans un topos arbitraire, il est trés rare que la restriction d’un faisceau & une famille
conservative de points donnée définisse une équivalence de catégories.
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6.1. — Pour un objet M de DM(k), on note HO(M) la transformée générique
(par. 3.1) du module homotopique H)(M) (par. 5.4). Cette construction nous
permet de construire des modules de cycles intéressants.

Ainsi, pour tout schéma algébrique X, on peut définir suivant [VOEOOB] un
complexe motivique _;ng Z'(X) — qui coincide avec le complexe motivique
M(X) lorsque X est lisse. Pour tout entier ¢ > 0, on pose donc:

(6.1.a) hiw(X) = H' (2% Cp, 27 (X))

~sing

*

Pour tout corps de fonctions L, le gradué de degré 0 de ce module de cycles est
donné par I’homologie de Suslin de X:

hio(X).L = H™ (X1 /L)
avec les notations de [SV96].(23)
Si X est projectif lisse de dimension pure d, le motif M (X) = X C . Z" (X)
dans DM(k) est fortement dualisable avec pour dual fort M (X )(—d)[—2d].(**

Il en résulte que pour tout corps de fonctions L,

(6.1.b) hin(X).L = HGTHm 4 (X,

*

ol vaf (X1) désigne la cohomologie motivique de X étendue & L en degré s et
twist ¢.

Remarque 6.2. — Supposons k de caractéristique 0. Comme remarqué par
B. Kahn dans [KAH10], on obtient un théoreme de Merkurjev (¢f. [MEROS,
Th. 2.10]) comme corollaire du théoreéme 3.7. En effet, pour X propre et lisse,
on peut identifier le module de cycles h; . (X) introduit ici avec le module de
cycles KX construit par Merkurjev. On renvoie le lecteur & [KAH10] pour
d’autres utilisations des modules de cycles hg .(X).

6.2. MODULES DE CYCLES CONSTRUCTIBLES. — On introduit I'hypothése
suivante sur le corps k:

(M}) Pour tout corps de fonctions E/k, il existe un k-schéma projectif lisse
dont le corps des fonctions est k-isomorphe a F.

Cette hypothese est évidemment une conséquence de la résolution des singu-
larités au sens classique pour k.

(23)Sj X est lisse ou si I’'on admet la résolution des singularités pour k, on peut montrer que
pour tout couple (i,n) € Z x N, le groupe h; ,,(X).L est le conoyau de la fleche

n
@ H:™ (G x Xp /L) = H™ (G, x X1/L)
i=1
induite par la somme des inclusions G%71 — GJ}, de la forme Id x s1 X Id ol s1 est la section
unité.
(24) Cest une conséquence de [VOEOOB, chap. 5, 2.1.4] et de la dualité dans les motifs de

Chow. On obtient une démonstration plus directe a I’aide du morphisme de Gysin suivant
[DEGOS8A, 2.16].
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Le résultat suivant est bien connu(®:

Proposition 6.3. — Soit d un entier et P<q la sous-catégorie triangulée de
DM(k) engendrée par les motifs de schémas projectifs lisses de dimension
inférieure a d.
Soit X un schéma lisse de dimension inférieure a d.

(1) Si (M) est vérifiée, M(X) appartient ¢ P<q.

(ii) Le motif rationel M(X) ®@ Q appartient ¢ P<q4 @ Q.

On en déduit le résultat suivant:

Proposition 6.4. — Soit X un schéma lisse de dimension d et (n,i) € Z* un
couple d’entiers.

(i) Si X est projectif lisse, hi _n(X) =0 sin > d.
(ii) Si (My,) est vérifiée, hi_n(X) =0 sin > d.
(iii) Dans tous les cas, hy —n(X)@Q =0 sin > d.

Démonstration. — Le point (i) est un corollaire de la formule (6.1.b) et du
théoreme de simplification de Voevodsky car ce dernier affirme qu’il n’y a pas
de cohomologie motivique en poids strictement négatif.

Soit %<4 la sous-catégorie pleine de DM(k) formée des motifs M tel que pour
tout corps de fonctions E et tout couple (n,i) € Z2, n > d,

Homp sk (M (E), M{—n}[—1]) = 0.

Cette catégorie est une sous-catégorie triangulée. D’apres (i), elle contient les
motifs M (P) pour P projectif lisse de dimension inférieure & d. La proposition
précédente permet donc de conclure. O

Remarque 6.5. — Considérons un schéma algébrique X de dimension d.
Sous ’hypothese de résolution des singularités, on peut trouver un hyper-
recouvrement p : X — X pour la topologie cdh tel que pour tout entier n > 0,
X, est projectif lisse de dimension inférieure a d. Utilisant les techniques de
[VOE00A], on peut montrer que le morphisme induit Z!"(X) — Z (X)) est un
isomorphisme dans DM¢ff(k). Le point (ii) de la proposition ci-dessus est des
lors valable sans hypothese de lissité sur X.

Notons que d’apres le théoreme de De Jong, on peut toujours trouver un hyper-
recouvrement p comme ci-dessus pour la h-topologie. D’apres [CD07, 10.4.4,
15.1.2], le morphisme p, : M(X) — M (X) est un isomorphisme dans DM(k) ®
Q. Le point (iii) est donc valable sans hypothese de lissité.

Définition 6.6. — Nous dirons qu’un module homotopique (resp. module de
cycles) est constructible s'il appartient & la sous-catégorie épaisse(?%) de HI.(k)
(resp. .#Cycl(k)) engendrée par les objets 02 h;(X){n} (resp. hi(X){n})
pour un schéma lisse X et un couple d’entiers (n,i) € Z>.

(25)On obtient une preuve trés élégante en utilisant un argument di a J. Riou facilement
adapté de la preuve de [R1005, th. 1.4].
(26)4.¢. stable par noyau, conoyau, extension, sous-objet et quotient.
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Remarque 6.7. — 1. Grace a la t-structure homotopique, on peut considérer
une autre condition de finitude sur les modules homotopiques. Un module
homotopique Fi est dit fortement constructible s’il est de la forme ﬂg (E)
pour un motif géométrique E.?”) Dans ce cas, F, est constructible dans
le sens précédent mais la réciproque n’est pas claire.

2. Les modules homotopiques constructibles ne jouissent pas des propriétés
de finitude de leur analogue l-adique. Ainsi, il y a lieu de considérer par-
allelement la notion plus forte de module homotopique de type fini®®):
F, est de type fini 8’1l existe un épimorphisme o ho(X) — F. Ces sub-
tilités interviennent car le foncteur HY ne préserve pas la propriété d’étre
géométrique (i.e. compact) — contrairement & son analogue l-adique, le
foncteur cohomologique associé a la t-structure canonique, qui préserve
la constructibilité.

3. Dans le prolongement de la remarque précédente, notons qu’il est proba-
ble que la plupart des modules homotopiques constructibles ne soient pas
fortement dualisables. La seule exception que ’on connaisse a cette regle
est le cas d'un k-schéma étale X et du module homotopique o ho(X).
Ce dernier est fortement dualisable dans HI,(k) (ou méme dans HI(k))
et il est son propre dual fort.

Corollaire 6.8. — La graduation d’un module de cycles constructible M est
bornée inférieurement dés que l'une des deux propriétés suivantes est réalisée:
— La propriété (My) est satisfaite.
— M est sans torsion.

6.3. HOMOLOGIE DE BOREL-MOORE. —

6.9. — Pour la proposition qui suit, on suppose ’existence pour tout schéma
algébrique X d’un motif a support compact M¢(X) dans DM(k) satisfaisant
les propriétés suivantes:

(C1) M¢(X) est covariant par rapport aux immersion fermées et contravariant
par rapport aux immersions ouvertes.

(C2) Sii:Z — X est une immersion fermée et j : U — X immersion ouverte
complémentaire, il existe un triangle distingué canonique:

Me(Z) 25 Me(X) 25 M)
(C3) Si X est lisse de dimension pure d, M (X) est fortement dualisable avec
pour dual fort M¢(X){—d}[—d]. De plus, la contravariance de M“(X) par

rapport aux immersions ouvertes correspond par dualité a la covariance
naturelle de M (X).

(27 De méme, un module de cycles est fortement constructible si le module homotopique
associé l’est.

(28) Cette notion, introduite dans la these de Dauteur [DEG02}, a été étudiée
indépendamment par J. Ayoub dans I’appendice de [HK06).
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Si k vérifie la résolution des singularités, Voevodsky a obtenu cette construction
dans [VOEOOB, par. 4].

Soit ¢ un module de cycles. Rappelons la numérotation homologique du com-
plexe des cycles & coefficients dans ¢ (cf. [R0S96, §5]): pour (n,s) € Z?2, et un
schéma algébrique X,

Co(X;0)s= @D Gern(r(2))

TE€EX(n)

olt X(,) désigne I'ensemble des points de dimension n de X.

Proposition 6.10. — Soit ¢ un module de cycles et Fy le module homotopique
associé (théoréme 3.7).

Alors, utilisant ’hypothese et les notations qui précédent, pour tout schéma
lissifiable®?) X et tout couple (n,s) € 72,

Ai(X, ¢)s =~ Homp sy (1[i], M(X) ® Fi{s}).

Démonstration. — La catégorie DM(k) est naturellement munie d’'un Hom
enrichi en complexes (en tant que localisation d’une catégorie dérivée). On
introduit les complexes suivants, gradués par rapport a s € Z:

C*(X)s = C*(X;¢>Sa
D*(X)S = RHom(]l, MC(X) & F*{s})

Supposons tout d’abord que X est lisse de dimension pure d. On obtient alors
un quasi-isomorphisme canonique:

ex : Dy(X)s = RHom(1, M°(X) ® Fi{s})

Y RHom(M(X), Fu{s + d}[d]) = RT(X, Fusa)[d]

(EN) cr (Xa ¢)s+d[d] =C, (Xa ¢)s

L’isomorphisme (1) résulte de la propriété (C3) ci-dessus et I'isomorphisme (2)
est induit par (3.2.a). Cet isomorphisme est naturel en X par rapport aux
immersions ouvertes.

Dans le cas général, on peut supposer que X est connexe. Puisque il est lissifi-
able, il existe un schéma lisse Y, qu’on peut supposer connexe, et une immersion
fermée i : X — Y. Soit j : U — Y l'immersion ouverte complémentaire. Util-
isant la propriété (C2) et la suite (2.5.c), on obtient une fleche pointillée dans
D(47b) formant un morphisme de triangles distingués:

D.(X) —= Du(Y) —= D.(U) —
(6.10.&) ex : \LEY lEU
¥ 1
C(X) — C.(Y) C.(U) -~

(29)4.¢. il existe une immersion fermée de X dans un schéma lisse
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Alors, ex est un quasi-isomorphisme compatible a la graduation. Il induit
I’isomorphisme attendu. O

Remarque 6.11. — Rappelons que suivant [VOEOOB, par. 4], M¢(X) est co-
variant par rapport aux morphismes propres et contravariant par rapport aux
morphismes plats équidimensionnels. On peut montrer que 'isomorphisme de
la proposition précédente est canonique, contravariant par rapport aux mor-
phismes plats équidimensionnels et covariant par rapport aux morphismes pro-
pres, en utilisant les techniques des sections 3.2 et 3.4.

En caratéristique 0, on pourrait aussi utiliser la méthode de descente par hyper-
enveloppes de [GS96] pour obtenir la proposition précédente, remplagant le
choix d’une lissification par celui d’un hyper-recouvrement cdh — on exploite la
fonctorialité covariante de C(X) et D.(X). Ceci permet de se débarrasser de
I’hypothese: X lissifiable.

REFERENCES

[BBD82] A. A. BEILINSON, J. BERNSTEIN & P. DELIGNE — “Faisceaux pervers”,
Analysis and topology on singular spaces, I (Luminy, 1981), Astérisque,
vol. 100, Soc. Math. France, Paris, 1982, p. 5-171.

[Bei02] A. BEILINSON — “Remarks on n-motives and correspondences at the generic
point”, Motives, polylogarithms and Hodge theory, Part I (Irvine, CA,
1998), Int. Press Lect. Ser., vol. 3, Int. Press, Somerville, MA, 2002, p. 35—
46.

[BOT4] S. BrocH & A. OGUSs — “Gersten’s conjecture and the homology of
schemes”, Ann. Sci. Ecole Norm. Sup. (4) 7 (1974), p. 181-201 (1975).

[CD07] D.-C. Cisinskl & F. DEGLISE — “Triangulated categories of motives”,
2007.

[CD09a] , “Mixed weil cohomologies”, arXiv:0712.3291v2, 2007, revised in

2009.

[CDO09D)] , “Local and stable homological algebra in Grothendieck abelian
categories”, HHA 11 (2009), no. 1, p. 219-260.
[Dég02] F. DEGLISE — “Modules homotopiques avec transferts et motifs

génériques”, These, Univ. Paris VII, 2002.

[Dég06] , “Transferts sur les groupes de chow a coefficients”, Mathematische
Zeitschrift 252 (2006), no. 2, p. 315-343.
[Dég07] , “Correspondences and transfers”, Algebraic cycles and motives

(J. Nagel & P. Chris, éds.), Cambridge university press, April 2007.
[Dég08a] | “Around the gysin triangle I”, arXiv:0804.2415, avril 2008.

[Dég08b] , “Motifs génériques”, Rend. Semin. Mat. Univ. Padova 119
(2008), p. 173-244.

[Dég09] . “Modules homotopiques”, arXiv:0904.4747v1, 2009.

[Dég10] , “Orientable homotopy modules”, arXiv:1005.4187, 2010.

[Gil85) H. GILLET — “Some new Gysin homomorphisms for the Chow homology

of varieties”, Proc. London Math. Soc. (3) 50 (1985), no. 1, p. 57-68.
[GS96] H. GiLLeT & C. SOULE — “Descent, motives and K-theory”, J. Reine
Angew. Math. 478 (1996), p. 127-176.

DOCUMENTA MATHEMATICA 16 (2011) 411-455



[Har66]

[HKO06]
[HovO1]
[Kah10]
[Mer08]
[Rio05]
[Ros96]
[SV96]

[SV00]

[Voe00a]

[VoeOODb]

[Voe02]

MOoODULES HOMOTOPIQUES 455

R. HARTSHORNE — Residues and duality, Lecture notes of a seminar on the
work of A. Grothendieck, given at Harvard 1963/64. With an appendix by
P. Deligne. Lecture Notes in Mathematics, No. 20, Springer-Verlag, Berlin,
1966.

A. HUBER & B. KAHN — “The slice filtration and mixed Tate motives”,
Compos. Math. 142 (2006), no. 4, p. 907-936.

M. HOVEY — “Spectra and symmetric spectra in general model categories”,
J. Pure Appl. Alg. 165 (2001), p. 63-127.

B. KAHN — “Relatively unramified elements in cycle modules”, http://
www.math. jussieu.fr/~kahn/preprints/modcyclnr.pdf, 2010.

A. MERKURJEV — “Unramified elements in cycle modules”, J. Lond. Math.
Soc. (2) 78 (2008), no. 1, p. 51-64.

J. R1oU — “Dualité de Spanier-Whitehead en géométrie algébrique”, C. R.
Math. Acad. Sci. Paris 340 (2005), no. 6, p. 431-436.

M. RoOST — “Chow groups with coefficients”, Doc. Math. J. (1996), p. 319-
393.

A. SUSLIN & V. VOEVODSKY — “Singular homology of abstract algebraic
varieties”, Invent. Math. 123 (1996), no. 1, p. 61-94.

, “Bloch-Kato conjecture and motivic cohomology with finite co-
efficients”, The arithmetic and geometry of algebraic cycles (Banff, AB,
1998), NATO Sci. Ser. C Math. Phys. Sci., vol. 548, Kluwer Acad. Publ.,
Dordrecht, 2000, p. 117-189.

V. VOEVODSKY — “Cohomological theory of presheaves with transfers”,
Cycles, transfers, and motivic homology theories, Ann. of Math. Stud.,
vol. 143, Princeton Univ. Press, Princeton, NJ, 2000, p. 87-137.

, “Triangulated categories of motives over a field”, Cycles, transfers,
and motivic homology theories, Ann. of Math. Stud., vol. 143, Princeton
Univ. Press, Princeton, NJ, 2000, p. 188-238.

—, “Cancellation theorem”, preprint, 2002.

F. Déglise

CNRS, LAGA (UMR 7539)
Institut Galilée

Université Paris 13

99 avenue Jean-Baptiste Clément
93430 Villetaneuse

France

DOCUMENTA MATHEMATICA 16 (2011) 411-455



456

DOCUMENTA MATHEMATICA 16 (2011)



