DOCUMENTA MATH. 297

VARIETES ABELIENNES SUR LES CORPS

DE FONCTIONS DE COURBES SUR DES CORPS LOCAUX

DIEGO IZQUIERDO

Received: January 13, 2016
Revised: January 27. 2017

Communicated by Thomas Geisser

ABSTRACT. Soit K le corps des fonctions d’une courbe projective lisse
X sur un corps p-adique ou sur C((t)). On définit les groupes de Tate-
Shafarevich d’un schéma en groupes commutatif en considérant les
classes de cohomologie qui deviennent triviales sur chaque complété
de K provenant d’un point fermé de X. On établit des théorémes de
dualité arithmétique pour les groupes de Tate-Shafarevich des variétés
abéliennes sur K.

Let K be the function field of a smooth projective curve X over a
p-adic field or over C((¢)). We define Tate-Shafarevich groups of a
commutative group scheme via cohomology classes locally trivial at
each completion of K coming from a closed point of X. We prove
arithmetic duality theorems for Tate-Shafarevich groups of abelian
varieties over K.
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0. INTRODUCTION

0.1 CONTEXTE ET MOTIVATIONS

Depuis les travaux de John Tate dans les années 1960, les théorémes de
dualité arithmétique pour la cohomologie galoisienne des groupes algébriques
commutatifs sur des corps locaux ou globaux ont joué un réle central en
arithmétique. Les groupes algébriques concernés sont divers : les groupes finis,
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les tores, les variétés abéliennes. Rappelons briévement les résultats portant
sur ces derniéres.

Dans le cadre local, Tate montre en 1958, dans exposé [Tat58], qu’étant
donnée une variété abélienne A sur un corps p-adique k de variété abélienne
duale A?, il existe un accouplement canonique H°(k,A) x H'(k, A?) —
Br(k) = Q/Z qui met en dualité parfaite le groupe profini H°(k, A) et le
groupe de torsion H'(k, A'). Dans le cadre global, en généralisant des tra-
vaux de Cassels pour les courbes elliptiques, il construit pour chaque variété
abélienne A sur un corps de nombres K de variété duale A® un accouplement
OIY(K, A) x IIY(K, A') — Q/Z puis annonce au Congrés International des
Mathématiciens de 1962 ([Tat63]) la non-dégénérescence de ce dernier modulo
divisibles. Ici, IIT' (K, A) désigne le groupe de Tate-Shafarevich constitué des
classes d’isomorphismes de torseurs sous A triviales dans tous les complétés
de K. Des résultats analogues ont aussi été établis pour les variétés abéliennes
sur Fp((u)) et sur Fp(u) (Remarque 1.3.6 et Théoréme 1.6.13 de [Mil06]).

Par ailleurs, ces derniéres années, nous avons été témoins d’un regain d’in-
térét pour les théorémes de dualité sur d’autres corps de caractéristique 0 que
les corps p-adiques et les corps de nombres. Citons par exemple les travaux
de Scheiderer et van Hamel ([SvHO3]) et Harari et Szamuely ([HSz16]) pour
Qp((u)) et Qp(u), ceux de Colliot-Théléne et Harari ([CTH15]) pour C((¢))((w))
et C((¢))(u), et ceux de 'auteur ([Izql6al) pour les corps de la forme k((u)) et
k(u) avec k = Qp((t1))...((ta)) ou k = C((t1))...((ta)). Cependant, aucun de ces
travaux ne porte sur les variétés abéliennes. En fait, & la connaissance de ’au-
teur, on ne dispose jusqu’a présent que de résultats pour les variétés abéliennes
sur C((u)) et C(u) : cela remonte & des travaux de Ogg dans les années 1960
([Oggb2]). Le but du présent article est donc d’établir des théorémes de dualité,
analogues & ceux de Tate rappelés ci-dessus, pour les variétés abéliennes sur les
corps de la forme k((u)) et k(u) avec k = Q, ou k = C((t)).

REMARQUE 0.1. e Il est vrai qu’on peut déja trouver des résultats similaires
pour les variétés abéliennes sur Q,((¢1))...((ta)) dans [Koy00], mais 'article
en question contient un grand nombre d’erreurs et soit le théoréme principal
soit la principale proposition permettant de le prouver semble erroné (voir
la remarque 3.18).

e La plupart des résultats du présent article peuvent étre généralisés aux corps
de la forme k((u)) et k(u) avec k = Qp((£1))...((ta)) ou k = C((t1))...((tq)) :
en effet, les idées sont les mémes, mais les preuves sont beaucoup plus tech-
niques. On renvoie le lecteur au chapitre 3 de [Izq16b] pour retrouver lesdites
généralisations.

0.2 ORGANISATION DE L’ARTICLE

Cet article est constitué de 5 sections.
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La premiére partie permet de faire quelques rappels et d’établir quelques
résultats préliminaires. On y étudie notamment la cohomologie des tores sur

des corps (dits d-locaux) de la forme C((¢p))...((ta)) ou Qp((t2))...((tq))-

La deuxiéme partie porte sur les variétés abéliennes sur C((to))((¢1)) et sur
C((to))(t). Voici les principaux résultats obtenus dans cette section, o, pour
B groupe topologique abélien (éventuellement muni de la topologie discréte)
et £ un nombre premier, on a noté B{¢} la partie de torsion ¢-primaire de B,
B” la limite projective des B/n, BP I'ensemble des morphismes continus de B
dans Q/Z, et B le quotient de B par son sous-groupe divisible maximal :

THEOREME 0.2. (théorémes 2.3, 2.14 et 2.26 et corollaire 2.28)

(i) Soient k = C((to))((t1)) et A une variété abélienne sur k. Soit At sa variété
abélienne duale. Les groupes H'(k, A) et (H°(k, AY)™)P sont isomorphes mo-
dulo divisibles. Plus précisément, on a une suite exacte :

0 — (Q/Z)™) — HY(k, A) — (H(k, AYM)P — 0,

ot m(A) est un entier naturel compris entre 0 et 4dim A dépendant de la
géométrie de A. L’entier m(A) est nul si, et seulement si, la variété abé-
lienne sur C((to)) apparaissant dans la réduction du modéle de Néron A de
A modulo t1 a trés mauvaise réduction. Lorsque la fibre spéciale de A est
connexe, le noyau de H'(k,A) — (H°(k, A)")P est un groupe contenant
H (k,A) .= HY k" [k, A(k™")) qui peut étre décrit explicitement : on le
note H} (k, A).

(i1) Soient k = C((to)) et K le corps des fonctions d’une courbe projective lisse
géométriquement intégre X sur k. On note X1 ensemble des points fermés
de X . Soit A une variété abélienne sur K, de variété abélienne duale At. Soit
Z Uensemble des v e X tels que m(A xXx K,) = 0. On suppose que, pour
toute place v € X1 \ Z, la fibre spéciale du modéle de Néron de A x i K,
est connexe, et on pose :

II' (K, A) := Ker (Hl(K,A)% I HI(KU,A)),

vex (@)

I}, (A) ==

=Ker | H'(K,A) = [ [H' (K., A)/Hyyp o (Ko, A) x [ H (K0, A) | -
vexM\z vEZ

On remarquera que II* (K, A) C TIL (A). Alors pour chaque nombre pre-

mier £, il existe une dualité parfaite I (K, A){¢} x I} (A){¢} — Q/Z
ainsi qu’un accouplement I (K, A){¢} x I (K, A){¢} — Q/Z dont le
noyau & gauche (resp. a droite) est constitué des éléments de (K, A){(}

(resp. I (K, AY){¢}) qui sont divisibles dans 111} (A) (resp. 1L .(A?)).

nrs nrs

REMARQUE 0.3. L’énoncé précédent est moins général que les énoncés qui se-
ront démontrés dans ’article : il est en fait possible d’affaiblir I’hypothése de
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connexité des fibres spéciales des modeles de Néron. On remarquera aussi que
I’hypothése de (ii) ne concerne que les places de mauvaise réduction.

La troisiéme partie est consacrée a une dualité analogue a celle de (i)
du théoréme 0.2 pour les variétés abéliennes sur Q,((¢2)). Plus précisément,
elle permet de construire un accouplement entre la cohomologie d’une variété
abélienne et la cohomologie d’un certain faisceau qui lui est associé puis :

e de démontrer que ledit accouplement induit toujours une dualité parfaite
modulo divisibles (corollaire 3.3 et théoréme 3.5),

e de déterminer quand c’est un accouplement parfait (sans quotienter par les
sous-groupes divisibles) (théorémes 3.17 et 3.19),

e de calculer dans certains cas les noyaux a gauche et a droite de 'accouplement
(théoréme 3.29).

La quatriéme partie est dédiée au deuxiéme théoréme principal de cet
article : il s’agit d’'un théoréme de dualité globale pour les variétés abéliennes
sur k(X) ou k désigne un corps p-adique et X une courbe projective lisse
géométriquement intégre sur k. On I’établit sous deux formes différentes :

e dans le théoréme 4.10, on montre une dualité entre les groupes de Tate-
Shafarevich d’une variété abélienne A et les groupes de Tate-Shafaravich
d’un certain faisceau A sous des hypothéses assez contraignantes ;

e dans le théoréme 4.16 et le corollaire 4.17, on affaiblit substantiellement les
hypothéses du théoréme 4.10 en modifiant (comme dans le (ii) du théoréme
0.2) le groupe de Tate-Shafarevich de A. On remarquera que ces deux résul-
tats tiennent compte des parties p-primaires des groupes de Tate-Shafarevich
pour p la caractéristique résiduelle de k, et que lorsque ’on se restreint aux
parties /-primaires pour £ # p, on a une trés bonne compréhension de ce
qu’est le groupe de Tate-Shafarevich modifié de A.

Finalement, dans la cinquiéme et derniére partie, on s’intéresse a la finitude
du premier groupe de Tate-Shafarevich d’une variété abélienne sur k(X) ou
k = C((t9)) ou k = Qp et X est une courbe projective lisse géométriquement
intégre sur k.

0.3 STRATEGIE DE PREUVE

Expliquons briévement la stratégie de la preuve du théoréme 0.2.

Stratégie de preuve de (i). On adopte les notations du théoréme 0.2(i) et on

procéde en plusieurs étapes :

A. On construit d’abord un accouplement naturel H'(k, A) x H°(k, AH)" —
Q/Z. En exploitant ensuite la suite exacte de Kummer 0 — ,A4 — A LN
A — 0 pour se ramener & des énoncés de dualité connus pour la cohomologie
des modules galoisiens finis sur k£, on montre que le morphisme induit ¢ :
H'(k, A) — (H°(k, AH)")P est surjectif.

B. On s’intéresse au noyau du morphisme surjectif ¢ : HY(k,A) —
(H°(k, AY)")P. En faisant intervenir le modéle de Néron de A (ou plus pré-
cisément la structure de sa fibre spéciale en tant que groupe algébrique) et
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en exploitant des calculs de caractéristique d’Euler-Poincaré, on estime la

[nKer(9)]

quantité W pour chaque n > 1, ou ,Ker(¢) désigne la n-torsion

de Ker(¢). Des théorémes de structure pour les groupes abéliens de torsion
dont la n-torsion est finie pour tout n nous permettent ensuite d’établir que
Ker(¢) est un groupe divisible, isomorphe a (Q/Z)™4) ott m(A) est un entier
naturel explicite compris entre 0 et 4dim A et dépendant de la géométrie de
A.

C. Lorsque la fibre spéciale du modéle de Néron de A est connexe, on démontre
que A(k™") et A*(k™") sont divisibles. Cela nous permet de définir un sous-
groupe explicite H}  (k, A) de H'(k, A) qui s’insére naturellement dans une
suite exacte :

0— H} (k,A) — H}

nrs

(k, A) — (H}, (k, AD™MP = 0.

En étudiant les compatibilités entre les morphismes de la suite exacte précé-
dente avec le morphisme ¢, on montre que H},  (k, A) coincide avec le noyau
de ¢.

Stratégie de preuve de (ii). On adopte les notations du théoréme 0.2(ii) et on
fixe un nombre premier ¢. Pour montrer qu’il y a une dualité parfaite

(K, A){¢} x I, (AN {¢} — Q/Z,

on procéde en plusieurs grandes étapes :

A. On commence par considérer un schéma abélien A sur un ouvert V de
X étendant A et on note A? le schéma abélien dual. On introduit alors les
groupes :

DYV, A) =Ker(H'(V,A) » € H'(K,, A)),
veEX\V
D}, (VA" =Ker (H'(V,A") - W),

W= H\(K, AYe € H(K,A)/H,, (K, A")).
veZ\V veX\(VUZ)

On remarquera que la notation H}  (K,, A') fait sens puisque le complété
K, est isomorphe a C((t0))((t1)). Les groupes D(V, A) et D} . (V, A") sont
des sous-groupes des groupes de cohomologie étale H'(V, A) et H'(V, A?)
respectivement.

B. En utilisant des théorémes (déja connus) de dualité pour la cohomologie des
schémas en groupes finis étales sur V', on étudie la dualité pour la cohomologie
étale du schéma abélien A.
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C. Comme cela a déja été précisé dans 'étape A, les complétés K, de K (pour
v point fermé de X) sont isomorphes a C((¢9))((t1)), et sont donc redevables
du théoréme de dualité 0.2(i). En combinant ces résultats de dualité sur
les complétés de K et I'étude de I'étape B (dualité sur V'), on montre que
DYV, A){¢} et DL (V, A*){¢} sont duaux 'un de lautre.

D. On montre que I}, (A") = Uyrcy Dhrs(V', AY) et que, quitte a rétrécir

V, on a HI}(K, A) = D*(V,A). Un passage a la limite (en rétrécissant V')
dans la dualité de I'étape C permet alors d’obtenir une dualité parfaite :

I (K, A) {6} > 05, (AY){} — Q/Z.

E. Pour établir qu’on a un accouplement (K, A){¢} x I (K, A){¢} —
Q/Z dont le noyau a gauche (resp. a droite) est constitué des éléments de
I (K, A){¢} (resp. II' (K, A*){¢}) qui sont divisibles dans 1T} (A) (resp.
11}, . (AY)), il suffit d’écrire le diagramme suivant :

0L, (AN{e} < IINE, A){} —=Q/Z

| | |

O (K, AY{ep < IO, (A0 — Q/Z,

dans lequel les deux lignes sont des accouplements parfaits de groupes finis
d’aprés ’étape D et les deux fleches verticales sont induites par les inclusions
YK, A) C 1L, (A) et IIY(K, AY) C I}, (A?), puis de montrer qu’il
commute.

Les stratégies générales de preuve sont similaires dans les troisiéme et quatriéme
sections, ot 'on s’intéresse aux variétés abéliennes sur Q,((t)) et Qp(t). Mais
les démonstrations sont techniquement nettement plus délicates.
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0.5 NOTATIONS

CORPS. Sil est un corps, on notera [® sa cloture séparable. Si de plus [ est un
corps de valuation discréte complet, on notera [™” son extension non ramifiée
maximale.
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GROUPES ABELIENS. Pour M un groupe topologique abélien (éventuellement
muni de la topologie discréte), n > 0 un entier et ¢ un nombre premier, on
notera :

Mo la partie de torsion de M.

»M la partie de n-torsion de M.

M{/¢} la partie de torsion ¢-primaire de M.

Myon—rp = @p# M{p} ou p décrit les nombres premiers différents de £.
M/n le quotient de M par nM.

MO .= 1'£1T M/¢" le complété pour la topologie ¢-adique de M.

M la limite projective des M /nM.

Ty M la limite projective des or M.

M gir le sous-groupe divisible maximal de M.

M = M/Mg;, le quotient de M par son sous-groupe divisible maximal.

MP le groupe des morphismes continus M — Q/Z.

Un groupe abélien de torsion sera dit de type cofini si, pour tout entier naturel
n > 0, sa n-torsion est finie. La partie ¢-primaire d’un tel groupe est la somme
directe d’un ¢-groupe abélien fini et d’une puissance finie de Q;/Z;.

FAISCEAUX ET COHOMOLOGIE. Sauf indication du contraire, tous les fais-
ceaux sont considérés pour le petit site étale. Soit r > 0. Pour F et G deux
faisceaux fppf sur un schéma X, on note Ext'y(F,G) (ou Ext"(F,G) s'il
n’y a pas d’ambigiiité) le faisceau associé pour la topologie étale au préfais-
ceau T — ExtTTfpp ; (F,G). On rappelle qu’avec cette définition, la formule
de Barsotti-Weil garantit que, si A est une variété abélienne sur un corps
k, alors la variété abélienne duale A' représente le faisceau Ext}(A,G,,)
(voir par exemple le théoréme II1.18.1 de [Oor66]). Par ailleurs, en mimant
les notations pour les groupes abéliens, on pose, pour F un faisceau sur
un schéma X et ! un nombre premier, H" (X, T;F) = @n H"(X,nF) et
H"(X,F{l}) :lignHT(X,lnF).

CATEGORIES DERIVEES. Nous serons amenés quelques fois & considérer des
catégories dérivées bornées. On notera alors — ®L — le produit tensoriel dérivé.

CORPS LOCAUX SUPERIEURS. Les corps 0-locaux sont par définition les corps
finis et le corps C((¢)). Pour d > 1, un corps d-local est un corps complet pour
une valuation discréte dont le corps résiduel est (d — 1)-local. On remarquera
que cette définition est plus générale que la définition standard. Lorsque k est
un corps d-local, on notera kg, k1, ..., kq les corps tels que kg est fini ou C((¢)),
kq = k, et pour chaque 7 le corps k; est le corps résiduel de k;y;. On rappelle
le théoréme de dualité sur un corps d-local k :

THEOREME 0.4. Pour tout Gal(k®/k)-module fini M d’ordre n non divisible
par Car(ky), le groupe abélien fini Hom(M, u®?) est naturellement muni d’une

structure de module galoisien sur k et on a un accouplement parfait de groupes
finis H" (k, M) x H41=7(k, Hom(M, u®%)) — H¥*(k, u®?) = 7./n7.
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Ce théoréme est énoncé et démontré dans [Mil06] (théoréme I1.2.17)
lorsque ko # C((t)). Il se prouve exactement de la méme maniére dans
ce dernier cas : en effet, il suffit de procéder par récurrence a l'aide du
lemme 1.2.18 de [Mil06], Uinitialisation étant réduite a la dualité évidente
H"(k_1, M) x H"(k_1, Hom(M, Z/nZ)) — H°(k_1,Z/nZ) = Z/nZ pour le
corps “—1-local” k_; = C.

GROUPES DE TATE-SHAFAREVICH. Lorsque L est le corps des fonctions d’une
variété projective lisse géométriquement intégre Y sur un corps [ et M est un
Gal(L?/L)-module discret, le r-iéme groupe de Tate-Shafarevich de M est, par
définition, le groupe " (L, M) = Ker(H" (L, M) — [[,cya) H"(Ly, M)), ou
Y désigne I'ensemble des points de codimension 1 de Y et L, le complété de
L par rapport & v pour chaque v € YV,

GROUPE DE BRAUER. Lorsque Z est un schéma, on note Br(Z) le groupe
de Brauer cohomologique H?(Z,G,,). Si Z est une [-variété géométriquement
intégre pour un certain corps [, on note Bry(Z) le groupe de Brauer algébrique
Ker(Br(Z) — Br(Z x; 1%)).

CADRE. Dans toute la suite, d désignera un entier naturel fixé (éventuellement
nul), & un corps d-local et X une courbe projective lisse géométriquement
intégre sur k. On notera K son corps des fonctions. Lorsque kg est fini,
on supposera que le corps ki est de caractéristique 0 : autrement dit, ou
bien kg = C((t)), ou bien d > 1 et k; est un corps p-adique. Lorsque M est
un Gal(K?°/K)-module discret, on notera parfois III" (M) au lieu de IIT" (K, M).

COHOMOLOGIE A SUPPORT COMPACT. Pour j : U < X une immersion ouverte
et F un faisceau sur U, le r-iéme groupe de cohomologie a support compact
est, par définition, le groupe HZ(U,F) = H"(X,;F). On remarquera que,
contrairement & la définition classique de la cohomologie a support compact,
cette définition ne dépend pas du choix d’une compactification lisse de U (plus
précisément, nous avons choisi X comme compactification lisse de U).

TORES ALGEBRIQUES. On dit qu'un groupe algébrique 7" sur un corps [ est un
tore si T x;1° est isomorphe a G], pour un certain r > 0. Lorsque T est un tore,
on note 7" son module des caractéres, c’est-a-dire le Z-module des morphismes
de groupes algébriques de 1" x * vers Gy, s. On rappelle que le foncteur 7' — T
établit une équivalence de catégories entre les tores algébriques sur [ et les
Gal(l*/I)-modules qui, en tant que groupes abéliens, sont libres de type fini. Si
T est un tore sur [, on appelle rang de T' la dimension d’un sous-tore déployé
maximal : c’est aussi le rang de H(1, T) Par ailleurs, on dit qu’un tore 1" sur
[ est quasi-trivial §’il est isomorphe & Ry, /;G,, pour une certaine [-algébre finie
séparable L.
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1. PRELIMINAIRES

1.1 GROUPES DE TORSION DE TYPE COFINI

Dans cet article, nous étudierons souvent la structure des groupes de cohomo-
logie par des arguments de comptage. Ainsi, les lemmes qui suivent, qui ne
sont que des exercices d’algébre élémentaire, seront utilisés trés souvent sans
référence explicite :

LEMME 1.1. (Théoréme 25.1 de [Fuc70])
Soit A un groupe de torsion de type cofini. Pour chaque nombre premier £, il
existe un groupe fini Fy et un entier naturel vy tels que A{€} =2 F; & (Q¢/Z¢)™.

Esquisse. On peut supposer que A est de torsion /-primaire. On remarque alors
que A = Agi, ® A. Le groupe Ag;, est divisible et le groupe A ne posséde pas
de sous-groupe divisible non trivial.

Montrons d’abord qu’il existe ry tel que Ag;, = (Qp/Z¢)™. Pour ce faire, posons
By = Agiv et supposons que By n’est pas nul. Soit 2 € ¢By \ {0}. Choisissons
une suite (z;) a valeurs dans By telle que 1 = x et {x;11 = x;. On définit alors
un morphisme f : Q/Zy — By en envoyant la classe de 1/¢¢ sur z;. On vérifie
aisément que f est injectif, et donc il existe un groupe de torsion de type cofini
divisible de torsion ¢-primaire By tel que By 2 Q/Z¢ & B;. Si By est non nul,
en répétant Pargument précédent appliqué & By (au lieu de Bp), on obtient
une décomposition By & Q/Z¢ ® Bz. Si Bz est non nul, on peut continuer en
écrivant Bs = Qy/Z;® Bs. Et ainsi de suite. Le processus doit s’arréter au bout
d’un nombre fini d’étapes : en effet, sinon, Ag;, contiendrait un sous-groupe
isomorphe a (Q¢/Z;)™ pour chaque n, ce qui contredirait la finitude de ;A4 .
Cela prouve bien qu'il existe ry tel que Agiy =2 (Qp/Z¢)™.

Montrons maintenant que A est fini. Par ’absurde, supposons A infini. Comme
A est fini pour tout r, le groupe ]glr A, muni de la topologie limite pro-
jective, est compact. De plus, A étant infini, pour chaque s, le groupe g A
contient un élément d’ordre ¢°. Pour chaque s, notons Fs le sous-ensemble de
1'£1T oA constitué des éléments dont la projection dans ¢ A est d’ordre £°. Les

FE forment une suite de fermés emboités dans I’espace compact 1'£1T +A. Donc

(s Es n’est pas vide. Cela implique que A contient un sous-groupe divisible
non trivial : absurde! On en déduit que A est fini.

O

On en déduit immédiatement que, pour tout entier naturel non nul n, on a :

_ | | g’r[vg n .

Ici, ve(n) désigne la valuation ¢-adique de n.
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LEMME 1.2. Soient A et A’ deux groupes de torsion de type cofini. Si |, A| =
[nA’| pour tout entier naturel n, alors A et A’ sont (non canoniquement) iso-
morphes.

Esquisse. Pour chaque groupe abélien de torsion de type cofini Z, on note
fz :n— |, Z]. On peut supposer que A et A’ sont de torsion p-primaire pour
un certain nombre premier p. On écrit alors A = F & (Qp/Zy,)°* et A’ = F' &
(Q,/Z,)* , avec F et F' finis et s, s’ € N. On remarque que fa(n) = p*»(™ g(n)
et far(n) = p*»(Mg'(n) ont g et ¢ sont des fonctions bornées a valeurs dans
N*. Par conséquent, on a s = s’. En remarquant que fr = fp/, on voit alors
que l'on peut supposer s = s’ = 0, c’est-a-dire que A et A’ sont finis.
Procédons par récurrence forte sur l'ordre de A. Si |A| = 1, le résultat est
évident. Supposons maintenant que le lemme soit démontré lorsque 'ordre de
A est au plus a pour un certain entier a. Soit A un groupe abélien fini d’ordre
a+1. On écrit alors A = @,_,(Z/p™Z)™ et A’ = @Z/:l(Z/paiZ)m;, avec :

e r 7 €N,

® My, ...,my,my,...,ml., € N*,

Q... 0,0, ..., af, € N¥,

e <..<areta) <..<al,.

On remarque que fa(n) = pimimaiminfvpedd o fi(n) =

pZZ/zlmi min{vy(n).ai} Gi oy < o, alors :
log, £4(°) = (3" ma)aq = (3" mi)ay = log, fa (r™),
i1 i1

log, fa(p® ™) =mias + (Y mi)(on +1) =
=2

’
T

= (>_mi)(ar +1) =log, fa (™),

i=1
et donc m; = 0, ce qui est absurde. Par symétrie, on en déduit que oy
oy. Or, par hypothe/‘zse de récurrence, (Z/p™Z)™ ' & @,_,(Z/p*Z)™
(Z/pZ)™ ' @ @)_,(Z/p*Z)™:, donc A =2 A', ce qui achéve la récurrence.

Il

O

Rappelons que k est un corps d-local. On a vu dans le théoréme 0.4 que les
groupes de cohomologie galoisienne sur k d’un module galoisien fini sont tou-
jours finis. Cela implique le lemme suivant, que nous utiliserons & de nombreuses
reprises :

LEMME 1.3. Soit M un Gal(k®/k)-module discret.
(i) Si M est divisible et Myo,s est de torsion de type cofini, alors H" (k, M) est
de torsion de type cofini pour r > 0.
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(i) Si M est de torsion de type cofini, alors H" (k, M) est de torsion de type
cofini pour r > 0.

Démonstration. (i) Soit r > 0. La suite exacte de Kummer :
00—, M—-M-—>M-=—0
induit une suite exacte de cohomolgoie :
0— H Yk,M)/n — H"(k,, M) — ,H"(k, M) — 0.

Comme H"(k, M) est fini, ,H"(k, M) V'est aussi et H"(k, M) est bien de
torsion de type cofini.
(ii) On écrit la suite exacte de modules galoisiens :

0— Mgy > M — M/Mgy;,, — 0.
On obtient donc une suite exacte :
H"(k,Mga;,) — H"(k, M) — H"(k, M/M4g;,)-

Or H"(k, M /Ma;,) est fini car M /Mgy;, est fini et H" (k, Ma;,,) est de torsion
de type cofini par (i). On en déduit que H"(k, M) est de torsion de type
cofini.

O

1.2 CARACTERISTIQUE D’EULER-POINCARE

On rappelle que k est un corps d-local. Il est en particulier de dimension coho-
mologique d + 1.

DEFINITION 1.4. Soit F un Gal(k®/k)-module fini. La caractéristique d’Euler-
Poincaré de F est définie par :

oo

x(k, F) =[] 1H"(k, )|V
r=0

Le produit est fini car le corps k est dimension cohomologique finie.

PROPOSITION 1.5. Soit F' un Gal(k®/k)-module fini.
(i) Si ko est fini et d > 2, alors x(k,F) = 1.
(i1) Siko =C((t)), alors x(k,F) = 1.

Démonstration. (i) Notons k le corps résiduel de k et procédons par récurrence
sur d.

e Supposons que d = 2. Comme k™" est un corps de dimension cohomo-

logique au plus 1 (exemple ¢ de 11.3.3 de [Ser94]), la suite spectrale de
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Hochschild-Serre H" (k, H*(k"", F)) = H"t%(k, F) dégénére en une suite
exacte longue :

o = H" (1, H*(K"",F)) = H"(k,F) — H ' (r, H' (k"", F)) — ...
(voir exercice 5.2.2 de [Wei94]). On a donc :

X(’i’ Ho(knT’ F))
x (&, H (k" F))

X(kaF) =

Or, comme Gal(k®/k™") = 7 (paragraphe IV.2 de [Ser68]), la proposition
1.7.7(1) de [NSWO08] implique que les groupes H°(k"" F) et H'(k"", F)
ont méme ordre. Par conséquent, d’aprés le théoréme 1.2.8 de [Mil06], on
a:
X(Ha Ho(knTa F)) = X(’iv Hl(knrv F))v
et donc x(k, F) = 1.
e Soit d > 2 et supposons que la proposition soit vraie pour tout corps (d—1)-

local. Comme avant, la suite spectrale H" (k, H*(k"", F)) = H"t*(k, F)
dégénére en une suite exacte longue :

o = H" (1, H*(K"",F)) = H"(k,F) — H ' (r, H' (k"", F)) — ...

On a donc x(k, F) = % Par hypothése de récurrence, on a :

X(HaHO(knTaF» = X(Kle(kner)) =1,

et donc x(k, F) = 1.
(ii) L’énonceé est vrai pour d = 0 puisque Gal(C((t))*/C((t))) = Z (exemple b
de XIII.2 de [Ser68]). On procéde ensuite par récurrence comme dans (i).
O

1.3 TORES ALGEBRIQUES

Dans ce paragraphe, nous allons calculer le sous-groupe divisible maximal de
H"(k,T) pour T un k-tore et r un entier naturel. Pour ce faire, on commence
par rappeller le lemme d’Ono, qui sera utilisé & de nombreuses reprises :

LEMME 1.6. (LEMME D’ONO — THEOREME 1.5.1 DE [ONO61])

Soient | un corps et T un tore surl. Il existe un entier naturel non nul m, des
l-tores quasi-triviauz Ty et R et un l-schéma en groupes fini commutatif F tels
que l’'on ait une suite exacte :

0= F—>R—->T"x;Ty— 0.

REMARQUE 1.7. Les deux remarques qui suivent seront utilisées & de nom-
breuses reprises dans la suite :
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(i) Si M est un groupe abélien fini, la suite exacte :
0= ,M—M5M-—M/n—0

montre que :
[n M| _

|M /|
(ii) Le lemme du serpent montre que si 0 — M; — My — M3 — 0 est une
suite exacte de groupe abéliens, alors on a une suite exacte :

0— My — My — M3 — My/n— My/n — Ms/n — 0.
Si de plus ,, M1, nMa, nMs, My/n, Ms/n et Ms/n sont finis, alors :

|nM2| _ |nM1| . |nM3|
[Mz/n|  [Mi/n| [Ms/n]

1.3.1 Cas oU ko = C((t))

Nous nous plagons d’abord dans le cas, plus simple, ot kg = C((t)). Le corps k
étant d-local, cela signifie que k est isomorphe & ko((t1))...((tq)).

LEMME 1.8. Pour chaque entier naturel non nul n, Uordre de H*(k, ) est
d+1
n%tt,

Démonstration. On procéde par récurrence sur d. Pour d = 0, comme
C((t))* =2 Z x C[[t]]* et C[[t]]* est divisible, on a C((t))*/C((t))*" = Z/nZ,
et donc le groupe H*(C((t)), tn) est bien d’ordre n.

Supposons maintenant le lemme prouvé pour un certain d, et considérons un
corps (d + 1)-local k avec kg = C((¢)). En notant & le corps résiduel de k, on a
une suite exacte (paragraphe 2 de I'annexe du chapitre II de [Ser94]) :

0 — H'(r, ptn) = H (ki) — H(k,Z/nZ) — 0.

Comme & est d-local, 'hypothése de récurrence impose que |H(x, i, )| = nt,

et donc |H'(k, pn)| = n|H (K, pin)| = nd+2. O

PROPOSITION 1.9. Soient T un tore surk et p son rang. On a alors pour chaque
entier naturel non nuln :

[T (k)|

_ 7 = n_dp
T (k)/nl

Démonstration. e Le lemme 1.8 implique que :

|nGm(k)| - |H0(kaﬂn)| n —d

Cn®)/nl ~ [H R )l H o)

Cela montre que la proposition est vraie pour T' = G,,, et donc aussi pour
tout tore quasi-trivial d’aprés le lemme de Shapiro.
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e On se place maintenant dans le cas général, o T est un tore quelconque.
Soient m un entier naturel non nul et Ty un tore quasi-trivial sur k tels que
I’on ait une suite exacte :

0—>F—>R—-T"x,Ty —0

avec F' un schéma en groupes fini commutatif sur k£ et R un tore quasi-trivial
sur k. Notons pg le rang de R. En passant & la cohomologie et en appliquant
le lemme de Shapiro et le théoréme de Hilbert 90, on obtient une suite exacte :

0 — F(k) = R(k) = T(k)™ x To(k) — H'(k,F) — 0.

Comme F est fini, les groupes F(k) et H'(k, F) sont finis (théoréme 0.4).
En utilisant les deux parties de la remarque 1.7, on déduit alors du lemme
du serpent et de la finitude de F(k) et H'(k, F) que :

(e )’"X WTo(k) _ InR(R)]

T(k)/nl| To(k)/n| — |R(K)/n|
A [nTo (k)] — p—d(pr—pm) [n R(K)| — pn—dp
Or' nous avons montré que G .n R et [R(R) /] n-drr,
puisque Ty et R sont des tores quasi-triviaux de rangs respectifs pr — pm et

|n T (k)|

. . _ o, —dp
pr- On en déduit que T =

O

PROPOSITION 1.10. Soit T un tore de rang p sur k. On a alors pour chaque
entier naturel non nuln :

RO
|T(k7)t0TS/”|

Démonstration. e La propriété est évidente pour T' = G,,. Elle est donc aussi
vraie pour tout tore quasi-trivial.

e On se place maintenant dans le cas général. Soient m un entier naturel non
nul et Ty un tore quasi-trivial sur k tels que 'on ait une suite exacte :

0= F—>R—>T"x,Ty—0

avec F' un schéma en groupes fini commutatif sur k£ et R un tore quasi-trivial
sur k. Comme F(k®) est fini, on déduit une suite exacte :

0 — l?(ks)tors — }{(ks)tors — qﬂnl(ks)tors X Ib(ks)tors — 0-
En passant a la cohomologie, on obtient 'exactitude de :

0 = F(K)ors = R(k)tors — T(E)™ o X To(E)tors — H (k, F(k%)tors)-

tors

Or F(k®)tors est fini. Donc il en est de méme du groupe H*(k, F(k*)tors), et
il existe une suite exacte :

0= F(k)tors = R(E)tors = T(k)pers X To(k)tors — Q — 0,

tors
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ou @ est fini. On déduit du lemme du serpent que :

( [ T(%)] )mx [nTo (k)] [n R (F)|

|T'(k)tors/nl |To (k) tors/nl B |R(K)tors/n|
Or, en notant pg le rang de R, nous avons montré que ﬁ%{% = pPRTPM

TR roreym] = 777 Oncen deéduit que a7 = nf. O

PROPOSITION 1.11. Soit T" un tore de rang p surk. Soitr > 1. On notec,q =0
sir=1¢etcqg= (djfl) st r > 1. Il existe un groupe abélien fini F (qui dépend
de r et de T) tel que :

H"(k,T)2 F & (Q/Z)w".
De plus, si T = Gy, (ou si T est quasi-trivial), alors F = 0.

Démonstration. On procéde en deux étapes :

(A) Montrons d’abord la proposition pour T' = G, en procédant par double
récurrence sur d et r. Pour d = 0, la proposition est vraie par le théoréme de
Hilbert 90 et par dimension cohomologique. Supposons-la donc vraie pour
un certain d > 0, et considérons k un corps (d + 1)-local.

e Pour r = 1, on a bien H'(k,G,,) = 0 par le théoréme de Hilbert 90.
e Pour r = 2, si I'on note & le corps résiduel de k, on a pour chaque n > 1 la
suite exacte (voir le paragraphe 2 de I'annexe du chapitre II de [Ser94]) :

0 — H*(k, i) — H?*(ky ptn) — H'(k,Z/nZ) — 0.
Comme H?(k,pn) = noH*(k,Gyn), H*(k,pun) = oH*(k,Gp) et
|HY(k,Z/nZ)] = n®*! daprés le lemme 1.8, on obtient que
[ H? (k, G| = 0t H? (5, Gpn)| = n (%) = (). On en de-
duit que H2(k, Gp) = (Q/2)("2") d’aprés le lemme 1.2. .

e Supposons que l'on ait montré que H" (k, G,,) = (@/Z)( ) pour un cer-
tain r > 2. On a alors la suite exacte :

0 — H ™ (K, ) = H (k) — H" (K, Z/nZ) — 0.

Par hypothése de récurrence, les groupes H"(k,G,,), H"(k,G,,) et
H™1(k,G,,) sont divisibles, et donc on a H™(k, ) = nH (K, Gp),

H Y k,p,) = nH™ ™k G,) et H'(k,Z/nZ) = H"(k, )

nH"(k,Gp,). On en déduit, toujours a l'aide de I'hypothése de ré-
d+1 d+1 d+2

currence, que |, H™ 1 (k,G,,)| = nGED)+() = n(r+1), et donc que

d
HT™ L (k, Gr) 2 (Q/2)(52).
Cela achéve la démonstration de la proposition pour T' = G,,. Le lemme de
Shapiro montre alors que la proposition est vraie pour tout tore quasi-trivial.
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(B) On se place maintenant dans le cas général. Soient m un entier naturel
non nul et Ty un tore quasi-trivial sur k tels que I'on ait une suite exacte :
0—-F)—R—->T"%x,To—0

avec Fy un schéma en groupes fini commutatif sur k£ et R un tore quasi-trivial
sur k. Notons ppr le rang de R. En passant & la cohomologie, on obtient une
suite exacte :

H"(k,Fy) — H"(k,R) — H"(k, T)™ x H"(k, To) — H" "' (k, Fp).
Comme Fj est fini, on déduit du lemme du serpent que :

( [nH"(k, T)| )m o nH (R To)| _ o H" (K, R)|
[H"(k,T)/n| |H"(k, To)/n| — [H"(k, R)/n]

Par conséquent, comme le rang de Ty est pr — mp :

< |nHT(k/’, T)| )m _ ncr’d(—pR-l-mp)ncT,,i‘pR — pMCrd P
[H" (K, T)/n| ’
et on a % = n4'P. On en déduit que H"(k,T) = F @ (Q/Z)°4*
pour un certain groupe abélien F' tel que, pour chaque premier ¢, la par-
tie {-primaire de F est finie. Soit L une extension finie galoisienne de k dé-
ployant T'. Alors, comme H" (L, G,,) est divisible, un argument de restriction-
corestriction montre que tout élément de [L : k]F est divisible. Par consé-
quent, [L: k|F =0, et F est fini.

O

PRrROPOSITION 1.12. Soit T un tore de rang p sur k. On a alors pour chaque
entier naturel naturel non nuln :

|nH1(k‘, T(k%)tors)] — pld+D)p.
[ H* (K, T'(k*)tors) /7]

Démonstration. Pour T = G,,, on a H'(k, pin) = nH(k, G (k*)tors), et donc
HY(k, G (k®)tors) = (Q/Z)*+! d’aprés le lemme 1.8. La formule est donc vraie
pour les tores quasi-triviaux. En procédant comme dans les propositions pré-
cédentes, on obtient le résultat désiré. O

1.3.2 CAs OU k1 EST UN CORPS p-ADIQUE

On suppose maintenant que kg est un corps fini de caractéristique p (et donc
que kp est un corps p-adique).

PROPOSITION 1.13. Soit T un k-tore de rang p.

(i) Pour chaque entier naturel non nul n non multiple de p :
RGN

T(R) /]
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(i) Pourr € N, i € Z, ¢ un nombre premier différent de p et t €N, on a :

1 sinon.

oo H" (kdig - T(*) @ Z/CZD) [t E)e iy e 41,04 2)
|H" (k, lim o= T'(k*) @ Z/05Z(0) /01|

(#1i) Pour n > 1 non multiple de p et r >3, on a :

WA 4y WH0ST)
)] " TR T

La preuve de la proposition précédente est similaire aux preuves du paragraphe
1.3.1, mais elle est plus technique. C’est pourquoi on ne l'inclut pas ici. Le
lecteur pourra aller voir la fin de la section 1.3 du chapitre 3 de [Izq16b] pour
trouver ladite preuve ainsi que d’autres résultats plus fins.

1.4 VARIETES ABELIENNES
1.4.1 REDUCTION DES VARIETES ABELIENNES

Soient [ un corps complet de valuation discréte et A une variété abélienne sur
[. Notons A le modéle de Néron de A sur I'anneau de valuation de [ et Ag sa
fibre spéciale. Soit AJ la composante connexe du neutre dans Ag. On rappelle
que Ag/A est un groupe algébrique fini et qu'il existe une suite exacte :

0—=Ux;T— Ay — B —0,

ot U est un groupe abélien unipotent, 7" un tore et B une variété abélienne.
Dans le cas ot [ est de caractéristique résiduelle nulle, U est une puissance de
Gg-

DEFINITION 1.14. On dit que A a TRES MAUVAISE REDUCTION si T = 0 et
B=0.

THEOREME 1.15. (THEOREME DE OGG — THEOREME 1 DE [0GG62])
Soient | un corps algébriquement clos de caractéristique 0 et A une variété
abélienne sur l((t)). Soient A le modéle de Néron de A et Ao la fibre spéciale
de A. Soit AY la composante connexe du neutre dans Ag. On considére la suite
ezacte 0 — U x; T — A§ — B — 0 ou U est une puissance de Go, T est un
tore et B une variété abélienne. Soient r la dimension de T, s la dimension de
U ete=r+2s. Alors H'(I((t)), A) = (Q/Z)?9™ A=< En particulier, le groupe
HY(1((t), A) = (Q/Z)?4m A=¢ est nul si, et seulement si, la variété abélienne
A a trés mauvaise réduction.

DEFINITION 1.16. On appellera € I’ENTIER DE OGG de A.
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1.4.2 VARIETES ABELIENNES SUR UN CORPS FINI

Soit F un corps fini de caractéristique p et de cardinal ¢q. Soient £ un nombre
premier différent de p et i un entier relatif. Le but de ce paragraphe est d’établir
la proposition suivante :

PROPOSITION 1.17. Soit A une variété abélienne sur F. On note A{L}(i) le
module galoisien lim o A(F®) @ ZJ07Z(i). Alors le groupe HO(F, A{(}(i)) est
fini et HY(F, A{¢}(i)) = 0.

Démonstration. Supposons que HO(F, A{¢}(i)) soit infini. Comme A(F*);0;s
est un groupe de torsion de type cofini, il en est de méme de HO(F, A{(}(i)).
Cela implique que H°(FF, A{¢}(i)) posséde un sous-groupe isomorphe a Q;/Z,
et donc que A(F*®) posséde un sous-module galoisien isomorphe & Qy/Z¢(—1).
Par conséquent, le module de Tate Ty A(F®) contient Z¢(—i) comme module ga-
loisien. Comme le Frobenius géométrique agit sur Zy(1) par multiplication par
q~!, on déduit que le Frobenius géométrique sur Ty A(F*)®z, Q; posséde une va-
leur propre de module complexe ¢°. Mais 1’accouplement de Weil fournit un iso-
morphisme entre les modules galoisiens Ty A(F*) et H!(A? xpF*,Zy) ®z, Ze(1),
et d’apres les conjectures de Weil (théoréme IV.1.2 de [FK88]), les valeurs
propres du Frobenius géométrique sur H'(A! xp F*, Zy) ®z, Z¢(1) ®z, Q; sont
de module complexe ¢~'/2 : absurde! Donc HO(F, A{¢}(i)) est fini.

Pour établir la nullité de H'(FF, A{¢}(4)), il suffit d’utiliser le théoréme de dua-
lité sur Gal(F*/F) = Z (exemple 1.1.10 de [Mil06]) :

H'(F, A{€}(3)) = liy H(F, - A © Z/€*Z(0))
= lim HO(F, - A* ® Z/C°Z(—i — 1))”
= (lim o HO(F, A{ €} (=i - 1)))"
et la finitude de HO(F, A*{¢}(—i — 1)). O

REMARQUE 1.18. Ce résultat sera notamment utile dans la section 3 afin de
déterminer quand il y a un bon théoréme de dualité pour les groupes de coho-
mologie d’une variété abélienne sur un corps de la forme Q,((¢1))...((ta—1))-

2. VARIETES ABELIENNES SUR C((t))(u)

2.1 ETUDE LOCALE

Le but de cette partie est d’établir un théoréme de dualité pour les variétés
abéliennes sur C((o))((¢1)) (théoréme 2.3). Il s’agit d’un résultat analogue aux
théorémes de dualité pour les variétés abéliennes sur Q,, et sur F,((t)). En fait,
c’est essentiellement le “dernier” cas de corps local de dimension cohomologique
2 non compris, et il se trouve qu’il pose certaines difficultés supplémentaires
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par rapport aux cas déja connus.

On se place donc dans le cas ou k = C((t9))((t1)) (et alors d = 1). Soient
k = C((to)) et A une variété abélienne sur k. Soit A? sa variété abélienne duale,
qui, d’aprés le théoréme de Barsotti-Weil, représente le faisceau M}C (A,Gy,)
(on rappelle que Exty (A, G,,) est le faisceau sur le petit site étale associé & T' —
Exty, . (F,G)). Comme de plus Ext; (4, Gp) = 0 pour r # 1, le faisceau A’
est quasi-isomorphe & RHom, (A4, G,,)[1]. On dispose donc d’un accouplement
A @Y A' — G,[1] dans la catégorie dérivée, d’ott un accouplement (voir le
paragraphe sur les accouplements dans la catégorie dérivée de la section II1.0
de [Mil06]) :

H"(k,A) x H'7"(k,A") = Br k = H*(k,Q/Z(1)) = Q/Z.
Cet accouplement induit, pour chaque entier naturel n, des morphismes
H Yk, A)/n— (o H* " (k,A)P et ,H"(k,A) — (H""(k, A" /n)P.

LEMME 2.1. Pour chaque entier naturel n et chaque entier r, le mor-
phisme H" Y(k,A)/n — (LH?>"(k,A))P est injectif et ,H"(k,A) —
(H="(k, AY)/n)P est surjectif.

Démonstration. L’accouplement de Weil montre que Hom(,, 4, Q/Z(1)) = , A’
On en déduit que, dans le diagramme commutatif :

0——= H"'(k, A) /n ———= H"(k, nA) ————— H"(k, A) ——— 0

| | |

00— (nHQ_T(k, At))D - HQ_T(k,nAt)D I (Hl_T(k’, At)/n)D - 0’
la fléeche verticale centrale est un isomorphisme. Par conséquent,
H =Yk, A)/n  —  (WH?>"(k,A))P  est injectif et ,H"(k,4) —
(H'="(k, AY)/n)P est surjectif. O

Notons A le modéle de Néron de A et Ag sa fibre spéciale. On dispose alors

d’une filtration 49 2 AY D A} de Ao, ou :

e AJ est la composante connexe de I’élément neutre de Ao,

o F'= Ay/AJ est un groupe fini,

° Acl, est de la forme U x T ot U est un groupe additif (c’est-a-dire une puissance
de G,) et T un tore,

e B = AJ/A} est une variété abélienne.

On note € 'entier de Ogg de B.

De méme, on note A* le modéle de Néron de A’ et A} sa fibre spéciale. On

dispose alors d’une filtration Aj 2 AS* D A}* de A, ou :

e AJ* est la composante connexe de 'élément neutre de A3,

o F* = Ay/AS* est un groupe fini,

o Al* est de la forme U* x T* ot U* est un groupe additif et 7* un tore,

o B* = AJ*/Al* est une variété abélienne.

On note €* 'entier de Ogg de B*.
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REMARQUE 2.2. Ainsi, B, B* et toutes les variétés indexées par 0 sont définies
sur K.

THEOREME 2.3. On a une suite exacte :
0— (Q/Z)™™) — HY(k, A) — (H°(k, AP = 0
avec m(A) = 2 - (dim B + dim B*) —e — €*.

REMARQUE 2.4. La multiplication par n sur A’ est étale puisque k est de
caractéristique 0. Donc, d’aprés le théoréme des fonctions implicites (au sens
du théoréme I11.9.2 de [Ser92]), le groupe nA!(k) est ouvert dans A*(k). De
plus, il est d’indice fini puisque la suite de Kummer 0 — ,, A* — A — At =0
montre que c’est un sous-groupe du groupe fini H!(k,, A?). On en déduit que
HO(k, AH)" coincide avec le complété profini de H(k, A?).

Démonstration. La surjectivité du morphisme H'(k, A) — (H°(k, AH)M)P deé-
coule immédiatement du lemme précédent par passage a la limite inductive.
Nous voulons maintenant calculer son noyau V.

D’aprés la propriété universelle du modéle de Néron, on a légalité A(k) =
A(Oy,), ainsi qu’une suite exacte :

0— D — A(Ok) — Ag(rk) — 0.

La surjectivité du morphisme de réduction A(Of) — Ao(x) découle du lemme
de Hensel puisque A est lisse. De plus, D est un groupe abélien uniquement
divisible (paragraphe 3 de [Lan58]). Le lemme du serpent impose donc que :

[A(R)/n| _ [Ao(x)/n]
AR [nAo(r)]

Nous allons maintenant dévisser Ag.

e En exploitant la suite exacte 0 — AY(k) — Ag(k) — F(k), la finitude de
F (k) et le lemme du serpent grace aux deux parties de la remarque 1.7, on
obtient que :

(1)

Ao(w)/n]  |AY(x)/n]
Ao~ TnAL(w)] @

e Comme H!(k,U) = 0 (proposition 1 du paragraphe II.1.1 de [Ser94]) et
H'(k,T) = 0 (puisque d’une part H'(x,T) est d’exposant fini d’aprés le
théoréme de Hilbert 90 et d’autre part c’est un groupe divisible car « est de
dimension cohomologique 1), on a une suite exacte :

0 — U(r) x T(k) = AS(k) — B(r) — 0.
Par conséquent :

[A5(k)/n| _ |B(k)/n| |U(k)/n| |T(x)/n]
nAJR) nB)| WU®) WD (k)]

Or:
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o si m est la dimension de U, on a :

U(R)/n] _ |5 /n] _
WO e

(4)
o la suite exacte de Kummer 0 — ,,7 — T — T — 0 induit une suite exacte :
0— T(k)/n — H (k,,T) = H"(x,T) = 0;
comme X(k,,T) =1et H'(x,T) =0, on a donc :

MD)Wl H s D) [T/
b= X D) = ] T (R)] Wi O

o d’aprés le théoréme de Ogg, on a H'(x, B) = (Q/Z)*4™ B=<: de plus, la
suite exacte de Kummer 0 — ,,B —+ B — B — 0 induit une suite exacte :

0 — B(k)/n — H'(k,,B) — ,H'(x, B) — 0;

étant donné que x(k,,B) =1, on obtient :

i gt B
_ B/l 7 (x, B)| _ |B(R)/nl dim 5 (©)
[nB(x)] [nB(x)] '
On déduit alors de (1), (2), (3), (4), (5) et (6) que :
[A(R)/n] _ 1
lnA(k)| — nZdimB—e’ (7)
On montre de méme que :
|A"(k)/nl _ 1
| At(K)| T p2-dim B —e* (8)
On a alors :
() lrABIH )

|H (K, nA)]|

_ AR H?(k, 2 A)]
|A(K)/n||. H (k, A)|

(2 p2-dim B—e |H2(k, nA)|

(d’apres la théorie de Kummer)

lnH'(k, A)|
. nAt(k
= p2dim Be% (par dualité sur k)
®) 2 (dim B+dim B*)—e—e* Al (k) /n|
lnH(k, A)|
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Comme x(k,,A) =1 (d’aprés la proposition 1.5), on en déduit ’égalité :
|nH1(k, A)l — n2»(dim B+dim B*)—e—€* |At(k)/n|

Par conséquent, |,N| = p?(dim B+dim BY)—c—¢" " Cela étant vrai pour tout n,
comme N est de torsion de type cofini, on a N = (Q/7Z)% (dim B+dim BY)—c—e"

ce qui achéve la preuve avec m(A4) = 2 - (dim B + dim B*) — e — €*. O

REMARQUE 2.5. Comme A et A! sont isogénes (paragraphe 10 de |[Mil86]), on
a:

|A*(k)/n| _ |A(K)/n]

nANR) n AR

pour tout n. Cela montre que 2 - dim B* — e* =2 -dim B — ¢, et donc m(A) =
2(2-dim B —¢)

COROLLAIRE 2.6. (i) Si A a bonne réduction, alors m(A) =4-dim A —2e. Si
de plus B a bonne réduction, alors m(A) =4-dim A, et il y a donc une suite
exacte de groupes de torsion de type cofini :

0 — (Q/Z)+4mA 5 HY(k, A) — (H°(k, AHYMP = 0.

(i1) En général, on a un isomorphisme H(k, A) = (HO(k, A*)M)D.
(iii) Le morphisme H'(k,A) — (H®(k, AH)")P est un isomorphisme si, et
seulement si, B a trés mauvaise réduction.

Démonstration. (i) Si A a bonne réduction, alors dim B = dim A. Si de plus
B a bonne réduction, alors ¢ = 0. Il suffit donc d’appliquer le théoréme et la
remarque précédents.

(ii) Notons f le morphisme H'(k,A) — (H°(k, AY)")P qui apparait dans
la suite exacte du théoréme 2.3. Le morphisme induit g : HY(k, A) —
(HO(k, At)M)P est surjectif. Montrons qu'’il est injectif. Soit = € Ker(g).
Soit y € H'(k, A) un rélévement de z. Alors f(y) est divisible : pour chaque
n > 0, il existe z, € (H°(k, A)M)P tel que y = nz,. Soit y, € H'(k, A)
tel que f(yn) = zn. Alors y — ny,, € Ker(f). Or d’apreés le théoréme 2.3, le
groupe Ker(f) est divisible. Il existe donc v, € Ker(f) tel que y —ny, = nv,.
Cela étant vrai pour tout n, I'élément y de H'(k, A) est infiniment divisible,
et donc x = 0. Cela prouve que g est un isomorphisme.

(iii) C’est une conséquence immédiate du théoréme 2.3.

O

Dans certains cas, il est possible d’expliciter le noyau de H!'(k,A) —
(HO(k, AH)™)P. Pour ce faire, il convient d’établir quelques résultats prélimi-
naires :

LEMME 2.7. Le morphisme naturel H(Og, A) — H'(k, A) est injectif d’image
le sous-groupe HY (k™" [k, A(k"")) de H'(k, A).

DOCUMENTA MATHEMATICA 22 (2017) 297-361



VARIETES ABELIENNES SUR LES ... 319

Démonstration. Notons g : Spec k — Spec Oy et i : Spec kK — Spec O.
Comme A = g, A (d’aprés la propriété universelle du modeéle de Néron), il
suffit de remarquer que :

HY (O, A) = HY (O, . A) = H' (k,i* g A) = H* (k™" [k, A(k™))

ot le deuxiéme isomorphisme découle de la proposition II.1.1 de [Mil06] et le
troisiéme de lexemple 11.8.1.9 de [Tam94]. O

PROPOSITION 2.8. Soit £ un nombre premier ne divisant pas | F|.
(i) Les groupes A(k™) et AY (k™) sont {-divisibles.

(ii) Il existe un morphisme fonctoriel injectif

(TeH' (O, A))P = (Wm H (K™ [k, or A (K"7))) P

Démonstration.

(i) Montrons d’abord que A(k"") est ¢-divisible. Dans la suite exacte :
0 — U(k*) x T'(k*) = AJ(k*) — B(xk*) — 0,

le groupes U (k*), T'(k*) et B(k*®) sont divisibles. On en déduit que AJ(x*) l'est
aussi. Ainsi, dans la suite exacte :

0 — AJ(K®) = Ag(k*) — F(k*) — 0,

le groupe AJ(k®) est divisible et le groupe F(k*) est (-divisible (puisque ¢ ne
divise pas |F'|). On en déduit que Ag(x°) est ¢-divisible. Finalement, on sait que
A(k™) = A(Onr) et qu'il existe un morphisme surjectif A(Ognr) — Ao (k%)
a noyau divisible. Comme Ag(x®) est ¢-divisible, cela prouve que A(k™") est
{-divisible.

D’aprés le paragraphe IX.11.3 de [SGAT], on a |F*| = |F|. On en déduit que ¢
ne divise pas |F*| et donc que le groupe A*(k"") est {-divisible.

(ii) D’apreés (i), on a une suite exacte :
0 — o AYE™) — AY(E™") — AY(E™) — 0.
Elle induit une suite exacte en cohomologie :
0 — AY(k) /0" — H (K" [k, ¢ AY(K™)) — o HY (K™ [k, AL(K™")) — 0.

Comme o HY(K"" [k, AL (k")) et HY (k™" [k, - AY(k™")) sont finis (puisque ce
sont des sous-quotients de H'(k,,A)), en passant & la limite projective, on
obtient une surjection lim HY(E" [k, o AYK™)) — TyHY(E™ [k, AYE™T)).
En dualisant et en utilisant le lemme 2.7, cela permet de réaliser
(T, HY (k™ [k, AL (k")P = (TyHY(Of, A*))P comme un sous-groupe de
(m H (k™ [k, ¢ A (k7). 0
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LEMME 2.9. On obtient un isomorphisme :

v HO(K™ [k, HY (K™, A)){€) — (Jm H (k™" [k, ¢ A*(K"7)))P

par composition des isomorphismes naturels :

HO(K™ [k, HY (K", A){€} = lim HO (kK™ [k, o H' (k"7 A)) 9)
< lim HO(K"™" [k, H' (k™" ¢ A)) (10)
= @Ho(knr/k,ert(k”T)D) (11)

= (lim HY (K™ [k, - A"(K™))) P (12)

Démonstration. Décrivons les quatre isomorphismes précédents.

L’isomorphisme (9) est évident.
La suite exacte 0 — oA — A — A — 0 induit une suite exacte en cohomo-
logie :

0— A(K™) /07 — H*(k™, pr A) — o H (K", A) — 0.

Le lemme 2.8(i) montre alors que le morphisme H (k™" pr A) — ¢ H* (K", A)
est un isomorphisme. Cela fournit I’isomorphisme (10).

Le groupe Gal(k®/k™) est isomorphe & 7. Comme 4 At = Hom(,r A, G,p),
Pexemple 1.1.10 de [Mil06] montre alors que I’on a un accouplement parfait
de groupes finis :

e AN ™) x HY (K™ 0r A) — Q/Z.
Cet accouplement induit un isomorphisme :
HY (K" 0 A) =5 AL (KD,

Cela fournit I'isomorphisme (11).
Le groupe Gal(k"" /k) est isomorphe a Z. L’exemple 1.1.10 de [Mil06] montre
alors que 'on a un accouplement parfait de groupes finis :

Ho(knT/k,gTAt(k/’nT)D) % Hl(knT/k,gTAt(k’nT)) — @/Z
Cet accouplement induit un isomorphisme :
HO(K™ [k, e AYK™)P) S5 HY (K™ Ky or AY(E™))P.

En passant & la limite inductive sur r, on obtient 'isomorphisme (12).
O

Nous sommes maintenant en mesure d’introduire la définition suivante :
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DEFINITION 2.10. Soit ¢ un nombre premier ne divisant pas |F|. On appelle
{-GROUPE DE COHOMOLOGIE NON RAMIFIEE SYMETRISE DE A le groupe :

H (kA 0) := (1p 0 Res) (T, H* (O, A*))P) C H(k, A){¢}

ot Res : HY(k, A) — HO(k™ [k, H (k™" A)) désigne la restriction et v, ’iso-
morphisme du lemme 2.9.

REMARQUE 2.11. Le /¢-groupe de cohomologie non ramifiée symétrisé de A
est bien défini quel que soit £ lorsque F' est trivial, c’est-a-dire lorsque Ag est
connexe.

PROPOSITION 2.12. On a une suite exacte naturelle :
0 — HY O, A){t} = HL (kA 0) = (T, HY (O, A*))P — 0.

Démonstration. La suite exacte : 0 — »A(K") — AK™) — A(K™) — 0
induit une suite exacte en cohomologie :

0 — HY(K™ [k, A(K™)) /07 — H2(K™, ¢ A(K™)) — o H2(K", A(E"™)) — 0.

Comume le groupe Gal(k™" /k) = 7 est de dimension cohomologique 1, le groupe
H2(k™, ;- A(k™)). 1l en est donc de méme de H? (k™ /k, A(k"")){¢} = 0.

Par ailleurs, comme la dimension cohomologique de k™" est au plus 1, la suite
spectrale de Hochschild-Serre H" (k™" /k, H(k"", A)) = H"*5(k, A) dégénére
en une suite exacte :

0— HY(E"™ [k, A(k"")) — H'(k, A) —
— HO(k™ [k, HY (™", A)) — H*(K"" [k, A(K"™")) — ...
On en déduit que la restriction :
Res: H'(k, A){¢} — H(K"" /k, H'(k"", A)){¢}

est surjective et que son noyau est H*(k"" /k, A(k"")){¢} = H' (O, A){¢}. Cela
prouve que :

Ker(iy o Res) = H' (O, A){¢}
Im(Lg 9 Res) = (Tng(Ok, .A*>>D

REMARQUE 2.13. La suite exacte :

0— HY (O, A{t} = H (kA 0) = (T H (O, A)P =0

T8

s’'identifie a la suite exacte de groupes abstraits :

0 = (Qe/Ze)™ ™72 = (Qu/Ze)™ ™ — (Qe/Ze)™ M/ — 0.
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Démonstration. 1l suffit de montrer que H'(Ok, A){¢} et H'(Oy, A*){¢} sont

isomorphes & (Q/Z;)™A)/2,

On remarque que H'(Oy, A){¢} est isomorphe & H'(k, Ag){¢}. Or :

e la suite exacte 0 — A3 — Ay — F — 0 induit un isomorphisme
H'(k, Ag){¢} = H'(r, A3){¢} puisque ¢ ne divise pas |F|,

e la suite exacte 0 — U x T — A) — B — 0 induit un isomorphisme
H(k, A5){¢} = H'(k, B){¢} puisque H'(k,U x T) = H?(k,U x T) = 0.
Ainsi H'(O, A){f} est isomorphe & H!'(x,B){{}, qui est isomorphe a

(Q¢/Z¢)™ /2 Qapreés le théoréme de Ogg.
De méme, HY (O, A*){f} s’identifie & (Qg/Z¢)™A)/2. Mais m(A) = m(A")
d’aprés la remarque 2.5, et donc H (O, A*){€} = (Q¢/Z¢)™M)/2, O

THEOREME 2.14. Pour ¢ premier ne diwisant pas |F|, la partie {-primaire du
noyau de H'(k, A) — (H°(k, AP est H} . (k, A, ().

nrs

Démonstration. Considérons le diagramme suivant :
limg HO(k™" [k, o H' (K", A))

Res f1
H'(k, A){¢} lig HO(k" [k, H'(K"", ¢ A))
f3
f2
iy 1" (k. -4)

R

fa \Lff) fe

(lim H' (k, ¢ A)P
fs
f7z

(HO(k, A)©)P (i H* (K™ [k, o A" (™))

\
f

9

/
\

(O™ [k, A (k"))
ol le morphisme fg est obtenu par composition des isomorphismes
limg HO (k™" [k, H (K", or A)) =

i HO(R™ [, (o AT (K™)P) 5 T (6" [, gAY (7))

T T

provenant de la dualité pour la cohomologie du groupe profini Gal(k®/k™") =
Gal(k™ /k) = 7 (voir 'exemple 1.1.10 de [Mil06]). On vérifie aisément que ce
diagramme est commutatif.

Soit maintenant = € ,H'(k, A). Comme f est surjectif, on peut relever x
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en z € H'(k,¢A). On remarque alors que f3(z) = f; *(Res(z)). Donc, par
définition de ¢y :

fo(te(Res(x))) = fo(fe(fi ' (Res(x))) = fo(fe(f3(2)))
= fo(fs(f5(2))) = f2(f5(2)) = fa(z).

On en déduit que x € Ker(fy) si, et seulement si,
te(Res(x)) € Ker(fo) = (ToH' (O, A"))".
O

REMARQUE 2.15. Pour ¢ divisant |F|, le noyau de H'(k, A) — (H°(k, AH)")P
ne contient pas forcément H'(Oy, A){(}.

Par exemple, supposons que ¢ divise |F'(k)| et que A a trés mauvaise réduction.
Dans ce cas, d’aprés le théoréme 2.3, le morphisme H'(k, A) — (H°(k, AH)")P
est injectif. Montrons par contre que H' (O, A){¢} est non trivial. On sait que
le groupe H* (O, A){{} est isomorphe & H!(kx, Ag){¢}. De plus, la suite exacte
0 — AY — Ag — F — 0 induit une suite exacte de cohomologie :

H'(k, Ag) — H'(k, F) — H?(x, AJ).

Comme & est de dimension cohomologique 1, le groupe H?(k, A}) est trivial
et H'(k, Ag) se surjecte sur H'(k, F'). De plus, d’aprés la proposition 1.7.7(i)
de [NSWO08|, on a |H!(k, F)| = |F ()| et donc ¢ divise |H!(k, F)|. Cela prouve
que H'(k, Ag){¢} est non trivial. Il en est donc de méme de H'(Oy,.A){¢}. On
en déduit dans ce cas que le noyau de H'(k, A) — (H°(k, A")")? ne contient
pas H'(Oy, A){(}.

En fait, pour ¢ divisant |F|, il semble difficile de caractériser la partie ¢-primaire
du noyau de H'(k, A) — (H°(k, A)")P : en particulier, il serait intéressant de
déterminer si elle contient forcément H(Oy, A){¢}giv-

Pour alléger les notations dans la section suivante, nous noterons :

H%TS(/{:,A) = @ Hirs(k’Aaf)'
INF|=1

C’est le groupe de torsion dont la partie (-primaire est H}  (k, A,¢) si £ ne
divise pas |F|, triviale sinon.

2.2 ETUDE GLOBALE

Supposons maintenant que k = C((¢)) (et donc que d = 0). Soient A une
variété abélienne sur K = k(X) et A’ sa variété abélienne duale. Le but de ce
paragraphe est d’établir un théoréme de dualité a la Cassels-Tate pour A : plus
précisément, nous voulons déterminer, sous certaines hypothéses géométriques
et modulo divisibles, le dual du groupe de Tate-Shafarevich I11*(A).

Pour chaque v € X notons :
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e A, le modéle de Néron de A sur O,,

e [, le groupe algébrique fini des composantes connexes de la fibre spéciale de
A’Ua

e B, la variété abélienne qui apparait dans la filtration de la fibre spéciale de
Ay

Notons aussi U l'ouvert de bonne réduction de A, de sorte que le modéle de

Néron A de A sur U est un schéma abélien. Soit A’ le schéma abélien dual.

Fixons maintenant un nombre premier ¢ et faisons ’hypothése suivante :

(H 2.16)¢ pour chaque v € X \ U, au moins l'une des deux affirmations
sutvantes est vérifiée :
e ( ne divise pas |F,|,
e B, a trés mauvaise réduction.

REMARQUE 2.17. Etant donnée une variété abélienne A, I’hypothése précédente
est vérifiée pour presque tout ¢. Par conséquent, les résultats que nous allons
montrer sont vrais pour presque tout /.

Soit Z 'ensemble des v € XV tels que B, a trés mauvaise réduction. Pour
chaque ouvert V' de U, on introduit les groupes suivants :

I}, (V, A) ==

Ker (Hl(K,A)—> I (5., 4)x ] HI(KWA)/H}W(KWA))>,

vEX\V vev®)
II,,,,(V, A") :=

Ker | H'(K, A" —» [ H'(K.,,A)x [] H'(Ku,A")/Hpo(Ky, AY)
vEZ\V veX\(VUZ)

x [[ H'(Kw, A/ Hy (K0, AY) ]

vevV (D)
I, (A") =

Ker | H'(K,A") = [[ H' (Ko, Ay x [  H'(Kuw, AY)/Hppo (Ko, AY)
veEZ vex(M\z
Ici, H} (K., A) désigne H(0,, A,) = HY (K /K,, A(K"")).

REMARQUE 2.18. e L’intersection Z N U n’est pas forcément vide.

e Bien sir, le groupe 111}, (A?) contient :

II'(A") :=Ker | HY(K, A") —» [[ H'(K,, A"
veX @)
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e Pourv € ZNV, on a H: (K,,A") = 0 et pour v € V(N \ Z, le groupe
H} (K,, A"){l} est contenu dans H},  (K,, A){¢}. On en déduit que :

nrs At {f} - U mnra V At){g}
VCU

Fixons V un ouvert non vide de U. On rappelle que I'on a une suite exacte
longue :

o HI(V,A) = H'(VA) = D H'(Ky, A) — ..., (13)

veEX\V

appelée suite exacte de localisation. Elle découle de la suite exacte (4.1) de
[CTH15] et du lemme 2.7 de [HSz05]. Certains des lemmes qui suivent sont
similaires a certains lemmes de la section I1.5 de [Mil06].

LEMME 2.19. (i) Pourr >0, le groupe H"(V, A) est de torsion de type cofini.
(ii) Le groupe H2(V, A) est de torsion de type cofini.

Démonstration. (i) On note g le morphisme Spec K — V. Par propriété uni-
verselle du modéle de Néron, A représente le faisceau g.A sur V. On peut
alors écrire la suite spectrale de Leray :

H"(V,R°g,A) = H"5(K, A). (14)

En calculant les tiges de R®g,A grace au théoréme I11.6.4.1 de [Tam94], on
prouve aisément que, pour s > 0, le faisceau R°g.A est de torsion. En par-
ticulier, le groupe H"(V, R*g.A) est de torsion pour r > 0 et s > 0. Il en
est bien str de méme de H" (K, A) pour r > 0. On déduit alors de la suite
spectrale (14) que le groupe H"(V, A) = H"(V, R%g.A) est bien de torsion.

Reste a prouver que , H"(V,.A) est fini pour chaque n > 1. La suite exacte :

0, A—>A—>A—0.

montre que ,H"(V, A) est un quotient de H"(V,,.A). Or ce dernier est fini
(proposition 2.1 de [Izql6a]). Donc ,H"(V,.A) est fini, et H"(V,.A) est de
torsion de type cofini.

(ii) La suite exacte de localisation (13) s’écrit :

e @ YK,,A) — H*(V,A) — H*(V, A) —
veX(MW\V

Comme le groupe H?(V, A) et les H'(K,, A) sont de torsion de type cofini,
on conclut que H2(V, A) est de torsion de type cofini.
O

LEMME 2.20. Il existe des suites exactes :

0 — HO(V,A") @z Qe/Ze — H'(V, A{(}) - H'(V, A){£} -0,

DOCUMENTA MATHEMATICA 22 (2017) 297-361



326 DIEGO IZQUIERDO

0— HV,AY - HX(V, T, A) — T,H?(V, A) — 0.

Ici, HY(V, AY{(}) et HX(V, T, A) désignent lim HYV, ;n AY) et lim H2(V,mA)
respectivement.

Démonstration. e Pour chaque entier naturel r, en utilisant la suite de Kum-
mer

0— At =5 A 5 A -0,
on dispose d’une suite exacte :
0— HY(V,A) /" — HY(V, ;r AY) — o HY(V, A") — 0.
En prenant la limite inductive, on obtient la suite exacte :
0— HO(V, A") @7 Q¢/Z¢ — HY(V, AH{L}) = HY(V, A){} — 0.

e Toujours grace a la suite exacte de Kummer, cette fois-ci appliquée a A, on
dispose d’une suite exacte :

0= Hy (V,A)/0" = HX(V, e A) = ¢ HZ(V, A) = 0

pour chaque entier naturel r. Le groupe H2(V, ;. A) étant fini (proposition 2.1
de [Izq16a]), en passant a la limite projective, on obtient une suite exacte :

0— HNV, AW — H2(V, T, A) — T,H(V, A) — 0.

LEMME 2.21. Il existe un accouplement canonique :
HY(V, A{}) x HE(V, TvA) — Q/Z
qut est non dégénéré.

Démonstration. La proposition 2.1 de [Izql6a| fournit pour chaque r» > 0 un
accouplement parfait de groupes finis :

HY(V, ¢ A') x HZ(V, r A) — Q/Z.
Il suffit alors de passer & la limite pour obtenir un accouplement non dégénéré :
HY(V, A0} x H(V, TeA) — Q/Z.
O

REMARQUE 2.22. D’aprés la proposition 2.1 de [CTH15], le groupe H2(V, G,,)
est isomorphe & Q/Z. En utilisant la formule de Barsotti-Weil qui identifie A*
a m%/(fl, Gy) et en se rappelant que le faisceau Homy (A, G,,) est nul, on
obtient un accouplement canonique A* @ A4 — Gnn[1], qui induit donc un
accouplement :

HYV, A" x HX(V, A) — H3(V,G,,) = Q/Z. (15)
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Posons maintenant :

DYV, A) =Im(H}(V, A) — H (V, A)),

D), (VA =Ker | H'(V, A » @ H'(K,, A") @
veEZ\V

@ @ Hl(KU’At)/H}Ws(K’U’At))
veX\(VUZ)

Ce sont bien sir des groupes de torsion de type cofini (c¢f lemme 2.19). On
remarquera que la suite exacte de localisation (13) montre que 'on a aussi :

D'(V,A) =Ker(H'(V,A) » @ H'(K.,A)).
veX\V
LEMME 2.23. (i) La suite suivante est exacte :
0— H'(V,A) » H'(K,A)—» [] H'(K]",A).
vev®

(ii) L’application naturelle H'(V, A) — H(K,A) induit un isomorphisme
Dl(V’ A) g LH’}‘LT(V’ A)'
(iii) L’application naturelle H*(V, A') — HY (K, A') induit un isomorphisme

D, (V,A") =TI, (V, A,
Démonstration. (i) Soit g : Spec K — V. La suite spectrale de Leray s’écrit :
H"(V,R°g.A) = H""5(K, A).
Cela fournit alors une suite exacte courte :
0— HY(V,A) — H'(K,A) — H°(V, R'g, A).

Soit P un ensemble de points géométriques tels que, pour tout v € V,
il existe un unique élément de P d’image v. Le faisceau R'g.A s’injecte
dans [],cpusu*R'g.A, et donc le groupe HY(V,R'g,A) s’injecte dans
[Tucp ust* R g A(V) = [T e (R'9:A)s = [1ep 0y H (K", A). On obtient

par conséquent une suite exacte :

0= H'(V,A) —» H'(K,A) —» [[ H'(&}",A).
veV (1)

(ii) Cela découle aisément de (i) et de la suite d’inflation-restriction :
0— H).(Ky, A) » H'(K,, A) = H' (K", A),

pour v € V1,
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(iii) Cela découle aisément des suites exactes :

0— H'(V,A") - H(K, A" — [ H'(x}", A",
eV @)
0— H,, (K, A") — H'(K,,A") - H'(K}", A").

O

Afin d’établir un théoréme de dualité pour les groupes de Tate-Shafarevich, il
convient donc d’établir un théoréme de dualité pour les groupes D(U, A) et
Dy (V, AY) -

PROPOSITION 2.24. Il existe un accouplement canonique :

D}y (V, A} x DYV, A){{} — Q/Z
qut est non dégénéré.
Il convient d’établir préalablement le lemme suivant :

LEMME 2.25. La suite :

P H(K,, AW - H(V,AHY = D'V, AP =0
veX W\V

est exacte.

Démonstration. D’aprés la suite exacte de localisation (suite (13)), nous dis-
posons d’une suite exacte :

P H(K., A) = H(U,A) — D' (U, A) 0,
veXMW\V

d’oul des suites exactes pour tout 7 :

P H(K.,, A/~ H(U,A)/C"— D'(U,A) /" — 0.
veX (W\V

En passant a la limite projective on obtient ’exactitude de :

P HUK, AW — H(V,AHY - DV, A 0.
veXM\V

Démonstration. (De la proposition 2.24)
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e D’aprés le lemme 2.21, nous disposons d’un isomorphisme :
[ HY(V, A} = HA(V, T, A)P.

De plus, 'accouplement (15) de la remarque 2.22 induit pour chaque entier
naturel n un accouplement :

e HY(V,AY) x He (V. A) /0" — Q/Z
Par passage a la limite, on obtient donc un accouplement :
HY (VAN {6} x HY(V, A)Y — Q/Z,

qui induit un morphisme g : HY(V, A){¢} — (H}(V, A)®)P. Les mor-
phismes f et g s’insérent dans un diagramme commutatif a lignes exactes :

0= HO(V, A") @2 Q/Z¢ — H'(V, A{t}) — H'(V, A){{} —0

jl fl! 9l
0 —= (TyHZ2(V, A))P —— (H2(V, T, A))P — (H}(V, A)D)P —0,
(16)

ou j est I'unique morphisme qui fait commuter le diagramme. Cela montre
que g est surjectif.

De plus, nous disposons aussi d’un autre diagramme commutatif & lignes
exactes :

0— D}

nrs

(V. ANt} — HN(V, AD{¢}

w
zl/ gi hl
0= (DM (V, A) )P — (HL(V, A))P = B, x\y (HO (K, A)D)P,

(17)

ol :

W= @ H(K,A) e
veEZ\V
o D HU(K,AN/Hy, (K, AL},
veX\(VUZ)

o h est induit par le morphisme H!(K,, A') — (H°(K,, A)")P qui a été
étudié dans la section 2.1. On sait que c’est un isomorphisme d’aprés le
corollaire 2.6(iii), le théoréme 2.14 et 'hypothése (H 2.16),,

o 1 est I'unique morphisme qui fait commuter le diagramme.

Comme g est surjectif et h est un isomorphisme, ¢ est surjectif. Nous allons
a présent calculer Ker().
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e Pour ce faire, remarquons que le groupe (TyH2(V, A))? est divisible (puisque
TyH?(V, A) est un Zy-module de type fini sans torsion). Il en est donc de
méme de Coker(j). Or en utilisant les diagrammes (16) et (17) et le lemme
du serpent, on obtient des isomorphismes :

Ker(i) 2 Ker(g) = Coker(y).

On en déduit que Ker(7) est divisible.
Mais comme D'(V, A) est de torsion de type cofini, le groupe D*(V, A)®) est
fini. Cela implique que Ker(4) est forcément le sous-groupe divisible maximal

de DL, (V, A"){¢}, et on a bien un accouplement non dégénéré :

Dy (V, AD{E} x DYV, A){} — Q/Z.

Nous sommes maintenant en mesure d’établir le théoréme suivant :

THEOREME 2.26. On rappelle que k = C((t)) et que K = k(X) est le corps
des fonctions de la courbe X. On rappelle aussi que A est une variété abélienne
sur K et que V est un ouvert non vide de X contenu dans l'ouvert de bonne
réduction de A. On suppose (H 2.16),. Alors il existe un accouplement non
dégénéré de groupes finis :

05, (V, AD{€} > T, (V, A){¢} — Q/Z.

De plus, 1L (V, At) et 1} (V, A) sont de torsion de type cofini.

nrs

Démonstration. La dualité découle immédiatement de la proposition 2.24 et du
lemme 2.23. La nature des groupes 111} . (V, A) et II1},.(V, A) vient du lemme
2.23 et du fait que D'(V, A) et D} (V, A!) sont de torsion de type cofini. O

nrs

COROLLAIRE 2.27. On rappelle que k = C((t)) et que K = k(X)) est le corps des
fonctions de la courbe X . On suppose (H 2.16)y. Alors il existe un accouplement
non dégénéré de groupes finis :

I3, (AN){€} x T (A){f} — Q/Z.

Démonstration. Pour V. C V'’ deux ouverts de U, on remarque que
Il (v, A){¢} et HTIL (V' A){¢} sont des sous-groupes du groupe de tor-
sion de type cofini II. (U, A){¢} tels que I} (V, A){¢} C 0L, (V' A){¢}.
Comme toute suite décroissante de sous-groupes d’un groupe de torsion
de type cofini f-primaire est stationnaire (Lemme 3.7 de [HSz16]), on en
déduit qu’il existe un ouvert non vide Vy de U tel que, pour tout ouvert
non vide V de Vp, on a I} (V, A){¢} = 1}, (Vo, A){¢}. Cela implique que
L, (Ve, A){£} = T} (4){¢}.

Par ailleurs, on remarque que, pour V C V' deux ouverts non vides de Vj,
on a WIIL (V,A){¢} = 1} (V', A){¢}, et donc d’aprés le théoreme 2.26, le
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morphisme naturel IIIL (V' A {¢} — HIL _(V, At){{} est un isomorphisme.
On a alors un diagramme commutatif & lignes exactes :

0 — Iy, (V', A){}ain — I, (V/, AO){} = TIIL, (V/, AD){¢} =0

7717‘5(
(V. A {€} gz —= L, (V, A {0} — 0L, (V. AD){¢} =0
Comme TIT},,  (A){¢} = Uy cy, ;,5(V; A'){€}, en passant a la limite induc-
tive, on obtient que linjection naturelle IHW&(VO,At){E} — MIL,. (AH{¢}
induit un isomorphisme IIIL  (Vo, AH){¢} = I, (AY){¢}/Dy ou

Do = lim LH}WS(V AY){l}4ip- Une limite inductive de groupes divisibles

étant d1v1s1ble Dy est un sous-groupe divisible de III.,  (A"){¢}. De plus,
comme le groupe IIIL  (Vp, A){¢} est de torsion de type cofini, le groupe
a1}, . (Vo, A){¢} est fini et donc Dy est forcément le sous- groupe divisible
maximal de I} (A"){¢}. Par conséquent, 1L (Vo, AH){¢} = IL,  (A*){¢}
et, le théoréme 2.26 permet de conclure qu’il existe un accouplement non

dégénéré de groupes finis :

0 — III!

nrs

AN} x TITH(A){¢} — Q/Z.

nra(

On peut aussi obtenir un énoncé symétrique en A et A? :

COROLLAIRE 2.28. On rappelle que k = C((t)) et que K = k(X) est le corps
des fonctions de la courbe X. On suppose (H 2.16); et on note i : II'(A) —
1L, (A) (resp. it : T (AY) — I, (A?)) Uinjection canonique. Alors il existe

nrs nrs
un accouplement non dégénéré de groupes finis :

I (AY){ /(i) 7 (UL, o (AT {Chai) < T (A){€} /i~ (I, (A) {C}aiv) — Q/Z.

Démonstration. Grace au corollaire 2.27, il suffit de montrer que le diagramme :

0n, (AN{e} < I (A){ —Q/Z

R

I (AN{¢y  » OIL, ({0 —Q/Z

commute. On définit des accouplements CT et CT' par les diagrammes sui-
vants :

CT: Ml (AH{¢} x IO (A} ——Q/Z

H ]

O (A9{¢}  » IL, (A){6} —=Q/Z,
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O, (AN{¢) x T(A){) —=Q/Z
|
T Hll(jlt){é} x H T (A) {6} — Q/Z.

Pour établir la commutativité de (18), il suffit de montrer que CT et CT" coin-

cident. En procédant comme dans le corollaire 2.27, on choisit un ouvert V' de
U tel que DY(V, A){¢} = ' (A){¢} et D*(V, A){¢} = HOI*(A}){¢}. Puis en
procédant comme pour la proposition 2.24, on a des diagrammes commutatifs :

0 —— D'(V, A){¢} H(V, A){} Doex\v 7' (Ko, A){0}
0——= (DY(V.ANO)P —— (HL(V, A) )P —— @ x\v (H (K, AN )P
0—>D1(Va At){f} Hl(Va At){g} ®UEX\V Hl(KU’At){g}
0 ——= (DN (V, )P —— (H} (V. A))P — D x\v (H (Ko, A))P

On vérifie alors aisément que CT est induit par j et que CT? est induit par j*.
Il suffit donc d’établir le lemme qui suit. O

LEMME 2.29. Soient r,s > 0. On a un diagramme commutatif au signe prés :

H'(V,A) x H3V,A") —— H5(V, Aol A)

l | | )

H"(V,A) x H3V,A") — HH5(V, Aol At).

Démonstration. On note j : V — X I'immersion ouverte et on fait les identifi-
cations suivantes :

H(V, A) = Hompx)(Z, jiAlr]),  HE(V,A") = Hompx)(Z, jiA[s]),
H"(V,A) = HomD(V)(Za Alr]), H*(V, At) = HomD(V) (z, A [s]),
H{*(V, A®Y A') = Homp(x)(Z, ji(A &% A')[r + s]),
ou D(U) et D(X) désignent les catégories dérivées de faisceaux étales sur U et
sur X respectivement. La commutativité de (19) revient alors & montrer que,

si @ € Hompx)(Z, jAlr]) et f € Homp x)(Z,j1A'[s]), alors le diagramme
suivant commute dans D(X) :

~

7 = NA[7] = (A Y JZ)[r]
lﬁ ljvj*ﬂ
JAs) — (LAt @ §iZ)[s] 21% (LA @Y LAY [ + 8],
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Mais cette commutativité est évidente, ce qui achéve la preuve. O

EXEMPLE 2.30. e Les variétés abéliennes ayant bonne réduction partout véri-
fient les hypothéses des corollaires précédents. C’est par exemple le cas des
variétés abéliennes définies sur k.

e Supposons que X = P}, c’est-a-dire que K = C((¢))(u). La courbe elliptique
d’équation y? = 3 + u vérifie les hypothéses des corollaires.

3. DUALITE LOCALE SUR Q,((t))

Le but de cette partie est d’établir un théoréme de dualité pour les variétés
abéliennes sur un corps 2-local a corps résiduel p-adique. On fixe donc un
nombre premier p ainsi qu’un corps p-adique k1 de corps résiduel kg et on pose

k= ki((t))-

Soit A une variété abélienne sur k. Posons (A = Ext;(A,Z/nZ(2)) pour

chaque entier naturel n non nul et notons A = hgn (n) A

REMARQUE 3.1. En tenant compte de la formule de Barsotti-Weil, il serait plus
naturel de considérer Ext; (A, Q/Z(2)) au lieu de A. Il se trouve en fait que ces
deux faisceaux coincident (voir 'annexe du chapitre 3 de [Izq16b]).

Comme la multiplication par n sur A est surjective, la multiplication par
n sur le faisceau de n-torsion Hom, (A,Z/nZ(2)) est injective, et donc
Hom, (A,Z/nZ(2)) est nul. Cela fournit un morphisme naturel dans la caté-
gorie dérivée (n)ﬁ — RHom,, (A, Z/nZ(2))[1], d’ott un morphisme :

AR (WA = Z/nZ(2)[1].
Ce morphisme induit alors un accouplement :
H"(k, A) x H* 7" (k, (n)A) — H3(k,Z/nZ(2)) = Z/nZ,

ott 'isomorphisme H?(k,Z/nZ(2)) = Z/nZ vient du théoréme 1.2.17 de [Mil06].
En passant a la limite inductive sur n, on obtient un accouplement :

H' (k, A) x H*™"(k, A) — H*(k,Q/Z(2)) = Q/L. (20)
Nous voulons déterminer sous quelles conditions cet accouplement induit un

isomorphisme H"(k, A) = H*~"(k, A)D.

3.1 DUALITE MODULO DIVISIBLES
LEMME 3.2. Soit n € N non nul. On a légalité :
(A = Hom, (, A, Z/nZ(2)) = nA' @ i
et la multiplication par n sur A induit une suite exacte de faisceauz :

0= A=A Ao
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Démonstration. La suite exacte courte 0 — ,A4 — A - A — 0 induit une
suite exacte :
Homy, (A, Z/nZ(2)) — Homy, (n A, Z/nZ(2)) = (A 2 (1) A.
Comme Hom, (A, Z/nZ(2)) = 0 et , A = Hom, (A, u1,,), on en déduit que :
(mA = Homy (, A, Z/nZ(2)) = A @ i,

Cela impose aussi que A= h_n)ln At @ . Comme A!(k%)iors est divisible,
cela montre immeédiatement que la multiplication par n sur A induit une suite
exacte de faisceaux : 5 B ~
0= A=A A-0.
O

Cela montre que (n)ﬁ est la n-torsion de A. On notera donc par la suite , A au
lieu de (n)/i

Remarquons maintenant que 'accouplement (20) induit pour chaque n des
morphismes :

H Yk, A)/n — (WH>"(k,A)P et L H"(k,A) — (H*"(k,A)/n)P.
COROLLAIRE 3.3. Pour chaque entier naturel n et chaque entier r, le
morphisme HT_l(k,A)/j’L — (WH37"(k,A)P est injectif et le morphisme
WH"(ky A) — (H?>7"(k, A)/n)P est surjectif.

Démonstration. On a un diagramme commutatif a lignes exactes :
0 ——= H™(k, A) fn ——= H" (b, n A) ———= , H" (k, A) —— 0

| | l

0—— (H* " (k,A))P —— H3>"(k, ,A)P —— (H*""(k, A) /n)P —0,
ol le morphisme vertical central est un isomorphisme d’aprés le lemme pré-
cédent et le théoréme 1.2.17 de [Mil06]. On en déduit que le morphisme
H =Yk, A)/n — (oH?>"(k,A))P est injectif et le morphisme ,H"(k, A) —
(H27"(k, A)/n)P est surjectif. O

En passant a la limite inductive, on obtient un morphisme surjectif :
H"(k,A) — (H*"(k, /I)A)D.

PROPOSITION 3.4. Pour r > 0, il existe des familles d’entiers (Br.e)s et ( :75)5
indexées par les nombres premiers telles que, pour tout n € N*, on a :

lnH"(k, A)| s

Antt R, )] ¢ r,eve(")’ 21)
|H"(k, A)/n] 1;[ |
A" (R, A)| T ¢, (22)
|H"(k, A)/n| 7,
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Démonstration. Pour r > 1, la proposition est évidente, puisque les groupes
H"(k,A) et H"(k, A) sont de torsion de type cofini. Le cas r = 0 découle alors
des formules suivantes (proposition 1.5) :

3 r GON
e @Y (G A)
=t T (G i)

3 D
1= x(k, nA) & (M> .
X 1] \H" (k, &) /n]

Les égalités marquées avec une étoile découlent des suites exactes de Kummer :

0— H Yk,A)/n — H (k,,A) = ,H"(k, A) — 0; (23)

0— H Yk, A)/n — H"(k,,A) — ,H"(k,A) = 0. (24)

O

THEOREME 3.5. Pour r > 1, le noyau du morphisme H"(k,A) —

(H2~"(k, A)™)P est un groupe de torsion de type cofini divisible.

Démonstration. Soit s € {—1,0,1,2,3}. On calcule la caractéristique d’Euler-
Poincaré de , A pour chaque n :

:X(k7nA) (25)
s—1 - (-nm 3
WHT (K, A i e . .
=TT (i) T O e A (26)
r=0 r=s+1
s—1 r (71)T 2—s
WH(k, A e .
= <||HT(k(A)/21||> H|H (k‘:nA)|( 2 nH (k,A)|( b (27)
r=0 =0
s-1 " —7 2-s o N DT \ _nye
:H<|nH kA)|>( K ,H<|nH (klA)|> ( | H* (k, A)| >< !
s |H"(k, A)/n]| io \MHT(k, A)/n| |H2=5(k, A) /n|
(28)
= [ (ky A)| D [H25 (e, A) /| 0T T DT e, (29)

L

Ol Vo0 = Yo o(—1) B+ 328 (—1)° 77 3% . En effet :

e la ligne (25) vient de la proposition 1.5;

e la ligne (26) et (28) viennent des suites exactes de Kummer (23) et (24);

e laligne (27) vient de la dualité sur &, qui donne un isomorphisme H" (k, , A) =
H?"(k,, A)P d’aprés le théoréme 1.2.17 de [Mil06] ;

e la ligne (29) vient des équations (21) et (22).

Par conséquent, si s > 1 et si Ny désigne le noyau de H®(k,A) —

(H?=5(k, A)")P, on obtient :

= AL i,
[H?=5(k, A)/n| 7

D’apres le lemme 1.2, cela prouve que Ny est divisible. O
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En reprenant les notations de la preuve précédente, on a alors :

N. = @(Qe/Ze) ",
4

et nous voulons calculer les v, = Zi;é(—l)”’s“ﬁM + Zf;g(—l)d*‘sqﬁjﬁl.
Avant de passer a la suite, il est utile d’établir des équations reliant les diffé-
rentes variables que nous avons introduites (8¢, 57 4, ¥r,e)-

PROPOSITION 3.6. Soit £ un nombre premier. Les entiers (Vre)r, (Bre)r €t
(B ,)r vérifient les équations :

Yrg = ﬂr,é Vr € {715 17253}

EE:O(_l)TﬁT,K =0
ﬁr,é = ﬁ:yé =0 Vr > 4

Démonstration. On a vu dans la démonstration du théoréme 3.5 que pour
chaque r € {-1,0,1,2,3} :

L= L (O A) [ (ke A) o] O T D e (30)
14

OB (ky A) fn| D 2T (e, A) fn DT Hg(—lwlm,e—m,avq(n) (31)
J4

avec vy = Zg;é(—1)T+S+1ﬁs75+25;8(—1)d‘”_sﬁz,é. Or, pourr € {-1,1,2,3}
(resp. t € {—1,0,1,2,3}), le groupe H"(k, A) (resp. H>~!(k, A)) est de torsion
de type cofini et la fonction :

n— |H"(k,A)/n| (resp. n— |H27t(k,/i)/n|)

est bornée. L’équation (31) montre alors que v, ¢ = B, ¢ pour r € {—1,1,2,3}.
De plus, la relation 3, = B3 implique I'égalité Zi:o(_l)rﬁr,p = 0 puisque
V.0 = r—o(=1)"Bre. =

Nous voulons donc maintenant calculer les ., pour r # 0, et en particulier,
déterminer quand ils sont nuls.

3.2 ETUDE HORS DE p

On fixe a présent un nombre premier ¢ différent de p. On introduit les notations
suivantes :

e A, désigne le modele de Néron de A;

A; désigne la fibre spéciale de Ay sur ki ;

AY désigne la composante connexe du neutre dans Aj ;

Fy (rvesp. Uy, Ty, By) est le groupe fini (resp. le groupe additif, le tore, la
variété abélienne) apparaissant dans la filtration de Aj ;

A1 le modeéle de Néron de By ;
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e A la fibre spéciale de A; sur ko ;
o I}y (resp. Uy, To, Bo) est le groupe fini (resp. le groupe unipotent abélien, le
tore, la variété abélienne) apparaissant dans la filtration de Ag ;

e p1 (resp. po) désigne le rang du tore Ty (resp. Tp).

Par ailleurs, si M est un module galoisien sur un corps [, ¢ un nombre pre-
mier différent de la caractéristique de [ et 4 un entier, on notera M{q}(i) =
hﬂr oM ®Z/q"Z(1). En tant que groupe abélien, il est isomorphe a M{q}. Par
abus de notation, quand G est un groupe algébrique abélien sur [, on écrira

G{q}(i) au lieu de G(I*){q}(%).
3.2.1 ETUDE DE By

PROPOSITION 3.7. On a l’égalité Bo ¢ = —p1.

Démonstration. Etant donné que A(k) = A2(Ok) et que le noyau du mor-
phisme surjectif As(O) — A1 (k1) est uniquement divisible, on a :

e AR _ e As(ke)|
[AR) /€| [Ax(ka) /07|

De plus, on a des suites exactes :

(32)

0+ A" 5 A - F -0,

0—-U xT) — AY = B, =0,
d’otu des suites exactes de cohomologie :

0—)A(1)(k1)—>A1(I€1)—>F1(k1); (33)
0 — Uy(ky) x Ty(k1) — A%(ky) = Bi(k1) — H'(k1,Uy) x H' (ky,T1).  (34)

Or:

[ F1 (k1> est ﬁni,

[ Hl(kl, Ul) est nul,

o H'(ky,T1) est simultanément de torsion de type cofini et d’exposant fini : il
est donc fini.

En exploitant les suites (33) et (33), on obtient alors, pour r >0 :

e Av(k)| e (K1) JerTu(ky)| ler Bk

_ _ : 35)
AL (k) 0]~ TAYGe) 0] T3 (k) €] 1B (k) 07 (
D’apres la proposition 1.13, on a :
ler Ty (K1) _
DL e, 36
TACIE (36)

De plus, d’aprés le théoréme de Mattuck ([Mat55], lemme 1.3.3 de [Mil06]),
Bj (k1) posséde un sous-groupe d’indice fini isomorphe & Ogim B1_ On en déduit

que :
|er B1(K1)]

Bilk) e~ - (37)
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Par conséquent, en expoitant (32), (35), (36) et (37) :

|er A(F)|

LR e

|A(k) /]

COROLLAIRE 3.8. La quantité py est invariante par isogénie. En particulier,
cela peut étre appliqué aux variétés abéliennes A et At, qui sont isogénes.

3.2.2 CONDITIONS SUFFISANTES POUR LA NULLITE DES [,

Dans ce paragraphe technique, nous cherchons a prouver la nullité de 3y 4,
B2,¢ et B3, sous certaines hypothéses géométriques portant sur les tores T
(théoréme 3.15). Nous commengons par quelques lemmes.

LEMME 3.9.

(i) Les parties divisibles des groupes
(lim H27"(ky, 0s AL(K")(4)))P et de H*~" (ky, A(K""){£}(i)) sont (non cano-
niquement) isomorphes.

(ii) Les parties divisibles des groupes (1&1‘S H'""(ko, 0= B (k7)) (0)))P et de
H" (ko, B1(KY"){€}(i)) sont (non canoniquement) isomorphes.

Démonstration.
(i) Pour chaque entier naturel s, on a une suite exacte :

0 — g AL(K") (i) — AY(K™){€}(i) — A (k") {€} (i) — AY(K""){€}(i)/¢° — 0.
En notant Qs le groupe £3 A*(k™"){£}(4), on obtient des suites exactes :

0 — s AHE"™) (i) — A (") {L}(i) = Qps — 0, (38)
0 — Qe — AWK ){L}(3) — AY(K"){0}(i)/¢° — 0. (39)

On a alors un diagramme commutatif & colonne exacte dont les fleches
diagonales sont la multiplication par £° :
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HY77 (g, AT (R){£}(4))

\

HY7 (ky, Qee) HY7 (ky, AY(R™){0}(3))

H?77 (ky, o A'(K"7) (1)) (40)

H?77 (ky, AT (K"){£}(3))

\

H277 (ky, Qee) H277 (ky, A (R"){£}(0)).

Comme A*(k""){¢}(i) est un groupe de torsion de type cofini, quand on fait
varier s, le module galoisien A*(k™"){¢}(i)/¢* ne peut prendre qu'un nombre
fini de valeurs & isomorphisme prés. En particulier, il existe une constante
entiére Cy > 0 telle que, pour tout t > 0 :

[H' (k1, AY(K"){£}(2)/€)] < Ce.

La suite exacte (39) montre alors que pour tout s > 0 :
[Ker(H' ™" (ka—1, Q=) — H' ™" (k1, A'(K""){€}(4)))| < Ct,
|Coker(H' ™" (ka—1,Qes) — H' " (k1, A*(k""){€}(:)))| < C¢,
[Ker(H?* ™" (ka—1,Qe-) — H*™" (ky, A'(K""){€}(i)))| < Ci,
|Coker(H?™" (ka—1, Qes) — H*"(k1, A'(k""){€}(:)))| < C¢.

Le diagramme (40) permet alors de conclure que :

o le sous-groupe Cplys H27" (ky, AL (k") {£} (7)) de
0s H?7"(ky, AY(K™){¢}(i)) est contenu dans l'image du morphisme
H?>77(ky, ps AL (K" (1)) — os H2" (K1, AY(K"){€} (7)), et donc :

|Coker(H*™" (ky, e« A'(K"") (1)) — ¢« H* ™" (kv, A"(K"") {€}(0)))]

L t . (41)
< e HT " (ko A(K™){€}(3)) / Cell;

e tout élément du noyau du morphisme
H 7" (e, Qo) [HY 7 (o, AYR™){0}(0) — HY 7 (e, A" (R0} (0)) /00
est dans la classe d’équivalence d’un élément du noyau de :
H'7" (1, Qo) — H'7 (R, AT(R"){E}(3)),
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et donc :

[Ker(H?7" (ky, e A'(K"") () = ¢« H*7" (k1, A*(K""){€}(0))))] (42)
< Co H'™" (ky, AT (K"){E}(3))/€°],

Comme les groupes H'="(ky, AH(k""){(}(i)) et

H?7"(ky, At (k""){¢}(i)) sont de torsion de type cofini, les relations (41) et

(42) montrent qu’il existe une contante Dy telle que, pour tout s > 0 :

|Coker(H? ™" (ky, = A"(K™") (1)) — ¢ H* 7" (ky, A" (K""){€}(i)))| < Dy, (43)
|Ker(H?7" (ky, s AL (k™) (3)) — ¢ H? " (ky, A' (") {€}(3)))| < Dy.  (44)

On en déduit que les groupes :

Ker(@ H?* 7" (ky, s A (K™ () — @ZSHQ*T(/% AYE"H{OY(3E)),  (45)

S S

Coker(hHmHQ*’”(kl,gsAt(k"T)(i)) — @gsHQ*T(kl,At(k’"){ﬁ}(i))), (46)

S

sont finis. Comme H2~"(ky, A*(k""){¢}(i)) est de torsion de type cofini, cela
montre que les parties divisibles des groupes (@S H?77 (ky, ¢s AL(K")(4)))P
et de H2~" (kq, A (k™"){¢}(i)) sont isomorphes. Comme A et A’ sont isogénes,
les parties divisibles de H2~" (k1, A'(k""){£}(i)) et de H>~" (kq, A(K""){£}(i))
sont isomorphes, ce qui achéve la preuve.
(ii) La preuve est analogue.
o

LEMME 3.10. (i) Pour chaque entier naturel r et chaque entier i, les
parties divisibles de groupes de type cofini H"(ki, HY(k"", A{(}(i))) et
H?>7"(ky, AY{0}(1 —14)) sont (non canoniquement) isomorphes.

(i) Pour chaque entier naturel v et chaque entier i, les parties divisibles de
groupes de type cofini H" (ko, H(k7", B1{¢}(i))) et H*~"(ko, AY{¢}(—1)) sont
(non canoniquement) isomorphes.

Démonstration. (i) Soit r > 0. Par dualité sur Gal(k®/k™) = 7 (exemple
1.1.10 de [Mil06]), on a un isomorphisme :

H (k™" A{£}(3)) 2 (lim g A" (K"7) (=) (47)

S

Par dualité sur le corps p-adique k1, on a aussi un isomorphisme :

limy H" (k1. s AR (—i)P) = limg 7" (ky, = A" (K"") (1 — NP, (48)
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On calcule alors :

(47)
G, HY O, AH0) = H (ks (i - A7) (9)°)

= lim H' (k1 g A'(K™) (—i)P)

-
’ (49)
(ég) : 2—r t(pnr -\\D
=] h_n}H (k1, s AY(K™)(1 — 7))
= (@ H*7"(ky, g AY(E™) (1 —4)))P.
De plus, on sait que :
A" {0} = A (Opnr ) {0} = Ar{1}, (50)

puisque A(kK"") = Az(Ognr) et le morphisme de réduction As(Ognr) —
A1 (k%) est surjectif & noyau uniquement divisible. Par conséquent, en uti-
lisant le lemme 3.9 et les isomorphismes (49) et (50), on montre que :

HY (o, HY (K, AR*){0}(0))aiv 2= H? 7" (ky, AGR™) {1 = 4))aiv

N | (51)
= 0" (ky, A{03 (1 —4))aiv

On remarque maintenant que I'on a la suite exacte :
0— AVkS) — Ay (k5) — Fi(kS) — 0.

Il existe donc un Gal(k§/k1)-module fini F' tel que la suite suivante est
exacte :

0— AN (1 —i) = A {1 —4) = F{}(1 —i) — 0.
En passant a la cohomologie, on en déduit que :
H2 7" (ke A{ O (1= 0))aiv =2 H? 7" (ky, AH{OHL = 0))aiv (52)

Les isomorphismes (51) et (52) permettent de conclure.
(ii) La preuve est analogue.
O

LEMME 3.11. (i) Pour chaque entier naturel v et chaque entier i, on a un
isomorphisme H"(ky, A(k™){€}(i)) = H"(k1, A1{€}(7)). De plus, les parties
divisibles de H" (ky, A(k""){¢}(3)) et de H"(k1, AY{¢} (7)) sont isomorphes.
(i) Pour chaque entier naturel r et chaque entier i, on dispose d’un isomor-
phisme H"(ky, B1(k?"){€}(2)) = H"(ko, Ao{€}(?)). De plus, les parties divi-
sibles de H" (k1, B1(k3"){€}(i)) et de H" (ko, A3{¢}(i)). sont isomorphes.
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Démonstration. (i) L’isomorphisme (50) montre que :
HY (ky, AGK™ {0} (3)) = H' (ky, A {£}6).
De plus, on dispose de la suite exacte :
0—AY - A - F —0,
et donc de la suite exacte :
0= AYEDLLYG) — A1 (RD{EHE) — B (LK) — 0.

Comme H"Y(ky, Fy(k$){€}(0)) et H"(ky, F1(k3){¢}(i)) sont finis, on en dé-
duit que les parties divisibles de H" (ky, A(k""){¢}(i)) et de H" (ky, AY{l}(4))
sont isomorphes.
(ii) La preuve est analogue.
O

LEMME 3.12. Soient r € {0,1,2} et i un entier tels que l'une des hypotheses
sutvantes est satisfaite :
(1) r=2eti=0;
(2) Po = 0 5
(8) r=0ceti#—1.
Alors H" (ky, B1{¢}(4)) est fini.
Démonstration. La suite spectrale de Hochschild-Serre :
H (ko, H' (K7™, Bi{}(i))) = H*"*(k1, B1{€}(i))
dégénére en une suite exacte longue :
coo = H (Ko, By(ky"){0}(2))) = H" (k1, Bi{¢}(i)) —
— H" ko, H (k{", Bi{€}(i))) — -~ (53)

puisque k7" est de dimension cohomologique 1. Montrons que les termes

H"(ko, By (K7™){0}(7))) et H™ Y (ko, HY(k7", B1{f}(i))) sont finis.

e La suite exacte 0 — Uy x Ty — A8 — By — 0 induit une suite exacte de
modules galoisiens :

0 — To{l}(i) — AJ{€}(i) — Bo{f}(i) — 0
et donc une suite exacte de cohomologie :
H' (ko, To{€}(i)) — H" (ko, AG{(}(i)) — H" (ko Bo{£}().  (54)
Or la proposition 1.13 et les hypothéses (1), (2) et (3) imposent que :

W (ho, To (YD)
|H" (o, To{€}(7))/n
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Comme H"(ko, Bo{¢} (7)) est fini d’aprés la proposition 1.17, on déduit de la
suite (54) que H" (ko, A3{¢}(i)) est fini. Les parties divisibles des de groupes
de torsion de type cofini H"(ko, A3{¢}(i)) et H"(ko, B1(k?"){€}(i))) étant
isomorphes d’aprés le lemme 3.11, cela prouve que H"(ko, B1(k7"){¢}(7)))
est fini.

e On montre de la méme maniére que la suite (54) que l’on a une suite exacte :

H? 7" (ko, To{€}(—1)) — H*™" (ko, Ag{€} (=) = H*™" (ko, Bo{(}(—))-
(55)
Or la proposition 1.13 et les hypotheéses (1), (2) et (3) imposent que

lnH?7" (ko, To{(}(—1)))] _
|H2="(ko, To{£}(—1)))/n|

Comme H?7"(kg, Bo{f}(—i)) est fini d’aprés la proposition 1.17, on dé-
duit de la suite (55) que H?~"(ko, AJ{¢}(—i)) est fini. Les parties divi-
sibles des de groupes de torsion de type cofini H?~"(kq, A3{¢}(—1i)) et
H™ Y (ko, HY (K77, B1{¢}(i))) étant isomorphes d’aprés le lemme 3.10, cela
prouve que H™~1(ko, H' (k7", B1{(}(i))) est fini.
Comme H7 (ko, B1(k7"){€}(i))) et H" = (ko, H (K", B1{¢}(i))) sont finis, la
suite exacte (53) montre que H" (k1, B1{¢}(i)) est fini. O

1.

On est maintenant en mesure d’établir la proposition qui fournit des conditions
suffisantes pour que les groupes de cohomologie de A{¢}(7) soient finis.

PROPOSITION 3.13. Soient r € {2,3} tel que l'une des hypothéses suivantes est

satisfaite :

(1) r=3;

(2) r=2cet po=p1 =0.

Alors H" (k, A{L}) est fini.

Démonstration. La preuve est similaire & celle du lemme 3.12. La suite spectrale
H*(ky, H' (K™, A{(})) = H*T(k, A{(})

dégénére en une suite exacte longue :

wo = H(k1, A(K"){L})) — H" (k, A{¢{}) — H“l(kl,Hl(k”T,A{E})) —
(56)
Montrons que les termes H" (k1, A(K""){¢})) et H"~1(ky, H*(k"", A{(})) sont
finis.
e La suite exacte 0 —» Uy x T} — A(l) — B; — 0 induit une suite exacte de
cohomologie :

H" (ky, Ty {t}) — H"(ky, AJ{6}) — H" (ky, B1{(}). (57)
Or la proposition 1.13 et les hypothéses (1) et (2) imposent que :

WH O, Ta{E)]
[k, Ty {0)/
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Comme H"(k1, B1{(}) est fini d’aprés le lemme 3.12, on déduit de la suite
(57) que H"(k1, Aj{¢}) est fini. La partie divisible de H"(k1, A(k""){¢}))
étant isomorphe a celle de H" (k1, AY{¢}) d’aprés le lemme 3.11, cela prouve
que H"(k1, A(k""){¢})) est fini

e La suite exacte 0 — U; x T — A(f — By — 0 induit une suite exacte de
cohomologie :

HP7 (ky, T3 (1)) — H?77 (ke AY{OHL)) — HP 77 (ky, Bi{€}(1)). (58)
Or la proposition 1.13 et les hypotheéses (1) et (2) imposent que

" (ky, T} (1))
|37 (ke T} (1)) /n]

Comme H37"(ki, B1{¢}(1)) est fini d’aprés le lemme 3.12, on déduit
de la suite (58) que H37"(k1, AY{¢}(1)) est fini. La partie divisible de
H™Y(ky, HY(k™", A{(})) étant isomorphe & celle de H3~"(kq, AY{(}(1)), le
groupe H"Y(ky, HY(k"", A{(})) est bien fini.

On déduit alors de la suite (56) que H" (k, A{¢}(i)) est fini. O

REMARQUE 3.14. De maniére tout a fait analogue, on peut montrer que, si
po = 0, alors H*(k, A){¢} est fini.

Nous pouvons a présent établir le théoréme suivant qui montre la nullité des
Br.¢ sous certaines hypothéses.

THEOREME 3.15. Soit £ # p un nombre premier.
(i) On a toujours B3, = 0.

(ii) Sipo=p1 =0, alors B2 = 0.

(11t) Si po =0, alors 1, =0.

Démonstration. (i) C’est un corollaire immeédiat de la proposition 3.13 car
H (k, A){} = H?(k, A(k*){(}).

(ii) C’est un corollaire immédiat de la proposition 3.13 car H?(k, A){(} =
H2(k, A(k){2}).
(iii) C’est un corollaire immédiat de la remarque 3.14.
(]

3.2.3 CONDITIONS NECESSAIRES POUR LA NULLITE DES 3,/

Dans cette section, nous allons donner une réciproque au théoréme 3.15(ii).
Pour ce faire, nous aurons besoin du lemme suivant :

LEMME 3.16. Supposons que H*(ko, A3{¢}(—1)) soit fini. Alors po = 0.

Démonstration. La suite 0 — Uy x Ty — A8 — By — 0 induit une suite exacte
de cohomologie :

H°(ko, Bo{€}(—1)) = H"(ko, To{£}(~1)) — H' (ko, Ag{€}(~1)).
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En utilisant la proposition 1.17, on déduit que le groupe H(ko, To{¢}(—1)) est
fini. La proposition 1.13 impose alors que pg = 0. O

THEOREME 3.17. Soit £ # p un nombre premier. Les deux assertions suivantes
sont équivalentes :

(i) pr=po=0;
(i) B2, = 0.

Démonstration. Le sens direct n’est autre que le théoréme 3.15.

Supposons (ii). Dans ce cas, le groupe H?(k, A){¢} = H?(k, A{(}) est fini.
De plus, par dimension cohomologique, le groupe H?3(k1, H (k™" A(k®){(}) est
nul. Par conséquent, en écrivant la suite exacte :

H?(k, A{0}) — H(ky, H*(k™", A(k*){£})) — H?(ky, HO(E™, A(K*){¢}) = 0

associée a la suite spectrale de Hochschild-Serre, on déduit que le groupe
abélien H'(ky, H'(k"", A(k®){¢})) est fini. Le lemme 3.10 montre alors la
finitude de H'(k1, A%{¢}(1)).

Ecrivons maintenant la suite :
0—U xThy — A} = B = 0.
Elle induit une suite exacte de modules galoisiens :
0 — T1{f}(1)) = AY{(}(1)) = Bi{€}(1)) = 0 (59)
et donc une suite de cohomologie :
H' (ky, AY{}(1)) = H (k1 Bo{€}(1)) — H?(k1, T1{€}(1)).

Comme H?(k1,T1{¢}(1)) est fini (proposition 1.13), la finitude de
H*'(ky, A%¢}(1)) implique celle de H!(k1, B1{¢}(1)).

La suite spectrale H®(ko, H'(k}", B1{¢}(1))) = H*"*(k1, B1{¢}(1)) fournit une
suite exacte :
H (k1, Bi{t}(1)) — H" (ko, H' (k{", B1{}(1))) =

— H?(ko, H (K", B1{£}(1))) = 0
car k; est de dimension cohomologique 2. La finitude de H'(ki, B1{¢}(1))

implique donc celle de HO(ko, H'(k?", B1{¢}(1))), et les lemmes 3.10 et 3.16
montrent alors que H'(ko, AJ{¢}(—1)) est fini puis que pg = 0.

Reste & montrer que p; = 0. Pour ce faire, on remarque que, d’aprés le lemme

3.12, le groupe H?(k1, B1{¢}(1)) est fini car py = 0. De plus, la suite exacte de
modules galoisiens (59) induit une suite exacte de cohomologie :

H?(ky, Ty {0} (1)) — H?(k1, AY{(}(1)) — H?(k1, B {(}(1)).
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Comme H?(ky, Ti{¢}(1)) est fini (proposition 1.13), la finitude de
H?%(ky, B1{¢}(1)) implique celle de H?(ky, AY{¢}(1)) et donc celle de
HO(ky, H (k™" A(k*){¢})) (lemme 3.10).

Ecrivons maintenant la suite exacte :
HO(ky, HY (K™, A(K5){€})) — H?(ky, HO(E™, A(K*){€}) — H?(k, A{¢})

associée a la suite spectrale de Hochschild-Serre. Comme H?(k, A{(})
est fini, la finitude de HO(ky, H'(k"", A(k*){¢})) implique celle de
H?(ky, HO(k™", A(k*){¢})) et donc aussi celle de H?(k1, AY(k5){¢}) (lemme
3.11). En exploitant encore une fois la suite (59), on obtient une suite exacte :

H (ky, B1(k§){€}) — H?(ky, Ty (k3){0}) — H?(ky, A3 (k1){€}).

Comme H'(ky, By(k§){¢}) est fini car pp = 0 (lemme 3.12), on déduit qu’il en
est de méme de H?(ky,Ti(k5){¢}). On obtient finalement p; = 0 grace a la
proposition 1.13. O

REMARQUE 3.18. Dans larticle [Koy00], Y. Koya construit un complexe C
de Gal(k®/k)-modules pour lequel la multiplication par ¢° induit un triangle
distingué

(s A) = C — C — (= A)'[1] (60)

avec (¢:A) = Hom(s: A, u$?) quel que soit 'entier naturel s. Son théoréme
principal (théoréme 1.1) implique que H°(k,C){¢} et H'(k,C){¢} sont finis
quelle soit la variété abélienne A sur k. De plus, sa preuve repose trés fortement
sur la proposition 4.1, qui impose que, pour chaque s > 0, on a |H°(k,C)/0*| =
les HO(K, C)|. Cela montre que la fonction s — |H°(k,C)/¢*| est bornée. Or on
remarque que :

e HY (K, O e H' (5, C)| [H'(K, (e A)')| |[H (K, 0= A)|

les H2(k, A)| [HY(K, (e A))| [H? (K, 0= A)| - |e- H? (K, A)

[ (1, 4)/0°
- HO(R,O) /5]

car |HY(k,(¢sA))| = |H (K, (psA)')| par dualité sur k (théoréme 1.2.17 de
[Mil06]) et car on a des suites exactes induites par (60) et par 0 — A —
A—A—=0:

0— HOk,C)/t° — H' (k, (¢sA)") — ¢ H' (k,C) — 0,
0— H' (k,A)/t5 = H*(k, s A) — ¢ H*(k, A) — 0.

Comme H'(k,C){f} est fini et la fonction s — |H%(k,C)/¢*| est bornée,
on en déduit que la fonction s +— |¢s H2(k, A)| est aussi bornée, et donc que
H?(k, A){¢} est fini, quelle que soit la variété abélienne A. En utilisant 3.17,
cela impose que p; = 0 pour toute variété abélienne A. Mais cela est clairement
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faux : par exemple, la courbe elliptique y? = 23 + 22 + ¢ vérifie p; = 1. On en
déduit que, parmi le théoréme 1.1 et la proposition 4.1 de [Koy00], au moins
I'un des deux énoncés est faux. En particulier, la preuve du théoréme 1.1 de
[Koy00] semble erronée et difficile & rattraper.

3.3 ETUDE EN p

Les résultats sont plus imprécis que dans le paragraphe précédent, puisque nous
ne savons pas calculer les parties p-primaires des groupes de cohomologie d’un
tore et puisque le noyau du morphisme de réduction A; (O, ) — Ag(ko) n’est
pas forcément uniquement divisible par p.

THEOREME 3.19. On a :

Bop — Bip + Bop — B3p =0,
ﬁom = —p1 — [k/’l : @p](dimT1 + dim Bl).

Sidim By =0, alors 81, = Pz, =0.

Démonstration. La premiére égalité été vue dans 3.6. La deuxiéme peut étre
démontrée comme la proposition 3.7, & condition d’utiliser le théoréme de struc-
ture de Mattuck (lemme 3.3 de [Mil06]) : pour plus de détails, on pourra consul-
ter la proposition 5.21 de [Izq16b]. Finalement, la preuve de la derniére assertion
est analogue a celle du théoréme 3.17 (c’est méme plus facile). O

COROLLAIRE 3.20. On a dimU; = dim Uy. En particulier, si A a trés mauvaise
réduction, alors il en est de méme de A?.

REMARQUE 3.21. On pourrait bien stir remplacer A* par n’importe quelle va-
riété abélienne isogéne a A.

3.4 LE NOYAU DE H?(k, A) — (HO(k, A)")P
Exactement comme dans la section 3.1, on peut montrer que :

THEOREME 3.22. Pour chaque r > 0, il existe un morphisme naturel surjec-
tif H(k, A) — (H?>7"(k, A)")P dont le noyau est de torsion de type cofini
divisible.

Il se trouve que, dans certains cas, il est possible d’expliciter le noyau de

H?(k,A) — (H°(k,A)™)P. Pour ce faire, il convient de poser A = g,A ou

g : Spec k — Spec O désigne 'immersion ouverte, et d’établir quelques pro-

priétés préliminaires :

LEMME 3.23.

(i) Le morphisme naturel H* (O, As) — H'(k, A) est injectif d’image le sous-
groupe H* (k™ [k, A(k"")) de H*(k, A).

(ii) Le faisceau A est de torsion. De plus, pour chaque n > 1, on a l’égalité
WA= nAs @ pin, ou A désigne le modele de Néron de A?.
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(iii) On a un isomorphisme H?(Ok, A) — H?(k"" [k, A(k"")) faisant commu-
ter le diagramme :

H2 (Ok, ./Zi) Res

lﬁ’ Inf

HP (k" [k, A(k™))

H?(k, A)

Démonstration. Les preuves de (i) et (iii) sont analogues a celle de 2.7. Le fait
que A est de torsion est évident, et pour montrer que , A = ,, A5 ® fi, il suffit
de remarquer que , A =, A* @ u,, (lemme 3.2) et donc que :

n-"I = g*(nA) = 9*(nAt & ,Un) = 9*(nAt) ® fn = n A3 @ pn.
O

PROPOSITION 3.24. Soit £ un nombre premier ne divisant pas |Fy| (mais pou-
vant étre éventuellement égal a p).

(i) Les groupes A(k™) et HO(k" | A) sont (-divisibles.
(i) 1l existe un morphisme fonctoriel injectif

(TeH Ok, A2)) 7 — (Lm H' (k™" /k, - A(K™)))P .

Démonstration. (i) On prouve que A(k™") et A'(k™") sont (-divisibles exac-
tement de la méme maniére que dans la proposition 2.8. De plus, comme
nA =, A" ® u,, on remarque que :

O, A) = limg HO(R™,  A) 2 Ting O™ AY) = AL (K)o

On en déduit que HO(k"", A) est (-divisible.
(ii) La preuve est analogue a celle de la proposition 2.8.

O
LEMME 3.25. On obtient un isomorphisme :
v HY (K™ [k, HY (K™, A)EY = (lim H (K™ [k, o A(K™)))P
par composition des isomorphismes naturels :
HY (6 ke, HY (7, D)0}l (k™ e, o H (677, A)) (61)
Sl H (K™ /k, HY (K™, 0 A)) (62)

= L H (K" /e, (o A(K™)(=1))7) (63)

= (im H' (K" [k, - A(K™)))". (64)
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Démonstration. Décrivons les quatre isomorphismes précédents.
e L’isomorphisme (61) est évident.
e La suite exacte 0 = A — A — A — 0 induit une suite exacte en cohomo-
logie :
0— A" /0" — HY (K", pr A) — o HY (K™, A) — 0.

Le lemme 3.24(i) montre alors que le morphisme H'(k"™,A) —

o HY (K™ A) est un isomorphisme. Cela fournit I'isomorphisme (62).

e Le groupe Gal(k®/k™) est isomorphe a Z. Comme ;A = Hom(sr A, u3?),
lexemple 1.1.10 de [Mil06] montre alors que 'on a un accouplement parfait
de groupes finis :

e AR (—1) x H (k" A) — Q/Z.
Cet accouplement induit un isomorphisme :
H' (K", r A) = (00 AR ) (=1))".

Cela fournit I'isomorphisme (63).
e La dualité de Tate sur le corps p-adique k1 montre que I’on a un accouplement
parfait de groupes finis :

H' (ky, (e A(K™)(=1))7) x H' (ky, e A(K™)) — Q/Z.
Cet accouplement induit un isomorphisme :
H' (ky, (e AGK™)(=1)P) = (H (k1 - A(K™)))P

En passant a la limite inductive sur r, on obtient I'isomorphisme (64).
O

Comme dans 2.10, nous sommes maintenant en mesure d’introduire la définition
suivante :

DEFINITION 3.26. Soit £ un nombre premier ne divisant pas |Fi| (mais éven-
tuellement égal & p). On appelle -GROUPE DE COHOMOLOGIE NON RAMIFIEE
SYMETRISE DE A le groupe :

Hy (kA L) = (0 0) " (TeH (On, A2))P) © HP (k, A){0}

ot ¢ : H*(k, A) — HY(k"" [k, H' (k" A)) désigne_le morphisme induit par la
suite spectrale H™ (K™ [k, H(k"", A)) = H"T%(k, A). Comme dans la proposi-
tion 2.12, on peut alors établir une suite exacte :

(Oka

6<H°(ok,ng* L B 4,0 = (T (O, 42)7 = 0 (65)

ot 6 : H(Oy, R' g, A) — H2~(Ok,A) est le morphisme de bord provenant de la
suite spectrale H™ (O, R5g.A) = H™5(k, A).
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Dans la suite, on notera H2, (k, A) := Im(H?(O%, A) — H?(k, A))). On dira

que c’est la cohomologie non ramifiée de A.

PROPOSITION 3.27. Soit £ un nombre premier différent de p et ne divisant pas
|Fy|. Alors H2, (k, A, 0) = H2,(k, A){¢}.

rSs

Démonstration. En utilisant le lemme 3.23 et en remarquant que le morphisme
de réduction A(k"™") = Aa(Ognr) — Ag(k§) est surjectif & noyau uniquement
divisible, on a :

HY (O, A) {0} = H (K" /], A(K"")){€} = H (k1, A1) {(}. (66)

De plus, la suite exacte 0 — A} — A; — F; — 0 induit une suite exacte de
cohomologie :

Fi(ky) = H(k1, AY) — HY(k1, A)) — HY (ky, Fy),
et comme ¢ ne divise pas |F1|, on obtient 'identification :
H (ky, An{€} = H (ky, AD){}. (67)

En exploitant maintenant la suite exacte 0 — U; x Ty — AY — B; — 0
et en remarquant que H'(ki,T1){¢} et H'(k1, B1){f} sont finis, on voit que
H' (K1, A?){¢} est fini. Les isomorphismes (66) et (67) montrent alors la finitude
de H'(Ok, A2){¢} et donc la nullité de T,H*(Oy, As). Par conséquent, d’aprés
la suite exacte (65) :

H?ws(k’ Aa f) = H?w(k:a A){f}
O

REMARQUE 3.28. Ainsi, il est vraiment nécessaire de parler du groupe de co-
homologie non ramifié symétrisé uniquement dans le cas ¢ = p. Mais il est
quand méme utile d’introduire ce groupe quel que soit £ pour deux raisons :
d’une part, dans le théoréme qui suit, c’est avec le groupe de cohomologie non
ramifié symétrisé qu’on identifie naturellement le noyau du morphisme de la
dualité locale ; d’autre part, cela permet de donner des énoncés vrais pour tout

L.

THEOREME 3.29. Pour £ premier ne divisant pas |F1| (€éventuellement égal a p),
la partie {-primaire du noyau de H*(k, A) — (H°(k, A)™)P est HZ, ,(k, A, {).

Démonstration. La preuve est analogue a celle du théoréeme 2.14. o

Pour alléger les notations dans la section suivante, nous noterons :

was(k,/i) = @ ngs(k/’a‘iaﬂ)'
2/\\F1\:1

C’est le groupe de torsion dont la partie (-primaire est H2,  (k, A, {) si ¢ ne
divise pas |F}|, triviale sinon.
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4. VARIETES ABELIENNES SUR Q) (u)

4.1 APPROCHE SANS LES GROUPES DE COHOMOLOGIE NON RAMIFIEE SY-
METRISES

Dans cette section, on se donne un nombre premier p et k£ désigne un corps
p-adique. On rappelle que K = k(X) est le corps des fonctions d’une courbe
projective lisse géonllétriquement intégre X. Soient A une variété abélienne sur
K et A =lim Extr(A,Z/nZ(2)) = lim ,A! ® u,. Le but de ce paragraphe
est d’établiﬁgus dé( E)onnés h}(/p)o)thésfgéométrigues sur A, des théorémes de
dualité entre certains groupes de Tate-Shafarevich de A et A (théoréme 4.10).
Pour chaque v € X on adopte des notations analogues a celles de la
section 3.2 pour la variété abélienne A, = A xx K, sur le corps 2-local
K. Ainsi, on introduit les schémas en groupes A, 2, Ay 1, Fu,1,Up 1, Lo 1, By1,
Av,la AU,Oa FU,O; U’U,O) T’U,Oa BU,O-

On se donne un entier 79 € {0, 1,2} et un nombre premier ¢ différent de p et
on fait I'hypothése suivante :

(H 4.1) o sirg =1, alors les tores T 0, Ty1 sont anisotropes pour toute
place v e XM ;
o sirg = 2, alors le tore T, o est anisotrope pour toute place
ve X,
REMARQUE 4.2. Ces hypotheéses sont assez restrictives puisqu’elles portent sur
toutes les places v € X et pas uniquement sur les places de mauvaise réduc-
tion (voir remarque 4.11). Dans le paragraphe suivant, on pourra s’affranchir
de ces hypotheéses grace aux groupes de cohomologie non ramifiée symétrisés.

Soit maintenant U un ouvert non vide de X sur lequel A a bonne réduction,
de sorte que le modele de Néron A de A sur U est un schéma abélien. Soit
A= lim | Ext(; (A, Z/nZ(2)). On montre comme dans le lemme 3.2 que :

nA = Exty; (A, Z/nZ(2)) = Homy (n A, Q/Z(2)) = A" © in
pour chaque n > 0 et que A est divisible.
Certains des lemmes qui suivent sont faciles et similaires & certains lemmes de
la section I1.5 de [Mil06] ou & certains lemme de la section 2.2.

LEMME 4.3. (i) Pour r > 0, le groupe H" (U, A) est de torsion de type cofini.
(i) Pourr > 1, le groupe H. (U, A) est de torsion de type cofini.

Démonstration. La preuve est tout a fait analogue a celle de 2.19. O

REMARQUE 4.4. Pour tout 7 > 0, les groupes H" (U, A) et H! (U, A) sont de
torsion de type cofini. En effet, ce sont des groupes de torsion car A est un
faisceau de torsion, et pour voir qu’ils sont de type cofini, il suffit de procéder
comme dans la preuve de 2.19 en utilisant la suite :

0>, A5 A A0
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et la finitude de H" (U, ,.A) (proposition 2.1 de [Izql6a]).
Fixons a partir de maintenant un nombre premier p.
LEMME 4.5. Pour r > 0, il existe des suites exactes :
0 — H"(U, A) @z (Q/Z){¢} — H™ (U, A{¢}) — H" (U, A){¢} — 0,
0— H(U,A)O - HTY (U, T,A) - T,H (U, A) — 0.

Ici, H™ WU, A{€}) et HITYU,T,A) désignent lim | H (U, mA) et
lim H2(U, ¢ A) respectivement.

Démonstration. La preuve est identique a celle de 2.20. O
LEMME 4.6. Pour chaque v > 0, il existe un accouplement canonique :
H'(U, A{l}) x HY"(U, T, A) — Q/Z
qut est non dégénéré.
Démonstration. La preuve est analogue a celle de 2.21. o

On sait que Homy; (A, Z/nZ(2)) = 0. On dispose donc d’un accouplement dans
la catégorie dérivée :
Al A= z/mz2)1).
Comme de plus H2(U,Q/Z(4)) = Q/Z (lemme 1.3 de [Izq16a]), on obtient pour
chaque n > 0, un accouplement :
H"™ (U, A) x H"(U, A) — HXU,Z/nZ(2)) — HX(U,Q/Z(2)) = Q/Z.

En passant & la limite inductive sur n, on obtient un accouplement :

H"(U, A) x H>"(U, A) - Q/Z. (68)
Posons maintenant, pour chaque » > 0 :

D"(U, A) = Tm(H! (U, A) — H"(K, A)).

Ce groupe est de torsion de type cofini d’apres la remarque 4.4. Pour I'étudier,
il sera utile d’avoir une suite exacte de localisation pour A. Pour ce faire, on
remarque que la proposition 3.1 de [HSz16] fournit une suite exacte :

o HI(V,A) > H'(V,A) » @ H'(K},A)— ... (69)
veX\V

ot K désigne I'hensélisé de K en v. De plus, d’aprés le lemme 2.7 de [HSz05],
comme A est la limite inductive des , A® ® i, qui sont des schémas en groupes
finis étales sur K, on a :

H"(K' A)~ H"(K,, A). (70)
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En combinant (69) et (70), on obtient la suite exacte souhaitée :
= HI(V,A) - H'(V,A)—» @ H'(K,,A) - ... (71)
veEX\V

LEMME 4.7. Soit r > 0. Il existe Vo un ouvert non vide de U tel que, pour tout
ouvert V de Vy, le morphisme H"(V, A) — H"(K, A) induit un isomorphisme :

D" (V, A){¢} = II" (K, A){¢}.
Démonstration. On remarque que, si V' C V' sont des ouverts non vides dans

U, alors le morphisme H’(V,A) — H"(K,A) se factorise par H’(V', A) et

donc D" (V, A) C D" (V', A). Comme D" (U, fl) est de torsion de type cofini, le
lemme 3.7 de [HSz16] montre qu'’il existe V; un ouvert non vide de U tel que,
pour tout V' contenu dans Vj, on a :

D" (V, A){t} = D" (Vo, A){¢}.

Par ailleurs, la suite exacte de localisation (71) montre que, pour chaque ouvert
non vide V de Vj, on a :

D"(V,A) CKer(H"(K,A) —» [[ H"(K.,A)).
vEX\V
On en déduit que, pour chaque ouvert non vide V' de Vj, on a :
D" (V, A){¢}y = 1II" (K, A){¢}.
O

Afin d’établir un théoréme de dualité pour le groupe de Tate-Shafarevich, il
convient donc d’établir un théoréme de dualité pour le groupe D" (U, A) :

PROPOSITION 4.8. On suppose (H 4.1). On pose
D3 (U, A) = Ker(H (U, A) » [ H* (K., A)).
veXx @)

1l existe alors un accouplement canonique :

Dro(U, A){¢} = D (U, A){t} — Q/Z
qui est non dégénéré.
Il convient d’établir préalablement le lemme suivant :
LEMME 4.9. La suite :

P B (Ko, AHY - HP (U, A = DU, )Y -0
veX @)

est exacte.
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Démonstration. On a A = hgn »A, et done, en utilisant la proposition 2.3 de
[Izql6al, on a une suite exacte :

@ = (K, A) — H(U,A) — D™ (U, A) — 0.
veX @)

Cela étant établi, la preuve est analogue a celle du lemme 2.25. O

Démonstration. (De la proposition 4.8)
D’apreés le lemme 4.6, nous disposons d’un isomorphisme

[ H(U,A{}) — (HP TN (U, TLA))P.
De plus, l'accouplement (68) induit un accouplement :
H*="o (U, A){} x H (U, A - Q/Z,

et donc un morphisme g : H3~70(U, A){¢} — (H* (U, A)®)P. Ainsi on obtient
un diagramme commutatif & lignes exactes :

0— H2"(U, A) @2 Q¢ /Zg —= H3~"0 (U, A{l}) —= H3>"0(U, A){{} =0

)| i 1
0 — (TH (U, A)P — (H (U, ToA) P — (2 (U, A) )P >0
(72

ou j est 'unique morphisme qui fait commuter le diagramme. Cela montre que
g est surjectif.

De plus, nous disposons aussi d’un autre diagramme diagramme commutatif a
lignes exactes :

0= D" (U, A&y — H*> 7 (U, {0} — [Tpexa H 7 (Ko, A){£}

| . |
0= (D" (U, A)O)P — (H (U, A)O)P = [T, xn (HO (K, A)D)P
(73)
D’aprés le théoréme 3.15, hypothése (H 4.1) montre que h est un isomor-
phisme. Du coup, en procédant exactement comme dans la proposition 2.24 et

a aide des diagrammes (72) et (73), on montre que l'on a un accouplement
non dégénéré :

Dro(U, A){€} x D37 (U, A){¢} — Q/Z.

Nous sommes maintenant en mesure de conclure :
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THEOREME 4.10. On rappelle que k est un corps p-adique de caractéristique ré-
siduelle p et que K = k(X)) est le corps des fonctions de la courbe X . Soit A une
variété abélienne sur K. On suppose (H 4.1). Alors il existe un accouplement
non dégénéré de groupes de torsion :

70 (K, A) x I~ (K, A),,,_, = Q/Z.

non—p
De plus, I (K, A) et II13~70 (K, A) sont de torsion de type cofini.

Démonstration. D’aprés le lemme 4.7 et la proposition 4.8, pour chaque ouvert
non vide V' de Vp, on a un isomorphisme :

D" (V. A) () = (e (K, A){e})”.
Il suffit alors de passer a la limite sur U. O

REMARQUE 4.11. e Les hypothéses de (H 4.1) concernent toutes les places de
X®@ . On ne peut pas restreindre ces hypothéses aux places de mauvaise
réduction de A puisqu’on ne sait pas si 'ouvert Vy du lemme 4.7 peut étre
choisi égal & U. Ce probléme vient en particulier du fait que le corps K est
de dimension cohomologique 3 et que, méme si v € X(1) est une place de
bonne réduction, le groupe H'(O,,.A) peut étre non nul!

e Meéme si le théoréme est une dualité modulo divisibles, dans la preuve, on a
besoin d’une dualité locale qui n’est pas modulo divisibles. C’est pourquoi
nous sommes amenés a faire les hypotheses (H 4.1).

REMARQUE 4.12. Toute variété abélienne sur K vérifie les hypothéses du théo-
réme lorsque rg = 0. Dans ce cas, le théoréme affirme que la partie divisible de
I3(K, A) est p-primaire.

EXEMPLE 4.13. Dans le cas ou K = k(u), si on se donne f(u) € K*, la courbe
elliptique d’équation y? = 3 + f(u) vérifie les hypothéses du théoréme pour
o € {1, 2}

4.2 APPROCHE AVEC LES GROUPES DE COHOMOLOGIE NON RAMIFIEE SY-
METRISES

Soient ¢ un nombre premier (éventuellement égal & p) et U un ouvert non vide
de X sur lequel A a bonne réduction. Faisons ’hypothése suivante :

(H 4.14), o si £ # p, pour chaque v € X \ U, au moins l'une des deux
affirmations suivantes est vérifice :
o £ ne divise pas |F, 1|,
o le tore T, o est anisotrope.
e si { = p, pour chaque v € X \ U, au moins l'une des deux
affirmations suivantes est vérifiée :
o £ ne divise pas |F, 1],
o la variété abélienne B, 1 est triviale.
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REMARQUE 4.15. Cette hypothése est nettement mois forte que I'hypothése de
la section précédente. Elle ne concerne que les places de mauvaise réduction et
est vérifiée pour presque tout /.

On note Z ’ensemble suivant :

e si { # p, alors Z désigne I’ensemble des v € X tels que le tore Ty,0 est
anisotrope,

e si ¢ = p, alors Z désigne Pensemble des v € XM tels que la variété abélienne
B, 1 est triviale.

On introduit le groupe suivant :

17, (A) == Ker | H*(K, A) — [[ H*(Ko, A) <] [H* (K., A)/H, (K., A)
veEZ veXM\Z

2

Si £ est différent de p, le groupe HIWS(A){E} coincide avec la partie /-primaire

de :

17, (A) := Ker | H*(K, A) — [[ H*(K,, ) <] [H* (K., A)/H2, (K., A)
veEZ veXM\Z

En procédant de maniére similaire a la section 2.2 et en utilisant les théorémes
3.15, 3.19 et 3.29, on peut établir le théoréme et le corollaire suivants :

THEOREME 4.16. On rappelle que k est un corps p-adique de caractéristique ré-
siduelle p et que K = k(X)) est le corps des fonctions de la courbe X . Soit A une
variété abélienne sur K. On suppose (H 4.14)¢. Alors il existe un accouplement
non dégénéré de groupes finis :

12, (A){¢} x T(A){¢} — Q/Z.

nrs
COROLLAIRE 4.17. On rappelle que k est un corps p-adique de caractéristique
résiduelle p et que K = k(X) est le corps des fonctions de la courbe X . Soit A
une variété abélienne sur K. On suppose (H 4.14); et on note i : IH?*(A) —

12, (A) Uinjection canonique. Alors il existe un accouplement non dégénéré

G gauche de groupes finis :

2 (A){6y /i~ (I, o (A){ L aiw) x TIH(A){€} — Q/Z.

nrs

QUESTION : Quel est le noyau & droite dans I'accouplement précédent ?

5.  QUELQUES REMARQUES SUR LA FINITUDE DES
GROUPES DE TATE-SHAFAREVICH

Le but de cette section est de donner, pour k£ = C((t)) ou k = Q,, des exemples
de variétés abéliennes sur K pour lesquelles on peut déterminer si le premier
groupe de Tate-Shafarevich est fini ou pas. Pour ce faire, nous allons utili-
ser le théoréme 3.1 de [Tat66], dont nous rappelons I’énoncé (adapté a notre
situation) :
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THEOREME 5.1. (théoréme 3.1 de [Tat66])

On rappelle que X est une courbe projective lisse géométriguement intégre sur
k de corps des fonctions K. Soit Y une surface réguliere sur k munie d’un
morphisme propre f 1Y — X a fibres de dimension 1. On suppose que les
fibres géométriques de f sont connexes, et que la fibre générique est lisse. Si f

admet une section, Br X est un sous-groupe de Br'Y et on a un isomorphisme
HIY(K,J) = Br Y/Br X ou J désigne la jacobienne de la fibre générique de f.

5.1 Cas oU k=C((t))

On se place dans le cas o k = C((¢)). On rappelle que la courbe projective lisse
géométriquement intégre X sur k de corps des fonctions K a été fixée depuis
le début de I’article.

5.1.1 CAs OU Y EST UN PRODUIT

Soient C' une courbe projective lisse sur k telle que C'(k) # D et Y = C xy X.
On note Jo (resp. Jx) la jacobienne de C (resp. X) sur k. D’aprés le théoréme
5.1, le groupe 11! (K, Jo x i K) est égal & Br Y/Br X. Par ailleurs, nous savons
que Br; Y = H'(k,Pic Yy) car Br k = 0. D’aprés la proposition 1.7 de [SZ14],
le morphisme naturel H'(k,Pic C}) x H'(k,Pic X3) — H'(k,Pic Y3) a un
noyau et un conoyau finis. Ecrivons la suite exacte de modules galoisiens :

0 — Jo(k) — Pic C — Z — 0.

0 — Jx (k) = Pic X = Z — 0.

On en déduit une suite exacte de cohomologie :
Z — H'(k,Jc) — H'(k,Pic C%) — 0.

7 — HY(k,Jx) — H*(k,Pic X3) — 0.
k

Les noyaux des morphismes surjectifs Hl(k,Jo) — H'(k,Pic Cg) et
H'(k,Jx) — H'(k,Pic Xz) sont donc finis. On en déduit que les parties divi-
sibles de Bry Y/Br X = H'(k, Pic Y;)/H"(k,Pic X3) et H'(k, Jc) sont égales.
Par conséquent, d’aprés le théoréme de Ogg (théoréme 1.15), si Jo n’a pas
réduction purement additive, alors LHl(K , Jo Xk K)giv # 0. La réciproque est
vraie par exemple si X est de genre 0, puisque dans ce cas, la partie divisible
de Br Y7 est nulle d’aprés la section 2.9 de [SZ14.

5.1.2 CAS OU Y EST DE DIMENSION DE KODAIRA —o0

Soit Y une surface projective lisse sur k£ de dimension de Kodaira —oo. Le cas
ol Y est une fibration en coniques sur une courbe est inintéressant, puisque la
jacobienne de la fibre générique est triviale.

Supposons donc que Y est une surface de del Pezzo (cf section 24 de [Man86])
vérifiant les hypothéses du théoréme 5.1. On note J la jacobienne de la fibre
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générique de ¥ — X. Soit L une extension finie de k telle que Y X L est
rationnelle. Alors, par un argument de restriction-corestriction, Br Y est fini,
et donc 1Y (K, J)gi, = 0.

Remarquons finalement qu’il existe bien des surfaces de del Pezzo Y vérifiant les
hypothéses du théoréme 5.1. Par exemple, il suffit de choisir Y;/C 1'éclatement
de PZ en les points base d'un pinceau de cubiques et Y = Y, x¢ k puisque,
dans ce cas, Y est une surface jacobienne sur Pj.

5.1.3 (CAs OU Y EST DE DIMENSION DE KODAIRA 0

Dans ce paragraphe, nous allons étudier le cas o1 Y est une surface projective
lisse minimale sur k£ de dimension de Kodaira 0. La classification de telles
surfaces montre que Y est un twist d’une surface abélienne, une surface
bielliptique, une surface K3 ou une surface d’Enriques.

SURFACES ABELIENNES. Supposons que X soit une courbe elliptique et
soit Y le produit de X par une courbe elliptique E. Dans ce cas, Y est
une surface abélienne fibrée au-dessus de X. Si F n’a pas réduction pu-
rement additive, alors, d’aprés 1’¢tude menée dans le paragraphe 5.1.1,
NI K, E Xk K)aiw # 0. Le cas ott E a réduction purement additive est plus
difficile, puisque Br; Y/Br X est fini et il faut donc s’intéresser au groupe de
Brauer transcendant Im(Br Y — Br(Y xj k)).

SURFACES BIELLIPTIQUES. Soit Y = (E; xj F2)/G une surface bielliptique,
avec F; et Fy deux courbes elliptiques et G un sous-groupe fini de F agissant
sur F» de sorte que F2/G = P}. Le morphisme 7 : Y — F;/G est alors une
fibration elliptique isotriviale, de fibre F5. On prend X = E;/G et on suppose
que la fibration a une section. Comme le genre géométrique de Y est nul, la
dualité de Serre montre que H? (X7, OX?) = 0, et donc que le groupe Br(Y’ xkE)
est fini. De plus, comme Alb 'Y = F; /G = X, on a une suite exacte :

0 — Pic Xy -+ PicYy = N =0

o N désigne un groupe abélien de type fini. On déduit que Br; Y/Br X =
H*(k,Pic Yz)/H" (k,Pic X7) est fini. Cela montre que Br Y/Br X est fini, et
il en est donc de méme de IIT'(K,J) ou J désigne la jacobienne de la fibre
générique de 7.

SURFACES K3. Supposons que X = P}. Soient Y, une surface K3 sur C telle
que Y = Yy Xc k est une surface elliptique sur X avec une section. On note
Y =Y xi ket p=1g(NS(Yp)) = rg(NS(Y)). Comme la variété d’Albanese
de Y est triviale, le groupe Br; Y est fini. Concernant le groupe de Brauer
transcendant de Y, comme Br Yy 2 BrY,onaBrY =Im(BrY — BrY). Or
(BrY)ain = (Q/Z)?*~7. Etant donné que p < 20, on a Im(Br Y — Br Y) g, #
0. Le théoréme 5.1 permet alors de conclure que I (K, J)gn # 0 ot J est
la jacobienne de la fibre générique de Y — X. On remarquera que dans cette
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situation, la non nullité de IIT' (K, J)q4s n’est pas expliquée par le groupe de

Brauer algébrique de Y.

Reste a rappeler qu’il existe bel et bien des surfaces K3 sur C qui sont des

surfaces jacobiennes :

e toutes les surfaces K3 avec p > 13 sont jacobiennes (lemme 12.22 de [SS10]) ;

e pour p < 13, dans la section 3.2 de [HS11|, Hulek et Schiitt construisent
une famille de surfaces K3 qui sont des surfaces jacobiennes et qui vérifient
p=10;

e d’aprés [CD89|, la surface jacobienne d’une surface K3 elliptique est une
surface K3 de méme rang de Picard, et toute surface K3 avec p > 5 est
elliptique.

SURFACES D’ENRIQUES. Si Y est une surface d’Enriques, c’est toujours une
surface elliptique, mais elle ne posséde jamais de section, ce qui ne permet
donc pas d’appliquer le théoréme 5.1.

REMARQUE 5.2. SiY est une surface projective lisse sur k£ de dimension de Ko-
daira 1, alors Y est automatiquement une surface elliptique, mais pas forcément
jacobienne. Si Y est de type général, alors Y n’est pas une surface elliptique.

52 CasoUk=Q,

Soient p et ¢ des nombres premiers distincts. On se place dans le cas ol k un
corps p-adique. Soient C' une courbe projective lisse sur k telle que C(k) # 0
et Y = C xi X. On note Jo (resp. Jx) la jacobienne de C' (resp. X) sur
k. Comme dans le paragraphe précédent, on montre que la partie divisible
de (Br; Y/Br X){/{} est toujours triviale. En particulier, si X est de genre
0, alors HIY(K, Jo X K){€}aiw = 0 (et ce résultat reste vrai si C(k) = 0
par un argument de restriction-corestriction). Par contre, si Jo # 0, alors
H_[l(K, JC Xk K){p}div 75 0.

QUESTION : Si X est de genre 0, est-ce que toute jacobienne J sur K vérifie
(K, J){l}aiw =07
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