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Abstract. Soit K le corps des fonctions d’une courbe projective lisse
X sur un corps p-adique ou sur C((t)). On définit les groupes de Tate-
Shafarevich d’un schéma en groupes commutatif en considérant les
classes de cohomologie qui deviennent triviales sur chaque complété
de K provenant d’un point fermé de X . On établit des théorèmes de
dualité arithmétique pour les groupes de Tate-Shafarevich des variétés
abéliennes sur K.

Let K be the function field of a smooth projective curve X over a
p-adic field or over C((t)). We define Tate-Shafarevich groups of a
commutative group scheme via cohomology classes locally trivial at
each completion of K coming from a closed point of X . We prove
arithmetic duality theorems for Tate-Shafarevich groups of abelian
varieties over K.
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0. Introduction

0.1 Contexte et motivations

Depuis les travaux de John Tate dans les années 1960, les théorèmes de
dualité arithmétique pour la cohomologie galoisienne des groupes algébriques
commutatifs sur des corps locaux ou globaux ont joué un rôle central en
arithmétique. Les groupes algébriques concernés sont divers : les groupes finis,
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les tores, les variétés abéliennes. Rappelons brièvement les résultats portant
sur ces dernières.

Dans le cadre local, Tate montre en 1958, dans l’exposé [Tat58], qu’étant
donnée une variété abélienne A sur un corps p-adique k de variété abélienne
duale At, il existe un accouplement canonique H0(k,A) × H1(k,At) →
Br(k) ∼= Q/Z qui met en dualité parfaite le groupe profini H0(k,A) et le
groupe de torsion H1(k,At). Dans le cadre global, en généralisant des tra-
vaux de Cassels pour les courbes elliptiques, il construit pour chaque variété
abélienne A sur un corps de nombres K de variété duale At un accouplement
X

1(K,A) ×X
1(K,At) → Q/Z puis annonce au Congrès International des

Mathématiciens de 1962 ([Tat63]) la non-dégénérescence de ce dernier modulo
divisibles. Ici, X1(K,A) désigne le groupe de Tate-Shafarevich constitué des
classes d’isomorphismes de torseurs sous A triviales dans tous les complétés
de K. Des résultats analogues ont aussi été établis pour les variétés abéliennes
sur Fp((u)) et sur Fp(u) (Remarque I.3.6 et Théorème I.6.13 de [Mil06]).

Par ailleurs, ces dernières années, nous avons été témoins d’un regain d’in-
térêt pour les théorèmes de dualité sur d’autres corps de caractéristique 0 que
les corps p-adiques et les corps de nombres. Citons par exemple les travaux
de Scheiderer et van Hamel ([SvH03]) et Harari et Szamuely ([HSz16]) pour
Qp((u)) et Qp(u), ceux de Colliot-Thélène et Harari ([CTH15]) pour C((t))((u))
et C((t))(u), et ceux de l’auteur ([Izq16a]) pour les corps de la forme k((u)) et
k(u) avec k = Qp((t1))...((td)) ou k = C((t1))...((td)). Cependant, aucun de ces
travaux ne porte sur les variétés abéliennes. En fait, à la connaissance de l’au-
teur, on ne dispose jusqu’à présent que de résultats pour les variétés abéliennes
sur C((u)) et C(u) : cela remonte à des travaux de Ogg dans les années 1960
([Ogg62]). Le but du présent article est donc d’établir des théorèmes de dualité,
analogues à ceux de Tate rappelés ci-dessus, pour les variétés abéliennes sur les
corps de la forme k((u)) et k(u) avec k = Qp ou k = C((t)).

Remarque 0.1. • Il est vrai qu’on peut déjà trouver des résultats similaires
pour les variétés abéliennes sur Qp((t1))...((td)) dans [Koy00], mais l’article
en question contient un grand nombre d’erreurs et soit le théorème principal
soit la principale proposition permettant de le prouver semble erroné (voir
la remarque 3.18).
• La plupart des résultats du présent article peuvent être généralisés aux corps

de la forme k((u)) et k(u) avec k = Qp((t1))...((td)) ou k = C((t1))...((td)) :
en effet, les idées sont les mêmes, mais les preuves sont beaucoup plus tech-
niques. On renvoie le lecteur au chapitre 3 de [Izq16b] pour retrouver lesdites
généralisations.

0.2 Organisation de l’article

Cet article est constitué de 5 sections.
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La première partie permet de faire quelques rappels et d’établir quelques
résultats préliminaires. On y étudie notamment la cohomologie des tores sur
des corps (dits d-locaux) de la forme C((t0))...((td)) ou Qp((t2))...((td)).

La deuxième partie porte sur les variétés abéliennes sur C((t0))((t1)) et sur
C((t0))(t). Voici les principaux résultats obtenus dans cette section, où, pour
B groupe topologique abélien (éventuellement muni de la topologie discrète)
et ℓ un nombre premier, on a noté B{ℓ} la partie de torsion ℓ-primaire de B,
B∧ la limite projective des B/n, BD l’ensemble des morphismes continus de B
dans Q/Z, et B le quotient de B par son sous-groupe divisible maximal :

Théorème 0.2. (théorèmes 2.3, 2.14 et 2.26 et corollaire 2.28)
(i) Soient k = C((t0))((t1)) et A une variété abélienne sur k. Soit At sa variété

abélienne duale. Les groupes H1(k,A) et (H0(k,At)∧)D sont isomorphes mo-
dulo divisibles. Plus précisément, on a une suite exacte :

0→ (Q/Z)m(A) → H1(k,A)→ (H0(k,At)∧)D → 0,

où m(A) est un entier naturel compris entre 0 et 4 dimA dépendant de la
géométrie de A. L’entier m(A) est nul si, et seulement si, la variété abé-
lienne sur C((t0)) apparaissant dans la réduction du modèle de Néron A de
A modulo t1 a très mauvaise réduction. Lorsque la fibre spéciale de A est
connexe, le noyau de H1(k,A) → (H0(k,At)∧)D est un groupe contenant
H1

nr(k,A) := H1(knr/k,A(knr)) qui peut être décrit explicitement : on le
note H1

nrs(k,A).
(ii) Soient k = C((t0)) et K le corps des fonctions d’une courbe projective lisse

géométriquement intègre X sur k. On note X(1) l’ensemble des points fermés
de X. Soit A une variété abélienne sur K, de variété abélienne duale At. Soit
Z l’ensemble des v ∈ X(1) tels que m(A ×K Kv) = 0. On suppose que, pour
toute place v ∈ X(1) \ Z, la fibre spéciale du modèle de Néron de A ×K Kv

est connexe, et on pose :

X
1(K,A) := Ker



H1(K,A)→
∏

v∈X(1)

H1(Kv, A)



 ,

X
1
nrs(A) :=

= Ker



H1(K,A)→
∏

v∈X(1)\Z

H1(Kv, A)/H1
nrs(Kv, A)×

∏

v∈Z

H1(Kv, A)



 .

On remarquera que X
1(K,A) ⊆X

1
nrs(A). Alors pour chaque nombre pre-

mier ℓ, il existe une dualité parfaite X1(K,A){ℓ} ×X1
nrs(A

t){ℓ} → Q/Z
ainsi qu’un accouplement X

1(K,A){ℓ} ×X
1(K,At){ℓ} → Q/Z dont le

noyau à gauche (resp. à droite) est constitué des éléments de X
1(K,A){ℓ}

(resp. X1(K,At){ℓ}) qui sont divisibles dans X
1
nrs(A) (resp. X1

nrs(A
t)).

Remarque 0.3. L’énoncé précédent est moins général que les énoncés qui se-
ront démontrés dans l’article : il est en fait possible d’affaiblir l’hypothèse de
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connexité des fibres spéciales des modèles de Néron. On remarquera aussi que
l’hypothèse de (ii) ne concerne que les places de mauvaise réduction.

La troisième partie est consacrée à une dualité analogue à celle de (i)
du théorème 0.2 pour les variétés abéliennes sur Qp((t2)). Plus précisément,
elle permet de construire un accouplement entre la cohomologie d’une variété
abélienne et la cohomologie d’un certain faisceau qui lui est associé puis :
• de démontrer que ledit accouplement induit toujours une dualité parfaite

modulo divisibles (corollaire 3.3 et théorème 3.5),
• de déterminer quand c’est un accouplement parfait (sans quotienter par les

sous-groupes divisibles) (théorèmes 3.17 et 3.19),
• de calculer dans certains cas les noyaux à gauche et à droite de l’accouplement

(théorème 3.29).
La quatrième partie est dédiée au deuxième théorème principal de cet

article : il s’agit d’un théorème de dualité globale pour les variétés abéliennes
sur k(X) où k désigne un corps p-adique et X une courbe projective lisse
géométriquement intègre sur k. On l’établit sous deux formes différentes :
• dans le théorème 4.10, on montre une dualité entre les groupes de Tate-

Shafarevich d’une variété abélienne A et les groupes de Tate-Shafaravich
d’un certain faisceau Ã sous des hypothèses assez contraignantes ;
• dans le théorème 4.16 et le corollaire 4.17, on affaiblit substantiellement les

hypothèses du théorème 4.10 en modifiant (comme dans le (ii) du théorème
0.2) le groupe de Tate-Shafarevich de Ã. On remarquera que ces deux résul-
tats tiennent compte des parties p-primaires des groupes de Tate-Shafarevich
pour p la caractéristique résiduelle de k, et que lorsque l’on se restreint aux
parties ℓ-primaires pour ℓ 6= p, on a une très bonne compréhension de ce
qu’est le groupe de Tate-Shafarevich modifié de Ã.

Finalement, dans la cinquième et dernière partie, on s’intéresse à la finitude
du premier groupe de Tate-Shafarevich d’une variété abélienne sur k(X) où
k = C((t0)) ou k = Qp et X est une courbe projective lisse géométriquement
intègre sur k.

0.3 Stratégie de preuve

Expliquons brièvement la stratégie de la preuve du théorème 0.2.

Stratégie de preuve de (i). On adopte les notations du théorème 0.2(i) et on
procède en plusieurs étapes :
A. On construit d’abord un accouplement naturel H1(k,A) × H0(k,At)∧ →

Q/Z. En exploitant ensuite la suite exacte de Kummer 0 → nA → A
·n
−→

A→ 0 pour se ramener à des énoncés de dualité connus pour la cohomologie
des modules galoisiens finis sur k, on montre que le morphisme induit φ :
H1(k,A)→ (H0(k,At)∧)D est surjectif.

B. On s’intéresse au noyau du morphisme surjectif φ : H1(k,A) →
(H0(k,At)∧)D. En faisant intervenir le modèle de Néron de A (ou plus pré-
cisément la structure de sa fibre spéciale en tant que groupe algébrique) et
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en exploitant des calculs de caractéristique d’Euler-Poincaré, on estime la

quantité
|nKer(φ)|
|Ker(φ)/n|

pour chaque n ≥ 1, où nKer(φ) désigne la n-torsion

de Ker(φ). Des théorèmes de structure pour les groupes abéliens de torsion
dont la n-torsion est finie pour tout n nous permettent ensuite d’établir que
Ker(φ) est un groupe divisible, isomorphe à (Q/Z)m(A) où m(A) est un entier
naturel explicite compris entre 0 et 4 dimA et dépendant de la géométrie de
A.

C. Lorsque la fibre spéciale du modèle de Néron de A est connexe, on démontre
que A(knr) et At(knr) sont divisibles. Cela nous permet de définir un sous-
groupe explicite H1

nrs(k,A) de H1(k,A) qui s’insère naturellement dans une
suite exacte :

0→ H1
nr(k,A)→ H1

nrs(k,A)→ (H1
nr(k,A

t)∧)D → 0.

En étudiant les compatibilités entre les morphismes de la suite exacte précé-
dente avec le morphisme φ, on montre que H1

nrs(k,A) coïncide avec le noyau
de φ.

Stratégie de preuve de (ii). On adopte les notations du théorème 0.2(ii) et on
fixe un nombre premier ℓ. Pour montrer qu’il y a une dualité parfaite

X1(K,A){ℓ} ×X1
nrs(A

t){ℓ} → Q/Z,

on procède en plusieurs grandes étapes :
A. On commence par considérer un schéma abélien A sur un ouvert V de
X étendant A et on note At le schéma abélien dual. On introduit alors les
groupes :

D1(V,A) = Ker(H1(V,A)→
⊕

v∈X\V

H1(Kv, A)),

D1
nrs(V,A

t) = Ker
(

H1(V,At)→W
)

,

où

W =
⊕

v∈Z\V

H1(Kv, A
t)⊕

⊕

v∈X\(V ∪Z)

H1(Kv, A
t)/H1

nrs(Kv, A
t)).

On remarquera que la notation H1
nrs(Kv, A

t) fait sens puisque le complété
Kv est isomorphe à C((t0))((t1)). Les groupes D1(V,A) et D1

nrs(V,A
t) sont

des sous-groupes des groupes de cohomologie étale H1(V,A) et H1(V,At)
respectivement.

B. En utilisant des théorèmes (déjà connus) de dualité pour la cohomologie des
schémas en groupes finis étales sur V , on étudie la dualité pour la cohomologie
étale du schéma abélien A.
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C. Comme cela a déjà été précisé dans l’étape A, les complétés Kv de K (pour
v point fermé de X) sont isomorphes à C((t0))((t1)), et sont donc redevables
du théorème de dualité 0.2(i). En combinant ces résultats de dualité sur
les complétés de K et l’étude de l’étape B (dualité sur V ), on montre que
D1(V,A){ℓ} et D1

nrs(V,A
t){ℓ} sont duaux l’un de l’autre.

D. On montre que X
1
nrs(A

t) =
⋃

V ′⊆V D1
nrs(V

′,At) et que, quitte à rétrécir
V , on a X

1(K,A) = D1(V,A). Un passage à la limite (en rétrécissant V )
dans la dualité de l’étape C permet alors d’obtenir une dualité parfaite :

X1(K,A){ℓ} ×X1
nrs(A

t){ℓ} → Q/Z.

E. Pour établir qu’on a un accouplement X
1(K,A){ℓ} ×X

1(K,At){ℓ} →
Q/Z dont le noyau à gauche (resp. à droite) est constitué des éléments de
X

1(K,A){ℓ} (resp. X1(K,At){ℓ}) qui sont divisibles dans X
1
nrs(A) (resp.

X
1
nrs(A

t)), il suffit d’écrire le diagramme suivant :

X1
nrs(A

t){ℓ} × X1(K,A){ℓ}

��

// Q/Z

X1(K,At){ℓ}

OO

× X1
nrs(A){ℓ}

// Q/Z,

dans lequel les deux lignes sont des accouplements parfaits de groupes finis
d’après l’étape D et les deux flèches verticales sont induites par les inclusions
X

1(K,A) ⊆ X
1
nrs(A) et X

1(K,At) ⊆ X
1
nrs(A

t), puis de montrer qu’il
commute.

Les stratégies générales de preuve sont similaires dans les troisième et quatrième
sections, où l’on s’intéresse aux variétés abéliennes sur Qp((t)) et Qp(t). Mais
les démonstrations sont techniquement nettement plus délicates.

0.4 Remerciements
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conseils, ainsi que sa lecture soigneuse de ce texte : sans lui, ce travail n’aurait
pas pu voir le jour. Je suis aussi très reconnaissant à Jean-Louis Colliot-Thélène
et à Tamás Szamuely pour leurs commentaires et leurs remarques. Je voudrais
finalement remercier l’École Normale Supérieure pour ses excellentes conditions
de travail.

0.5 Notations

Corps. Si l est un corps, on notera ls sa clôture séparable. Si de plus l est un
corps de valuation discrète complet, on notera lnr son extension non ramifiée
maximale.
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Groupes abéliens. Pour M un groupe topologique abélien (éventuellement
muni de la topologie discrète), n > 0 un entier et ℓ un nombre premier, on
notera :
• Mtors la partie de torsion de M .
• nM la partie de n-torsion de M .
• M{ℓ} la partie de torsion ℓ-primaire de M .
• Mnon−ℓ =

⊕

p6=ℓ M{p} où p décrit les nombres premiers différents de ℓ.
• M/n le quotient de M par nM .
• M (ℓ) := lim

←−r
M/ℓr le complété pour la topologie ℓ-adique de M .

• M∧ la limite projective des M/nM .
• TℓM la limite projective des ℓrM .
• Mdiv le sous-groupe divisible maximal de M .
• M = M/Mdiv le quotient de M par son sous-groupe divisible maximal.
• MD le groupe des morphismes continus M → Q/Z.
Un groupe abélien de torsion sera dit de type cofini si, pour tout entier naturel
n > 0, sa n-torsion est finie. La partie ℓ-primaire d’un tel groupe est la somme
directe d’un ℓ-groupe abélien fini et d’une puissance finie de Qℓ/Zℓ.

Faisceaux et cohomologie. Sauf indication du contraire, tous les fais-
ceaux sont considérés pour le petit site étale. Soit r ≥ 0. Pour F et G deux
faisceaux fppf sur un schéma X , on note ExtrX(F,G) (ou Extr(F,G) s’il
n’y a pas d’ambigüité) le faisceau associé pour la topologie étale au préfais-
ceau T 7→ ExtrTfppf

(F,G). On rappelle qu’avec cette définition, la formule
de Barsotti-Weil garantit que, si A est une variété abélienne sur un corps
k, alors la variété abélienne duale At représente le faisceau Ext1k(A,Gm)
(voir par exemple le théorème III.18.1 de [Oor66]). Par ailleurs, en mimant
les notations pour les groupes abéliens, on pose, pour F un faisceau sur
un schéma X et l un nombre premier, Hr(X,TlF ) = lim←−n

Hr(X, lnF ) et
Hr(X,F{l}) = lim

−→n
Hr(X, lnF ).

Catégories dérivées. Nous serons amenés quelques fois à considérer des
catégories dérivées bornées. On notera alors −⊗L− le produit tensoriel dérivé.

Corps locaux supérieurs. Les corps 0-locaux sont par définition les corps
finis et le corps C((t)). Pour d ≥ 1, un corps d-local est un corps complet pour
une valuation discrète dont le corps résiduel est (d − 1)-local. On remarquera
que cette définition est plus générale que la définition standard. Lorsque k est
un corps d-local, on notera k0, k1, ..., kd les corps tels que k0 est fini ou C((t)),
kd = k, et pour chaque i le corps ki est le corps résiduel de ki+1. On rappelle
le théorème de dualité sur un corps d-local k :

Théorème 0.4. Pour tout Gal(ks/k)-module fini M d’ordre n non divisible
par Car(k1), le groupe abélien fini Hom(M,µ⊗d

n ) est naturellement muni d’une
structure de module galoisien sur k et on a un accouplement parfait de groupes
finis Hr(k,M)×Hd+1−r(k,Hom(M,µ⊗d

n ))→ Hd+1(k, µ⊗d
n ) ∼= Z/nZ.
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Ce théorème est énoncé et démontré dans [Mil06] (théorème I.2.17)
lorsque k0 6= C((t)). Il se prouve exactement de la même manière dans
ce dernier cas : en effet, il suffit de procéder par récurrence à l’aide du
lemme I.2.18 de [Mil06], l’initialisation étant réduite à la dualité évidente
Hr(k−1,M) × H−r(k−1,Hom(M,Z/nZ)) → H0(k−1,Z/nZ) ∼= Z/nZ pour le
corps “−1-local” k−1 = C.

Groupes de Tate-Shafarevich. Lorsque L est le corps des fonctions d’une
variété projective lisse géométriquement intègre Y sur un corps l et M est un
Gal(Ls/L)-module discret, le r-ième groupe de Tate-Shafarevich de M est, par
définition, le groupe X

r(L,M) = Ker(Hr(L,M) →
∏

v∈Y (1) Hr(Lv,M)), où
Y (1) désigne l’ensemble des points de codimension 1 de Y et Lv le complété de
L par rapport à v pour chaque v ∈ Y (1).

Groupe de Brauer. Lorsque Z est un schéma, on note Br(Z) le groupe
de Brauer cohomologique H2(Z,Gm). Si Z est une l-variété géométriquement
intègre pour un certain corps l, on note Br1(Z) le groupe de Brauer algébrique
Ker(Br(Z)→ Br(Z ×l l

s)).

Cadre. Dans toute la suite, d désignera un entier naturel fixé (éventuellement
nul), k un corps d-local et X une courbe projective lisse géométriquement
intègre sur k. On notera K son corps des fonctions. Lorsque k0 est fini,
on supposera que le corps k1 est de caractéristique 0 : autrement dit, ou
bien k0 = C((t)), ou bien d ≥ 1 et k1 est un corps p-adique. Lorsque M est
un Gal(Ks/K)-module discret, on notera parfois Xr(M) au lieu de Xr(K,M).

Cohomologie à support compact. Pour j : U →֒ X une immersion ouverte
et F un faisceau sur U , le r-ième groupe de cohomologie à support compact
est, par définition, le groupe Hr

c (U,F) = Hr(X, j!F). On remarquera que,
contrairement à la définition classique de la cohomologie à support compact,
cette définition ne dépend pas du choix d’une compactification lisse de U (plus
précisément, nous avons choisi X comme compactification lisse de U).

Tores algébriques. On dit qu’un groupe algébrique T sur un corps l est un
tore si T ×l l

s est isomorphe à Gr
m pour un certain r ≥ 0. Lorsque T est un tore,

on note T̂ son module des caractères, c’est-à-dire le Z-module des morphismes
de groupes algébriques de T × ls vers Gm,ls . On rappelle que le foncteur T 7→ T̂
établit une équivalence de catégories entre les tores algébriques sur l et les
Gal(ls/l)-modules qui, en tant que groupes abéliens, sont libres de type fini. Si
T est un tore sur l, on appelle rang de T la dimension d’un sous-tore déployé
maximal : c’est aussi le rang de H0(l, T̂ ). Par ailleurs, on dit qu’un tore T sur
l est quasi-trivial s’il est isomorphe à RL/lGm pour une certaine l-algèbre finie
séparable L.
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1. Préliminaires

1.1 Groupes de torsion de type cofini

Dans cet article, nous étudierons souvent la structure des groupes de cohomo-
logie par des arguments de comptage. Ainsi, les lemmes qui suivent, qui ne
sont que des exercices d’algèbre élémentaire, seront utilisés très souvent sans
référence explicite :

Lemme 1.1. (Théorème 25.1 de [Fuc70])
Soit A un groupe de torsion de type cofini. Pour chaque nombre premier ℓ, il
existe un groupe fini Fℓ et un entier naturel rℓ tels que A{ℓ} ∼= Fℓ⊕ (Qℓ/Zℓ)

rℓ .

Esquisse. On peut supposer que A est de torsion ℓ-primaire. On remarque alors
que A = Adiv ⊕ A. Le groupe Adiv est divisible et le groupe A ne possède pas
de sous-groupe divisible non trivial.
Montrons d’abord qu’il existe rℓ tel que Adiv

∼= (Qℓ/Zℓ)
rℓ . Pour ce faire, posons

B0 = Adiv et supposons que B0 n’est pas nul. Soit x ∈ ℓB0 \ {0}. Choisissons
une suite (xi) à valeurs dans B0 telle que x1 = x et ℓxi+1 = xi. On définit alors
un morphisme f : Qℓ/Zℓ → B0 en envoyant la classe de 1/ℓi sur xi. On vérifie
aisément que f est injectif, et donc il existe un groupe de torsion de type cofini
divisible de torsion ℓ-primaire B1 tel que B0

∼= Qℓ/Zℓ ⊕B1. Si B1 est non nul,
en répétant l’argument précédent appliqué à B1 (au lieu de B0), on obtient
une décomposition B1

∼= Qℓ/Zℓ ⊕B2. Si B2 est non nul, on peut continuer en
écrivant B2

∼= Qℓ/Zℓ⊕B3. Et ainsi de suite. Le processus doit s’arrêter au bout
d’un nombre fini d’étapes : en effet, sinon, Adiv contiendrait un sous-groupe
isomorphe à (Qℓ/Zℓ)

n pour chaque n, ce qui contredirait la finitude de ℓAdiv.
Cela prouve bien qu’il existe rℓ tel que Adiv

∼= (Qℓ/Zℓ)
rℓ .

Montrons maintenant que A est fini. Par l’absurde, supposons A infini. Comme
ℓrA est fini pour tout r, le groupe lim

←−r ℓrA, muni de la topologie limite pro-

jective, est compact. De plus, A étant infini, pour chaque s, le groupe ℓsA
contient un élément d’ordre ℓs. Pour chaque s, notons Es le sous-ensemble de
lim
←−r ℓrA constitué des éléments dont la projection dans ℓsA est d’ordre ℓs. Les

Es forment une suite de fermés emboîtés dans l’espace compact lim
←−r ℓrA. Donc

⋂

s Es n’est pas vide. Cela implique que A contient un sous-groupe divisible
non trivial : absurde ! On en déduit que A est fini.

�

On en déduit immédiatement que, pour tout entier naturel non nul n, on a :

|nA|

|A/n|
=
∏

ℓ

ℓrℓvℓ(n).

Ici, vℓ(n) désigne la valuation ℓ-adique de n.
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Lemme 1.2. Soient A et A′ deux groupes de torsion de type cofini. Si |nA| =
|nA′| pour tout entier naturel n, alors A et A′ sont (non canoniquement) iso-
morphes.

Esquisse. Pour chaque groupe abélien de torsion de type cofini Z, on note
fZ : n 7→ |nZ|. On peut supposer que A et A′ sont de torsion p-primaire pour
un certain nombre premier p. On écrit alors A = F ⊕ (Qp/Zp)

s et A′ = F ′ ⊕

(Qp/Zp)
s′ , avec F et F ′ finis et s, s′ ∈ N. On remarque que fA(n) = psvp(n)g(n)

et fA′(n) = ps
′vp(n)g′(n) où g et g′ sont des fonctions bornées à valeurs dans

N∗. Par conséquent, on a s = s′. En remarquant que fF = fF ′ , on voit alors
que l’on peut supposer s = s′ = 0, c’est-à-dire que A et A′ sont finis.
Procédons par récurrence forte sur l’ordre de A. Si |A| = 1, le résultat est
évident. Supposons maintenant que le lemme soit démontré lorsque l’ordre de
A est au plus a pour un certain entier a. Soit A un groupe abélien fini d’ordre
a+ 1. On écrit alors A =

⊕r
i=1(Z/p

αiZ)mi et A′ =
⊕r′

i=1(Z/p
α′

iZ)m
′

i , avec :
• r, r′,∈ N,
• m1, ...,mr,m

′
1, ...,m

′
r′ ∈ N∗,

• α1, ..., αr, α
′
1, ..., α

′
r′ ∈ N∗,

• α1 < ... < αr et α′
1 < ... < α′

r′ .
On remarque que fA(n) = p

∑r
i=1 mi min{vp(n),αi} et fA′(n) =

p
∑r′

i=1 m′

i min{vp(n),α
′

i}. Si α1 < α′
1, alors :

logp fA(p
α1) = (

r
∑

i=1

mi)α1 = (

r′
∑

i=1

m′
i)α1 = logp fA′(pα1),

logp fA(p
α1+1) = m1α1 + (

r
∑

i=2

mi)(α1 + 1) =

= (
r′
∑

i=1

m′
i)(α1 + 1) = logp fA′(pα1+1),

et donc m1 = 0, ce qui est absurde. Par symétrie, on en déduit que α1 =
α′
1. Or, par hypothèse de récurrence, (Z/pα1Z)m1−1 ⊕

⊕r
i=2(Z/p

αiZ)mi ∼=

(Z/pα
′

1Z)m
′

1−1 ⊕
⊕r′

i=2(Z/p
α′

iZ)m
′

i , donc A ∼= A′, ce qui achève la récurrence.

�

Rappelons que k est un corps d-local. On a vu dans le théorème 0.4 que les
groupes de cohomologie galoisienne sur k d’un module galoisien fini sont tou-
jours finis. Cela implique le lemme suivant, que nous utiliserons à de nombreuses
reprises :

Lemme 1.3. Soit M un Gal(ks/k)-module discret.
(i) Si M est divisible et Mtors est de torsion de type cofini, alors Hr(k,M) est

de torsion de type cofini pour r > 0.
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(ii) Si M est de torsion de type cofini, alors Hr(k,M) est de torsion de type
cofini pour r ≥ 0.

Démonstration. (i) Soit r > 0. La suite exacte de Kummer :

0→ nM →M →M → 0

induit une suite exacte de cohomolgoie :

0→ Hr−1(k,M)/n→ Hr(k, nM)→ nH
r(k,M)→ 0.

Comme Hr(k, nM) est fini, nH
r(k,M) l’est aussi et Hr(k,M) est bien de

torsion de type cofini.
(ii) On écrit la suite exacte de modules galoisiens :

0→Mdiv →M →M/Mdiv → 0.

On obtient donc une suite exacte :

Hr(k,Mdiv)→ Hr(k,M)→ Hr(k,M/Mdiv).

Or Hr(k,M/Mdiv) est fini car M/Mdiv est fini et Hr(k,Mdiv) est de torsion
de type cofini par (i). On en déduit que Hr(k,M) est de torsion de type
cofini.

1.2 Caractéristique d’Euler-Poincaré

On rappelle que k est un corps d-local. Il est en particulier de dimension coho-
mologique d+ 1.

Définition 1.4. Soit F un Gal(ks/k)-module fini. La caractéristique d’Euler-
Poincaré de F est définie par :

χ(k, F ) :=

∞
∏

r=0

|Hr(k, F )|(−1)r .

Le produit est fini car le corps k est dimension cohomologique finie.

Proposition 1.5. Soit F un Gal(ks/k)-module fini.
(i) Si k0 est fini et d ≥ 2, alors χ(k, F ) = 1.
(ii) Si k0 = C((t)), alors χ(k, F ) = 1.

Démonstration. (i) Notons κ le corps résiduel de k et procédons par récurrence
sur d.
• Supposons que d = 2. Comme knr est un corps de dimension cohomo-

logique au plus 1 (exemple c de II.3.3 de [Ser94]), la suite spectrale de
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Hochschild-Serre Hr(κ,Hs(knr, F )) ⇒ Hr+s(k, F ) dégénère en une suite
exacte longue :

...→ Hr(κ,H0(knr, F ))→ Hr(k, F )→ Hr−1(κ,H1(knr, F ))→ ...

(voir exercice 5.2.2 de [Wei94]). On a donc :

χ(k, F ) =
χ(κ,H0(knr, F ))

χ(κ,H1(knr, F ))
.

Or, comme Gal(ks/knr) ∼= Ẑ (paragraphe IV.2 de [Ser68]), la proposition
1.7.7(i) de [NSW08] implique que les groupes H0(knr, F ) et H1(knr, F )
ont même ordre. Par conséquent, d’après le théorème I.2.8 de [Mil06], on
a :

χ(κ,H0(knr, F )) = χ(κ,H1(knr, F )),

et donc χ(k, F ) = 1.
• Soit d > 2 et supposons que la proposition soit vraie pour tout corps (d−1)-

local. Comme avant, la suite spectrale Hr(κ,Hs(knr, F )) ⇒ Hr+s(k, F )
dégénère en une suite exacte longue :

...→ Hr(κ,H0(knr, F ))→ Hr(k, F )→ Hr−1(κ,H1(knr, F ))→ ...

On a donc χ(k, F ) = χ(κ,H0(knr ,F ))
χ(κ,H1(knr ,F )) . Par hypothèse de récurrence, on a :

χ(κ,H0(knr, F )) = χ(κ,H1(knr, F )) = 1,

et donc χ(k, F ) = 1.
(ii) L’énoncé est vrai pour d = 0 puisque Gal(C((t))s/C((t))) ∼= Ẑ (exemple b

de XIII.2 de [Ser68]). On procède ensuite par récurrence comme dans (i).

1.3 Tores algébriques

Dans ce paragraphe, nous allons calculer le sous-groupe divisible maximal de
Hr(k, T ) pour T un k-tore et r un entier naturel. Pour ce faire, on commence
par rappeller le lemme d’Ono, qui sera utilisé à de nombreuses reprises :

Lemme 1.6. (Lemme d’Ono – théorème 1.5.1 de [Ono61])
Soient l un corps et T un tore sur l. Il existe un entier naturel non nul m, des
l-tores quasi-triviaux T0 et R et un l-schéma en groupes fini commutatif F tels
que l’on ait une suite exacte :

0→ F → R→ Tm ×l T0 → 0.

Remarque 1.7. Les deux remarques qui suivent seront utilisées à de nom-
breuses reprises dans la suite :
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(i) Si M est un groupe abélien fini, la suite exacte :

0→ nM →M
·n
−→M →M/n→ 0

montre que :
|nM |

|M/n|
= 1.

(ii) Le lemme du serpent montre que si 0 → M1 → M2 → M3 → 0 est une
suite exacte de groupe abéliens, alors on a une suite exacte :

0→ nM1 → nM2 → nM3 →M1/n→M2/n→M3/n→ 0.

Si de plus nM1, nM2, nM3, M1/n, M2/n et M3/n sont finis, alors :

|nM2|

|M2/n|
=
|nM1|

|M1/n|
·
|nM3|

|M3/n|
.

1.3.1 Cas où k0 = C((t))

Nous nous plaçons d’abord dans le cas, plus simple, où k0 = C((t)). Le corps k
étant d-local, cela signifie que k est isomorphe à k0((t1))...((td)).

Lemme 1.8. Pour chaque entier naturel non nul n, l’ordre de H1(k, µn) est
nd+1.

Démonstration. On procède par récurrence sur d. Pour d = 0, comme
C((t))× ∼= Z × C[[t]]× et C[[t]]× est divisible, on a C((t))×/C((t))×

n ∼= Z/nZ,
et donc le groupe H1(C((t)), µn) est bien d’ordre n.
Supposons maintenant le lemme prouvé pour un certain d, et considérons un
corps (d+ 1)-local k avec k0 = C((t)). En notant κ le corps résiduel de k, on a
une suite exacte (paragraphe 2 de l’annexe du chapitre II de [Ser94]) :

0→ H1(κ, µn)→ H1(k, µn)→ H0(κ,Z/nZ)→ 0.

Comme κ est d-local, l’hypothèse de récurrence impose que |H1(κ, µn)| = nd+1,
et donc |H1(k, µn)| = n|H1(κ, µn)| = nd+2.

Proposition 1.9. Soient T un tore sur k et ρ son rang. On a alors pour chaque
entier naturel non nul n :

|nT (k)|

|T (k)/n|
= n−dρ.

Démonstration. • Le lemme 1.8 implique que :

|nGm(k)|

|Gm(k)/n|
=
|H0(k, µn)|

|H1(k, µn)|
=

n

|H1(k, µn)|
= n−d.

Cela montre que la proposition est vraie pour T = Gm, et donc aussi pour
tout tore quasi-trivial d’après le lemme de Shapiro.
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• On se place maintenant dans le cas général, où T est un tore quelconque.
Soient m un entier naturel non nul et T0 un tore quasi-trivial sur k tels que
l’on ait une suite exacte :

0→ F → R→ Tm ×k T0 → 0

avec F un schéma en groupes fini commutatif sur k et R un tore quasi-trivial
sur k. Notons ρR le rang de R. En passant à la cohomologie et en appliquant
le lemme de Shapiro et le théorème de Hilbert 90, on obtient une suite exacte :

0→ F (k)→ R(k)→ T (k)m × T0(k)→ H1(k, F )→ 0.

Comme F est fini, les groupes F (k) et H1(k, F ) sont finis (théorème 0.4).
En utilisant les deux parties de la remarque 1.7, on déduit alors du lemme
du serpent et de la finitude de F (k) et H1(k, F ) que :

(

|nT (k)|

|T (k)/n|

)m

×
|nT0(k)|

|T0(k)/n|
=
|nR(k)|

|R(k)/n|
.

Or nous avons montré que |nT0(k)|
|T0(k)/n|

= n−d(ρR−ρm) et |nR(k)|
|R(k)/n| = n−dρR ,

puisque T0 et R sont des tores quasi-triviaux de rangs respectifs ρR − ρm et
ρR. On en déduit que |nT (k)|

|T (k)/n| = n−dρ.

Proposition 1.10. Soit T un tore de rang ρ sur k. On a alors pour chaque
entier naturel non nul n :

|nT (k)|

|T (k)tors/n|
= nρ.

Démonstration. • La propriété est évidente pour T = Gm. Elle est donc aussi
vraie pour tout tore quasi-trivial.
• On se place maintenant dans le cas général. Soient m un entier naturel non

nul et T0 un tore quasi-trivial sur k tels que l’on ait une suite exacte :

0→ F → R→ Tm ×k T0 → 0

avec F un schéma en groupes fini commutatif sur k et R un tore quasi-trivial
sur k. Comme F (ks) est fini, on déduit une suite exacte :

0→ F (ks)tors → R(ks)tors → Tm(ks)tors × T0(k
s)tors → 0.

En passant à la cohomologie, on obtient l’exactitude de :

0→ F (k)tors → R(k)tors → T (k)mtors × T0(k)tors → H1(k, F (ks)tors).

Or F (ks)tors est fini. Donc il en est de même du groupe H1(k, F (ks)tors), et
il existe une suite exacte :

0→ F (k)tors → R(k)tors → T (k)mtors × T0(k)tors → Q→ 0,
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où Q est fini. On déduit du lemme du serpent que :

(

|nT (k)|

|T (k)tors/n|

)m

×
|nT0(k)|

|T0(k)tors/n|
=

|nR(k)|

|R(k)tors/n|
.

Or, en notant ρR le rang de R, nous avons montré que |nT0(k)|
|T0(k)tors/n|

= nρR−ρm

et |nR(k)|
|R(k)tors/n|

= nρR . On en déduit que |nT (k)|
|T (k)/n| = nρ.

Proposition 1.11. Soit T un tore de rang ρ sur k. Soit r ≥ 1. On note cr,d = 0

si r = 1 et cr,d =
(

d+1
r

)

si r > 1. Il existe un groupe abélien fini F (qui dépend
de r et de T ) tel que :

Hr(k, T ) ∼= F ⊕ (Q/Z)cr,d·ρ.

De plus, si T = Gm (ou si T est quasi-trivial), alors F = 0.

Démonstration. On procède en deux étapes :
(A) Montrons d’abord la proposition pour T = Gm en procédant par double

récurrence sur d et r. Pour d = 0, la proposition est vraie par le théorème de
Hilbert 90 et par dimension cohomologique. Supposons-la donc vraie pour
un certain d ≥ 0, et considérons k un corps (d+ 1)-local.
• Pour r = 1, on a bien H1(k,Gm) = 0 par le théorème de Hilbert 90.
• Pour r = 2, si l’on note κ le corps résiduel de k, on a pour chaque n ≥ 1 la

suite exacte (voir le paragraphe 2 de l’annexe du chapitre II de [Ser94]) :

0→ H2(κ, µn)→ H2(k, µn)→ H1(κ,Z/nZ)→ 0.

Comme H2(κ, µn) = nH
2(κ,Gm), H2(k, µn) = nH

2(k,Gm) et
|H1(κ,Z/nZ)| = nd+1 d’après le lemme 1.8, on obtient que

|nH2(k,Gm)| = nd+1|nH2(κ,Gm)| = nd+1+(d+1
2 ) = n(

d+2
2 ). On en dé-

duit que H2(k,Gm) ∼= (Q/Z)(
d+2
2 ) d’après le lemme 1.2.

• Supposons que l’on ait montré que Hr(k,Gm) ∼= (Q/Z)(
d+2
r ) pour un cer-

tain r ≥ 2. On a alors la suite exacte :

0→ Hr+1(κ, µn)→ Hr+1(k, µn)→ Hr(κ,Z/nZ)→ 0.

Par hypothèse de récurrence, les groupes Hr(κ,Gm), Hr(k,Gm) et
Hr−1(κ,Gm) sont divisibles, et donc on a Hr+1(κ, µn) = nH

r+1(κ,Gm),
Hr+1(k, µn) = nH

r+1(k,Gm) et Hr(κ,Z/nZ) ∼= Hr(κ, µn) =

nH
r(κ,Gm). On en déduit, toujours à l’aide de l’hypothèse de ré-

currence, que |nHr+1(k,Gm)| = n(
d+1
r+1)+(

d+1
r ) = n(

d+2
r+1), et donc que

Hr+1(k,Gm) ∼= (Q/Z)(
d+2
r+1).

Cela achève la démonstration de la proposition pour T = Gm. Le lemme de
Shapiro montre alors que la proposition est vraie pour tout tore quasi-trivial.
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(B) On se place maintenant dans le cas général. Soient m un entier naturel
non nul et T0 un tore quasi-trivial sur k tels que l’on ait une suite exacte :

0→ F0 → R→ Tm ×k T0 → 0

avec F0 un schéma en groupes fini commutatif sur k et R un tore quasi-trivial
sur k. Notons ρR le rang de R. En passant à la cohomologie, on obtient une
suite exacte :

Hr(k, F0)→ Hr(k,R)→ Hr(k, T )m ×Hr(k, T0)→ Hr+1(k, F0).

Comme F0 est fini, on déduit du lemme du serpent que :
(

|nH
r(k, T )|

|Hr(k, T )/n|

)m

×
|nH

r(k, T0)|

|Hr(k, T0)/n|
=
|nH

r(k,R)|

|Hr(k,R)/n|
.

Par conséquent, comme le rang de T0 est ρR −mρ :
(

|nHr(k, T )|

|Hr(k, T )/n|

)m

= ncr,d(−ρR+mρ)ncr,d·ρR = nmcr,d·ρ,

et on a |nH
r(k,T )|

|Hr(k,T )/n| = ncr,d·ρ. On en déduit que Hr(k, T ) ∼= F ⊕ (Q/Z)cr,d·ρ

pour un certain groupe abélien F tel que, pour chaque premier ℓ, la par-
tie ℓ-primaire de F est finie. Soit L une extension finie galoisienne de k dé-
ployant T . Alors, comme Hr(L,Gm) est divisible, un argument de restriction-
corestriction montre que tout élément de [L : k]F est divisible. Par consé-
quent, [L : k]F = 0, et F est fini.

Proposition 1.12. Soit T un tore de rang ρ sur k. On a alors pour chaque
entier naturel naturel non nul n :

|nH1(k, T (ks)tors)|

|H1(k, T (ks)tors)/n|
= n(d+1)ρ.

Démonstration. Pour T = Gm, on a H1(k, µn) = nH
1(k,Gm(ks)tors), et donc

H1(k,Gm(ks)tors) ∼= (Q/Z)d+1 d’après le lemme 1.8. La formule est donc vraie
pour les tores quasi-triviaux. En procédant comme dans les propositions pré-
cédentes, on obtient le résultat désiré.

1.3.2 Cas où k1 est un corps p-adique

On suppose maintenant que k0 est un corps fini de caractéristique p (et donc
que k1 est un corps p-adique).

Proposition 1.13. Soit T un k-tore de rang ρ.
(i) Pour chaque entier naturel non nul n non multiple de p :

|nT (k)|

|T (k)/n|
= n−dρ.
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(ii) Pour r ∈ N, i ∈ Z, ℓ un nombre premier différent de p et t ∈ N, on a :

|ℓtH
r(k, lim
−→s ℓsT (k

s)⊗ Z/ℓsZ(i))|

|Hr(k, lim−→s ℓsT (ks)⊗ Z/ℓsZ(i))/ℓt|
=

{

ℓt(
d

i+1)ρ si r ∈ {i+ 1, i+ 2}
1 sinon.

(iii) Pour n ≥ 1 non multiple de p et r ≥ 3, on a :

|nH2(k, T )|

|H2(k, T )/n|
= ndρ,

|nHr(k, T )|

|Hr(k, T )/n|
= 1.

La preuve de la proposition précédente est similaire aux preuves du paragraphe
1.3.1, mais elle est plus technique. C’est pourquoi on ne l’inclut pas ici. Le
lecteur pourra aller voir la fin de la section 1.3 du chapitre 3 de [Izq16b] pour
trouver ladite preuve ainsi que d’autres résultats plus fins.

1.4 Variétés abéliennes

1.4.1 Réduction des variétés abéliennes

Soient l un corps complet de valuation discrète et A une variété abélienne sur
l. Notons A le modèle de Néron de A sur l’anneau de valuation de l et A0 sa
fibre spéciale. Soit A0

0 la composante connexe du neutre dans A0. On rappelle
que A0/A

0
0 est un groupe algébrique fini et qu’il existe une suite exacte :

0→ U ×l T → A0
0 → B → 0,

où U est un groupe abélien unipotent, T un tore et B une variété abélienne.
Dans le cas où l est de caractéristique résiduelle nulle, U est une puissance de
Ga.

Définition 1.14. On dit que A a très mauvaise réduction si T = 0 et
B = 0.

Théorème 1.15. (Théorème de Ogg – Théorème 1 de [Ogg62])
Soient l un corps algébriquement clos de caractéristique 0 et A une variété

abélienne sur l((t)). Soient A le modèle de Néron de A et A0 la fibre spéciale
de A. Soit A0

0 la composante connexe du neutre dans A0. On considère la suite
exacte 0 → U ×l T → A0

0 → B → 0 où U est une puissance de Ga, T est un
tore et B une variété abélienne. Soient r la dimension de T , s la dimension de
U et ǫ = r+2s. Alors H1(l((t)), A) ∼= (Q/Z)2 dimA−ǫ. En particulier, le groupe
H1(l((t)), A) ∼= (Q/Z)2 dimA−ǫ est nul si, et seulement si, la variété abélienne
A a très mauvaise réduction.

Définition 1.16. On appellera ǫ l’entier de Ogg de A.
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1.4.2 Variétés abéliennes sur un corps fini

Soit F un corps fini de caractéristique p et de cardinal q. Soient ℓ un nombre
premier différent de p et i un entier relatif. Le but de ce paragraphe est d’établir
la proposition suivante :

Proposition 1.17. Soit A une variété abélienne sur F. On note A{ℓ}(i) le
module galoisien lim

−→r ℓrA(F
s) ⊗ Z/ℓrZ(i). Alors le groupe H0(F, A{ℓ}(i)) est

fini et H1(F, A{ℓ}(i)) = 0.

Démonstration. Supposons que H0(F, A{ℓ}(i)) soit infini. Comme A(Fs)tors
est un groupe de torsion de type cofini, il en est de même de H0(F, A{ℓ}(i)).
Cela implique que H0(F, A{ℓ}(i)) possède un sous-groupe isomorphe à Qℓ/Zℓ,
et donc que A(Fs) possède un sous-module galoisien isomorphe à Qℓ/Zℓ(−i).
Par conséquent, le module de Tate TℓA(F

s) contient Zℓ(−i) comme module ga-
loisien. Comme le Frobenius géométrique agit sur Zℓ(1) par multiplication par
q−1, on déduit que le Frobenius géométrique sur TℓA(F

s)⊗Zℓ
Qℓ possède une va-

leur propre de module complexe qi. Mais l’accouplement de Weil fournit un iso-
morphisme entre les modules galoisiens TℓA(F

s) et H1(At×F F
s,Zℓ)⊗Zℓ

Zℓ(1),
et d’après les conjectures de Weil (théorème IV.1.2 de [FK88]), les valeurs
propres du Frobenius géométrique sur H1(At ×F F

s,Zℓ)⊗Zℓ
Zℓ(1)⊗Zℓ

Qℓ sont
de module complexe q−1/2 : absurde ! Donc H0(F, A{ℓ}(i)) est fini.
Pour établir la nullité de H1(F, A{ℓ}(i)), il suffit d’utiliser le théorème de dua-
lité sur Gal(Fs/F) ∼= Ẑ (exemple I.1.10 de [Mil06]) :

H1(F, A{ℓ}(i)) ∼= lim
−→
s

H1(F, ℓsA⊗ Z/ℓsZ(i))

∼= lim
−→
s

H0(F, ℓsA
t ⊗ Z/ℓsZ(−i− 1))D

∼= (lim
←−
s

ℓsH
0(F, At{ℓ}(−i− 1)))D

et la finitude de H0(F, At{ℓ}(−i− 1)).

Remarque 1.18. Ce résultat sera notamment utile dans la section 3 afin de
déterminer quand il y a un bon théorème de dualité pour les groupes de coho-
mologie d’une variété abélienne sur un corps de la forme Qp((t1))...((td−1)).

2. Variétés abéliennes sur C((t))(u)

2.1 Étude locale

Le but de cette partie est d’établir un théorème de dualité pour les variétés
abéliennes sur C((t0))((t1)) (théorème 2.3). Il s’agit d’un résultat analogue aux
théorèmes de dualité pour les variétés abéliennes sur Qp et sur Fp((t)). En fait,
c’est essentiellement le “dernier” cas de corps local de dimension cohomologique
2 non compris, et il se trouve qu’il pose certaines difficultés supplémentaires
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par rapport aux cas déjà connus.
On se place donc dans le cas où k = C((t0))((t1)) (et alors d = 1). Soient
κ = C((t0)) et A une variété abélienne sur k. Soit At sa variété abélienne duale,
qui, d’après le théorème de Barsotti-Weil, représente le faisceau Ext1k(A,Gm)
(on rappelle que Extrk(A,Gm) est le faisceau sur le petit site étale associé à T 7→
ExtrTfppf

(F,G)). Comme de plus Extrk(A,Gm) = 0 pour r 6= 1, le faisceau At

est quasi-isomorphe à RHomk(A,Gm)[1]. On dispose donc d’un accouplement
A ⊗L At → Gm[1] dans la catégorie dérivée, d’où un accouplement (voir le
paragraphe sur les accouplements dans la catégorie dérivée de la section III.0
de [Mil06]) :

Hr(k,A)×H1−r(k,At)→ Br k ∼= H2(k,Q/Z(1)) ∼= Q/Z.

Cet accouplement induit, pour chaque entier naturel n, des morphismes

Hr−1(k,A)/n→ (nH
2−r(k,At))D et nH

r(k,A)→ (H1−r(k,At)/n)D.

Lemme 2.1. Pour chaque entier naturel n et chaque entier r, le mor-
phisme Hr−1(k,A)/n → (nH

2−r(k,At))D est injectif et nH
r(k,A) →

(H1−r(k,At)/n)D est surjectif.

Démonstration. L’accouplement de Weil montre que Hom(nA,Q/Z(1)) = nA
t.

On en déduit que, dans le diagramme commutatif :

0 // Hr−1(k,A)/n

��

// Hr(k, nA) //

��

nH
r(k,A) //

��

0

0 // (nH2−r(k,At))D // H2−r(k, nA
t)D // (H1−r(k,At)/n)D // 0,

la flèche verticale centrale est un isomorphisme. Par conséquent,
Hr−1(k,A)/n → (nH

2−r(k,At))D est injectif et nH
r(k,A) →

(H1−r(k,At)/n)D est surjectif.

Notons A le modèle de Néron de A et A0 sa fibre spéciale. On dispose alors
d’une filtration A0 ⊇ A0

0 ⊇ A1
0 de A0, où :

• A0
0 est la composante connexe de l’élément neutre de A0,

• F = A0/A
0
0 est un groupe fini,

• A1
0 est de la forme U×T où U est un groupe additif (c’est-à-dire une puissance

de Ga) et T un tore,
• B = A0

0/A
1
0 est une variété abélienne.

On note ǫ l’entier de Ogg de B.
De même, on note A∗ le modèle de Néron de At et A∗

0 sa fibre spéciale. On
dispose alors d’une filtration A∗

0 ⊇ A0∗
0 ⊇ A1∗

0 de A∗
0, où :

• A0∗
0 est la composante connexe de l’élément neutre de A∗

0,
• F ∗ = A∗

0/A
0∗
0 est un groupe fini,

• A1∗
0 est de la forme U∗ × T ∗ où U∗ est un groupe additif et T ∗ un tore,

• B∗ = A0∗
0 /A1∗

0 est une variété abélienne.
On note ǫ∗ l’entier de Ogg de B∗.
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Remarque 2.2. Ainsi, B, B∗ et toutes les variétés indexées par 0 sont définies
sur κ.

Théorème 2.3. On a une suite exacte :

0→ (Q/Z)m(A) → H1(k,A)→ (H0(k,At)∧)D → 0

avec m(A) = 2 · (dim B + dim B∗)− ǫ− ǫ∗.

Remarque 2.4. La multiplication par n sur At est étale puisque k est de
caractéristique 0. Donc, d’après le théorème des fonctions implicites (au sens
du théorème III.9.2 de [Ser92]), le groupe nAt(k) est ouvert dans At(k). De
plus, il est d’indice fini puisque la suite de Kummer 0→ nA

t → At → At → 0
montre que c’est un sous-groupe du groupe fini H1(k, nA

t). On en déduit que
H0(k,At)∧ coïncide avec le complété profini de H0(k,At).

Démonstration. La surjectivité du morphisme H1(k,A) → (H0(k,At)∧)D dé-
coule immédiatement du lemme précédent par passage à la limite inductive.
Nous voulons maintenant calculer son noyau N .
D’après la propriété universelle du modèle de Néron, on a l’égalité A(k) =
A(Ok), ainsi qu’une suite exacte :

0→ D → A(Ok)→ A0(κ)→ 0.

La surjectivité du morphisme de réduction A(Ok)→ A0(κ) découle du lemme
de Hensel puisque A est lisse. De plus, D est un groupe abélien uniquement
divisible (paragraphe 3 de [Lan58]). Le lemme du serpent impose donc que :

|A(k)/n|

|nA(k)|
=
|A0(κ)/n|

|nA0(κ)|
. (1)

Nous allons maintenant dévisser A0.
• En exploitant la suite exacte 0 → A0

0(κ) → A0(κ) → F (κ), la finitude de
F (κ) et le lemme du serpent grâce aux deux parties de la remarque 1.7, on
obtient que :

|A0(κ)/n|

|nA0(κ)|
=
|A0

0(κ)/n|

|nA0
0(κ)|

. (2)

• Comme H1(κ, U) = 0 (proposition 1 du paragraphe II.1.1 de [Ser94]) et
H1(κ, T ) = 0 (puisque d’une part H1(κ, T ) est d’exposant fini d’après le
théorème de Hilbert 90 et d’autre part c’est un groupe divisible car κ est de
dimension cohomologique 1), on a une suite exacte :

0→ U(κ)× T (κ)→ A0
0(κ)→ B(κ)→ 0.

Par conséquent :

|A0
0(κ)/n|

|nA0
0(κ)|

=
|B(κ)/n|

|nB(κ)|
·
|U(κ)/n|

|nU(κ)|
·
|T (κ)/n|

|nT (κ)|
. (3)

Or :
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◦ si m est la dimension de U , on a :

|U(κ)/n|

|nU(κ)|
=
|κm/n|

|nκm|
= 1; (4)

◦ la suite exacte de Kummer 0→ nT → T → T → 0 induit une suite exacte :

0→ T (κ)/n→ H1(κ, nT )→ nH
1(κ, T )→ 0;

comme χ(κ, nT ) = 1 et H1(κ, T ) = 0, on a donc :

1 = χ(κ, nT )
−1 =

|H1(κ, nT )|

|nT (κ)|
=
|T (κ)/n||nH1(κ, T )|

|nT (κ)|
=
|T (κ)/n|

|nT (κ)|
; (5)

◦ d’après le théorème de Ogg, on a H1(κ,B) ∼= (Q/Z)2·dim B−ǫ ; de plus, la
suite exacte de Kummer 0→ nB → B → B → 0 induit une suite exacte :

0→ B(κ)/n→ H1(κ, nB)→ nH
1(κ,B)→ 0;

étant donné que χ(κ, nB) = 1, on obtient :

1 = χ(κ, nB)−1 =
|H1(κ, nB)|

|nB(κ)|
=

=
|B(κ)/n||nH1(κ,B)|

|nB(κ)|
=
|B(κ)/n|

|nB(κ)|
· n2·dim B−ǫ. (6)

On déduit alors de (1), (2), (3), (4), (5) et (6) que :

|A(k)/n|

|nA(k)|
=

1

n2·dim B−ǫ
. (7)

On montre de même que :

|At(k)/n|

|nAt(k)|
=

1

n2·dim B∗−ǫ∗
(8)

On a alors :

χ(k, nA) =
|nA(k)||H2(k, nA)|

|H1(k, nA)|

=
|nA(k)||H2(k, nA)|

|A(k)/n||nH1(k,A)|
(d’après la théorie de Kummer)

(7)
= n2·dim B−ǫ |H

2(k, nA)|

|nH1(k,A)|

= n2·dim B−ǫ |nA
t(k))|

|nH1(k,A)|
(par dualité sur k)

(8)
= n2·(dim B+dim B∗)−ǫ−ǫ∗ |A

t(k)/n|

|nH1(k,A)|
.
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Comme χ(k, nA) = 1 (d’après la proposition 1.5), on en déduit l’égalité :

|nH
1(k,A)| = n2·(dim B+dim B∗)−ǫ−ǫ∗ |At(k)/n|.

Par conséquent, |nN | = n2·(dim B+dim B∗)−ǫ−ǫ∗ . Cela étant vrai pour tout n,
comme N est de torsion de type cofini, on a N ∼= (Q/Z)2·(dim B+dim B∗)−ǫ−ǫ∗ ,
ce qui achève la preuve avec m(A) = 2 · (dim B + dim B∗)− ǫ− ǫ∗.

Remarque 2.5. Comme A et At sont isogènes (paragraphe 10 de [Mil86]), on
a :

|At(k)/n|

|nAt(k)|
=
|A(k)/n|

|nA(k)|

pour tout n. Cela montre que 2 · dim B∗ − ǫ∗ = 2 · dim B − ǫ, et donc m(A) =
2(2 · dim B − ǫ)

Corollaire 2.6. (i) Si A a bonne réduction, alors m(A) = 4 · dim A− 2ǫ. Si
de plus B a bonne réduction, alors m(A) = 4 ·dim A, et il y a donc une suite
exacte de groupes de torsion de type cofini :

0→ (Q/Z)4·dim A → H1(k,A)→ (H0(k,At)∧)D → 0.

(ii) En général, on a un isomorphisme H1(k,A) ∼= (H0(k,At)∧)D.
(iii) Le morphisme H1(k,A) → (H0(k,At)∧)D est un isomorphisme si, et

seulement si, B a très mauvaise réduction.

Démonstration. (i) Si A a bonne réduction, alors dimB = dimA. Si de plus
B a bonne réduction, alors ǫ = 0. Il suffit donc d’appliquer le théorème et la
remarque précédents.

(ii) Notons f le morphisme H1(k,A) → (H0(k,At)∧)D qui apparaît dans
la suite exacte du théorème 2.3. Le morphisme induit g : H1(k,A) →

(H0(k,At)∧)D est surjectif. Montrons qu’il est injectif. Soit x ∈ Ker(g).
Soit y ∈ H1(k,A) un rélèvement de x. Alors f(y) est divisible : pour chaque
n > 0, il existe zn ∈ (H0(k,At)∧)D tel que y = nzn. Soit yn ∈ H1(k,A)
tel que f(yn) = zn. Alors y − nyn ∈ Ker(f). Or d’après le théorème 2.3, le
groupe Ker(f) est divisible. Il existe donc vn ∈ Ker(f) tel que y−nyn = nvn.
Cela étant vrai pour tout n, l’élément y de H1(k,A) est infiniment divisible,
et donc x = 0. Cela prouve que g est un isomorphisme.

(iii) C’est une conséquence immédiate du théorème 2.3.

Dans certains cas, il est possible d’expliciter le noyau de H1(k,A) →
(H0(k,At)∧)D. Pour ce faire, il convient d’établir quelques résultats prélimi-
naires :

Lemme 2.7. Le morphisme naturel H1(Ok,A)→ H1(k,A) est injectif d’image
le sous-groupe H1(knr/k,A(knr)) de H1(k,A).
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Démonstration. Notons g : Spec k → Spec Ok et i : Spec κ → Spec Ok.
Comme A ∼= g∗A (d’après la propriété universelle du modèle de Néron), il
suffit de remarquer que :

H1(Ok,A) ∼= H1(Ok, g∗A) ∼= H1(κ, i∗g∗A) ∼= H1(knr/k,A(knr))

où le deuxième isomorphisme découle de la proposition II.1.1 de [Mil06] et le
troisième de l’exemple II.8.1.9 de [Tam94].

Proposition 2.8. Soit ℓ un nombre premier ne divisant pas |F |.
(i) Les groupes A(knr) et At(knr) sont ℓ-divisibles.
(ii) Il existe un morphisme fonctoriel injectif

(TℓH
1(Ok,A

∗))D → (lim
←−
r

H1(knr/k, ℓrA
t(knr)))D.

Démonstration.

(i) Montrons d’abord que A(knr) est ℓ-divisible. Dans la suite exacte :

0→ U(κs)× T (κs)→ A0
0(κ

s)→ B(κs)→ 0,

le groupes U(κs), T (κs) et B(κs) sont divisibles. On en déduit que A0
0(κ

s) l’est
aussi. Ainsi, dans la suite exacte :

0→ A0
0(κ

s)→ A0(κ
s)→ F (κs)→ 0,

le groupe A0
0(κ

s) est divisible et le groupe F (κs) est ℓ-divisible (puisque ℓ ne
divise pas |F |). On en déduit que A0(κ

s) est ℓ-divisible. Finalement, on sait que
A(knr) = A(Oknr ) et qu’il existe un morphisme surjectif A(Oknr ) → A0(κ

s)
à noyau divisible. Comme A0(κ

s) est ℓ-divisible, cela prouve que A(knr) est
ℓ-divisible.
D’après le paragraphe IX.11.3 de [SGA7], on a |F ∗| = |F |. On en déduit que ℓ
ne divise pas |F ∗| et donc que le groupe At(knr) est ℓ-divisible.

(ii) D’après (i), on a une suite exacte :

0→ ℓrA
t(knr)→ At(knr)→ At(knr)→ 0.

Elle induit une suite exacte en cohomologie :

0→ At(k)/ℓr → H1(knr/k, ℓrA
t(knr))→ ℓrH

1(knr/k,At(knr))→ 0.

Comme ℓrH
1(knr/k,At(knr)) et H1(knr/k, ℓrA

t(knr)) sont finis (puisque ce
sont des sous-quotients de H1(k, ℓrA)), en passant à la limite projective, on
obtient une surjection lim

←−r
H1(knr/k, ℓrA

t(knr)) → TℓH
1(knr/k,At(knr)).

En dualisant et en utilisant le lemme 2.7, cela permet de réaliser
(TℓH

1(knr/k,At(knr)))D = (TℓH
1(Ok,A∗))D comme un sous-groupe de

(lim
←−r

H1(knr/k, ℓrA
t(knr)))D.
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Lemme 2.9. On obtient un isomorphisme :

ιℓ : H
0(knr/k,H1(knr, A)){ℓ} → (lim

←−
r

H1(knr/k, ℓrA
t(knr)))D

par composition des isomorphismes naturels :

H0(knr/k,H1(knr, A)){ℓ}
∼
−→ lim
−→
r

H0(knr/k, ℓrH
1(knr, A)) (9)

∼
←− lim−→

r

H0(knr/k,H1(knr, ℓrA)) (10)

∼
−→ lim
−→
r

H0(knr/k, ℓrA
t(knr)D) (11)

∼
−→ (lim
←−
r

H1(knr/k, ℓrA
t(knr)))D. (12)

Démonstration. Décrivons les quatre isomorphismes précédents.
• L’isomorphisme (9) est évident.
• La suite exacte 0 → ℓrA→ A → A→ 0 induit une suite exacte en cohomo-

logie :
0→ A(knr)/ℓr → H1(knr, ℓrA)→ ℓrH

1(knr, A)→ 0.

Le lemme 2.8(i) montre alors que le morphisme H1(knr, ℓrA)→ ℓrH
1(knr, A)

est un isomorphisme. Cela fournit l’isomorphisme (10).
• Le groupe Gal(ks/knr) est isomorphe à Ẑ. Comme ℓrA

t ∼= Hom(ℓrA,Gm),
l’exemple I.1.10 de [Mil06] montre alors que l’on a un accouplement parfait
de groupes finis :

ℓrA
t(knr)×H1(knr, ℓrA)→ Q/Z.

Cet accouplement induit un isomorphisme :

H1(knr, ℓrA)
∼
−→ At(knr)D.

Cela fournit l’isomorphisme (11).
• Le groupe Gal(knr/k) est isomorphe à Ẑ. L’exemple I.1.10 de [Mil06] montre

alors que l’on a un accouplement parfait de groupes finis :

H0(knr/k, ℓrA
t(knr)D)×H1(knr/k, ℓrA

t(knr))→ Q/Z.

Cet accouplement induit un isomorphisme :

H0(knr/k, ℓrA
t(knr)D)

∼
−→ H1(knr/k, ℓrA

t(knr))D.

En passant à la limite inductive sur r, on obtient l’isomorphisme (12).

Nous sommes maintenant en mesure d’introduire la définition suivante :
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Définition 2.10. Soit ℓ un nombre premier ne divisant pas |F |. On appelle
ℓ-groupe de cohomologie non ramifiée symétrisé de A le groupe :

H1
nrs(k,A, ℓ) := (ιℓ ◦ Res)−1((TℓH

1(Ok,A
∗))D) ⊆ H1(k,A){ℓ}

où Res : H1(k,A) → H0(knr/k,H1(knr, A)) désigne la restriction et ιℓ l’iso-
morphisme du lemme 2.9.

Remarque 2.11. Le ℓ-groupe de cohomologie non ramifiée symétrisé de A
est bien défini quel que soit ℓ lorsque F est trivial, c’est-à-dire lorsque A0 est
connexe.

Proposition 2.12. On a une suite exacte naturelle :

0→ H1(Ok,A){ℓ} → H1
nrs(k,A, ℓ)→ (TℓH

1(Ok,A
∗))D → 0.

Démonstration. La suite exacte : 0 → ℓrA(k
nr) → A(knr) → A(knr) → 0

induit une suite exacte en cohomologie :

0→ H1(knr/k,A(knr))/ℓr → H2(knr, ℓrA(k
nr))→ ℓrH

2(knr, A(knr))→ 0.

Comme le groupe Gal(knr/k) ∼= Ẑ est de dimension cohomologique 1, le groupe
H2(knr, ℓrA(k

nr)). Il en est donc de même de H2(knr/k,A(knr)){ℓ} = 0.
Par ailleurs, comme la dimension cohomologique de knr est au plus 1, la suite
spectrale de Hochschild-Serre Hr(knr/k,Hs(knr, A)) ⇒ Hr+s(k,A) dégénère
en une suite exacte :

0→ H1(knr/k,A(knr))→ H1(k,A)→

→ H0(knr/k,H1(knr, A))→ H2(knr/k,A(knr))→ . . .

On en déduit que la restriction :

Res : H1(k,A){ℓ} → H0(knr/k,H1(knr, A)){ℓ}

est surjective et que son noyau est H1(knr/k,A(knr)){ℓ} = H1(Ok,A){ℓ}. Cela
prouve que :

Ker(ιℓ ◦ Res) = H1(Ok,A){ℓ}

Im(ιℓ ◦ Res) = (TℓH
1(Ok,A

∗))D.

Remarque 2.13. La suite exacte :

0→ H1(Ok,A){ℓ} → H1
nrs(k,A, ℓ)→ (TℓH

1(Ok,A
∗))D → 0

s’identifie à la suite exacte de groupes abstraits :

0→ (Qℓ/Zℓ)
m(A)/2 → (Qℓ/Zℓ)

m(A) → (Qℓ/Zℓ)
m(A)/2 → 0.
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Démonstration. Il suffit de montrer que H1(Ok,A){ℓ} et H1(Ok,A∗){ℓ} sont
isomorphes à (Qℓ/Zℓ)

m(At)/2.
On remarque que H1(Ok,A){ℓ} est isomorphe à H1(κ,A0){ℓ}. Or :
• la suite exacte 0 → A0

0 → A0 → F → 0 induit un isomorphisme
H1(κ,A0){ℓ} ∼= H1(κ,A0

0){ℓ} puisque ℓ ne divise pas |F |,
• la suite exacte 0 → U × T → A0

0 → B → 0 induit un isomorphisme
H1(κ,A0

0){ℓ}
∼= H1(κ,B){ℓ} puisque H1(κ, U × T ) = H2(κ, U × T ) = 0.

Ainsi H1(Ok,A){ℓ} est isomorphe à H1(κ,B){ℓ}, qui est isomorphe à
(Qℓ/Zℓ)

m(A)/2 d’après le théorème de Ogg.
De même, H1(Ok,A∗){ℓ} s’identifie à (Qℓ/Zℓ)

m(At)/2. Mais m(A) = m(At)
d’après la remarque 2.5, et donc H1(Ok,A∗){ℓ} ∼= (Qℓ/Zℓ)

m(A)/2.

Théorème 2.14. Pour ℓ premier ne divisant pas |F |, la partie ℓ-primaire du
noyau de H1(k,A)→ (H0(k,At)∧)D est H1

nrs(k,A, ℓ).

Démonstration. Considérons le diagramme suivant :
lim
−→r

H0(knr/k, ℓrH
1(knr, A))

H1(k,A){ℓ}

Res

55jjjjjjjjjjjjjjjj

f4

��

lim
−→r

H0(knr/k,H1(knr, ℓrA))

∼=

f1

jjVVVVVVVVVVVVVVVVV

∼=f6

��

lim
−→r

H1(k, ℓrA)

f3

44iiiiiiiiiiiiiiiii
f2

iiiiTTTTTTTTTTTTTTTT

f5

��
(lim
←−r

H1(k, ℓrA
t))D

f7uujjjjjjjjjjjjjjj

f8

**UUUUUUUUUUUUUUUUU

(H0(k,At)(ℓ))D (lim
←−r

H1(knr/k, ℓrA
t(knr)))D

f9tthhhhhhhhhhhhhhhhhh

(H0(knr/k, At(knr))(ℓ))D

TTTTTTTTTTTTTTTT

TTTTTTTTTTTTTTTT

où le morphisme f6 est obtenu par composition des isomorphismes

lim
−→
r

H0(knr/k,H1(knr, ℓrA))
∼
−→

∼
−→ lim
−→
r

H0(knr/k, (ℓrA
t(knr))D)

∼
−→ lim
−→
r

(H1(knr/k, ℓrA
t(knr)))D

provenant de la dualité pour la cohomologie du groupe profini Gal(ks/knr) ∼=
Gal(knr/k) ∼= Ẑ (voir l’exemple I.1.10 de [Mil06]). On vérifie aisément que ce
diagramme est commutatif.
Soit maintenant x ∈ ℓrH

1(k,A). Comme f2 est surjectif, on peut relever x
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en z ∈ H1(k, ℓrA). On remarque alors que f3(z) = f−1
1 (Res(x)). Donc, par

définition de ιℓ :

f9(ιℓ(Res(x))) = f9(f6(f
−1
1 (Res(x))) = f9(f6(f3(z)))

= f9(f8(f5(z))) = f7(f5(z)) = f4(x).

On en déduit que x ∈ Ker(f4) si, et seulement si,

ιℓ(Res(x)) ∈ Ker(f9) = (TℓH
1(Ok,A

∗))D.

Remarque 2.15. Pour ℓ divisant |F |, le noyau de H1(k,A)→ (H0(k,At)∧)D

ne contient pas forcément H1(Ok,A){ℓ}.
Par exemple, supposons que ℓ divise |F (κ)| et que A a très mauvaise réduction.
Dans ce cas, d’après le théorème 2.3, le morphisme H1(k,A)→ (H0(k,At)∧)D

est injectif. Montrons par contre que H1(Ok,A){ℓ} est non trivial. On sait que
le groupe H1(Ok,A){ℓ} est isomorphe à H1(κ,A0){ℓ}. De plus, la suite exacte
0→ A0

0 → A0 → F → 0 induit une suite exacte de cohomologie :

H1(κ,A0)→ H1(κ, F )→ H2(κ,A0
0).

Comme κ est de dimension cohomologique 1, le groupe H2(κ,A0
0) est trivial

et H1(κ,A0) se surjecte sur H1(κ, F ). De plus, d’après la proposition 1.7.7(i)
de [NSW08], on a |H1(κ, F )| = |F (κ)| et donc ℓ divise |H1(κ, F )|. Cela prouve
que H1(κ,A0){ℓ} est non trivial. Il en est donc de même de H1(Ok,A){ℓ}. On
en déduit dans ce cas que le noyau de H1(k,A) → (H0(k,At)∧)D ne contient
pas H1(Ok,A){ℓ}.
En fait, pour ℓ divisant |F |, il semble difficile de caractériser la partie ℓ-primaire
du noyau de H1(k,A)→ (H0(k,At)∧)D : en particulier, il serait intéressant de
déterminer si elle contient forcément H1(Ok,A){ℓ}div.

Pour alléger les notations dans la section suivante, nous noterons :

H1
nrs(k,A) :=

⊕

ℓ∧|F |=1

H1
nrs(k,A, ℓ).

C’est le groupe de torsion dont la partie ℓ-primaire est H1
nrs(k,A, ℓ) si ℓ ne

divise pas |F |, triviale sinon.

2.2 Étude globale

Supposons maintenant que k = C((t)) (et donc que d = 0). Soient A une
variété abélienne sur K = k(X) et At sa variété abélienne duale. Le but de ce
paragraphe est d’établir un théorème de dualité à la Cassels-Tate pour A : plus
précisément, nous voulons déterminer, sous certaines hypothèses géométriques
et modulo divisibles, le dual du groupe de Tate-Shafarevich X

1(A).
Pour chaque v ∈ X(1), notons :
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• Av le modèle de Néron de A sur Ov,
• Fv le groupe algébrique fini des composantes connexes de la fibre spéciale de
Av,
• Bv la variété abélienne qui apparaît dans la filtration de la fibre spéciale de
Av.

Notons aussi U l’ouvert de bonne réduction de A, de sorte que le modèle de
Néron A de A sur U est un schéma abélien. Soit At le schéma abélien dual.
Fixons maintenant un nombre premier ℓ et faisons l’hypothèse suivante :

(H 2.16)ℓ pour chaque v ∈ X \ U , au moins l’une des deux affirmations
suivantes est vérifiée :
• ℓ ne divise pas |Fv|,
• Bv a très mauvaise réduction.

Remarque 2.17. Étant donnée une variété abélienne A, l’hypothèse précédente
est vérifiée pour presque tout ℓ. Par conséquent, les résultats que nous allons
montrer sont vrais pour presque tout ℓ.

Soit Z l’ensemble des v ∈ X(1) tels que Bv a très mauvaise réduction. Pour
chaque ouvert V de U , on introduit les groupes suivants :

X
1
nr(V,A) :=

Ker



H1(K,A)→
∏

v∈X\V

H1(Kv, A)×
∏

v∈V (1)

H1(Kv, A)/H1
nr(Kv, A))



 ,

X
1
nrs(V,A

t) :=

Ker



H1(K,At)→
∏

v∈Z\V

H1(Kv, A
t)×

∏

v∈X\(V∪Z)

H1(Kv, A
t)/H1

nrs(Kv, A
t)

×
∏

v∈V (1)

H1(Kv, A
t)/H1

nr(Kv, A
t))



 ,

X
1
nrs(A

t) :=

Ker



H1(K,At)→
∏

v∈Z

H1(Kv, A
t)×

∏

v∈X(1)\Z

H1(Kv, A
t)/H1

nrs(Kv, A
t)



 .

Ici, H1
nr(Kv, A) désigne H1(Ov,Av) = H1(Knr

v /Kv, A(K
nr
v )).

Remarque 2.18. • L’intersection Z ∩ U n’est pas forcément vide.
• Bien sûr, le groupe X

1
nrs(A

t) contient :

X
1(At) := Ker



H1(K,At)→
∏

v∈X(1)

H1(Kv, A
t)



 .
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• Pour v ∈ Z ∩ V , on a H1
nr(Kv, A

t) = 0 et pour v ∈ V (1) \ Z, le groupe
H1

nr(Kv, A
t){ℓ} est contenu dans H1

nrs(Kv, A
t){ℓ}. On en déduit que :

X
1
nrs(A

t){ℓ} =
⋃

V⊆U

X
1
nrs(V,A

t){ℓ}.

Fixons V un ouvert non vide de U . On rappelle que l’on a une suite exacte
longue :

...→ Hr
c (V,A)→ Hr(V,A))→

⊕

v∈X\V

Hr(Kv, A)→ ..., (13)

appelée suite exacte de localisation. Elle découle de la suite exacte (4.1) de
[CTH15] et du lemme 2.7 de [HSz05]. Certains des lemmes qui suivent sont
similaires à certains lemmes de la section II.5 de [Mil06].

Lemme 2.19. (i) Pour r > 0, le groupe Hr(V,A) est de torsion de type cofini.
(ii) Le groupe H2

c (V,A) est de torsion de type cofini.

Démonstration. (i) On note g le morphisme Spec K → V . Par propriété uni-
verselle du modèle de Néron, A représente le faisceau g∗A sur V . On peut
alors écrire la suite spectrale de Leray :

Hr(V,Rsg∗A)⇒ Hr+s(K,A). (14)

En calculant les tiges de Rsg∗A grâce au théorème II.6.4.1 de [Tam94], on
prouve aisément que, pour s > 0, le faisceau Rsg∗A est de torsion. En par-
ticulier, le groupe Hr(V,Rsg∗A) est de torsion pour r ≥ 0 et s > 0. Il en
est bien sûr de même de Hr(K,A) pour r > 0. On déduit alors de la suite
spectrale (14) que le groupe Hr(V,A) = Hr(V,R0g∗A) est bien de torsion.
Reste à prouver que nH

r(V,A) est fini pour chaque n ≥ 1. La suite exacte :

0→ nA → A→ A → 0.

montre que nH
r(V,A) est un quotient de Hr(V, nA). Or ce dernier est fini

(proposition 2.1 de [Izq16a]). Donc nH
r(V,A) est fini, et Hr(V,A) est de

torsion de type cofini.
(ii) La suite exacte de localisation (13) s’écrit :

...→
⊕

v∈X(1)\V

H1(Kv, A)→ H2
c (V,A)→ H2(V,A)→ ...

Comme le groupe H2(V,A) et les H1(Kv, A) sont de torsion de type cofini,
on conclut que H2

c (V,A) est de torsion de type cofini.

Lemme 2.20. Il existe des suites exactes :

0→ H0(V,At)⊗Z Qℓ/Zℓ → H1(V,At{ℓ})→ H1(V,At){ℓ} → 0,
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0→ H1
c (V,A)

(ℓ) → H2
c (V, TℓA)→ TℓH

2
c (V,A)→ 0.

Ici, H1(V,At{ℓ}) et H2
c (V, TℓA) désignent lim

−→n
H1(V, ℓnAt) et lim

←−n
H2

c (V, ℓnA)
respectivement.

Démonstration. • Pour chaque entier naturel r, en utilisant la suite de Kum-
mer

0→ ℓrA
t → At → At → 0,

on dispose d’une suite exacte :

0→ H0(V,At)/ℓr → H1(V, ℓrA
t)→ ℓrH

1(V,At)→ 0.

En prenant la limite inductive, on obtient la suite exacte :

0→ H0(V,At)⊗Z Qℓ/Zℓ → H1(V,At{ℓ})→ H1(V,At){ℓ} → 0.

• Toujours grâce à la suite exacte de Kummer, cette fois-ci appliquée à A, on
dispose d’une suite exacte :

0→ H1
c (V,A)/ℓ

r → H2
c (V, ℓrA)→ ℓrH

2
c (V,A)→ 0

pour chaque entier naturel r. Le groupe H2
c (V, ℓrA) étant fini (proposition 2.1

de [Izq16a]), en passant à la limite projective, on obtient une suite exacte :

0→ H1
c (V,A)

(ℓ) → H2
c (V, TℓA)→ TℓH

2
c (V,A)→ 0.

Lemme 2.21. Il existe un accouplement canonique :

H1(V,At{ℓ})×H2
c (V, TℓA)→ Q/Z

qui est non dégénéré.

Démonstration. La proposition 2.1 de [Izq16a] fournit pour chaque r ≥ 0 un
accouplement parfait de groupes finis :

H1(V, ℓrA
t)×H2

c (V, ℓrA)→ Q/Z.

Il suffit alors de passer à la limite pour obtenir un accouplement non dégénéré :

H1(V,At{ℓ})×H2
c (V, TℓA)→ Q/Z.

Remarque 2.22. D’après la proposition 2.1 de [CTH15], le groupe H3
c (V,Gm)

est isomorphe à Q/Z. En utilisant la formule de Barsotti-Weil qui identifie At

à Ext1V (A,Gm) et en se rappelant que le faisceau HomV (A,Gm) est nul, on
obtient un accouplement canonique At ⊗L A → Gm[1], qui induit donc un
accouplement :

H1(V,At)×H1
c (V,A)→ H3

c (V,Gm) ∼= Q/Z. (15)
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Posons maintenant :

D1(V,A) = Im(H1
c (V,A)→ H1(V,A)),

D1
nrs(V,A

t) = Ker



H1(V,At)→
⊕

v∈Z\V

H1(Kv, A
t) ⊕

⊕
⊕

v∈X\(V ∪Z)

H1(Kv, A
t)/H1

nrs(Kv, A
t))



 .

Ce sont bien sûr des groupes de torsion de type cofini (cf lemme 2.19). On
remarquera que la suite exacte de localisation (13) montre que l’on a aussi :

D1(V,A) = Ker(H1(V,A)→
⊕

v∈X\V

H1(Kv, A)).

Lemme 2.23. (i) La suite suivante est exacte :

0→ H1(V,A)→ H1(K,A)→
∏

v∈V (1)

H1(Knr
v , A).

(ii) L’application naturelle H1(V,A) → H1(K,A) induit un isomorphisme
D1(V,A) ∼= X

1
nr(V,A).

(iii) L’application naturelle H1(V,At)→ H1(K,At) induit un isomorphisme

D1
nrs(V,A

t) ∼= X
1
nrs(V,A

t).

Démonstration. (i) Soit g : Spec K → V . La suite spectrale de Leray s’écrit :

Hr(V,Rsg∗A)⇒ Hr+s(K,A).

Cela fournit alors une suite exacte courte :

0→ H1(V,A)→ H1(K,A)→ H0(V,R1g∗A).

Soit P un ensemble de points géométriques tels que, pour tout v ∈ V ,
il existe un unique élément de P d’image v. Le faisceau R1g∗A s’injecte
dans

∏

u∈P u∗u
∗R1g∗A, et donc le groupe H0(V,R1g∗A) s’injecte dans

∏

u∈P u∗u
∗R1g∗A(V ) =

∏

v∈V (R
1g∗A)v =

∏

v∈V (1) H1(Knr
v , A). On obtient

par conséquent une suite exacte :

0→ H1(V,A)→ H1(K,A)→
∏

v∈V (1)

H1(Knr
v , A).

(ii) Cela découle aisément de (i) et de la suite d’inflation-restriction :

0→ H1
nr(Kv, A)→ H1(Kv, A)→ H1(Knr

v , A),

pour v ∈ V (1).
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(iii) Cela découle aisément des suites exactes :

0→ H1(V,At)→ H1(K,At)→
∏

v∈V (1)

H1(Knr
v , At),

0→ H1
nr(Kv, A

t)→ H1(Kv, A
t)→ H1(Knr

v , At).

Afin d’établir un théorème de dualité pour les groupes de Tate-Shafarevich, il
convient donc d’établir un théorème de dualité pour les groupes D1(U,A) et
D1

nrs(V,A
t) :

Proposition 2.24. Il existe un accouplement canonique :

D1
nrs(V,A

t){ℓ} ×D1(V,A){ℓ} → Q/Z

qui est non dégénéré.

Il convient d’établir préalablement le lemme suivant :

Lemme 2.25. La suite :
⊕

v∈X(1)\V

H0(Kv, A)
(ℓ) → H1

c (V,A)
(ℓ) → D1(V,A)(ℓ) → 0

est exacte.

Démonstration. D’après la suite exacte de localisation (suite (13)), nous dis-
posons d’une suite exacte :

⊕

v∈X(1)\V

H0(Kv, A)→ H1
c (U,A)→ D1(U,A)→ 0,

d’où des suites exactes pour tout r :

⊕

v∈X(1)\V

H0(Kv, A)/ℓ
r → H1

c (U,A)/ℓ
r → D1(U,A)/ℓr → 0.

En passant à la limite projective on obtient l’exactitude de :

⊕

v∈X(1)\V

H0(Kv, A)
(ℓ) → H1

c (V,A)
(ℓ) → D1(V,A)(ℓ) → 0.

Démonstration. (De la proposition 2.24)
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• D’après le lemme 2.21, nous disposons d’un isomorphisme :

f : H1(V,At{ℓ})
∼
−→ H2

c (V, TℓA)
D.

De plus, l’accouplement (15) de la remarque 2.22 induit pour chaque entier
naturel n un accouplement :

ℓnH
1(V,At)×H1

c (V,A)/ℓ
n → Q/Z

Par passage à la limite, on obtient donc un accouplement :

H1(V,At){ℓ} ×H1
c (V,A)

(ℓ) → Q/Z,

qui induit un morphisme g : H1(V,At){ℓ} → (H1
c (V,A)

(ℓ))D. Les mor-
phismes f et g s’insèrent dans un diagramme commutatif à lignes exactes :

0 // H0(V,At)⊗Z Qℓ/Zℓ
//

j

��

H1(V,At{ℓ}) //

∼=f

��

H1(V,At){ℓ} //

g

��

0

0 // (TℓH
2
c (V,A))

D // (H2
c (V, TℓA))D // (H1

c (V,A)
(ℓ))D // 0,

(16)
où j est l’unique morphisme qui fait commuter le diagramme. Cela montre
que g est surjectif.

De plus, nous disposons aussi d’un autre diagramme commutatif à lignes
exactes :

0 // D1
nrs(V,A

t){ℓ}

i

��

// H1(V,At){ℓ}

g
����

// W

h

��

0 // (D1(V,A)(ℓ))D // (H1
c (V,A)

(ℓ))D //
⊕

v∈X\V (H
0(Kv, A)

(ℓ))D,

(17)
où :
◦

W =
⊕

v∈Z\V

H1(Kv, A
t){ℓ}⊕

⊕
⊕

v∈X\(V ∪Z)

H1(Kv, A
t){ℓ}/H1

nrs(Kv, A
t){ℓ},

◦ h est induit par le morphisme H1(Kv, A
t) → (H0(Kv, A)

∧)D qui a été
étudié dans la section 2.1. On sait que c’est un isomorphisme d’après le
corollaire 2.6(iii), le théorème 2.14 et l’hypothèse (H 2.16)ℓ,
◦ i est l’unique morphisme qui fait commuter le diagramme.
Comme g est surjectif et h est un isomorphisme, i est surjectif. Nous allons
à présent calculer Ker(i).
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• Pour ce faire, remarquons que le groupe (TℓH
2
c (V,A))

D est divisible (puisque
TℓH

2
c (V,A) est un Zℓ-module de type fini sans torsion). Il en est donc de

même de Coker(j). Or en utilisant les diagrammes (16) et (17) et le lemme
du serpent, on obtient des isomorphismes :

Ker(i) ∼= Ker(g) ∼= Coker(j).

On en déduit que Ker(i) est divisible.
Mais comme D1(V,A) est de torsion de type cofini, le groupe D1(V,A)(ℓ) est
fini. Cela implique que Ker(i) est forcément le sous-groupe divisible maximal
de D1

nrs(V,A
t){ℓ}, et on a bien un accouplement non dégénéré :

D1
nrs(V,A

t){ℓ} ×D1(V,A){ℓ} → Q/Z.

Nous sommes maintenant en mesure d’établir le théorème suivant :

Théorème 2.26. On rappelle que k = C((t)) et que K = k(X) est le corps
des fonctions de la courbe X. On rappelle aussi que A est une variété abélienne
sur K et que V est un ouvert non vide de X contenu dans l’ouvert de bonne
réduction de A. On suppose (H 2.16)ℓ. Alors il existe un accouplement non
dégénéré de groupes finis :

X1
nrs(V,A

t){ℓ} ×X1
nr(V,A){ℓ} → Q/Z.

De plus, X1
nrs(V,A

t) et X1
nr(V,A) sont de torsion de type cofini.

Démonstration. La dualité découle immédiatement de la proposition 2.24 et du
lemme 2.23. La nature des groupes X1

nrs(V,A
t) et X

1
nr(V,A) vient du lemme

2.23 et du fait que D1(V,A) et D1
nrs(V,A

t) sont de torsion de type cofini.

Corollaire 2.27. On rappelle que k = C((t)) et que K = k(X) est le corps des
fonctions de la courbe X. On suppose (H 2.16)ℓ. Alors il existe un accouplement
non dégénéré de groupes finis :

X1
nrs(A

t){ℓ} ×X1(A){ℓ} → Q/Z.

Démonstration. Pour V ⊆ V ′ deux ouverts de U , on remarque que
X

1
nr(V,A){ℓ} et X

1
nr(V

′, A){ℓ} sont des sous-groupes du groupe de tor-
sion de type cofini X

1
nr(U,A){ℓ} tels que X

1
nr(V,A){ℓ} ⊆ X

1
nr(V

′, A){ℓ}.
Comme toute suite décroissante de sous-groupes d’un groupe de torsion
de type cofini ℓ-primaire est stationnaire (Lemme 3.7 de [HSz16]), on en
déduit qu’il existe un ouvert non vide V0 de U tel que, pour tout ouvert
non vide V de V0, on a X

1
nr(V,A){ℓ} = X

1
nr(V0, A){ℓ}. Cela implique que

X
1
nr(V0, A){ℓ} = X

1(A){ℓ}.
Par ailleurs, on remarque que, pour V ⊆ V ′ deux ouverts non vides de V0,
on a X

1
nr(V,A){ℓ} = X

1
nr(V

′, A){ℓ}, et donc d’après le théorème 2.26, le
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morphisme naturel X1
nrs(V

′, At){ℓ} →X1
nrs(V,A

t){ℓ} est un isomorphisme.
On a alors un diagramme commutatif à lignes exactes :

0 // X1
nrs(V

′, At){ℓ}div //
� _

��

X
1
nrs(V

′, At){ℓ} //
� _

��

X1
nrs(V

′, At){ℓ}

∼=

��

// 0

0 // X1
nrs(V,A

t){ℓ}div // X1
nrs(V,A

t){ℓ} //
X1

nrs(V,A
t){ℓ} // 0

Comme X
1
nrs(A

t){ℓ} =
⋃

V ⊆V0
X

1
nrs(V,A

t){ℓ}, en passant à la limite induc-
tive, on obtient que l’injection naturelle X

1
nrs(V0, A

t){ℓ} →֒ X
1
nrs(A

t){ℓ}
induit un isomorphisme X1

nrs(V0, At){ℓ}
∼
−→ X

1
nrs(A

t){ℓ}/D0 où
D0 = lim

−→V
X

1
nrs(V,A

t){ℓ}div. Une limite inductive de groupes divisibles
étant divisible, D0 est un sous-groupe divisible de X

1
nrs(A

t){ℓ}. De plus,
comme le groupe X

1
nrs(V0, A

t){ℓ} est de torsion de type cofini, le groupe
X1

nrs(V0, At){ℓ} est fini et donc D0 est forcément le sous-groupe divisible
maximal de X

1
nrs(A

t){ℓ}. Par conséquent, X1
nrs(V0, At){ℓ}

∼
−→X1

nrs(A
t){ℓ}

et, le théorème 2.26 permet de conclure qu’il existe un accouplement non
dégénéré de groupes finis :

X1
nrs(A

t){ℓ} ×X1(A){ℓ} → Q/Z.

On peut aussi obtenir un énoncé symétrique en A et At :

Corollaire 2.28. On rappelle que k = C((t)) et que K = k(X) est le corps
des fonctions de la courbe X. On suppose (H 2.16)ℓ et on note i : X1(A) →֒
X

1
nrs(A) (resp. it : X1(At) →֒X

1
nrs(A

t)) l’injection canonique. Alors il existe
un accouplement non dégénéré de groupes finis :

X
1(At){ℓ}/(it)−1(X1

nrs(A
t){ℓ}div)×X

1(A){ℓ}/i−1(X1
nrs(A){ℓ}div)→ Q/Z.

Démonstration. Grâce au corollaire 2.27, il suffit de montrer que le diagramme :

X1
nrs(A

t){ℓ} × X1(A){ℓ}

i

��

// Q/Z

X1(At){ℓ}

it

OO

× X1
nrs(A){ℓ}

// Q/Z

(18)

commute. On définit des accouplements CT et CTt par les diagrammes sui-
vants :

CT : X1(At){ℓ} × X1(A){ℓ}

i

��

// Q/Z

X1(At){ℓ} × X1
nrs(A){ℓ}

// Q/Z,
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X1
nrs(A

t){ℓ} × X1(A){ℓ} // Q/Z

CTt : X1(At){ℓ}

it

OO

× X1(A){ℓ} // Q/Z.

Pour établir la commutativité de (18), il suffit de montrer que CT et CTt coïn-
cident. En procédant comme dans le corollaire 2.27, on choisit un ouvert V de
U tel que D1(V,A){ℓ} = X

1(A){ℓ} et D1(V,At){ℓ} = X
1(At){ℓ}. Puis en

procédant comme pour la proposition 2.24, on a des diagrammes commutatifs :

0 // D1(V,A){ℓ}

j

��

// H1(V,A){ℓ}

��

//
⊕

v∈X\V H1(Kv, A){ℓ}

��

0 // (D1(V,At)(ℓ))D // (H1
c (V,A

t)(ℓ))D //
⊕

v∈X\V (H
0(Kv, A

t)(ℓ))D,

0 // D1(V,At){ℓ}

jt

��

// H1(V,At){ℓ}

��

//
⊕

v∈X\V H1(Kv, A
t){ℓ}

��

0 // (D1(V,A)(ℓ))D // (H1
c (V,A)

(ℓ))D //
⊕

v∈X\V (H
0(Kv, A)

(ℓ))D.

On vérifie alors aisément que CT est induit par j et que CTt est induit par jt.
Il suffit donc d’établir le lemme qui suit.

Lemme 2.29. Soient r, s ≥ 0. On a un diagramme commutatif au signe près :

Hr
c (V,A)

��

× Hs(V,At) // Hr+s
c (V,A⊗L At)

Hr(V,A) × Hs
c (V,A

t)

OO

// Hr+s
c (V,A⊗L At).

(19)

Démonstration. On note j : V → X l’immersion ouverte et on fait les identifi-
cations suivantes :

Hr
c (V,A) = HomD(X)(Z, j!A[r]), Hs

c (V,A
t) = HomD(X)(Z, j!A

t[s]),

Hr(V,A) = HomD(V )(Z,A[r]), Hs(V,At) = HomD(V )(Z,A
t[s]),

Hr+s
c (V,A⊗L At) = HomD(X)(Z, j!(A⊗

L At)[r + s]),

où D(U) et D(X) désignent les catégories dérivées de faisceaux étales sur U et
sur X respectivement. La commutativité de (19) revient alors à montrer que,
si α ∈ HomD(X)(Z, j!A[r]) et β ∈ HomD(X)(Z, j!A

t[s]), alors le diagramme
suivant commute dans D(X) :

Z
α //

β

��

j!A[r]
∼= // (j!A⊗L j!Z)[r]

j!j
∗β

��
j!At[s]

∼= // (j!At ⊗L j!Z)[s]
j!j

∗α // (j!A⊗L j!At)[r + s].
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Mais cette commutativité est évidente, ce qui achève la preuve.

Exemple 2.30. • Les variétés abéliennes ayant bonne réduction partout véri-
fient les hypothèses des corollaires précédents. C’est par exemple le cas des
variétés abéliennes définies sur k.
• Supposons que X = P1

k, c’est-à-dire que K = C((t))(u). La courbe elliptique
d’équation y2 = x3 + u vérifie les hypothèses des corollaires.

3. Dualité locale sur Qp((t))

Le but de cette partie est d’établir un théorème de dualité pour les variétés
abéliennes sur un corps 2-local à corps résiduel p-adique. On fixe donc un
nombre premier p ainsi qu’un corps p-adique k1 de corps résiduel k0 et on pose
k = k1((t)).
Soit A une variété abélienne sur k. Posons (n)Ã = Ext1k(A,Z/nZ(2)) pour
chaque entier naturel n non nul et notons Ã = lim

−→n (n)Ã.

Remarque 3.1. En tenant compte de la formule de Barsotti-Weil, il serait plus
naturel de considérer Ext1k(A,Q/Z(2)) au lieu de Ã. Il se trouve en fait que ces
deux faisceaux coïncident (voir l’annexe du chapitre 3 de [Izq16b]).

Comme la multiplication par n sur A est surjective, la multiplication par
n sur le faisceau de n-torsion Homk(A,Z/nZ(2)) est injective, et donc
Homk(A,Z/nZ(2)) est nul. Cela fournit un morphisme naturel dans la caté-
gorie dérivée (n)Ã→ RHomk(A,Z/nZ(2))[1], d’où un morphisme :

A⊗L
(n)Ã→ Z/nZ(2)[1].

Ce morphisme induit alors un accouplement :

Hr(k,A)×H2−r(k, (n)Ã)→ H3(k,Z/nZ(2)) ∼= Z/nZ,

où l’isomorphisme H3(k,Z/nZ(2)) ∼= Z/nZ vient du théorème I.2.17 de [Mil06].
En passant à la limite inductive sur n, on obtient un accouplement :

Hr(k,A)×H2−r(k, Ã)→ H3(k,Q/Z(2)) ∼= Q/Z. (20)

Nous voulons déterminer sous quelles conditions cet accouplement induit un
isomorphisme Hr(k,A) ∼= H2−r(k, Ã)D.

3.1 Dualité modulo divisibles

Lemme 3.2. Soit n ∈ N non nul. On a l’égalité :

(n)Ã = Homk(nA,Z/nZ(2)) = nA
t ⊗ µn

et la multiplication par n sur Ã induit une suite exacte de faisceaux :

0→ (n)Ã→ Ã
·n
−→ Ã→ 0.
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Démonstration. La suite exacte courte 0 → nA → A
·n
−→ A → 0 induit une

suite exacte :

Homk(A,Z/nZ(2))→ Homk(nA,Z/nZ(2))→ (n)Ã
·n
−→ (n)Ã.

Comme Homk(A,Z/nZ(2)) = 0 et nA
t = Homk(nA, µn), on en déduit que :

(n)Ã = Homk(nA,Z/nZ(2)) = nA
t ⊗ µn.

Cela impose aussi que Ã = lim
−→n nA

t ⊗ µn. Comme At(ks)tors est divisible,

cela montre immédiatement que la multiplication par n sur Ã induit une suite
exacte de faisceaux :

0→ (n)Ã→ Ã
·n
−→ Ã→ 0.

Cela montre que (n)Ã est la n-torsion de Ã. On notera donc par la suite nÃ au
lieu de (n)Ã.

Remarquons maintenant que l’accouplement (20) induit pour chaque n des
morphismes :

Hr−1(k,A)/n→ (nH
3−r(k, Ã))D et nH

r(k,A)→ (H2−r(k, Ã)/n)D.

Corollaire 3.3. Pour chaque entier naturel n et chaque entier r, le
morphisme Hr−1(k,A)/n → (nH

3−r(k, Ã))D est injectif et le morphisme
nH

r(k,A)→ (H2−r(k, Ã)/n)D est surjectif.

Démonstration. On a un diagramme commutatif à lignes exactes :

0 // Hr−1(k,A)/n

��

// Hr(k, nA) //

��

nH
r(k,A) //

��

0

0 // (nH3−r(k, Ã))D // H3−r(k, nÃ)D // (H2−r(k, Ã)/n)D // 0,

où le morphisme vertical central est un isomorphisme d’après le lemme pré-
cédent et le théorème I.2.17 de [Mil06]. On en déduit que le morphisme
Hr−1(k,A)/n → (nH

3−r(k, Ã))D est injectif et le morphisme nH
r(k,A) →

(H2−r(k, Ã)/n)D est surjectif.

En passant à la limite inductive, on obtient un morphisme surjectif :

Hr(k,A)→ (H2−r(k, Ã)∧)D.

Proposition 3.4. Pour r ≥ 0, il existe des familles d’entiers (βr,ℓ)ℓ et (β∗
r,ℓ)ℓ

indexées par les nombres premiers telles que, pour tout n ∈ N∗, on a :

|nHr(k,A)|

|Hr(k,A)/n|
=
∏

ℓ

ℓβr,ℓvℓ(n), (21)

|nHr(k, Ã)|

|Hr(k, Ã)/n|
=
∏

ℓ

ℓβ
∗

r,ℓvℓ(n). (22)
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Démonstration. Pour r ≥ 1, la proposition est évidente, puisque les groupes
Hr(k,A) et Hr(k, Ã) sont de torsion de type cofini. Le cas r = 0 découle alors
des formules suivantes (proposition 1.5) :

1 = χ(k, nA)
(⋆)
=

3
∏

r=0

(

|nH
r(k,A)|

|Hr(k,A)/n|

)(−1)r

,

1 = χ(k, nÃ)
(⋆)
=

3
∏

r=0

(

|nHr(k, Ã)|

|Hr(k, Ã)/n|

)(−1)r

.

Les égalités marquées avec une étoile découlent des suites exactes de Kummer :

0→ Hr−1(k,A)/n→ Hr(k, nA)→ nH
r(k,A)→ 0; (23)

0→ Hr−1(k, Ã)/n→ Hr(k, nÃ)→ nH
r(k, Ã)→ 0. (24)

Théorème 3.5. Pour r ≥ 1, le noyau du morphisme Hr(k,A) →
(H2−r(k, Ã)∧)D est un groupe de torsion de type cofini divisible.

Démonstration. Soit s ∈ {−1, 0, 1, 2, 3}. On calcule la caractéristique d’Euler-
Poincaré de nA pour chaque n :

1 = χ(k, nA) (25)

=
s−1
∏

r=0

(

|nH
r(k, A)|

|Hr(k,A)/n|

)(−1)r

·
3
∏

r=s+1

|Hr(k, nA)|(−1)r · |nH
s(k, A)|(−1)s (26)

=

s−1
∏

r=0

(

|nH
r(k, A)|

|Hr(k,A)/n|

)(−1)r

·

2−s
∏

r=0

|Hr(k, nÃ)|(−1)1−r

· |nH
s(k,A)|(−1)s (27)

=

s−1
∏

r=0

(

|nH
r(k, A)|

|Hr(k,A)/n|

)(−1)r

·

2−s
∏

r=0

(

|nH
r(k, Ã)|

|Hr(k, Ã)/n|

)(−1)1−r

·

(

|nH
s(k,A)|

|H2−s(k, Ã)/n|

)(−1)s

(28)

= |nH
s(k,A)|(−1)s |H2−s(k, Ã)/n|(−1)s+1

·
∏

ℓ

ℓ(−1)s+1γs,ℓvℓ(n), (29)

où γs,ℓ =
∑s−1

r=0(−1)
r+s+1βr,ℓ +

∑2−s
r=0(−1)

s−rβ∗
r,ℓ. En effet :

• la ligne (25) vient de la proposition 1.5 ;
• la ligne (26) et (28) viennent des suites exactes de Kummer (23) et (24) ;
• la ligne (27) vient de la dualité sur k, qui donne un isomorphisme Hr(k, nA) ∼=
H3−r(kn, Ã)

D d’après le théorème I.2.17 de [Mil06] ;
• la ligne (29) vient des équations (21) et (22).
Par conséquent, si s ≥ 1 et si Ns désigne le noyau de Hs(k,A) →
(H2−s(k, Ã)∧)D, on obtient :

|nNs| =
|nH

s(k,A)|

|H2−s(k, Ã)/n|
=
∏

ℓ

ℓγs,ℓvℓ(n).

D’après le lemme 1.2, cela prouve que Ns est divisible.
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En reprenant les notations de la preuve précédente, on a alors :

Ns
∼=
⊕

ℓ

(Qℓ/Zℓ)
γs,ℓ ,

et nous voulons calculer les γs,ℓ =
∑s−1

r=0(−1)
r+s+1βr,ℓ +

∑d−s
r=0(−1)

d+s−rβ∗
r,ℓ.

Avant de passer à la suite, il est utile d’établir des équations reliant les diffé-
rentes variables que nous avons introduites (βr,ℓ, β

∗
r,ℓ, γr,ℓ).

Proposition 3.6. Soit ℓ un nombre premier. Les entiers (γr,ℓ)r, (βr,ℓ)r et
(β∗

r,ℓ)r vérifient les équations :






γr,ℓ = βr,ℓ ∀r ∈ {−1, 1, 2, 3}
∑3

r=0(−1)
rβr,ℓ = 0

βr,ℓ = β∗
r,ℓ = 0 ∀r ≥ 4

Démonstration. On a vu dans la démonstration du théorème 3.5 que pour
chaque r ∈ {−1, 0, 1, 2, 3} :

1 = |nH
r(k,A)|(−1)r |H2−r(k, Ã)/n|(−1)r+1

·
∏

ℓ

ℓ(−1)r+1γr,ℓvℓ(n) (30)

(21)
= |Hr(k,A)/n|(−1)r |H2−r(k, Ã)/n|(−1)r+1

·
∏

ℓ

ℓ(−1)r+1(γr,ℓ−βr,ℓ)vq(n) (31)

avec γr,ℓ =
∑r−1

s=0(−1)
r+s+1βs,ℓ+

∑2−r
s=0(−1)

d+r−sβ∗
s,ℓ. Or, pour r ∈ {−1, 1, 2, 3}

(resp. t ∈ {−1, 0, 1, 2, 3}), le groupe Hr(k,A) (resp. H2−t(k, Ã)) est de torsion
de type cofini et la fonction :

n 7→ |Hr(k,A)/n| (resp. n 7→ |H2−t(k, Ã)/n|)

est bornée. L’équation (31) montre alors que γr,ℓ = βr,ℓ pour r ∈ {−1, 1, 2, 3}.
De plus, la relation γ3,ℓ = β3,ℓ implique l’égalité

∑3
r=0(−1)

rβr,p = 0 puisque
γ3,ℓ =

∑2
r=0(−1)

rβr,ℓ.

Nous voulons donc maintenant calculer les βr,ℓ pour r 6= 0, et en particulier,
déterminer quand ils sont nuls.

3.2 Étude hors de p

On fixe à présent un nombre premier ℓ différent de p. On introduit les notations
suivantes :
• A2 désigne le modèle de Néron de A ;
• A1 désigne la fibre spéciale de A2 sur k1 ;
• A0

1 désigne la composante connexe du neutre dans A1 ;
• F1 (resp. U1, T1, B1) est le groupe fini (resp. le groupe additif, le tore, la

variété abélienne) apparaissant dans la filtration de A1 ;
• A1 le modèle de Néron de B1 ;
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• A0 la fibre spéciale de A1 sur k0 ;
• F0 (resp. U0, T0, B0) est le groupe fini (resp. le groupe unipotent abélien, le

tore, la variété abélienne) apparaissant dans la filtration de A0 ;
• ρ1 (resp. ρ0) désigne le rang du tore T1 (resp. T0).
Par ailleurs, si M est un module galoisien sur un corps l, q un nombre pre-
mier différent de la caractéristique de l et i un entier, on notera M{q}(i) =
lim
−→r qrM⊗Z/qrZ(i). En tant que groupe abélien, il est isomorphe à M{q}. Par
abus de notation, quand G est un groupe algébrique abélien sur l, on écrira
G{q}(i) au lieu de G(ls){q}(i).

3.2.1 Étude de β0,ℓ

Proposition 3.7. On a l’égalité β0,ℓ = −ρ1.

Démonstration. Étant donné que A(k) = A2(Ok) et que le noyau du mor-
phisme surjectif A2(Ok)→ A1(k1) est uniquement divisible, on a :

|ℓrA(k)|

|A(k)/ℓr|
=
|ℓrA1(k1)|

|A1(k1)/ℓr|
. (32)

De plus, on a des suites exactes :

0→ A0
1 → A1 → F1 → 0,

0→ U1 × T1 → A0
1 → B1 → 0,

d’où des suites exactes de cohomologie :

0→ A0
1(k1)→ A1(k1)→ F1(k1), (33)

0→ U1(k1)× T1(k1)→ A0
1(k1)→ B1(k1)→ H1(k1, U1)×H1(k1, T1). (34)

Or :
• F1(k1) est fini,
• H1(k1, U1) est nul,
• H1(k1, T1) est simultanément de torsion de type cofini et d’exposant fini : il

est donc fini.
En exploitant les suites (33) et (33), on obtient alors, pour r ≥ 0 :

|ℓrA1(k1)|

|A1(k1)/ℓr|
=
|ℓrA0

1(k1)|

|A0
1(k1)/ℓ

r|
=
|ℓrT1(k1)|

|T1(k1)/ℓr|

|ℓrB1(k1)|

|B1(k1)/ℓr|
. (35)

D’après la proposition 1.13, on a :

|ℓrT1(k1)|

|T1(k1)/ℓr|
= ℓ−rρ1 . (36)

De plus, d’après le théorème de Mattuck ([Mat55], lemme I.3.3 de [Mil06]),
B1(k1) possède un sous-groupe d’indice fini isomorphe à OdimB1

k1
. On en déduit

que :
|ℓrB1(k1)|

|B1(k1)/ℓr|
= 1. (37)
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Par conséquent, en expoitant (32), (35), (36) et (37) :

|ℓrA(k)|

|A(k)/ℓr|
= ℓ−rρ1 .

Corollaire 3.8. La quantité ρ1 est invariante par isogénie. En particulier,
cela peut être appliqué aux variétés abéliennes A et At, qui sont isogènes.

3.2.2 Conditions suffisantes pour la nullité des βr,ℓ

Dans ce paragraphe technique, nous cherchons à prouver la nullité de β1,ℓ,
β2,ℓ et β3,ℓ sous certaines hypothèses géométriques portant sur les tores Ti

(théorème 3.15). Nous commençons par quelques lemmes.

Lemme 3.9.
(i) Les parties divisibles des groupes

(lim
←−s

H2−r(k1, ℓsA
t(knr)(i)))D et de H2−r(k1, A(k

nr){ℓ}(i)) sont (non cano-
niquement) isomorphes.

(ii) Les parties divisibles des groupes (lim
←−s

H1−r(k0, ℓsB1(k
nr
1 )(i)))D et de

Hr(k0, B1(k
nr
1 ){ℓ}(i)) sont (non canoniquement) isomorphes.

Démonstration.
(i) Pour chaque entier naturel s, on a une suite exacte :

0→ ℓsA
t(knr)(i)→ At(knr){ℓ}(i)→ At(knr){ℓ}(i)→ At(knr){ℓ}(i)/ℓs → 0.

En notant Qℓs le groupe ℓsAt(knr){ℓ}(i), on obtient des suites exactes :

0→ ℓsA
t(knr)(i)→ At(knr){ℓ}(i)→ Qℓs → 0, (38)

0→ Qℓs → At(knr){ℓ}(i)→ At(knr){ℓ}(i)/ℓs → 0. (39)

On a alors un diagramme commutatif à colonne exacte dont les flèches
diagonales sont la multiplication par ℓs :
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H1−r(k1, A
t(knr){ℓ}(i))

��

·ℓs

**UUUUUUUUUUUUUUUUU

H1−r(k1, Qℓs)

��

// H1−r(k1, A
t(knr){ℓ}(i))

H2−r(k1, ℓsA
t(knr)(i))

��
H2−r(k1, A

t(knr){ℓ}(i))

��

·ℓs

**UUUUUUUUUUUUUUUUU

H2−r(k1, Qℓs) // H2−r(k1, A
t(knr){ℓ}(i)).

(40)

Comme At(knr){ℓ}(i) est un groupe de torsion de type cofini, quand on fait
varier s, le module galoisien At(knr){ℓ}(i)/ℓs ne peut prendre qu’un nombre
fini de valeurs à isomorphisme près. En particulier, il existe une constante
entière Cℓ > 0 telle que, pour tout t ≥ 0 :

|Ht(k1, A
t(knr){ℓ}(i)/ℓs)| < Cℓ.

La suite exacte (39) montre alors que pour tout s ≥ 0 :

|Ker(H1−r(kd−1, Qℓs)→ H1−r(k1, A
t(knr){ℓ}(i)))| < Cℓ,

|Coker(H1−r(kd−1, Qℓs)→ H1−r(k1, A
t(knr){ℓ}(i)))| < Cℓ,

|Ker(H2−r(kd−1, Qℓs)→ H2−r(k1, A
t(knr){ℓ}(i)))| < Cℓ,

|Coker(H2−r(kd−1, Qℓs)→ H2−r(k1, A
t(knr){ℓ}(i)))| < Cℓ.

Le diagramme (40) permet alors de conclure que :
• le sous-groupe Cℓ!ℓsH

2−r(k1, A
t(knr){ℓ}(i)) de

ℓsH
2−r(k1, A

t(knr){ℓ}(i)) est contenu dans l’image du morphisme
H2−r(k1, ℓsA

t(knr)(i))→ ℓsH
2−r(k1, A

t(knr){ℓ}(i)), et donc :

|Coker(H2−r(k1, ℓsA
t(knr)(i))→ ℓsH

2−r(k1, A
t(knr){ℓ}(i)))|

≤ |ℓsH
2−r(k1, A

t(knr){ℓ}(i))/Cℓ!|;
(41)

• tout élément du noyau du morphisme

H1−r(k1, Qℓs)/H
1−r(k1, A

t(knr){ℓ}(i))→ H1−r(k1, A
t(knr){ℓ}(i))/ℓs

est dans la classe d’équivalence d’un élément du noyau de :

H1−r(k1, Qℓs)→ H1−r(k1, A
t(knr){ℓ}(i)),
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et donc :

|Ker(H2−r(k1, ℓsA
t(knr)(i))→ ℓsH

2−r(k1, A
t(knr){ℓ}(i)))|

≤ Cℓ|H
1−r(k1, A

t(knr){ℓ}(i))/ℓs|,
(42)

Comme les groupes H1−r(k1, A
t(knr){ℓ}(i)) et

H2−r(k1, A
t(knr){ℓ}(i)) sont de torsion de type cofini, les relations (41) et

(42) montrent qu’il existe une contante Dℓ telle que, pour tout s ≥ 0 :

|Coker(H2−r(k1, ℓsA
t(knr)(i))→ ℓsH

2−r(k1, A
t(knr){ℓ}(i)))| ≤ Dℓ, (43)

|Ker(H2−r(k1, ℓsA
t(knr)(i))→ ℓsH

2−r(k1, A
t(knr){ℓ}(i)))| ≤ Dℓ. (44)

On en déduit que les groupes :

Ker(lim
←−
s

H2−r(k1, ℓsA
t(knr)(i))→ lim

←−
s

ℓsH
2−r(k1, A

t(knr){ℓ}(i))), (45)

Coker(lim
←−
s

H2−r(k1, ℓsA
t(knr)(i))→ lim

←−
s

ℓsH
2−r(k1, A

t(knr){ℓ}(i))), (46)

sont finis. Comme H2−r(k1, A
t(knr){ℓ}(i)) est de torsion de type cofini, cela

montre que les parties divisibles des groupes (lim
←−s

H2−r(k1, ℓsA
t(knr)(i)))D

et de H2−r(k1, A
t(knr){ℓ}(i)) sont isomorphes. Comme A et At sont isogènes,

les parties divisibles de H2−r(k1, A
t(knr){ℓ}(i)) et de H2−r(k1, A(k

nr){ℓ}(i))
sont isomorphes, ce qui achève la preuve.

(ii) La preuve est analogue.

Lemme 3.10. (i) Pour chaque entier naturel r et chaque entier i, les
parties divisibles de groupes de type cofini Hr(k1, H

1(knr, A{ℓ}(i))) et
H2−r(k1, A

0
1{ℓ}(1− i)) sont (non canoniquement) isomorphes.

(ii) Pour chaque entier naturel r et chaque entier i, les parties divisibles de
groupes de type cofini Hr(k0, H

1(knr1 , B1{ℓ}(i))) et H1−r(k0, A
0
0{ℓ}(−i)) sont

(non canoniquement) isomorphes.

Démonstration. (i) Soit r ≥ 0. Par dualité sur Gal(ks/knr) ∼= Ẑ (exemple
I.1.10 de [Mil06]), on a un isomorphisme :

H1(knr, A{ℓ}(i)) ∼= (lim
←−
s

ℓsA
t(knr)(−i))D. (47)

Par dualité sur le corps p-adique k1, on a aussi un isomorphisme :

lim
−→
s

Hr(k1, ℓsA
t(knr)(−i)D) ∼= lim

−→
s

H2−r(k1, ℓsA
t(knr)(1 − i))D. (48)
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On calcule alors :

Hr(k1, H
1(knr, A{ℓ}(i)))

(47)
∼= Hr(k1, (lim←−

s
ℓsA

t(knr)(−i))D)

∼= lim
−→
s

Hr(k1, ℓsA
t(knr)(−i)D)

(48)
∼= lim
−→
s

H2−r(k1, ℓsA
t(knr)(1 − i))D

∼= (lim
←−
s

H2−r(k1, ℓsA
t(knr)(1 − i)))D.

(49)

De plus, on sait que :

A(knr){ℓ} ∼= A2(Oknr ){ℓ} ∼= A1{ℓ}, (50)

puisque A(knr) = A2(Oknr ) et le morphisme de réduction A2(Oknr ) →
A1(k

s
1) est surjectif à noyau uniquement divisible. Par conséquent, en uti-

lisant le lemme 3.9 et les isomorphismes (49) et (50), on montre que :

Hr(k1, H
1(knr, A(ks){ℓ}(i)))div

∼= H2−r(k1, A(k
nr){ℓ}(1− i))div

∼= H2−r(k1, A1{ℓ}(1− i))div

(51)

On remarque maintenant que l’on a la suite exacte :

0→ A0
1(k

s
1)→ A1(k

s
1)→ F1(k

s
1)→ 0.

Il existe donc un Gal(ks1/k1)-module fini F tel que la suite suivante est
exacte :

0→ A0
1{ℓ}(1− i)→ A1{ℓ}(1− i)→ F{ℓ}(1− i)→ 0.

En passant à la cohomologie, on en déduit que :

H2−r(k1, A1{ℓ}(1− i))div
∼= H2−r(k1, A

0
1{ℓ}(1− i))div (52)

Les isomorphismes (51) et (52) permettent de conclure.
(ii) La preuve est analogue.

Lemme 3.11. (i) Pour chaque entier naturel r et chaque entier i, on a un
isomorphisme Hr(k1, A(k

nr){ℓ}(i)) ∼= Hr(k1, A1{ℓ}(i)). De plus, les parties
divisibles de Hr(k1, A(k

nr){ℓ}(i)) et de Hr(k1, A
0
1{ℓ}(i)) sont isomorphes.

(ii) Pour chaque entier naturel r et chaque entier i, on dispose d’un isomor-
phisme Hr(k1, B1(k

nr
1 ){ℓ}(i)) ∼= Hr(k0, A0{ℓ}(i)). De plus, les parties divi-

sibles de Hr(k1, B1(k
nr
1 ){ℓ}(i)) et de Hr(k0, A

0
0{ℓ}(i)). sont isomorphes.
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Démonstration. (i) L’isomorphisme (50) montre que :

Hr(k1, A(k
nr){ℓ}(i)) ∼= Hr(k1, A1{ℓ}(i)).

De plus, on dispose de la suite exacte :

0→ A0
1 → A1 → F1 → 0,

et donc de la suite exacte :

0→ A0
1(k

s
1){ℓ}(i)→ A1(k

s
1){ℓ}(i)→ F1(k

s
1){ℓ}(i)→ 0.

Comme Hr−1(k1, F1(k
s
1){ℓ}(i)) et Hr(k1, F1(k

s
1){ℓ}(i)) sont finis, on en dé-

duit que les parties divisibles de Hr(k1, A(k
nr){ℓ}(i)) et de Hr(k1, A

0
1{ℓ}(i))

sont isomorphes.
(ii) La preuve est analogue.

Lemme 3.12. Soient r ∈ {0, 1, 2} et i un entier tels que l’une des hypothèses
suivantes est satisfaite :
(1) r = 2 et i = 0 ;
(2) ρ0 = 0 ;
(3) r = 0 et i 6= −1.
Alors Hr(k1, B1{ℓ}(i)) est fini.

Démonstration. La suite spectrale de Hochschild-Serre :

Hs(k0, H
t(knr1 , B1{ℓ}(i)))⇒ Hs+t(k1, B1{ℓ}(i))

dégénère en une suite exacte longue :

· · · → Hr(k0, B1(k
nr
1 ){ℓ}(i)))→ Hr(k1, B1{ℓ}(i))→

→ Hr−1(k0, H
1(knr1 , B1{ℓ}(i)))→ · · · (53)

puisque knr1 est de dimension cohomologique 1. Montrons que les termes
Hr(k0, B1(k

nr
1 ){ℓ}(i))) et Hr−1(k0, H

1(knr1 , B1{ℓ}(i))) sont finis.
• La suite exacte 0 → U0 × T0 → A0

0 → B0 → 0 induit une suite exacte de
modules galoisiens :

0→ T0{ℓ}(i)→ A0
0{ℓ}(i)→ B0{ℓ}(i)→ 0

et donc une suite exacte de cohomologie :

Hr(k0, T0{ℓ}(i))→ Hr(k0, A
0
0{ℓ}(i))→ Hr(k0, B0{ℓ}(i)). (54)

Or la proposition 1.13 et les hypothèses (1), (2) et (3) imposent que :

|nHr(k0, T0{ℓ}(i))|

|Hr(k0, T0{ℓ}(i))/n|
= 1.
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Comme Hr(k0, B0{ℓ}(i)) est fini d’après la proposition 1.17, on déduit de la
suite (54) que Hr(k0, A

0
0{ℓ}(i)) est fini. Les parties divisibles des de groupes

de torsion de type cofini Hr(k0, A
0
0{ℓ}(i)) et Hr(k0, B1(k

nr
1 ){ℓ}(i))) étant

isomorphes d’après le lemme 3.11, cela prouve que Hr(k0, B1(k
nr
1 ){ℓ}(i)))

est fini.
• On montre de la même manière que la suite (54) que l’on a une suite exacte :

H2−r(k0, T0{ℓ}(−i))→ H2−r(k0, A
0
0{ℓ}(−i))→ H2−r(k0, B0{ℓ}(−i)).

(55)
Or la proposition 1.13 et les hypothèses (1), (2) et (3) imposent que

|nH2−r(k0, T0{ℓ}(−i)))|

|H2−r(k0, T0{ℓ}(−i)))/n|
= 1.

Comme H2−r(k0, B0{ℓ}(−i)) est fini d’après la proposition 1.17, on dé-
duit de la suite (55) que H2−r(k0, A

0
0{ℓ}(−i)) est fini. Les parties divi-

sibles des de groupes de torsion de type cofini H2−r(k0, A
0
0{ℓ}(−i)) et

Hr−1(k0, H
1(knr1 , B1{ℓ}(i))) étant isomorphes d’après le lemme 3.10, cela

prouve que Hr−1(k0, H
1(knr1 , B1{ℓ}(i))) est fini.

Comme Hr(k0, B1(k
nr
1 ){ℓ}(i))) et Hr−1(k0, H

1(knr1 , B1{ℓ}(i))) sont finis, la
suite exacte (53) montre que Hr(k1, B1{ℓ}(i)) est fini.

On est maintenant en mesure d’établir la proposition qui fournit des conditions
suffisantes pour que les groupes de cohomologie de A{ℓ}(i) soient finis.

Proposition 3.13. Soient r ∈ {2, 3} tel que l’une des hypothèses suivantes est
satisfaite :
(1) r = 3 ;
(2) r = 2 et ρ0 = ρ1 = 0.
Alors Hr(k,A{ℓ}) est fini.

Démonstration. La preuve est similaire à celle du lemme 3.12. La suite spectrale

Hs(k1, H
t(knr, A{ℓ}))⇒ Hs+t(k,A{ℓ})

dégénère en une suite exacte longue :

...→ Hr(k1, A(k
nr){ℓ}))→ Hr(k,A{ℓ})→ Hr−1(k1, H

1(knr, A{ℓ}))→ ....
(56)

Montrons que les termes Hr(k1, A(k
nr){ℓ})) et Hr−1(k1, H

1(knr, A{ℓ})) sont
finis.
• La suite exacte 0 → U1 × T1 → A0

1 → B1 → 0 induit une suite exacte de
cohomologie :

Hr(k1, T1{ℓ})→ Hr(k1, A
1
0{ℓ})→ Hr(k1, B1{ℓ}). (57)

Or la proposition 1.13 et les hypothèses (1) et (2) imposent que :

|nHr(k1, T1{ℓ})|

|Hr(k1, T1{ℓ})/n|
= 1.
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Comme Hr(k1, B1{ℓ}) est fini d’après le lemme 3.12, on déduit de la suite
(57) que Hr(k1, A

1
0{ℓ}) est fini. La partie divisible de Hr(k1, A(k

nr){ℓ}))
étant isomorphe à celle de Hr(k1, A

0
1{ℓ}) d’après le lemme 3.11, cela prouve

que Hr(k1, A(k
nr){ℓ})) est fini

• La suite exacte 0 → U1 × T1 → A0
1 → B1 → 0 induit une suite exacte de

cohomologie :

H3−r(k1, T1{ℓ}(1))→ H3−r(k1, A
0
1{ℓ}(1))→ H3−r(k1, B1{ℓ}(1)). (58)

Or la proposition 1.13 et les hypothèses (1) et (2) imposent que

|nH3−r(k1, T1{ℓ}(1))|

|H3−r(k1, T1{ℓ}(1))/n|
= 1.

Comme H3−r(k1, B1{ℓ}(1)) est fini d’après le lemme 3.12, on déduit
de la suite (58) que H3−r(k1, A

0
1{ℓ}(1)) est fini. La partie divisible de

Hr−1(k1, H
1(knr, A{ℓ})) étant isomorphe à celle de H3−r(k1, A

0
1{ℓ}(1)), le

groupe Hr−1(k1, H
1(knr, A{ℓ})) est bien fini.

On déduit alors de la suite (56) que Hr(k,A{ℓ}(i)) est fini.

Remarque 3.14. De manière tout à fait analogue, on peut montrer que, si
ρ0 = 0, alors H1(k,A){ℓ} est fini.

Nous pouvons à présent établir le théorème suivant qui montre la nullité des
βr,ℓ sous certaines hypothèses.

Théorème 3.15. Soit ℓ 6= p un nombre premier.
(i) On a toujours β3,ℓ = 0.
(ii) Si ρ0 = ρ1 = 0, alors β2,ℓ = 0.
(iii) Si ρ0 = 0, alors β1,ℓ = 0.

Démonstration. (i) C’est un corollaire immédiat de la proposition 3.13 car
H3(k,A){ℓ} ∼= H3(k,A(ks){ℓ}).

(ii) C’est un corollaire immédiat de la proposition 3.13 car H2(k,A){ℓ} ∼=
H2(k,A(ks){ℓ}).

(iii) C’est un corollaire immédiat de la remarque 3.14.

3.2.3 Conditions nécessaires pour la nullité des βr,ℓ

Dans cette section, nous allons donner une réciproque au théorème 3.15(ii).
Pour ce faire, nous aurons besoin du lemme suivant :

Lemme 3.16. Supposons que H1(k0, A
0
0{ℓ}(−1)) soit fini. Alors ρ0 = 0.

Démonstration. La suite 0→ U0×T0 → A0
0 → B0 → 0 induit une suite exacte

de cohomologie :

H0(k0, B0{ℓ}(−1))→ H0(k0, T0{ℓ}(−1))→ H1(k0, A
0
0{ℓ}(−1)).
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En utilisant la proposition 1.17, on déduit que le groupe H0(k0, T0{ℓ}(−1)) est
fini. La proposition 1.13 impose alors que ρ0 = 0.

Théorème 3.17. Soit ℓ 6= p un nombre premier. Les deux assertions suivantes
sont équivalentes :
(i) ρ1 = ρ0 = 0 ;
(ii) β2,ℓ = 0.

Démonstration. Le sens direct n’est autre que le théorème 3.15.
Supposons (ii). Dans ce cas, le groupe H2(k,A){ℓ} ∼= H2(k,A{ℓ}) est fini.
De plus, par dimension cohomologique, le groupe H3(k1, H

0(knr, A(ks){ℓ}) est
nul. Par conséquent, en écrivant la suite exacte :

H2(k,A{ℓ})→ H1(k1, H
1(knr, A(ks){ℓ}))→ H3(k1, H

0(knr, A(ks){ℓ}) = 0

associée à la suite spectrale de Hochschild-Serre, on déduit que le groupe
abélien H1(k1, H

1(knr, A(ks){ℓ})) est fini. Le lemme 3.10 montre alors la
finitude de H1(k1, A

0
1{ℓ}(1)).

Écrivons maintenant la suite :

0→ U1 × T1 → A0
1 → B1 → 0.

Elle induit une suite exacte de modules galoisiens :

0→ T1{ℓ}(1))→ A0
1{ℓ}(1))→ B1{ℓ}(1))→ 0 (59)

et donc une suite de cohomologie :

H1(k1, A
0
1{ℓ}(1))→ H1(k1, B1{ℓ}(1))→ H2(k1, T1{ℓ}(1)).

Comme H2(k1, T1{ℓ}(1)) est fini (proposition 1.13), la finitude de
H1(k1, A

0
1{ℓ}(1)) implique celle de H1(k1, B1{ℓ}(1)).

La suite spectrale Hs(k0, H
t(knr1 , B1{ℓ}(1)))⇒ Hs+t(k1, B1{ℓ}(1)) fournit une

suite exacte :

H1(k1, B1{ℓ}(1))→ H0(k0, H
1(knr1 , B1{ℓ}(1)))→

→ H2(k0, H
0(knr1 , B1{ℓ}(1))) = 0

car k1 est de dimension cohomologique 2. La finitude de H1(k1, B1{ℓ}(1))
implique donc celle de H0(k0, H

1(knr1 , B1{ℓ}(1))), et les lemmes 3.10 et 3.16
montrent alors que H1(k0, A

0
0{ℓ}(−1)) est fini puis que ρ0 = 0.

Reste à montrer que ρ1 = 0. Pour ce faire, on remarque que, d’après le lemme
3.12, le groupe H2(k1, B1{ℓ}(1)) est fini car ρ0 = 0. De plus, la suite exacte de
modules galoisiens (59) induit une suite exacte de cohomologie :

H2(k1, T1{ℓ}(1))→ H2(k1, A
0
1{ℓ}(1))→ H2(k1, B1{ℓ}(1)).
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Comme H2(k1, T1{ℓ}(1)) est fini (proposition 1.13), la finitude de
H2(k1, B1{ℓ}(1)) implique celle de H2(k1, A

0
1{ℓ}(1)) et donc celle de

H0(k1, H
1(knr, A(ks){ℓ})) (lemme 3.10).

Écrivons maintenant la suite exacte :

H0(k1, H
1(knr, A(ks){ℓ}))→ H2(k1, H

0(knr, A(ks){ℓ})→ H2(k,A{ℓ})

associée à la suite spectrale de Hochschild-Serre. Comme H2(k,A{ℓ})
est fini, la finitude de H0(k1, H

1(knr, A(ks){ℓ})) implique celle de
H2(k1, H

0(knr, A(ks){ℓ})) et donc aussi celle de H2(k1, A
0
1(k

s
1){ℓ}) (lemme

3.11). En exploitant encore une fois la suite (59), on obtient une suite exacte :

H1(k1, B1(k
s
1){ℓ})→ H2(k1, T1(k

s
1){ℓ})→ H2(k1, A

0
1(k

s
1){ℓ}).

Comme H1(k1, B1(k
s
1){ℓ}) est fini car ρ0 = 0 (lemme 3.12), on déduit qu’il en

est de même de H2(k1, T1(k
s
1){ℓ}). On obtient finalement ρ1 = 0 grâce à la

proposition 1.13.

Remarque 3.18. Dans l’article [Koy00], Y. Koya construit un complexe C
de Gal(ks/k)-modules pour lequel la multiplication par ℓs induit un triangle
distingué

(ℓsA)
′ → C → C → (ℓsA)

′[1] (60)

avec (ℓsA)
′ = Hom(ℓsA, µ

⊗2
ℓs ) quel que soit l’entier naturel s. Son théorème

principal (théorème 1.1) implique que H0(k, C){ℓ} et H1(k, C){ℓ} sont finis
quelle soit la variété abélienne A sur k. De plus, sa preuve repose très fortement
sur la proposition 4.1, qui impose que, pour chaque s ≥ 0, on a |H0(k, C)/ℓs| =
|ℓsH0(k, C)|. Cela montre que la fonction s 7→ |H0(k, C)/ℓs| est bornée. Or on
remarque que :

|ℓsH
1(k, C)|

|ℓsH2(k,A)|
=
|ℓsH

1(k, C)|

|H1(k, (ℓsA)′)|

|H1(k, (ℓsA)
′)|

|H2(k, ℓsA)|

|H2(k, ℓsA)|

|ℓsH2(k,A)|

=
|H1(k,A)/ℓs|

|H0(k, C)/ℓs|
,

car |H1(k, (ℓsA)
′)| = |H1(k, (ℓsA)

′)| par dualité sur k (théorème I.2.17 de
[Mil06]) et car on a des suites exactes induites par (60) et par 0 → ℓsA →
A→ A→ 0 :

0→ H0(k, C)/ℓs → H1(k, (ℓsA)
′)→ ℓsH

1(k, C)→ 0,

0→ H1(k,A)/ℓs → H2(k, ℓsA)→ ℓsH
2(k,A)→ 0.

Comme H1(k, C){ℓ} est fini et la fonction s 7→ |H0(k, C)/ℓs| est bornée,
on en déduit que la fonction s 7→ |ℓsH2(k,A)| est aussi bornée, et donc que
H2(k,A){ℓ} est fini, quelle que soit la variété abélienne A. En utilisant 3.17,
cela impose que ρ1 = 0 pour toute variété abélienne A. Mais cela est clairement
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faux : par exemple, la courbe elliptique y2 = x3 + x2 + t vérifie ρ1 = 1. On en
déduit que, parmi le théorème 1.1 et la proposition 4.1 de [Koy00], au moins
l’un des deux énoncés est faux. En particulier, la preuve du théorème 1.1 de
[Koy00] semble erronée et difficile à rattraper.

3.3 Étude en p

Les résultats sont plus imprécis que dans le paragraphe précédent, puisque nous
ne savons pas calculer les parties p-primaires des groupes de cohomologie d’un
tore et puisque le noyau du morphisme de réduction A1(Ok1) → A0(k0) n’est
pas forcément uniquement divisible par p.

Théorème 3.19. On a :

β0,p − β1,p + β2,p − β3,p = 0,

β0,p = −ρ1 − [k1 : Qp](dimT1 + dimB1).

Si dimB1 = 0, alors β1,p = β3,p = 0.

Démonstration. La première égalité été vue dans 3.6. La deuxième peut être
démontrée comme la proposition 3.7, à condition d’utiliser le théorème de struc-
ture de Mattuck (lemme 3.3 de [Mil06]) : pour plus de détails, on pourra consul-
ter la proposition 5.21 de [Izq16b]. Finalement, la preuve de la dernière assertion
est analogue à celle du théorème 3.17 (c’est même plus facile).

Corollaire 3.20. On a dimU1 = dimU∗
1 . En particulier, si A a très mauvaise

réduction, alors il en est de même de At.

Remarque 3.21. On pourrait bien sûr remplacer At par n’importe quelle va-
riété abélienne isogène à A.

3.4 Le noyau de H2(k, Ã)→ (H0(k,A)∧)D

Exactement comme dans la section 3.1, on peut montrer que :

Théorème 3.22. Pour chaque r ≥ 0, il existe un morphisme naturel surjec-
tif Hr(k, Ã) → (H2−r(k,A)∧)D dont le noyau est de torsion de type cofini
divisible.

Il se trouve que, dans certains cas, il est possible d’expliciter le noyau de
H2(k, Ã) → (H0(k,A)∧)D. Pour ce faire, il convient de poser Ã = g∗Ã où
g : Spec k → Spec Ok désigne l’immersion ouverte, et d’établir quelques pro-
priétés préliminaires :

Lemme 3.23.
(i) Le morphisme naturel H1(Ok,A2)→ H1(k,A) est injectif d’image le sous-

groupe H1(knr/k,A(knr)) de H1(k,A).
(ii) Le faisceau Ã est de torsion. De plus, pour chaque n ≥ 1, on a l’égalité

nÃ = nA∗
2 ⊗ µn, où A∗

2 désigne le modèle de Néron de At.
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(iii) On a un isomorphisme H2(Ok, Ã)→ H2(knr/k, Ã(knr)) faisant commu-
ter le diagramme :

H2(Ok, Ã)
Res //

∼=

��

H2(k, Ã)

H2(knr/k, Ã(knr))

Inf

66nnnnnnnnnnnn

.

Démonstration. Les preuves de (i) et (iii) sont analogues à celle de 2.7. Le fait
que Ã est de torsion est évident, et pour montrer que nÃ = nA

∗
2 ⊗ µn, il suffit

de remarquer que nÃ = nA
t ⊗ µn (lemme 3.2) et donc que :

nÃ = g∗(nÃ) = g∗(nA
t ⊗ µn) = g∗(nA

t)⊗ µn = nA
∗
2 ⊗ µn.

Proposition 3.24. Soit ℓ un nombre premier ne divisant pas |F1| (mais pou-
vant être éventuellement égal à p).

(i) Les groupes A(knr) et H0(knr, Ã) sont ℓ-divisibles.

(ii) Il existe un morphisme fonctoriel injectif

(TℓH
1(Ok,A2))

D → (lim
←−
r

H1(knr/k, ℓrA(k
nr)))D.

Démonstration. (i) On prouve que A(knr) et At(knr) sont ℓ-divisibles exac-
tement de la même manière que dans la proposition 2.8. De plus, comme
nÃ = nA

t ⊗ µn, on remarque que :

H0(knr, Ã) = lim
−→
n

H0(knr, nÃ) ∼= lim
−→
n

H0(knr, nA
t) = At(knr)tors.

On en déduit que H0(knr, Ã) est ℓ-divisible.
(ii) La preuve est analogue à celle de la proposition 2.8.

Lemme 3.25. On obtient un isomorphisme :

ιℓ : H
1(knr/k,H1(knr, Ã)){ℓ} → (lim

←−
r

H1(knr/k, ℓrA(k
nr)))D

par composition des isomorphismes naturels :

H1(knr/k,H1(knr, Ã)){ℓ}
∼
−→ lim
−→
r

H1(knr/k, ℓrH
1(knr, Ã)) (61)

∼
←− lim
−→
r

H1(knr/k,H1(knr, ℓrÃ)) (62)

∼
−→ lim
−→
r

H1(knr/k, (ℓrA(k
nr)(−1))D) (63)

∼
−→ (lim←−

r

H1(knr/k, ℓrA(k
nr)))D. (64)
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Démonstration. Décrivons les quatre isomorphismes précédents.
• L’isomorphisme (61) est évident.
• La suite exacte 0 → ℓrÃ→ Ã → Ã→ 0 induit une suite exacte en cohomo-

logie :
0→ Ã(knr)/ℓr → H1(knr, ℓr Ã)→ ℓrH

1(knr, Ã)→ 0.

Le lemme 3.24(i) montre alors que le morphisme H1(knr, ℓrÃ) →

ℓrH
1(knr, Ã) est un isomorphisme. Cela fournit l’isomorphisme (62).

• Le groupe Gal(ks/knr) est isomorphe à Ẑ. Comme ℓrÃ ∼= Hom(ℓrA, µ
⊗2
ℓr ),

l’exemple I.1.10 de [Mil06] montre alors que l’on a un accouplement parfait
de groupes finis :

ℓrA(k
nr)(−1)×H1(knr, ℓr Ã)→ Q/Z.

Cet accouplement induit un isomorphisme :

H1(knr, ℓr Ã)
∼
−→ (ℓrA(k

nr)(−1))D.

Cela fournit l’isomorphisme (63).
• La dualité de Tate sur le corps p-adique k1 montre que l’on a un accouplement

parfait de groupes finis :

H1(k1, (ℓrA(k
nr)(−1))D)×H1(k1, ℓrA(k

nr))→ Q/Z.

Cet accouplement induit un isomorphisme :

H1(k1, (ℓrA(k
nr)(−1))D)

∼
−→ (H1(k1, ℓrA(k

nr)))D.

En passant à la limite inductive sur r, on obtient l’isomorphisme (64).

Comme dans 2.10, nous sommes maintenant en mesure d’introduire la définition
suivante :

Définition 3.26. Soit ℓ un nombre premier ne divisant pas |F1| (mais éven-
tuellement égal à p). On appelle ℓ-groupe de cohomologie non ramifiée
symétrisé de Ã le groupe :

H2
nrs(k, Ã, ℓ) := (ιℓ ◦ ϕ)

−1((TℓH
1(Ok,A2))

D) ⊆ H2(k, Ã){ℓ}

où ϕ : H2(k, Ã) → H1(knr/k,H1(knr, Ã)) désigne le morphisme induit par la
suite spectrale Hr(knr/k,Hs(knr, Ã))⇒ Hr+s(k, Ã). Comme dans la proposi-
tion 2.12, on peut alors établir une suite exacte :

0→
H2(Ok, Ã)

δ(H0(Ok, R1g∗Ã))
{ℓ} → H2

nrs(k, Ã, ℓ)→ (TℓH
1(Ok,A2))

D → 0 (65)

où δ : H0(Ok, R
1g∗Ã)→ H2(Ok, Ã) est le morphisme de bord provenant de la

suite spectrale Hr(Ok, R
sg∗Ã)⇒ Hr+s(k, Ã).
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Dans la suite, on notera H2
nr(k, Ã) := Im(H2(Ok, Ã) → H2(k, Ã))). On dira

que c’est la cohomologie non ramifiée de Ã.

Proposition 3.27. Soit ℓ un nombre premier différent de p et ne divisant pas
|F1|. Alors H2

nrs(k, Ã, ℓ) = H2
nr(k, Ã){ℓ}.

Démonstration. En utilisant le lemme 3.23 et en remarquant que le morphisme
de réduction A(knr) = A2(Oknr ) → A1(k

s
1) est surjectif à noyau uniquement

divisible, on a :

H1(Ok,A2){ℓ} ∼= H1(knr/k,A(knr)){ℓ} ∼= H1(k1, A1){ℓ}. (66)

De plus, la suite exacte 0 → A0
1 → A1 → F1 → 0 induit une suite exacte de

cohomologie :

F1(k1)→ H1(k1, A
0
1)→ H1(k1, A1)→ H1(k1, F1),

et comme ℓ ne divise pas |F1|, on obtient l’identification :

H1(k1, A1){ℓ} ∼= H1(k1, A
0
1){ℓ}. (67)

En exploitant maintenant la suite exacte 0 → U1 × T1 → A0
1 → B1 → 0

et en remarquant que H1(k1, T1){ℓ} et H1(k1, B1){ℓ} sont finis, on voit que
H1(k1, A

0
1){ℓ} est fini. Les isomorphismes (66) et (67) montrent alors la finitude

de H1(Ok,A2){ℓ} et donc la nullité de TℓH
1(Ok,A2). Par conséquent, d’après

la suite exacte (65) :

H2
nrs(k, Ã, ℓ) = H2

nr(k, Ã){ℓ}.

Remarque 3.28. Ainsi, il est vraiment nécessaire de parler du groupe de co-
homologie non ramifié symétrisé uniquement dans le cas ℓ = p. Mais il est
quand même utile d’introduire ce groupe quel que soit ℓ pour deux raisons :
d’une part, dans le théorème qui suit, c’est avec le groupe de cohomologie non
ramifié symétrisé qu’on identifie naturellement le noyau du morphisme de la
dualité locale ; d’autre part, cela permet de donner des énoncés vrais pour tout
ℓ.

Théorème 3.29. Pour ℓ premier ne divisant pas |F1| (éventuellement égal à p),
la partie ℓ-primaire du noyau de H2(k, Ã)→ (H0(k,A)∧)D est H2

nrs(k, Ã, ℓ).

Démonstration. La preuve est analogue à celle du théorème 2.14.

Pour alléger les notations dans la section suivante, nous noterons :

H2
nrs(k, Ã) :=

⊕

ℓ∧|F1|=1

H2
nrs(k, Ã, ℓ).

C’est le groupe de torsion dont la partie ℓ-primaire est H2
nrs(k, Ã, ℓ) si ℓ ne

divise pas |F1|, triviale sinon.
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4. Variétés abéliennes sur Qp(u)

4.1 Approche sans les groupes de cohomologie non ramifiée sy-
métrisés

Dans cette section, on se donne un nombre premier p et k désigne un corps
p-adique. On rappelle que K = k(X) est le corps des fonctions d’une courbe
projective lisse géométriquement intègre X . Soient A une variété abélienne sur
K et Ã = lim

−→n
Ext1K(A,Z/nZ(2)) = lim

−→n nA
t ⊗ µn. Le but de ce paragraphe

est d’établir, sous de bonnes hypothèses géométriques sur A, des théorèmes de
dualité entre certains groupes de Tate-Shafarevich de A et Ã (théorème 4.10).
Pour chaque v ∈ X(1), on adopte des notations analogues à celles de la
section 3.2 pour la variété abélienne Av = A ×K Kv sur le corps 2-local
Kv. Ainsi, on introduit les schémas en groupes Av,2, Av,1, Fv,1, Uv,1, Tv,1, Bv,1,
Av,1, Av,0, Fv,0, Uv,0, Tv,0, Bv,0.
On se donne un entier r0 ∈ {0, 1, 2} et un nombre premier ℓ différent de p et
on fait l’hypothèse suivante :

(H 4.1) • si r0 = 1, alors les tores Tv,0, Tv,1 sont anisotropes pour toute
place v ∈ X(1) ;

• si r0 = 2, alors le tore Tv,0 est anisotrope pour toute place
v ∈ X(1).

Remarque 4.2. Ces hypothèses sont assez restrictives puisqu’elles portent sur
toutes les places v ∈ X(1) et pas uniquement sur les places de mauvaise réduc-
tion (voir remarque 4.11). Dans le paragraphe suivant, on pourra s’affranchir
de ces hypothèses grâce aux groupes de cohomologie non ramifiée symétrisés.

Soit maintenant U un ouvert non vide de X sur lequel A a bonne réduction,
de sorte que le modèle de Néron A de A sur U est un schéma abélien. Soit
Ã = lim−→n

Ext1U (A,Z/nZ(2)). On montre comme dans le lemme 3.2 que :

nÃ = Ext1U (A,Z/nZ(2)) = HomU (nA,Q/Z(2)) = nA
t ⊗ µn

pour chaque n > 0 et que Ã est divisible.

Certains des lemmes qui suivent sont faciles et similaires à certains lemmes de
la section II.5 de [Mil06] ou à certains lemme de la section 2.2.

Lemme 4.3. (i) Pour r > 0, le groupe Hr(U,A) est de torsion de type cofini.
(ii) Pour r > 1, le groupe Hr

c (U,A) est de torsion de type cofini.

Démonstration. La preuve est tout à fait analogue à celle de 2.19.

Remarque 4.4. Pour tout r ≥ 0, les groupes Hr(U, Ã) et Hr
c (U, Ã) sont de

torsion de type cofini. En effet, ce sont des groupes de torsion car Ã est un
faisceau de torsion, et pour voir qu’ils sont de type cofini, il suffit de procéder
comme dans la preuve de 2.19 en utilisant la suite :

0→ nÃ → Ã → Ã → 0
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et la finitude de Hr(U, nÃ) (proposition 2.1 de [Izq16a]).

Fixons à partir de maintenant un nombre premier p.

Lemme 4.5. Pour r ≥ 0, il existe des suites exactes :

0→ Hr(U,A)⊗Z (Q/Z){ℓ} → Hr+1(U,A{ℓ})→ Hr+1(U,A){ℓ} → 0,

0→ Hr
c (U, Ã)

(ℓ) → Hr+1
c (U, TℓÃ)→ TℓH

r+1
c (U, Ã)→ 0.

Ici, Hr+1(U,A{ℓ}) et Hr+1
c (U, TℓÃ) désignent lim

−→n
Hr+1(U, ℓnA) et

lim
←−n

H2
c (U, ℓnÃ) respectivement.

Démonstration. La preuve est identique à celle de 2.20.

Lemme 4.6. Pour chaque r ≥ 0, il existe un accouplement canonique :

Hr(U,A{ℓ})×H4−r
c (U, TℓÃ)→ Q/Z

qui est non dégénéré.

Démonstration. La preuve est analogue à celle de 2.21.

On sait que HomU (A,Z/nZ(2)) = 0. On dispose donc d’un accouplement dans
la catégorie dérivée :

A⊗L
nÃ → Z/nZ(2)[1].

Comme de plus H4
c (U,Q/Z(4)) ∼= Q/Z (lemme 1.3 de [Izq16a]), on obtient pour

chaque n > 0, un accouplement :

Hr(U, nÃ)×H3−r
c (U,A)→ H4

c (U,Z/nZ(2))→ H4
c (U,Q/Z(2)) ∼= Q/Z.

En passant à la limite inductive sur n, on obtient un accouplement :

Hr(U, Ã)×H3−r
c (U,A)→ Q/Z. (68)

Posons maintenant, pour chaque r ≥ 0 :

Dr(U, Ã) = Im(Hr
c (U, Ã)→ Hr(K, Ã)).

Ce groupe est de torsion de type cofini d’après la remarque 4.4. Pour l’étudier,
il sera utile d’avoir une suite exacte de localisation pour Ã. Pour ce faire, on
remarque que la proposition 3.1 de [HSz16] fournit une suite exacte :

...→ Hr
c (V, Ã)→ Hr(V, Ã)→

⊕

v∈X\V

Hr(Kh
v , Ã)→ ..., (69)

où Kh
v désigne l’hensélisé de K en v. De plus, d’après le lemme 2.7 de [HSz05],

comme Ã est la limite inductive des nA
t⊗µn qui sont des schémas en groupes

finis étales sur K, on a :

Hr(Kh
v , Ã)

∼= Hr(Kv, Ã). (70)
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En combinant (69) et (70), on obtient la suite exacte souhaitée :

...→ Hr
c (V, Ã)→ Hr(V, Ã)→

⊕

v∈X\V

Hr(Kv, Ã)→ .... (71)

Lemme 4.7. Soit r ≥ 0. Il existe V0 un ouvert non vide de U tel que, pour tout
ouvert V de V0, le morphisme Hr(V, Ã)→ Hr(K, Ã) induit un isomorphisme :

Dr(V, Ã){ℓ} ∼= X
r(K, Ã){ℓ}.

Démonstration. On remarque que, si V ⊆ V ′ sont des ouverts non vides dans
U , alors le morphisme Hr

c (V, Ã) → Hr(K, Ã) se factorise par Hr
c (V

′, Ã) et
donc Dr(V, Ã) ⊆ Dr(V ′, Ã). Comme Dr(U, Ã) est de torsion de type cofini, le
lemme 3.7 de [HSz16] montre qu’il existe V0 un ouvert non vide de U tel que,
pour tout V contenu dans V0, on a :

Dr(V, Ã){ℓ} = Dr(V0, Ã){ℓ}.

Par ailleurs, la suite exacte de localisation (71) montre que, pour chaque ouvert
non vide V de V0, on a :

Dr(V, Ã) ⊆ Ker(Hr(K, Ã)→
∏

v∈X\V

Hr(Kv, Ã)).

On en déduit que, pour chaque ouvert non vide V de V0, on a :

Dr(V, Ã){ℓ} ∼= X
r(K, Ã){ℓ}.

Afin d’établir un théorème de dualité pour le groupe de Tate-Shafarevich, il
convient donc d’établir un théorème de dualité pour le groupe Dr(U, Ã) :

Proposition 4.8. On suppose (H 4.1). On pose

D3−r0
sh (U,A) = Ker(H3−r0(U,A)→

∏

v∈X(1)

H3−r0(Kv, A)).

Il existe alors un accouplement canonique :

Dr0(U, Ã){ℓ} ×D3−r0
sh (U,A){ℓ} → Q/Z

qui est non dégénéré.

Il convient d’établir préalablement le lemme suivant :

Lemme 4.9. La suite :
⊕

v∈X(1)

Hr0−1(Kv, Ã)
(ℓ) → Hr0

c (U, Ã)(ℓ) → Dr0(U, Ã)(ℓ) → 0

est exacte.
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Démonstration. On a Ã = lim
−→n nÃ, et donc, en utilisant la proposition 2.3 de

[Izq16a], on a une suite exacte :
⊕

v∈X(1)

Hr0−1(Kv, Ã)→ Hr0
c (U, Ã)→ Dr0(U, Ã)→ 0.

Cela étant établi, la preuve est analogue à celle du lemme 2.25.

Démonstration. (De la proposition 4.8)
D’après le lemme 4.6, nous disposons d’un isomorphisme

f : H3−r0(U,A{ℓ})→ (Hr0+1
c (U, TℓÃ))

D.

De plus, l’accouplement (68) induit un accouplement :

H3−r0(U,A){ℓ} ×Hr0
c (U, Ã)(ℓ) → Q/Z,

et donc un morphisme g : H3−r0(U,A){ℓ} → (Hr0
c (U, Ã)(ℓ))D. Ainsi on obtient

un diagramme commutatif à lignes exactes :

0 // H2−r0(U,A)⊗Z Qℓ/Zℓ
//

j

��

H3−r0(U,A{ℓ}) //

f ∼=

��

H3−r0(U,A){ℓ} //

g

��

0

0 // (TℓH
r0+1
c (U, Ã))D // (Hr0+1

c (U, TℓÃ))D // (Hr0
c (U, Ã)(ℓ))D // 0

(72)
où j est l’unique morphisme qui fait commuter le diagramme. Cela montre que
g est surjectif.

De plus, nous disposons aussi d’un autre diagramme diagramme commutatif à
lignes exactes :

0 // D3−r0
sh (U,A){ℓ}

i

��

// H3−r0(U,A){ℓ}

g
����

// ∏
v∈X(1) H3−r0(Kv, A){ℓ}

h

��
0 // (Dr0(U, Ã)(ℓ))D // (Hr0

c (U, Ã)(ℓ))D // ∏
v∈X(1)(Hr0−1(Kv, Ã)

(ℓ))D

(73)
D’après le théorème 3.15, l’hypothèse (H 4.1) montre que h est un isomor-
phisme. Du coup, en procédant exactement comme dans la proposition 2.24 et
à l’aide des diagrammes (72) et (73), on montre que l’on a un accouplement
non dégénéré :

Dr0(U, Ã){ℓ} ×D3−r0
sh (U,A){ℓ} → Q/Z.

Nous sommes maintenant en mesure de conclure :
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Théorème 4.10. On rappelle que k est un corps p-adique de caractéristique ré-
siduelle p et que K = k(X) est le corps des fonctions de la courbe X. Soit A une
variété abélienne sur K. On suppose (H 4.1). Alors il existe un accouplement
non dégénéré de groupes de torsion :

Xr0(K, Ã)non−p ×X3−r0(K,A)non−p → Q/Z.

De plus, Xr0(K, Ã) et X3−r0(K,A) sont de torsion de type cofini.

Démonstration. D’après le lemme 4.7 et la proposition 4.8, pour chaque ouvert
non vide V de V0, on a un isomorphisme :

D3−r0
sh (V,A){ℓ} ∼= (Xr0(K, Ã){ℓ})D.

Il suffit alors de passer à la limite sur U .

Remarque 4.11. • Les hypothèses de (H 4.1) concernent toutes les places de
X(1). On ne peut pas restreindre ces hypothèses aux places de mauvaise
réduction de A puisqu’on ne sait pas si l’ouvert V0 du lemme 4.7 peut être
choisi égal à U . Ce problème vient en particulier du fait que le corps K est
de dimension cohomologique 3 et que, même si v ∈ X(1) est une place de
bonne réduction, le groupe H1(Ov,A) peut être non nul !
• Même si le théorème est une dualité modulo divisibles, dans la preuve, on a

besoin d’une dualité locale qui n’est pas modulo divisibles. C’est pourquoi
nous sommes amenés à faire les hypothèses (H 4.1).

Remarque 4.12. Toute variété abélienne sur K vérifie les hypothèses du théo-
rème lorsque r0 = 0. Dans ce cas, le théorème affirme que la partie divisible de
X

3(K,A) est p-primaire.

Exemple 4.13. Dans le cas où K = k(u), si on se donne f(u) ∈ K×, la courbe
elliptique d’équation y2 = x3 + f(u) vérifie les hypothèses du théorème pour
r0 ∈ {1, 2}.

4.2 Approche avec les groupes de cohomologie non ramifiée sy-
métrisés

Soient ℓ un nombre premier (éventuellement égal à p) et U un ouvert non vide
de X sur lequel A a bonne réduction. Faisons l’hypothèse suivante :

(H 4.14)ℓ • si ℓ 6= p, pour chaque v ∈ X \ U , au moins l’une des deux
affirmations suivantes est vérifiée :
◦ ℓ ne divise pas |Fv,1|,
◦ le tore Tv,0 est anisotrope.

• si ℓ = p, pour chaque v ∈ X \ U , au moins l’une des deux
affirmations suivantes est vérifiée :
◦ ℓ ne divise pas |Fv,1|,
◦ la variété abélienne Bv,1 est triviale.
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Remarque 4.15. Cette hypothèse est nettement mois forte que l’hypothèse de
la section précédente. Elle ne concerne que les places de mauvaise réduction et
est vérifiée pour presque tout ℓ.

On note Z l’ensemble suivant :
• si ℓ 6= p, alors Z désigne l’ensemble des v ∈ X(1) tels que le tore Tv,0 est

anisotrope,
• si ℓ = p, alors Z désigne l’ensemble des v ∈ X(1) tels que la variété abélienne
Bv,1 est triviale.

On introduit le groupe suivant :

X
2
nrs(Ã) := Ker



H2(K, Ã)→
∏

v∈Z

H2(Kv, Ã)×
∏

v∈X(1)\Z

H2(Kv, Ã)/H
2
nrs(Kv, Ã)



.

Si ℓ est différent de p, le groupe X
2
nrs(Ã){ℓ} coïncide avec la partie ℓ-primaire

de :

X
2
nr(Ã) := Ker



H2(K, Ã)→
∏

v∈Z

H2(Kv, Ã)×
∏

v∈X(1)\Z

H2(Kv, Ã)/H
2
nr(Kv, Ã)



.

En procédant de manière similaire à la section 2.2 et en utilisant les théorèmes
3.15, 3.19 et 3.29, on peut établir le théorème et le corollaire suivants :

Théorème 4.16. On rappelle que k est un corps p-adique de caractéristique ré-
siduelle p et que K = k(X) est le corps des fonctions de la courbe X. Soit A une
variété abélienne sur K. On suppose (H 4.14)ℓ. Alors il existe un accouplement
non dégénéré de groupes finis :

X2
nrs(Ã){ℓ} ×X1(A){ℓ} → Q/Z.

Corollaire 4.17. On rappelle que k est un corps p-adique de caractéristique
résiduelle p et que K = k(X) est le corps des fonctions de la courbe X. Soit A
une variété abélienne sur K. On suppose (H 4.14)ℓ et on note ĩ : X2(Ã) →֒
X

2
nrs(Ã) l’injection canonique. Alors il existe un accouplement non dégénéré

à gauche de groupes finis :

X
2(Ã){ℓ}/ĩ−1(X2

nrs(Ã){ℓ}div)×X1(A){ℓ} → Q/Z.

Question : Quel est le noyau à droite dans l’accouplement précédent ?

5. Quelques remarques sur la finitude des
groupes de Tate-Shafarevich

Le but de cette section est de donner, pour k = C((t)) ou k = Qp, des exemples
de variétés abéliennes sur K pour lesquelles on peut déterminer si le premier
groupe de Tate-Shafarevich est fini ou pas. Pour ce faire, nous allons utili-
ser le théorème 3.1 de [Tat66], dont nous rappelons l’énoncé (adapté à notre
situation) :
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Théorème 5.1. (théorème 3.1 de [Tat66])
On rappelle que X est une courbe projective lisse géométriquement intègre sur
k de corps des fonctions K. Soit Y une surface régulière sur k munie d’un
morphisme propre f : Y → X à fibres de dimension 1. On suppose que les
fibres géométriques de f sont connexes, et que la fibre générique est lisse. Si f
admet une section, Br X est un sous-groupe de Br Y et on a un isomorphisme
X

1(K, J) ∼= Br Y/Br X où J désigne la jacobienne de la fibre générique de f .

5.1 Cas où k = C((t))

On se place dans le cas où k = C((t)). On rappelle que la courbe projective lisse
géométriquement intègre X sur k de corps des fonctions K a été fixée depuis
le début de l’article.

5.1.1 Cas où Y est un produit

Soient C une courbe projective lisse sur k telle que C(k) 6= ∅ et Y = C ×k X .
On note JC (resp. JX) la jacobienne de C (resp. X) sur k. D’après le théorème
5.1, le groupe X

1(K, JC ×kK) est égal à Br Y/Br X . Par ailleurs, nous savons
que Br1 Y = H1(k,Pic Yk) car Br k = 0. D’après la proposition 1.7 de [SZ14],
le morphisme naturel H1(k,Pic Ck) × H1(k,Pic Xk) → H1(k,Pic Yk) a un
noyau et un conoyau finis. Écrivons la suite exacte de modules galoisiens :

0→ JC(k)→ Pic Ck → Z→ 0.

0→ JX(k)→ Pic Xk → Z→ 0.

On en déduit une suite exacte de cohomologie :

Z→ H1(k, JC)→ H1(k,Pic Ck)→ 0.

Z→ H1(k, JX)→ H1(k,Pic Xk)→ 0.

Les noyaux des morphismes surjectifs H1(k, JC) → H1(k,Pic Ck) et
H1(k, JX)→ H1(k,Pic Xk) sont donc finis. On en déduit que les parties divi-
sibles de Br1 Y/Br X ∼= H1(k,Pic Yk)/H

1(k,Pic Xk) et H1(k, JC) sont égales.
Par conséquent, d’après le théorème de Ogg (théorème 1.15), si JC n’a pas
réduction purement additive, alors X

1(K, JC ×k K)div 6= 0. La réciproque est
vraie par exemple si X est de genre 0, puisque dans ce cas, la partie divisible
de Br Yk est nulle d’après la section 2.9 de [SZ14].

5.1.2 Cas où Y est de dimension de Kodaira −∞

Soit Y une surface projective lisse sur k de dimension de Kodaira −∞. Le cas
où Y est une fibration en coniques sur une courbe est inintéressant, puisque la
jacobienne de la fibre générique est triviale.
Supposons donc que Y est une surface de del Pezzo (cf section 24 de [Man86])
vérifiant les hypothèses du théorème 5.1. On note J la jacobienne de la fibre
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générique de Y → X . Soit L une extension finie de k telle que Y ×k L est
rationnelle. Alors, par un argument de restriction-corestriction, Br Y est fini,
et donc X

1(K, J)div = 0.
Remarquons finalement qu’il existe bien des surfaces de del Pezzo Y vérifiant les
hypothèses du théorème 5.1. Par exemple, il suffit de choisir Y0/C l’éclatement
de P2

C
en les points base d’un pinceau de cubiques et Y = Y0 ×C k puisque,

dans ce cas, Y est une surface jacobienne sur P1
k.

5.1.3 Cas où Y est de dimension de Kodaira 0

Dans ce paragraphe, nous allons étudier le cas où Y est une surface projective
lisse minimale sur k de dimension de Kodaira 0. La classification de telles
surfaces montre que Y est un twist d’une surface abélienne, une surface
bielliptique, une surface K3 ou une surface d’Enriques.

Surfaces abéliennes. Supposons que X soit une courbe elliptique et
soit Y le produit de X par une courbe elliptique E. Dans ce cas, Y est
une surface abélienne fibrée au-dessus de X . Si E n’a pas réduction pu-
rement additive, alors, d’après l’étude menée dans le paragraphe 5.1.1,
X

1(K,E ×k K)div 6= 0. Le cas où E a réduction purement additive est plus
difficile, puisque Br1 Y/Br X est fini et il faut donc s’intéresser au groupe de
Brauer transcendant Im(Br Y → Br(Y ×k k)).

Surfaces bielliptiques. Soit Y = (E1 ×k E2)/G une surface bielliptique,
avec E1 et E2 deux courbes elliptiques et G un sous-groupe fini de E1 agissant
sur E2 de sorte que E2/G ∼= P1

k. Le morphisme π : Y → E1/G est alors une
fibration elliptique isotriviale, de fibre E2. On prend X = E1/G et on suppose
que la fibration a une section. Comme le genre géométrique de Y est nul, la
dualité de Serre montre que H2(Xk,OX

k
) = 0, et donc que le groupe Br(Y ×kk)

est fini. De plus, comme Alb Y = E1/G = X , on a une suite exacte :

0→ Pic Xk → Pic Yk → N → 0

où N désigne un groupe abélien de type fini. On déduit que Br1 Y/Br X =
H1(k,Pic Yk)/H

1(k,Pic Xk) est fini. Cela montre que Br Y/Br X est fini, et
il en est donc de même de X

1(K, J) où J désigne la jacobienne de la fibre
générique de π.

Surfaces K3. Supposons que X = P1
k. Soient Y0 une surface K3 sur C telle

que Y = Y0 ×C k est une surface elliptique sur X avec une section. On note
Y = Y ×k k et ρ = rg(NS(Y0)) = rg(NS(Y )). Comme la variété d’Albanese
de Y est triviale, le groupe Br1 Y est fini. Concernant le groupe de Brauer
transcendant de Y , comme Br Y0

∼= Br Y , on a Br Y = Im(Br Y → Br Y ). Or
(Br Y )div ∼= (Q/Z)22−ρ. Étant donné que ρ ≤ 20, on a Im(Br Y → Br Y )div 6=
0. Le théorème 5.1 permet alors de conclure que X

1(K, J)div 6= 0 où J est
la jacobienne de la fibre générique de Y → X . On remarquera que dans cette
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situation, la non nullité de X
1(K, J)div n’est pas expliquée par le groupe de

Brauer algébrique de Y .
Reste à rappeler qu’il existe bel et bien des surfaces K3 sur C qui sont des
surfaces jacobiennes :
• toutes les surfaces K3 avec ρ ≥ 13 sont jacobiennes (lemme 12.22 de [SS10]) ;
• pour ρ < 13, dans la section 3.2 de [HS11], Hulek et Schütt construisent

une famille de surfaces K3 qui sont des surfaces jacobiennes et qui vérifient
ρ ≥ 10 ;
• d’après [CD89], la surface jacobienne d’une surface K3 elliptique est une

surface K3 de même rang de Picard, et toute surface K3 avec ρ ≥ 5 est
elliptique.

Surfaces d’Enriques. Si Y est une surface d’Enriques, c’est toujours une
surface elliptique, mais elle ne possède jamais de section, ce qui ne permet
donc pas d’appliquer le théorème 5.1.

Remarque 5.2. Si Y est une surface projective lisse sur k de dimension de Ko-
daira 1, alors Y est automatiquement une surface elliptique, mais pas forcément
jacobienne. Si Y est de type général, alors Y n’est pas une surface elliptique.

5.2 Cas où k = Qp

Soient p et ℓ des nombres premiers distincts. On se place dans le cas où k un
corps p-adique. Soient C une courbe projective lisse sur k telle que C(k) 6= ∅
et Y = C ×k X . On note JC (resp. JX) la jacobienne de C (resp. X) sur
k. Comme dans le paragraphe précédent, on montre que la partie divisible
de (Br1 Y/Br X){ℓ} est toujours triviale. En particulier, si X est de genre
0, alors X

1(K, JC ×k K){ℓ}div = 0 (et ce résultat reste vrai si C(k) = ∅
par un argument de restriction-corestriction). Par contre, si JC 6= 0, alors
X

1(K, JC ×k K){p}div 6= 0.

Question : Si X est de genre 0, est-ce que toute jacobienne J sur K vérifie
X

1(K, J){ℓ}div = 0 ?
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