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ABSTRACT. Soit p > 3 un nombre premier. Le but de cet article
est de donner une description des invariants, sous les sous-groupes
de congruence principaux, des extensions entre séries principales
apparaissant dans la correspondance de Langlands p-modulaire de
GL2(Q,). Comme application on décrit les espaces Hecke isotypiques
de la cohomologie de la courbe modulaire sur Q avec un niveau de
ramification arbitraire en p.

Let p > 3 be a prime. The aim of this paper is to give a description of
the invariant space, under principal and Iwahori congruence subgroups
of arbitrary level, of extensions of generic principal series representa-
tions appearing in the p-modular local Langlands correspondence for
GL2(Q,). As an application we describe Hecke isotypical components
of the mod p cohomology of the modular curve over Q with deeply
ramified level at p.
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1 INTRODUCTION

Depuis ses premieres réalisations, la correspondance de Langlands locale p-
adique (cf. [BerId], [Bre(8]) se manifeste comme un phénomene essentielle-
ment nouveau. Non seulement I'espace des vecteurs localement algébriques de
la représentation p-adique automorphe associée a une représentation galoisienne
peut étre nul (cf. [Col10] §VI.6, retrouvé par Dospinescu dans [Dos12]), mais on
a besoin d’inclure, a l'intérieur de la correspondance, certaines représentations
automorphes réductibles.

Bien que la correspondance locale pour GL2(Q)) est désormais largement com-
prise grace aux travaux de plusieurs mathématiciens (cf. [Ber1d], [Bre08] pour
des références précises sur la genese scientifique de la théorie), la situation pour
des autres groupes reste extrémement délicate, méme dans le cas p-modulaire
(travaux de Paskunas, Breuil-Paskunas, Hu, Schraen...). En particulier, la pro-
lifération des représentations p-modulaires des groupes réductifs p-adiques rend
difficile, a I’heure actuelle, la formulation d’une correspondance locale précise.
Néanmoins, les conjectures de Serre généralisées (cf. [BD.J10], [SchO8], [Her09)]),
qui décrivent les systemes locaux dont la cohomologie garde la donnée d’un
parametre galoisien, fournissent des outils géométriques globaux pour 1’étude
des représentations locales qui devraient apparaitre dans une correspondance
de Langlands modulo p.

C’est la stratégie adoptée dans les articles récents [BD14] et [BHIS], ou des
propriétés locales de certaines représentations p-modulaires viennent transub-
stantiées dans un contexte global. L’aspect important est que ces premieres
investigations se consacrent au cas particulier ou la représentation galoisienne
est ordinaire, i.e. lorsque son image est contenue dans un sous-groupe de Borel
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de GL,,. La représentation locale automorphe est, dans ce cas, réductible (en
général non scindée).

A la lumiére de ces nouveaux progres et de la phénoménologie spécifique de
GL; (parue dans les travaux de Breuil et Paskunas, cf. [BP13]) cela se manifeste
comme naturel I’étude détaillé de ces représentations modulaires dans le cadre
de la correspondance locale pour GL2(Q,), représentations qui sont souvent
appelées atomes automorphes de longueur 2 (cf. [Col10], §VII.4).

C’est le sujet de cet article, poursuivi dans le sillon des études commencés dans
[Mor11], [Mor13] (ou l'auteur traite le cas supersingulier). On tient toutefois &
souligner que, différemment du cas irréductible (ot la restriction & GL2(Z,) des
représentations irréductibles est essentiellement unisérielle), le comportement
interne des atomes automorphes de longueur 2 est délicat : on retrouve une
infinité de GL2(Z,) extensions non triviales entre les constituants des deux
séries principales de 'atome; leur nature dépend de plus de leur position a
Iintérieur de I'atome.

Voyons maintenant plus en détail les résultats et les perspectives de 'étude
effectué dans cet article. Afin de simplifier les énoncés, nous nous limitons au
cas générique, bien que certains résultats restent valables dans un cadre plus
général.

Désignons par w le caractére cyclotomique modulo p et par uny le caractere
non ramifié de Gal(Q »/Qp) envoyant le Frobenius géométrique sur A € k*.

Un atome galoisien générique (de dimension 2 pour Gq, = Gal( »/Qp)) est
une représentation galoisienne de la forme [ %, |, ot & = wrtlun, pour

. def 1 . N
un entier r € {1,...,p — 3} et d2 = uny-1. A celle-ci correspond, & travers le
foncteur inverse de Colmez, un générateur linéarie A, ) de l'espace

EXt& Ly (q,) (g 01 @ dw ™ Ind o ¥0, @ 5107")

Le résultat principal de cet article, qui fait la suite & [Mor13| (ot on traite le cas
irréductible), consiste en une description compléte de 'espace des invariants de
A, » selon des sous-groupes de congruence principaux de GLy(Z,). Pour ¢ > 1
désignons par K le noyau du morphisme de réduction GLy(Z,) - GL2(Z,/p")
et par I;y; le sous groupe de K; constitué par les éléments de K; qui sont
triangulaires supérieurs modulo Kyyq.

THEOREME 1.1. Soit 1 <r <p—3 etn > 0. L'espace des K, 1-invariants de
Ar y est décrit par la suite exacte

Kn+1
0— (I d(BE(L(S ()Qp)ég ® dw™ > — (A,GA)K"+1 —

Kn+1
N (1 dg(L(;(Q“al ® o™ > — Sym’ k2 @ det ™" — 0.

1. Similement, on utilisera ici des notations légérement differentes de ceux utilisées dans
le reste de ’article.
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L’espace des I,,+1-invariants est décrit par la suite exacte

Iny1
2(Qp — Iy
0— <Inch"'(LQZE,()‘-’2 )60 ® 6w 1) — (A0) " =

It
— <Indg(lgi?”>51 ® 62w1) (WM eu e W ew™) 0.

Remarquons qu’on s’attend a ce que le Théoreme [L1] reste valable pour » = 0
et pour p > 3 en utilisant les arguments développés dans cet article%.

Grace aux travaux d’Emerton sur la compatibilité locale-globale de la corres-
pondance de Langlands p-modulaire ([Eme]) le Théoréme [T permet de décrire
plusieurs composantes isotypiques de la cohomologie mod p des courbes modu-
laires définies sur Q, avec niveau arbitrairement profond en p. Ceci permet de
compléter le travail effectué dans [Mor13]. On obtient :

THEOREME 1.2. Soit p > 3, p: Gq — GLa(k) une représentation continue,
impaire et absolument irréductible. Soit g l’ensemble des diviseurs premiers
du conducteur d’Artin N de p, k € {2,...,p+ 1} le poids minimal (a torsion
prés) associé a p par Serre et soit t > 1. Soit K,, € {Ky, I} et supposons que
ke{3,...,p—1}

Fizons un niveau admissible Ky, < [[ GLa(Z¢) pour p et m l'idéal mazimal

e

associé a p dans lalgébre de Hecke spherique, dehors de Yo U {p}, de la courbe
modulaire

Y (KpKs,K™),

ot l'on a posé K =[] GLy(Z¢) Définissons enfin
1¢%0U{p}

d 2 dim; () 7(Flcq,)) ™ (1)

ey

ou m(plaq,) est la représentation lisse de GL2(Qe) associée a plaq, par la
correspondance de Langlands p-modulaire d” Emerton-Helm ([EHL{)]).

Alors, si pt N > 4, la composante m-isotypique de la cohomologie mod p de la

2. Ceci est effectivement le cas si n = 1, ol 'on peut de plus montrer que le GL2(Zy)-
socle de A, ) coincide avec celui de la série principale en sous-objet de A,. », mais la technicité
des preuves dans le cas général on fait désister 'auteur de les poursuivre.
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courbe modulaire de niveau moderé Ks, K*° est décrite par

2d(2p" M (p+1) — 4)
si Kp =K, et ﬁ|GQP est
absolument irréductible ;

2d(2(p+ 1)p'~! = (k+ 1))
si Kp = Ky et plag, est
absolument réductible,
non-scindée ;

dimy (HY (Y (K, Ks, K3 )g k)m]) =

2d(2(2p""t 1))  siKp,=1.

La valeur de d se décrit explicitement, a la suite des travaux d’Emerton-Helm
([EH14]), Helm [Hel13] et Nadimpalli [Nad] sur la compatibilité des conducteurs
d’Artin et automorphes modulo ¢. Par exemple, si pour tout £ € Xy, la semi-
simplifiée (ﬁ|GQ2)ss n’est pas la tordue de 1 G w ou de 1 & 1, le sous groupe

K1 5, (N) d:°f{ [ CCL Z } 1= H GL2(Zy)]| czd—lEOmodN}
ey

est un niveau admissible pour p, tel que d = 1.
Décrivons brievement la technique utilisée pour controler les espaces des inva-

riants de 'extension entre deux séries principales. Posons M £ (Indg(lgi?p)%@

51w71) |k. D’aprés des arguments standard d’algeébre homologique, et grace a
[BP13], Theorem 20.3, on a

GL2(Qp - GL2(Q, _
EXté}LQ(QP)(IndB((SE? )61 & Gow l,IndB(éi? )6y @ 61w DR (2)

. 1/(: 11 Knt1
— {iﬂEXtI((lndB(zp)Xra) ,M) —
neN
— Ext}((indf g, x-a) """, M) 22 Extle, (o) (xra, M)

ot Ko(p"t!) est l'image réciproque, dans GL2(Z,) du Borel standard de
GL3(Z/p" ™) et a est le caractére du tore defini par [& 3]-a Ecrivons
PBp+1 pour 'image de A, , dans Ext}(O(an) ()(Ta, M) via (2.

La décomposition de Bruhat-Iwahori montre que M|; = M+ & M~ on M*
est un /-module uniseriel. Si A = k[X] désigne 'algébre d’Twasawa de 1'uni-
potent inférieur U(pZ,), on voit que (M ~)¥|4 = A, ce qui donne en particulier
(M_)K"'+1 >~ A/(XP") pour tout n > 1. La description de %, 1, qui jouera
un role crucial dans ’article, est la suivante :

PROPOSITION 1.3. Soit n > 1 et considérons lextension de k[Ko(p™™!)]-
modules discrets

0= MT®OM — Bpi1 — xra— 0.
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1l existe un rélévement eni1 d’un générateur linéaire de x,a qui est fizé par
U(p"*1Z,) modulo soc(M™).
De plus, pour tout [ et ’ ] € Ko(p™*™), on a (g — 1)en+1 E Mt

14 pd

(M _)Knﬂ et, plus précisement
(9 = Densr = eran(bXP7277 = (@—d)(r +2) X777 3)

modulo SOC(M+) &5 (XP_S_T"'(’)_Q)), 0l Cran € k™ ne dépend que de epy1 et
ot lon a identifié (1\4_)K"+1 avec A/(XP").

Pour passer de la Proposition [[.3] & I'espace des invariants de A, x on utilise de
maniere cruciale ’action du tore entier et de I'unipotent supérieur sur I’algebre
d’Twasawa A (via I'isomorphisme naturel (M ~)Y|4 = A). Cette action, bien que
compliquée a priori, peut se décrire simplement en termes de I'uniformisante
X, modulo une certaine puissance de I'idéal maximal de A :

PROPOSITION 1.4. Soit m > 1 et soit g = [ oy ] € B(Z,). L’action de g sur
lalgébre d’Iwasawa A est décrite par

qg- XM gmdrmmxm + (Xm+(p—2)).

L’article est organisé de la maniere suivante.

La section 2l est consacrée aux préliminaires. On rappelle d’abord la réalisation
des séries principales, soit comme induites paraboliques (cf. §2.1I), soit comme
induites compactes (cf. §22)), en réalisant de maniére explicite I'isomorphisme
de Barthel et Livné en termes de certaines bases linéaires naturelles.

Dans §3 on considére I'algebre d’Iwasawa de I'unipotent inférieur ﬁ(pr) et
on étudie les actions associées a ses structures supplémentaires. On y trouve le
dictionnaire crucial qui permet de déduire les théorémes principaux de l'article
a partir de la Proposition [[L3

Le premier dévissage de la structure de I'atome se trouve au §l; cela nous per-
met, par des arguments d’algébre homologique, de nous nous réduire a 1’étude
d’une famille de I-modules lisses (Proposition 7)), ensuite & des représenta-
tions de certains sous-groupes ouverts de I.

La sectionBla pour objectif ’étude des représentations %,,41 mentionnées dans
la Proposition[[.3l C’est le coeur technique de ’article et les manipulations, les
plus techniques ont été mises en appendice.

Finalement, I’étude des K, i-invariants est effectué au §ol

REMERCIEMENTS L’auteur souhaite exprimer sa profonde reconnaissance a Y.
Hu, V. Paskunas, B. Schraen, pour plusieurs discussions, qui ont été absolument
décisives pour I'aboutissement du résultat principal de ’article, ainsi que pour
plusieurs commentaires tres pertinents qui ont amélioré la qualité de cet article.
L’auteur s’excuse pour la gestations tres longue de cet travail, et il remercie
le référée anonyme, ainsi que le comité éditorial de Documenta Mathematica,
pour leur patience le long de la procédé éditoriale de cet article.
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1.1 NOTATIONS

Soit p un nombre premier impair. Etant donné un corps p-adique F, avec
anneau des entiers noté par O et corps résiduel (fini) kr, nous désignons par
x +— T le morphisme de réduction O — kp et par T — [Z] le morphisme de
Teichmiiller (on convient que [0] = 0).

Considérons le groupe linéaire général GL3 ; nous écrivons B = T'U pour le Bo-
rel des matrices triangulaires supérieures et B = TU pour le Borel opposé. Cet
article est, en une grand partie, consacré a ’étude de certaines représentations
du groupe p-adique G = GLy(Q,). Nous écrivons Z = Z(G) et K = GLy(Z,)
pour désigner le centre et le sous-groupe compact maximal de G respective-
ment. Nous rappelons que le sous groupe d’Iwahori de K, que ’on désigne par
Ko(p), est défini comme I'image inverse du Borel fini B(F,,) par le morphisme
de réduction K — GLy(F)). Le pro-p-Iwahori, i.e. le pro-p-Sylow de Ky(p),
sera désigné par Ki(p).

De maniére similaire on définit les sous groupes de congruence Ko (p™), K1(p™),
pour n € N : Ky(p") est défini comme l'image inverse de B(Z,/p") par K —
GL2(Z,/p") (le morphisme de réduction modulo p™) et K;(p™) en est son
pro-p-Iwahori. Enfin, pour n > 1, nous désignons par U(p™) le groupe des
p"Z,-points de U.

Afin d’alléger les notations, on écrit B = B(Q,) et on introduit les éléments
suivants

at | 0 1 aet | 0 1
R S Pt L

Soit E un corps p-adique, & son anneau des entiers et k sons corps résiduel
(que 'on suppose fini). Une représentation o d’un sous-groupe fermé H de G
sera toujours supposée lisse, et réalisée sur des k-espaces linéaires.

Si h € H on écrira parfois o(h) pour désigner 'automorphisme k-linéaire in-
duit sur I'espace sous-jacent a ¢ par l'action de h. De maniére similaire, une
représentation irréductible de G sera toujours supposée admissible ('espace des
vecteurs fixés par un sous-groupe ouvert de G est de dimension finie).

Soient Hy < H; deux sous-groupes fermés de G. Etant donnée une représen-
tation lisse 0 de Hi, on écrit Indgf(f pour désigner l'induite lisse de o, de
H, a Hs, et on désigne par indgfo le sous-espace de Indgfa constitué par les
fonctions a support compact.

Siv € 0 et h € Hy nous écrivons [h,v] pour désigner I'unique élément de
indgia a support en Hoh ™! et qui envoie h™! sur v.

Nous déduisons en particulier les égalités suivantes :

n - [h,v] = [h'h,v], [hk,v] = [h, o(k)v] (4)

pour tout h,h' € Hy, k € Ha.
Les constructions précédentes seront essentiellement utilisées lorsque H; = B,
Hy; =G ou Hy = Ko(p"), Hy = K, ou encore H; = KZ, Hy = G (auquel cas,
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I’induite ind?( 40 est constitué par les fonctions a support compact modulo le
centre 7).

Un poids de Serre est une représentation absolument irréductible de K. A iso-
morphisme pres, ils admettent la réalisation en termes de I'algebre symétrique :

Ort  det’ @ Sym"k? (5)

ouref0,...,p—1} et t €{0,...,p — 2} (ceci donne une paramétrisation des
classes d’isomorphisme des poids de Serre par des couples (r,t) € {0,...,p —

1} x{0,...,p—2}).

Rappelons que la K-représentation Sym”k? peut s’identifier & k[X, Y]", le sous-
espace linéaire de k[X, Y] décrit par les polynémes homogeénes de degré r, muni
de l'action naturelle de K :

[ ‘c‘ Z } SXTTYUE (@X +2Y) (DX 4 dY)’

pour 0 <7 <.
On étend 'action de K sur un poids de Serre au groupe K Z, en imposant que
la matrice scalaire p € Z agisse trivialement.

Un k-caractere du tore T(F,,) sera considéré, par inflation, comme un caractére
lisse de Ko(p™) (pour n’importe quel n € N).
On ércit par x° le caracteére conjugué de x, défini par

def

X (t) = x(sts)

pour tout ¢ € T(F)).
De maniére analogue, si 7 est une représentation lisse de K¢(p), nous écrivons
75 pour désigner la représentation conjuguée, définie par

7°(h) = 7(IIAII)

avec h € Ko(p).
Soit 7 € {0,...,p — 1}. Les caracteres suivants de T(F,) vont jouer un réle
majeur dans la suite de I’article :

N(EE EE () e

On désigne par w : Q, — F la réduction modulo p du caractere cyclotomique
p-adique.

2 PRLIMINAIRES

2.1 STRUCTURE INTERNE DES SERIES PRINCIPALES POUR GL2(Q),)

Le but de cet numéro est de rappeler la structure interne des séries principales
pour GL2(Q,). Bien qu’il s’agit de résultats bien connus et valables dans un
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contexte plus générale (cf. [Morl3|] §5 et [Mor], §8 pour une dissertation plus
ample) on a réputé les rappeler ici : cela nous permet de fixer de maniére
soigneuse les notations, ce qui sera crucial pour la lecture des paragraphes a
venir.

Nous rappelons ([BL94], [Herlla]) que les séries principales irréductibles pour
GL2(Q,) sont décrites (& torsion pres) par 'induite parabolique

Trp = Indg(l‘(sl()?p)(unu ®@w'un,-1)

X

. X . s
o p €k, un, est le caractere non-ramifié sur Q,

re{0,...,p—2} et (r,u) ¢ {(0,1),(0,—1)}.
Comme B(Z,)\GLy(Z,) est compact, la décomposition d’Iwasawa nous fournit
un isomorphisme K-équivariant :

caractérisé par un, (p) = p,

GL2(Qyp r ~ s S ~U s . s
(IndB(QZ(J()Q )(un# &K w unufl))|K = mdgo(pw)xr = h_H}l(lHdgo(pn+1)XT)
n>1

olt Ko(p>°) = B(Z,) et les morphismes de transition au RHS sont obtenus, par
induction (compacte), & partir des morphismes naturels Ko(p™)-équivariants

. Ko(p"
X5 = indght L X

pour n > 1.

De plus, d’apres les théoremes de décomposition de Bruhat-Iwahori et Mackey,
la restriction des fonctions & Ky(p) induit une suite exacte Ko(p)-équivariante
scindée

. s\t : s - K s
0— (mdgo(poo)xr) — mdﬁo(poo)xT — dezEZ‘)”)XT — 0. (6)

Le résultat qui suit est formel :

LEMME 2.1. Soit u € B oetr e {0,...,p — 1}. On a un isomorphisme K-
équivariant
GL2(Qyp) r ~ K . : Ko(p) s
(IndB(ép) (un, ® w un#—l)) |k = ind, () (h_n}l(dez(Znﬂ)xr)).
n>1
;L . o . .GL2(Q,) r Lo

L’ action de 11 sur la série principale mdB(Q ) (un, ® w'un,-1) induit un
isomorphisme de k[Ko(p)]-modules

(indj 0 x3) " == (indfg, ey xs)

Démonstration. Omissis. O
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786 STEFANO MORRA

En particulier, les propriétés fines de la représentation 7, » sont gardées par

. . . .. 1Ko(p) , N . < o1z 5N
les induites finies ind Ko(pnﬂ)xi. Le phénomene crucial, qui dépend de maniere

essentielle du fait qu’on considére les Q,-points de GLo, est que ces k[Ko(p)]-
modules sont unisériels.

Précisons brievement cela. Fixons n > 0, ainsi qu’un générateur linéaire e pour
le caractére x:. Pour une n-uplet (I1,...,1,) € {0,...,p — 1}, définissons

Pélément suivant de indggg 21,+1) X5

R S g 1] B b TR ©

M\ €F, An€F,

On vérifie aisément (cf. [Morl2], §4 ou encore [Morll] §5) que '’ensemble

_ e 1,n s n
By L {FO, edeoggﬂ)XW (Ii,..., 1) €{0,...,p—1}"}

.....

fournit une base linéaire pour 1’espace ind Kogp 7)L+1) x; et que T(F,) opére sur

Fl(11 ™) par le caractére xialittin,
De plus, on dispose d’une application injective

'%n-l-l

R - S,

— N

qui permet de munir %, d'un ordre total <. Notons qu'il s’agit également
de Pordre antilexicographique < sur 'ensemble {0,...,p — 1}™.

Pour une n-uplet (I1,...,1,) € {0,...,p — 1}™ définissons l'espace linéaire
(1,n) aet /(1)
(Fein ) = <F(z/1 ..... iy (1) 2 (I, ln)).

Le résultat crucial est que la filtration linéaire induite sur indgzg 1+1) X; par

'ordre total de %, | est Ko(p)-équivariante :
PROPOSITION 2.2. Soit n € N, r € {0,...,p — 1}. Le k[K(p)]-module discret

1ndK°E§ZL+1)xT est unsériel, sa filtration par le Ko(p)-socle étant décrite par le
graphe

indKogile)xr : XS — Xia— xia? — .. — X5

De plus, pour tout n-uplet (I1,...,1,) € {0,...,p — 1}, Uespace linéaire
<F£1(l7:) ln,)> est Ko(p)-stable, en particulier c’est le k[Ko(p)]-sous module de
dimension 1 + Z P de deUEpZLH)XT

Démonstration. Omissis. Cf. [Mor12] Proposition 4.2 ou [Morll] Proposition
5.10. 0
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Remarquons que une conséquence triviale de la Proposition est que

;. 1Ko(p)
lndKo(Pw)
nissant la co-limite sont décrits par

X, est elle méme unisérielle et que les morphismes de transition défi-

. K S : K S
il xs o indih ()X

(1,n) (1,n+1)
Foo, = E o
La situation pour le k[Ky(p)]-module (indﬁo(pw)xi)Jr est strictement analogue
et se déduit via l'isomorphisme K (p)-équivariant du Lemme 211
On se limite ici & souligner qu’'on a un isomorphisme de k[Ky(p)]-modules
discrets (induit par 'action de II sur . )
. K 5\ S ~ . K +
(desEgZ"“)Xi) SN (1ndKU(pn+1)xi)
(1,n+1) (0,n)
F — on, !

loyeoiiln il

ou (indgo(pnﬂ)xi)Jr désigne le noyau de D’application naturelle de restric-

tion indféo(pnﬂ)xﬁ — indgzgzl,ﬂ)xﬁ et pour toute (n + 1)-uplet (lg,...,l,) €
{0,...,p—1}""! on a défini les éléments suivants de (indgo(pnﬂ)xi)Jr
(On)  der o | ol 1| nam ok syt
Flo,...,ln = Z /\00 [ 1 0 Fll,...,ln € (lndKo(p"+1)Xr)
Ao €F,

2.1.1 LES INDUITES PARABOLIQUES FINIES.

On rappelle brievement des résultats sur la réalisation des séries principales
finies pour GL2(F),), en invitant le lecteur a se référer a [BP13] pour un cadre
plus général. Les résultats rappelés ici seront utiles au §6, ou on détermine
I'espace des K, 1i-invariants de A, .

Fixons 7,7 € {0,...,p — 2} et considérons 'induite parabolique finie

. GLy(F ;
1ndB(F2£) p)xidetz.
On fixe une base {e} pour le caractére y2det’ et on définit les éléments suivants,

pour 0 <j<p-1

LEY Ag[ [Af] (1) ] [1,€] € indgp ) xidet.
AUEFp

On voit aisément que f; est un T(F,)-vecteur propre, de caractére propre
Xxrdet'a™? et que pour tout jo € {0,...,p — 1} les sous-espaces linéaires

(f;, 0< 4 <jo)

sont stables sous l'action de B(F,).
L2(F;D)

(F,) X;ﬁ’deti est de longueur 2 et sa structure

De plus, I'induite parabolique indg
se décrit de la maniére suivante :
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PROPOSITION 2.3. Soient r,i € {0,...,p— 2}. Alors
i) sir #0 on a une extension non scindée

0 — Sym"k* @ det’ — indg:‘;;)l:p)xideti — Sym” T2 @det”™ — 0.

Les familles

{fO’ .- '7f7“—1a fT + (_1)i+r[1,€]}’ {fTa . '7f;U—1}

induisent une base pour le socle et le cosocle respectivement de l’induite
parabolique ; en particulier, les éléments fo, fr+ (—=1)"77[1, €] sont des
générateurs pour Uespace de plus haut et plus bas poids de Sym” k% ®@det”

respectivement.
iit) Sir =0 alors indg?;()l?p)xﬁdetj est semi-simple et
P
. GLo(Fp) s i ~ —1,2 ;
1ndB(F2p) Plxidet” = (1@ SymP™'k?) @ det'.

Les familles

{fO + (_1)i[1ae]}a {anfla . 'af;D—Q’fP—l + (_1)i[1a€]}

fournissent des bases linéaires pour det® et SymP 1k? ® det® respecti-
vement.

2.2 INDUCTION PARABOLIQUE ET INDUCTION COMPACTE

Ce numéro contient des rappels sur la réalisation des séries principales a l'aide
de lalgebre de Hecke sphérique associée aux poids de Serre pour GL2(F}). Le
lecteur peut se référer & [Morl13|, [Bre03b] §2.1, §2.4-2.7 pour un résumé plus
détaillé des résultats qui suivent, découverts initialement par Barthel et Livné
([BLY4)).

Fixons r € {0,...,p— 1} et considérons la réalisation usuelle du poids de Serre
o £ o, comme la composante homogene de degré r de l'algebre monoidale
k[ X,Y].

La décomposition de Cartan pour GLs nous permet de réaliser le Théoreme
de décomposition de Mackey de la maniére expressive suivante

(indgzo)h( = @ R, (o)
neN

ou l'on a défini R, (o) comme étant la sous K-représentation de ind% o en-

gendrée par [ % ¢ |[1,Y"]. Sile poids de Serre o est clair du contexte, on

p
écrira simplement R,,.
C’est alors facile de voir que, pour tout n > 0, on a un isomorphisme K-

équivariant naturel (induit par réciprocité de Frobenius)
indllgo(pn,+1)o'(n) :) Rn+1

DOCUMENTA MATHEMATICA 22 (2017) 777-823



SUR LES ATOMES AUTOMORPHES DE LONGUEUR 2 DE GLy(Q,) 789
ott I'on a écrit o™ pour désigner la Ko(p"t') représentation obtenue & par-
tir de o, (pn+1) via la conjugaison par élément | %1 | (qui normalise
Ky (pn-'rl))_

En particulier, on a une filtration évidente {Rn+1(i)}::0
duite par la seule filtration Kg(p"*1)-équivariante strictement croissante sur
o™, De maniére plus parlante, R, (i) est le sous k[K]-module de R, en-
gendré par 'élément [ 5 ] [1, X777V,

Un parmi les aspects cruciaux de la théorie des représentations p-modulaires
des groupes réductifs p-adiques déployés est la réalisation des algebres de Hecke
sphériques en termes de monoides commutatifs (cf. [BL94], [Her11D], [OII15]).
Dans le cas de GL> on a le résultat suivant

sur chaque R, 1, in-

THEOREME 2.4 ([BL94]). L’algébre de Hecke des endomorphismes de ind% ,o
est commutative, et on a un isomorphisme de k-algébres

def

H(0) 2 Endg(ind$ ;o) = k[T
pour un opérateur T approprié.

L’opérateur T' (pour le poids de Serre o) est & support sur la double classe
K [g 1K Z et il est défini comme une projection linéaire sur o. Par transport
de structure on obtient une famille d’opérateurs K-équivariants 7,,, définis sur
chaque facteur R,,, qui admettent la description tres concrete suivante.
Sin>1ona

T, R, — Rp_1®Rn41

0 1 r—jvri j 1 0 0 1 ,

An€Fp

0 1 .
+617T |: pnfl 0 :| [LY ]

pour tout j € {0,...,r} (ce qui détermine complétement T},) ; notons que cela
donne une décomposition évidente T;, = T, & T}, on T,;t R, — Rp41.
Pour n = 0, on a de maniere analogue

To: Ry — Ry
e C I A | P

0 1

+6j,7‘ { p 0

] 1, X7,

Si A € k, on écrit m(r, \) pour désigner le conoyau de 'endomorphisme T' — A

. . . . N , . def
sur I'induite compacte md?(zar. Si 6 est un Q,-caractere, on écrit 7(r, A, 0) =

w(r,\) ® 0.
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On introduit une base linéaire sur les k[K]-modules R, 11, qui va jouer un rdle
cruciale dans I’étude de la structure interne de 7(r, \).
Pour 1 < j < n, pour une n — j + l-uplet (I;,...,0,) € {0,...,p — 1}"77F1 et

pour l,+1 € {0,...,r} définissons ’élément suivant de R4 :
F(j’n) (l )djf L 1 0 (9)
Ljseroyly \ 1) = § Aj pin 1 |
XjEFp
’ z : Al"n [ pn'[lkn] (1) } |: pn'0+1 ; :|[1’Xriln+lyln+l]'
An E€Fp

Afin de ne pas alourdir les notations, on utilise la méme écriture pour désigner
I'image de Fl(Jln)ln (Int41) dans 7(r, A) et on écrit plus simplement Fl(nn) (In+1)
lorsque j = n.

Silon ecrlt R, ., pour désigner le sous k[Ko(p)]-module de R, 1 engendré par
[ R ] [1,Y"], c’est alors facile de voir que :

LEMME 2.5. Pour n > 1 on a un isomorphisme naturel
R — indf, () Ry
et la famille
By ZAEN) (lnr), (b)) €40, p = 137,0 < Loy <7}
fournit une base linéaire pour R, |

On a des résultats analogues pour R; et, de maniére similaire a ce qu’on a fait
)
pour les induites paraboliques, on peut déterminer une base linéaire pour R, 11

en introduisant les éléments F( ’")l (In+1) (c’est une conséquence triviale de la
décomposition de Bruhat). ’

Notons que d’apres la définition de I'opérateur T, certains éléments de la forme
FZ(JJ n)ln (In41) se simplifient considérablement dans 7(r, \) :

LEMME 2.6. Soit r € {0,...,p— 1}, A € k™ et considérons 1 < j < n.
On a ’égalité suivante dans w(r,\) :

- oot i T o0 1 )
rgmho = x| 0 S - saver [0 v

Démonstration. Il s’agit d’une récurrence descendante sur j, en utilisant la

description de 'opérateur T donnée ci-dessus : les détails sont laissé au lecteur.
Notons seulement que pour j > 1 on a

5o S {pj[&j] H {poj Hu,mo.

A;€F,
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2.2.1 UN DICTIONNAIRE

Les résultats de [BL94], étendus & des groupes réductifs p-adiques déployés par
Herzig [Herlla], permettent de classifier les représentations p-modulaires de
GL2(Q,) a l'aide des systémes de valeurs propres de Hecke.

De maniere plus précise, étant donné une représentation irréductible admissible
(& caractére central) m de GL2(Q,) 'espace Homg (7,7) est non nul et de
dimension finie pour une choix appropriée d’un poids de Serre 7. L’espace étant
de plus muni d’une action de 'algébre de Hecke 57(7) (qui est commutative),
on peut le décomposer en une somme directe d’espaces propres généralisés, de
telle sorte que ’on ait une surjection

m(1T,\) > 7
oll A € k est la valeur propre associé & ’espace propre choisi (quitte & agrandir
Le résultat crucial est que, sous certaines conditions, on peut réaliser la série

principale 7, ,, en termes de conoyaux des opérateurs de Hecke :

THEOREME 2.7 (([BL94], Theorem 34)). Soient A € k>, r € {0,...,p— 1} de
telle sorte que (A\,r) ¢ {(+1,0)}.
On a un isomorphisme de k|G]-modules discrets
m(r,\) = -1

Reprenons les notations du numéro précédent. Notons que, pour n > 0, R,,+1(0)
est trivialement isomorphe a 'induite compacte indgo(pnﬂ)xﬁ, I’isomorphisme
étant induit par réciprocité de Frobenius en notant que Ko(p"*!) agit sur
Pélément [ .1 o | [1, X7] par le caractére x:.
La remarque importante est que I'isomorphisme précédente est préservé lorsque
Pon considére R,4+1(0), 'image de R,+1(0) dans le quotient 7(r, A).
LEMME 2.8. Soitr € {0,...,p—1}, A € k¥, n € N. Soit R, 1(0) I’image dans
7w(r,\) du k[K]-module Ry+1(0).
Si (r,\) ¢ {(0,+1)} la composée

ind ) i1y X5 — Rn1(0) = Rny1(0) (10)

0 1 .

[156] — |: pn-i-l 0 :| [LX ]

est un isomorphisme.
En particulier, l’espace des K, 11-vecteurs fives de mw(r,\) est décrit par

(w(r, X)) = Ry 0).

1

0 ] [1,X"] est K41 fixe et K11 est distin-

p . 0
Démonstration. Comme it

gué dans K on déduit que
— Kn+1
Rpt1(0) < <7T(7"7 )\)> = ind g, (1) X5
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de telle sorte que la deuxieéme partie de 1’énoncé suit, pour des raisons de
longueur, de l'isomorphisme (I0).
Montrons que I’épimorphisme naturel (induit par réciprocité de Frobenius)

indgo(prwrl))(i — RnJrl(O) (11)

Le] {pnoﬂ H“’XT]

est injectif. Supposons dans la suite que n > 1 (le cas n = 0 en est en tout
similaire et laissé au lecteur).

11 suffit de vérifier que le morphisme (I[I)) est injectif sur I'espace des Ki(p)-
invariants de imdg0 (pr+1) X7, Ce qui revient a montrer que les éléments suivantes

de En-‘,—l (0)

o) = % {p[i\l] (1)] 3 {p”[l)\n] (1)Hp’grl é][l,X’“]

A €F, An€F,
0,n A 1 1,n
Xo€F,

sont linéairement indépendants.
D’apres le Lemme on a

FhM(0) = A" [ 2 (1) } [1,X7] = A" 16,.0[1, X7].

et comme T([1,X"]) = > [ ol 1 ] [ . e ] [1, X" +5T,0[ . e } [1,X7],
X €EF,
on déduit de maniere similaire que

Fy"(0) = XL X = X [ b o } [1,X7].

Pour des raison des support, on voit que aucune combinaison linéaire non tri-
vialede [ ; § | [1,X"] et [1, X"] est dans 'image de I'opérateur 7'— A. On en

déduit que les éléments Fo(l’n)(O), FQ(O’") (0) de 7(r, A) sont linéairement indé-

pendants lorsque r # 0 ou bien 7 = 0 et A2 # 1, ce qu'il fallait démontrer. [

Nous invitons le lecteur & comparer I’énoncé du Lemme [Z8 avec [BL94], Theo-
rem 30-3).

3 DIVERTISSEMENT EN THORIE D’IWASAWA

Dans ce numéro on rappelle les relations étroites entre I'algébre d’Iwasawa A
de U(p) et les représentations p-modulaires de G, selon I'approche introduite
par [Sch15], [Mor], et en fournissant des compléments.
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Nous établissons (Proposition B.2]) un dictionnaire entre les fonctions F(1 ’")l
introduites au §Z.Tlet certains éléments de A, ce qui nous permettra de snnphﬁer
les manipulations sur les induites lisses qui ont été introduites en §2.11
Nous nous contentons de donner les résultats dans le cas particulier qui nous
intéresse, sans ambition de les enoncér dans le cadre le plus général possible.
Pour les détails omis dans ce numéro, nous invitons le lecteur a se réferer a
[Schi15], [Mor].
Considérons 'algebre de groupe complétée A = k[U(p)]. 1l s’agit d’une k-
algebre locale noetherienne, compléte et reguliere, de dimension 1 et nous en
désignons par m4 son idéal maximal. L’élément

e 1 0
deZ)\1|: 1:|

AeF,

fournit un générateur linéaire pour ’espace tangent de A. Rappellons que le
tore fini T(F,) agit par automorphismes de k-algébres sur A et X en est un
vecteur propre, dont le caractére propre associé est a.

Soit ¥ : Ko(p) — k™ un caractére lisse. Si K, < Ko(p) est un sous-groupe
fermé, on consideére tacitement 1) comme un caractere lisse de Kzla par restric-
tion. Comme au §Z.T] définissons

M indKO w)w

et, exactement comme dans §2.11 nous avons la suite exacte Ko(p)-équivariante
scindée :

= (ind eyt0) " = M = ind 2L — 0 (12)
dij+ defM

(cf. @)). D’apres la dualité de Pontryagin et la décomposition d’Iwahori on a

(M7)" = K[Ko(p)] @ropery ¥ A (13)

ou le dernier isomorphisme est A-linéaire (cf. aussi [Mor], §3.1). En d’autres
termes, l'algébre d’'Iwasawa A est naturellement munie d’une action de Ko(p)
par des endomorphismes k-linéaires continus.

On a alors le résultat suivant :

PROPOSITION 3.1. Soit By = K1(p)NB(Q,) et munissons A de Uaction de By
induite par l’isomorphisme (I3). Pour tout b € By et tout N € N on a

(b-1)- XN em{ T2,

En particulier, si mp, désigne l'idéal mazimal de lalgébre d’Iwasawa k[B1] on
a
N _
mp, - (ma)” C (ma)VHE?)

pour tout N € N.
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Afin de prouver la Proposition 3.1l on détermine un dictionnaire entre les élé-
ments Fl(l’") € M~ et les générateurs des sous-modules de la forme m? .
Fixons n € N. Définissons

M,n_Jrl = (Mi)K"Jrl lndKOEp2L+1)7/}

L’algebre A/(X)P" est une algébre de Frobenius et on a un isomorphisme A-
linéaire :

n

AJ(X) = k[Ko(p)] @iy ¥ = My (14)

ce qui permet de considérer les éléments F, ( ﬁ)l € M, ,, (définis au (@)) comme

des éléments de A/(X)P". Pour une n—uplet L= (... 1) € {0,...,p—1}"
nous définissons :

R;;f(H( H ) = (ﬁ(—l)lﬂ'“(p—l—lj)!)_l
j=1

J=1 k=0
et No(I) = > P H(p—1—1;). On a alors le dictionnaire suivant :

PROPOSITION 3.2. Soitn > 1,1=(l1,...,ln) € {0,...,p—1}". Dans l’algébre
d’Iwasawa A on a :

F}(11,7n?ln c KLXNO(D + (mA)NO(DJF(P*l).

La preuve de la Proposition s’obtien & partir des Lemmes B3] et 3.4] sui-
vantes.

LEMME 3.3. Considérons lalgébre k[F,] et définissons, pour j € {0,...,p—1},

les eléments
£ =Y NN € KR
AEF,

def
Posons X = f,_s.
On a les égalités suivantes :

-1
f] _ <Hp 2—j ( )(1>k+1) prlfj s7 ] < p— 1,
-1+ X771 si j=p—1.
Démonstration. Pour j = p—2 I’énoncé est évident et le résultat pour 0 < j <
p — 3 suit par une récurrence élémentaire qu’on laisse au lecteur.
Le cas j = p — 1 s’en déduit de la rélation f,—1 = fo — 1. O

La Proposition B2 suit donc par passage a la limite a partir du lemme suivant :
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LEMME 3.4. Soient 1 < m < n. Pour toute (n — m + 1)-uplet (Ly,...,ln) €
{0,...,p—1}"=™FL définissons ’élément Fl(:’n,)ln € k[U(p™)/T(p"*Y)], ainsi
que les entiers ky,,....1,,, Ny, de la maniére suivante :

(m,n)  def 1 1 0 1 1 0

IS D [ R D
o= P Am] 1 = I
def

Kl oo = K0, 0, rosdy, @0EC (0,00, L, .. 1) €{0,...,p—1}"
No, E> p - 1-1).
j=m
Soit enfin
def -1 1 0 TT/, M\ /TT( Nn+1
K P
€F,

On a alors :

m,n o No (D+(p—1
Fl( )ln, € Ky ln)XNm(D + (mA) D+(p—1)

moyeee LCERERY)

Démonstration. La preuve est une récurrence sur n — m, a partir du Lemme
Supposons donc le résultat en niveau m + 1.

Le morphisme naturel (induit par linclusion U(p™+!l) — U(p™)) est alors
décrit par

kO™ /U™ — k[OE™UE™)
Xerl — Xﬁl

L’hypotheése de récurrence entraine donc :

" I — 1~ 1)

(m+1,n) \ _ j=m41”
L( lm+1,...,ln) :K(O7,,,,O7lm+17,,,,ln)Xm
Z;L:m+lpj7m(pflflj)+p(1)71)

modulo X, . D’apres le Lemme B3] et action du

tore fini T(F,) sur X,, on a

(m) _ I 1 0 _ —1—Im
F‘lm - Z )\m |: pm[Am] 1 :| = KJ(O 7777 07lm107”')Xp

Am €F,
modulo X?~1=tm=(=1) ce qui permet de conclure. O

A la suite des résultats de [Mor12] (Proposition 4.4, 4.5 et 4.7), la Proposition
nous donne :
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COROLLAIRE 3.5. Soient n, N € N. Munissons A/(X)P" de Uaction de Ko(p)
induite par Uisomorphisme (I4). pour tout g € Ki(p), b € Ki(p) N B(Qp) on
a les égalités suivantes dans AJ(X)P" :

(g—1)- XN e (x)NH! (b—1) - XN e (x)N+=2),
Démonstration. D’apres la Proposition B.2]il suffit de montrer que

(g-1)-F e @M p-1)- B, e (x)NHED (15

sbn yeresbn

ou la n-uplet (Iy,...,1,) € {0,...,p — 1}" est définie par la condition N =

27;01 p?l;+1 modulo p™. Les relations (IH) découlent alors de [Mor12], Propo-

sition 4.4, 4.5 et 4.7 (spécialisées en m =1, f = 1).

De maniére alternative, ’énoncé est un cas particulier de [Mor], Corollary 4.8.
O

Fin de la preuve de la Proposition [l Comme mY est un idéal fermé de A et
Paction de K1 (p) est continue sur A, le résultat découle du Corollaire 5 O

4 PREMIER DVISSAGE DE L’ATOME

Cette section est consacrée a I’étude préliminaire des atomes automorphes
(sous-entendu, de longueur 2 pour GL2(Q,)). Aprés des rappels générales,
on étudie de maniére approfondie (cf. §&7]) la réalisation explicite de Patome
de longueur 2 effectuée par C. Breuil dans [Bre03a]. Au moyen de certaines
manipulations cohomologiques (§4.2)) on se rameéne au cas d’une extension de
k[Ko(p™™!)]-modules lisses, & quotient irréductible; on en déduit un élément
explicit de 'atome qui va jouer un réle fondamental dans la suite.

La définition suivante est diie & Colmez (cf. [Coll0)]) :

DEFINITION 4.1 (Colmez). Un atome galoisien de dimension 2 sur Gq, est
une représentation galoisienne (de Gq, sur un k-espace linéaire de dimension
2) qui est absolument indecomposable et qui n’est pas la tordue d’une extension
de w par la représentation triviale.

Un atome automorphe pour GL2(Q,) est une représentation lisse de GL2(Q))
telle que la représentation galoisienne qui est lui associée par la correspondance
de Langlands p-modulaire est un atome galoisien.

Les atomes galoisiens et les atomes automorphes qui leur correspondent ont été
étudiés dans [Coll0], §VIL.3 et VII.4. Dans ce qui suit, nous nous intéressons
au cas ou l'atome automorphe est de longueur 2, sans multiplicité.

DEFINITION 4.2. Soit (\,7) ¢ {(£1,0), (£1,p — 1)} et posons 6; = unyw"*?,
8o Zuny-1.
Nous définissons A, x comme étant un générateur linéaire de ’espace

EXtéLZ(Qp)(IDdgél X (52w_1, Indgég ® 61w_1). (16)
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Notons que le foncteur de Montréal de Colmez induit un isomorphisme linéaire
entre (I0) et ExtéQp (02,01) (cf. [Coll0], VII.4.7) ce qui montre que l'espace
d’extensions entre les séries principales ci-dessus est bien de dimension un.

4.1 RALISATION DE L’ATOME AUTOMORPHE

Soit (A,7) € k* x N comme dans la Définition et supposons de plus que
0 <7 < p—3. Ce numéro a pour objectif de rappeler la réalisation explicite
des atomes automorphes pour GL2(Q),,), effectuée dans [Bre03a].

Dans son article [Bre03a), Breuil achéve une description exhaustive de la réduc-
tion de représentations cristallines pour Gq, en poids (0, k) avec k—2 < 2p—2.
Cela est effectué a l'aide de la construction d'un réseau explicite a l'intérieur
d’un quotient de inngSymkdEQ, isotypique pour l'action de l'algeébre de
Hecke sphérique.

Rappelons qu’on a un isomorphisme standard :

Endg (ind% ,Sym* 2 E?) = E[T]

ou T est un certain opérateur de Hecke “canonique” (cf. [Bre03a), §2.1.4 et §2.2)
qui induit, par réduction mod mp sur le réseau Sym* 262, un endomorphisme
G-équivariant de indf( ZSymk*Qk2 (et qui sera noté T également pour ne pas
alourdir les notations).

Fixons r € {0,...,p — 3} et ap € m. Nous définissons :

Opt3ira, = Im (indﬁzSymerlJrTﬁ’2 — Coker(T — ap)) .

On a alors le résultat suivant :

THEOREME 4.3. ([Bre03d], Théoréme 3.3.2, Proposition 5.3.4.1) Le CO|G]-
module ©py31rq, est un réseau dans Coker(T' — ap) et si val(ap) = 1 et

def (p42
)\ (pt24r)ap o on a

@p+3+r,ap ®e k= AT,A Q w.
Nous allons maintenant préciser ’énoncé du Théoréme Posons op414r =
Sym? ™" k2, que nous allons identifier avec la composante homogene de degré
p+ 1+ de k[X,Y] (munie de Paction modulaire usuelle de KZ). 1l s’ensuit
de [Bre03al, Lemme 5.1.3 (ii) qu’on a une injection K Z-équivariante :

Or QW = Optitr-

Afin d’éviter des ambiguités, nous désignons par z"~Jy’ (avec j € {0,...,r})
un vecteur propre de o, ® w pour l'action du tore fini, de caractere propre
xra 77 det.

D’apres [Bre03al, Corollaire 5.14 le conoyau de 'opérateur de Hecke T agissant
sur ind% ,Sym"”~2k? se dévisse de la maniére suivante :
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PROPOSITION 4.4 ([Bre03a], Corollaire 5.1.4). On a une suite exacte de k[G]-
modules :
0 — ind% 40, ® w —= ind% yop1 110 /T — nd% yop 3, QW2 =0
ot Uon a écrit md$ 4oy 114,)T = Coker(T).
C’est important pour la suite d’expliciter 'image du morphisme ¢.
LEMME 4.5. Pour j € {0,...,r} on a

r4+2
j+1

iy = (28 ey

De plus, on a [1, XPTI7] =0 dans le quotient indzopsisr
) b) T

Démonstration. Le morphisme ¢ est obtenu, par induction compacte, a partir
du morphisme suivant de GLo(F))-représentations (cf. [Bre03al, Lemme 5.1.3,

Or QW = Optltr

yJ s XPrreiyitl _ xrtl-jyp+i

"I

De plus, d’apres [BreQ3a], Corollaire 5.1.4, on a

—1
r+2 r+1+ P XerTJrl,iYi + r+1 +p Xr+27iyp71+i =0
i i p—1+i

ind$ - .
dans ==EZZeHr pour 0 < ¢ <7+ 2.
En d’autres termes

P iy —(HH Xy Pt i (>0
B 0 si i=0.

i
Ceci permet de conclure. O

Le résultat suivant, qui est a la base des méthodes développés dans cet article,
permet de réaliser A, » comme un quotient de ind?( 20pti4r/T

PROPOSITION 4.6. Soit r € {0,...,p— 3}, A € k*. On a un diagramme com-
mutatif de k[G]-modules, a lignes exactes :

(17)
0 —=ind$ 0, ® w —% ind¥ 4 ops140/T — ind$ yop_3_r @ W2 —=0
0—>7T(T7)‘aw>4>Ar,/\®w4>7r(p73—r,)\*1,w7“+2) 0

Démonstration. Cela est ’énoncé, ainsi que sa preuve, de [Bre03a), Proposition
5.3.4.1. O
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4.2 RESTRICTION AUX GROUPES DE CONGRUENCE

L’objectif de cet numéro est de ramener ’étude de la K-restriction de I’atome
A; |k & celui d'une famille de k[K((p)]-extensions de modules discrets. En
d’autres termes :

PROPOSITION 4.7. Soit r € {0,...,p — 3}. On a un isomorphisme naturel

. K . K ~ : . K
EXt;lc[K](lndKO(poo)Xr-k%deU(poc)Xi det) — Ein EXtIIC[KO(pn+1)](X7"+27lndKU(pOO)Xf‘ det)
n>0

(ot les espaces d’extensions sont a caractére central fixé).

Les morphismes partiels
. . T,
Ext,lc[K] (mdgo(pw)xprg, mdﬁo(poo)xf det) —
\IITL . 3
— Ethlc[Ko (pn+1)] (XT+25 lndgo(px)xi det)

se décrivent de maniére explicite & I’aide de produits fibrés appropriés : si [F]
désigne la classe d’une extension dans Ext,lv[ K] (indgo(poo) Xr+2, indgo(poo) X2 det)
alors U,,+1([E]) = [En+1] ou Pextension E,, 1 est déterminé par le diagramme

0—— indgo(pm)xﬁ det FE indgo(poo)xT_,_Q —0

"

0—— indgo(px)xﬁ det —E,,41] —— <1K0(pn+1)> —0;

et 1x,(pnt1) € indﬁo(poo)xrw désigne la fonction & support sur Ko(p™t1).
Rappelons que le foncteur de restriction & K nous donne un morphisme naturel

Ext,lc[G] (Tp—3—rA ® w2

TpA—1 ® w) — Extllg[K] (indgo(poo)xhq,indllgo(px)xﬁ det).
D’apres [BP13], Theorem 20.3, ce morphisme est injectif lorsqueﬁ 1<r<p-3.

DEFINITION 4.8. Soient A € k* et r € {0,...,p — 3}. Nous définissons Bni1
comme l'image de A, x @ w|x via le morphisme W, 1.

La preuve de la Proposition 7] est formelle et occupera le reste de ce numéro.

LEMME 4.9. Soit M un k[K]-module discret, n € N et soit ¢ un caractére lisse
de Ko(p"T1). On a des isomorphismes canoniques :

i . ~ i . 1K
Eth[K] (mdgo(pm)w, M) — Eth[Ko(p)] (dezEZio)w, MlKO(P))
(18)

[ . K ~ i
Exty s (p)) (deﬁﬁihw, M ko)) — Extig, priny) (¥ M ko prs1))

pour tout v > 0.

3. Des calculs non publié de I’auteur montrent que cela reste vrai pour 0 < r < p — 3,
p=3.
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Démonstration. C’est la forme forte de la réciprocité de Frobenius, cf. [Vig96]
159 (e). O

LEMME 4.10. Soit j,n € N et soient ¥, x des caractéres lisses de Ko(p™),
Ko(p™t1) respectivement. L’espace

EXti[Ko(p"Jrl)] (X, (ind e, ooy ) 1o (ot
est de dimension finie.

Démonstration. D’aprés [AD14], Theorem 4.1 (cf. aussi [Laz65]), l'algébre
d’Twasawa k[Ko(p™)] est une k-algébre semilocale et noethérienne. En par-
ticulier tout k[Ko(p>°)]-module de type fini admet une résolution libre par des
E[Ko(p>°)]-modules de type fini. D’apreés la dualité de Pontryagin, ¢ admet
une resolution injective _#* par des k[K(p™)]-modules admissibles. D’apres
[Vigd6] 1.5.9 (b) et 1.5.6 (1) il s’ensuit que ind?o(poo)f° est une résolution
injective de indgo(poo)w constituée par des objets admissibles. Par [Vig96] 1.5.9
(d) on conclut que (indﬁo(pm)j')h(o(pnﬂ) est une résolution injective de

(indléo(pw)w) | o(pn+1) constituée par des objets admissibles. O

Fin de la preuve de la Proposition[{.7 Posons M = (indgo(px)xﬁ det)|K0(p).
D’apres le Lemme il suffit de montrer qu’on a un isomorphisme canonique

i . K ~ i e K
Extic, () (deggZZc)XH_g, M) — {El Exty (deEEZZ,H)XH_Q, M) (19)
n>0
Comme indggggzc)xrﬁ = h_n} indgzggiﬂ)xrﬂ il s’ensuit de [Jen72], Théoréme
n>0
4.2 que l'on a une suite spectrale :

OB (a0 ) i gKo)
lim W Excty ) (i en) Xz M) = Bxtic o (i) oo, M)

n>0
D’autre part [KS06], Corollary 13.3.16 et Example 13.3.17 (ii) nous donne

i j . K
( )Extfv[Ko(p)] (lndKEEZT)L+1)X7‘+2’ M) =0

lim
—
pour tout ¢ > 1 et le Lemme 10l montre que les conditions de Mittag-Leffler
sont verifiés. D’apres [KS06], Exercice 12.8 on conclut que (I9) est bien un
isomorphisme. O

D’apres la description explicite du morphisme W¥,, nous avons une description
simple de ’extension %, 1 & l'intérieur de 'atome A, ) ® w. Plus précisément
définissons, pour n > 1 I’élément

o 0 1 _
ent1 = [ o ] [1L,XPT'Y"™? € A\ Q.
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Nous avons un diagramme commutatif de Ko(p"*!)-modules discrets :

0——7(r,\,w) n+1 Xr42 0

] |

0——=7(r\w) —= A4 Q@w——>7(p—-3—r, A" Lw?) ——=0

et d’aprés [BreO3a] Lemme 5.1.3 (ii) on a

Ay Quw —7(p—3—r, ATH W) (20)
0 1 p—3—r
€ntl — [ 0 ] 1,z ]

(on a désigné comme d’habitude par zP~3~" un générateur de 'espace linéaire
de plus haut poids de o,_3_,).
Par conséquent :

COROLLAIRE 4.11. Soit r € {0,...,p — 3} et A € k*. Supposons que

(H) (r;A) ¢ {(0,£1), (p = 3,£1)}.

Pour tout n > 0 le Ko(p"*')-module lisse B11 est isomorphe a la sous
Ko(p™*t1)-représentation de A, @ w engendrée par e,1 et indgo(pw)xf_ det.

Démonstration. Cela découle du Lemme 2.8 ainsi que de [20) et de la descrip-
tion du morphisme ¥,,. o

4.3 RSUM DES NOTATIONS.

Nous fixons ici les notations qui seront utilisés dans les preuves et les énonces
techniques de §5l et [6l Fixons (A, r) vérifiant 1hyp0thése (H). Nous supposons

de plus@ que r # 0. Nous posons d’abord M= 1ndK (p>) X7 det et

MT= indK"Ep)‘s)K”(p) 5 det, M~ = in dKUEp) )X det..
Notons qu’on a M+ = (indﬁo(px)xﬁ det )+ (cf. (@).
Rappelons que M T (resp. M ™) est un k[ Ko(p)]-module discret, qui est unseriel

en restriction & U (resp. U(p)). Pour tout n > 0 posons M, 11 = MEn+1 et

M+ def (M+) Kni1 _ (M+)U(p"+1)

e
+ M- def (Mf)Kn#»l _ (Mf)U(P ).

? n+1 —
Rappelons qu’on a introduit au §2 des bases “naturels” sur 7 (r, \,w), M. En
particulier, le Lemme 2.8 nous permet d’identiﬁer pour tout I = (Iy,...,1,) €

{0,...,p — 1}, I'élément F(1 )

..........

(cf. (@), @) pour la déscription de Fl(ln)l , F™ (0))

ll7 ;ln

4. Des calculs non publiés de ’'auteur, montrent que les enoncés des §5l [Glrestent valables
pour r = 0, au prix de calculs plus poussés.
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L’élément suivant de 'atome A, x va jouer un role clé dans I'étude des K41
invariants :

nit Zewpr + (1" ATTEST(0)+

TR T 1>(i A-2<"-j+1>F5757?.,0<1>). (21)

j=1

Pour n > 0 nous posons

(1,n) ~ def 1 1 0 In 1 01~
By, (Eent1) = Z AL [pl[/\ﬂ 1 } Z An [p”P\n} 1| et

A EF, An€Fyp

ouon a pris (I1,...,1,) € {0,...,p — 1}™. Notons que les images des éléments
Fl(lln)ln (€nt1) dans m(p — 3 — r, \71, w™?) s’identifie a Fl(lln)ln (0) grace au

Lemme 28 et ([20).

5 LE COMPORTEMENT DE €y,41

Soit n > 1. Ce numéro est consacré au résultat clef qui concerne le comporte-
ment de 1’élément €,41 a l'intérieur de l’atome automorphe. Rappelons qu’on
a défini au §L.2 un sous Ko(p"™!)-module %, a intérieur de A, \ @ w s’ins-
crivant dans une suite exacte k[Ko(p"*!)]-équivariante non-scindée :

0— 7m(r,\,w) = Bni1 — Xry2 — 0.

Le but de ce numéro est de décrire la structure de I'extension %41 (Propo-
sition [£.4)), & laide de I’élément €,41 € %Bp4+1 défini en 2I)). Il s’agit du ceeur
technique de ’article et c’est ici que nous avons besoin des calculs sur les vec-
teurs de Witt, ainsi que de la déscription explicite de A, ® w effectuée au
§L1

Sauf mention explicite, I’on suppose ici que 1 < r < p — 3. Nous commengons
par l'action de U(p"*+1Z,).

LEMME 5.1. Soit c € Fy,.
Alors

<[ p"+11[c] 0 } - 1>5n+1 = c(r+ DA L"),

Démonstration. D’apres le Lemme on a les égalités
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( [ g 8] )

rr1=G-1) <T+2) [ 0 1 ] [17XP+T*(J'*1)Y(J'*1)+1]
p

I
S

M% HM

n+1 0

o r+2\7+1 0 1 —i
L 3w

0

1 o
N (| I e
j=0

De maniere analogue les relations produites par lopérateur de Hecke T' (cf.
[®)) nous donnent

([ o ]-)met0-
_T r+1 AR
;( ; MG i

Z (_>‘7L+1)j |: pn+l[1)\n+1] (1) :| |: pn0+2 (1) :| [LmT]

An+1€Fp

=Y ey (” 1) |
Jj=0 J

<.

s

:)\(—I)HI(ZCHI_j (Tﬁl) { n+1 ] " J])
—(r+1) TH [ é } [1,9"].

Pour 1 <m <mn, et comme r > 0 on a (cf. Lemme [Z0])

(Lo o] =0)rE0 =e( 3 o[ oy 1 ]A2G70) -

Am€EFp
=o( 22 [y VO [ o J0e)
AmEFy
—ov ity | 0 - e eyt [l g [

La conclusion suit maintenant par un calcul élémentaire qu’on laisse au lecteur.

O
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Le lemme suivant nous permet de contrdler ’action du radical unipotent entier.
Sa preuve, qui demande des manipulations techniques sur les vecteurs de Witt
de F,, a été mise en appendice.

LEMME 5.2. Soitp >3 et € Fg. On a l’égalité suivante dans PBni1 :

1 7 -~ _ n+r —_on 1,n
( |: 0 [1] :| - 1)€n+1 = (_1) * +1(T+ 1))‘ 2 :u’Fr(JrZiafl,...,pfl

modulo (mZ_S_THp_mM,;_l

) & (0, ® det)$1(P).
De maniére similaire, on a

LEMME 5.3. Soit o € Zy, et p > 3. Alors on a ’égalité suivante dans HBpi1 :

Lo ]
0 1+ pa Entl

modulo (mZ_S_T+(p_2)M;+1) @ (0, ® det)K1(P),

n+r— —2n 1,n
()" ar+ DA ELT

On peut finalement décrire I'extension %1, c’est-a-dire la sous Ko(p"*1)-
représentation engendrée par e,41 et m(r, A,w) dans A, Qw :

PROPOSITION 5.4. Soit n > 1 et considérons l’extension
0—7m(r,\,w) = Bni1 — Xry2 — 0.

Soit g [ LER L. | € Ko(p™™h).
On a alors U’égalité suivante dans Brn41 :

(g — 1)gn+1 =
= (71)"‘”"'1(7’ + 1))\_2" (Eﬁpn,l,(p,3,r)Xp_3_’" + (a — d)ﬁpn,l,(p,g,r)Xp_Q_’")

modulo

(0 ® det )P @ (mP=3=+E=y -

Démonstration. Via le dictionnaire de la Proposition [B.2] il s’agit d’une consé-
quence immédiate des Lemmes 5.1} (5.2 et de la décomposition d’Iwahori
de Ko(pn+1).

O

UNE REMARQUE. L’énoncé de la Proposition 5.4 ne dépend pas du choix du
rélévement €,1, au sens suivant. Soit z € 7(r, \,w) et écrivons z = zt @ z~
selon la décomposition Kg(p)-équivariante w(r, \,w) = M+ @& M~ (cf. E3).
Supposons que €,41 + « est fixé par U(p"*!) modulo sock, ) (MT). On dé-
duit de la Proposition Bl que 2~ € M, ; et comme la composante X;yo-

%*3”“)+(”*2)M;+1) est de diménsion 1 on conclut que

isotypique de M, ,/(m
x~ € pX P31 4 (mffigfr)Jr(pd)M;rl) pour un scalaire non-nul p € k*.
Comme (g —1) - XP737" € mfffgir)ﬂp*?) si g € K1(p?) (cf. Proposition [B.1])

on déduit :
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COROLLAIRE 5.5. Soit n > 1.Considérons l’extension de Ko(p™*!)-modules
discrets :
0—7m(r,\,w) = Bni1 — Xry2 — 0.

et soit ¢ny1 € By tel que ey & m(r, A\, w). Supposons de plus que e,41 est
fizé par U(p"*1) modulo sock, ) (MT).

Pour tout g dzf[ O S ] € Ko(p"*') on a

(g — 1) Cntl =

= (_1)n+r+1(r + 1))\—2n (Eﬁpn_l_(p_g_T)Xp_S_T + (a — d)ﬁpn_l_(p_Q_T)Xp_Q_T)

modulo M T & (mff_s_T)+(p_2))Mn_+1.

REMARQUE 5.6. Pour r = 0 on peut modifier la définition de l’élément €41
de telle sorte que l’enoncé de la proposition reste wvalable. Toutefois, la
technicité des manipulations nécessaires ont suggéré a l'auteur de ne pas inclure
les calculs dans cet article.

6 ESPACES INVARIANTS ET APPLICATIONS

Dans cette section on détermine ’espace des invariants de 'atome A, y ® det
selon certains sous-groupes de congruence de niveau arbitraire en p, dans le
cas générique. Cela permet d’étendre un résultat de Breuil et Paskunas (cf.
[BP13], Theorem 20.3) au cas de niveau arbitraire, et par conséquent, via la
compatibilité locale-globale de la correspondance de Langlands p-adique, déter-
miner les composantes Hecke-isotypiques de la cohomologie mod p des courbes
modulaires (§6.3)).

L’outil principale de la preuve du Théoréme [6.4] demeure dans le Lemme [61],
qui s’obtient comme une conséquence de la Proposition 5.4 a I’aide des moyens
d’algebre d’Iwasawa introduits au §3

Sauf mention explicite, on suppose que 1 < r < p — 3 (en particulier p > 3).

COROLLAIRE 6.1. Soit n > 1 et considérons la Ko(p"t1)-sous représentation
de Brny1 déduite de la Proposition [57) :

0= M, @0, ® det)f1 () <K0(p"+1) ~€n+1> — Xrg2 — 0.

Soit Hyp1 € {Knt1, Iny1} et o € B(Zy) N Hyyq. Alors :
(m—l)'gn+1 =0

Démonstration. C’est une conséquence des Propositions Bl et 5.4 en remar-
quant que tout élément x € B(Z,) N H, 41 peut s’écrire comme = = z'P" pour
un élément 2’ € B(Z,) N H;.

O

DOCUMENTA MATHEMATICA 22 (2017) 777-823



806 STEFANO MORRA

6.1 ESPACE DES K,,;1-INVARIANTS

On calcule ici I’espace des K, 1-invariants de A, y ® w dans le cas générique.

. N ;. N Knt1
La preuve consiste a donner d’abord une borne supérieure a (AT, A ® w) e

grace au Corollaire[6.1]; on détermine ensuite I’espace des invariants de maniére
précise via 1’énoncé de la Proposition 5.4l

Kny

Rappelons la notation M, 4 S ind?o(pnﬂ)xﬁ det = (7r(7°, A, w)) ' ainsi que

la décomposition M, = M*

i1 @M, ;. On commence par un lemme.

LEMME 6.2. Soit My = sock,(py(M™). On a (M~)n+1 = (M~)00") =
I7(+1

M, et (M’/MO_)I"+1 = (Mf/MO_)U(p ) ginsi que une suite exacte non-

n
scindée

0 — xSdet — (M™)In+1 — (M*/MO_)I"+1 — xSadet — 0

Démonstration. Pour un caractére x de T(Fp)g(p) désignons par Inj(x) son
enveloppe injective dans la catégorie des T(F,)U(p)-représentations lisses. On
a alors

((Inj(x))v)ﬁ(pm) >~ A/(XP) @ x .

L’existence de la suite exacte de T(F,)U(p"*!)-représentations

Tt

0 — yidet — (M™)I@"™) (M~ /My) — xsadet — 0

suit alors par un calcul de dimension en remarquant que M ~, M~ /M sont
des enveloppes injectives de x; det et x; det a respectivement (cf. [Pag10], Pro-
position 5.9) et que H'(U(p™*1), x2 det) est de dimension un. En particulier :

n+1

(M= /Mg )P0 2 (xx Tty x), (22)

Gréace a la Proposition Bl on a

n+1 n

_ ntl_ n
M1, nB(Q,)) - (X7 7P ) Maga © Mppn - (XP TP ) My

c (Xzo"“*p"’erT”(p*?))jMHJr2 =0

(ou 'on a écrit m(z,,,nB(q,)) Pour désigner I'ideal maximal de I'algebre d’Twa-

sawa de (In11 NB(Qy)), et ol I'on a utilisé le fait que (1,41 NB(Q,)) C B

ce qui permet de conclure a l'aide de ([22)) que les éléments de (I,,+1 N B(Q,))
I1(m+1 I1(+1

agissent trivialement sur (M_/MJ)U(p ) e que (M‘/MJ)U(I) )

(M= /Mg) "™ _

Pour terminer, notons que (M~)%+1 = (M=)U®"™) par un comptage de di-

mension (cf. par exemple [Morl3], Proposition 3.5), ce qui conclut la preuve
du lemme. O
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PROPOSITION 6.3. Soit n > 1 et considérons la suite exacte induite par le
foncteur des K, +1-invariants :

Kni1

0— indgo(pn+1)xi det — (Ar,/\ ® W) — indllgo(pn+1)xr+2.

Projp 41

Alors
long j (coker(proj,, 1)) < 1.

Démonstration. Le foncteur des K, 41-invariants nous donne une suite exacte :

)

0— Mn+1 — (Ar,/\ ® w — indilgo(pn+l)xr+2.

Projp41

Par construction, I’élément proj, ,;(€ns1) est un K-générateur de l'induite
indﬁo(pnﬂ)xprg, ayant support sur Ko(p"*!) et étant x,, o2 isotypique pour
I’action du tore entier.

Ainsi, I’élément

n) ~ e A 1 n) i~ N) f~
Ao @) Y [ ol 2 ] F @) + s @)
T AOEFP T T
S <K . gn+1> g AT,)\ Qw

est envoyé, par la projection

K . .
(Arx ®w) " — indig ran) Xrrz = AR, () Xrt2

Projp 41

sur un générateur de

Ki(p)
(SOCK (indgo(p)xr+2)> .

Nous montrons que Fo(gﬁ)l (€n+1) est fixé par K, 11, ce qui permet de conclure
que

long ((AT’A ® w) Kn+1) >

> long (7‘('(7', )\,w) K”“) + long (7r(p -3, Afl,wr+2))Kn+1 —1.

41 1 ’1 2 .
Pour g = [1 et ta ) i”t fld} € K, +1 un calcul élémentaire nous donne
P c P

0, ~ A 1 1, ~ 1, ~
qg- F(gypi)l(en-q-l) = Z |: [ 10] 0 :| FIL?) (90)\0 -en+1) +5m,p—3FIE,?) (gl -en+1)
Ao €EFp
ou

1 0 1 0
g0 € [ ity 1| B@EINKa), ge | by, | ] B@) 0K
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avec z = [b+ (a — d)\g — eAZ] et w = [¢] modulo p.
On en déduit, utilisant le Corollaire [6.1] et le Lemme [B.1] 1’égalité suivante :

(9-1) -Féf&(?nﬂ) = (—1)">r"*1(r+1)( Z [ [/\1(’] (1] }Ew +6P,3,TEJ:T).

Ao €EFp

€o,rRdet

ot on a posé Z = b+ (a — d)\g — A2
Un calcul simple (sans oublier la torsion par le déterminant dans o, @ det!)
donne au final

T

(9= 1) - FG Gor) =0"a 1+ 0 (D0

r,)z’"_jyj (E Z A67j+

- J
§=0 NoEFp

+@—d) Z ATt Z /\S_’“) +5p_3,,nacr)

Ao€F, Xo€F,
ny—n— r r = r = r
=(-1)"A" " + 1)((71)(0)1« (D AT + Gpsate )
Ao €EFp
ce qui permet de conclure que FO((;’Z)l (€n+1) est bien fixé par K, 41. O

Dans le cas générique on obtient :
THEOREME 6.4. Supposons r # 0. Alors Coker(projnJrl) = Opry2-

Démonstration. Supposons au contraire que le morphisme
Knt1 . 1K
(A ®w) — Indgg prany Xrt2
Projp 41

est surjectif. Comme 1’élément projnH(Fél;’f) (€n+1)) est envoyé par la surjec-

tion
. K . K
1ndKo (pr+1)Xr+2 =7 lndKo (p)Xr+2

sur un générateur de indﬁo(pnﬂ)xﬂrg , on déduit qu’il existe un élément
y € m(r,\,w) qui est x,42-isotypique pour Iaction du tore fini et de tel que

Flgl;’?) (Ent1) +y € Apx @ w est fixé par Ky y1. Ecrivons y = y* @y~ selon la
décomposition indgo(poo)xwg = MT®M~. D’aprés la preuve de la Proposition
6.3 on a

(23)

- K
(9 - 1) : FIEI__’;L)(@hq) = (—1)”5)\_"_1(7’ +1z" € (ar ® det) 1) _ socKl(p)(M+)

o n+1 n+1 .
pour g £ [ 1;f+1ca 1£p"f1d } € K,4+1 et comme 'on a supposé que
Féi’f) (€nt1) + y est K, 1-fixe on déduit que

Mt Knia
- —\K +
R L b
SOC K, (p) (M)
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) N P Mt K1
D’apres le Lemme [6.2 on déduit que (W) est un T(F,)-U(Z,)-
module de longueur p™*! et cosocle x,deta™!. Comme y,deta™' # y,yo si
p >3 on en déduit que y* € (M+)Knr = M.
Au final on a y € M, 41, en particulier y est K,,i-invariant. Or, ceci contredit
le fait que Féi’?) (€nt1) + y est K, 41 invariant, en vue de (23)). O

REMARQUE 6.5. On s’attend da ce que l’énoncé du Théoreme reste valable
pour v = 0. Ceci est bien le cas lorsque n = 1, mais on a désisté de traiter
le cas général, qui demande un certain nombre de manipulations techniques
ennuyeuses, et qu’on a préféré de ne pas l’aborder.

6.2 ESPACE DES [,-INVARIANTS
Avec la méme méthode, nous calculons I’espace des I,,i-invariants de A, y ®w.

D’abord, on donne une premiére estimation grace a la proposition suivante.

PROPOSITION 6.6. Soit n > 1 et considérons la suite exacte

0 — m(r, Aaw)lwrl — (Arﬁ,\ ® det)ln+1 — wp—3—r, /\717wr+2)ln+1.

Projn41
Alors coker(projny1)) est un quotient de X2 ® X; o

Démonstration. Rappelons que (cf. [Morl3], Proposition 5.3) :

. In ~ o 1K . + —
(1nd§0(px)(Xr det)) oy 1ndK3g3},+1)(Xr det) ® (mdllgo(pn)xr det) =M, & M;F

et de manieére similaire

. In ~ s 1K . +
(lndgg(px)XT"'Q) = 1nngEZi+1)Xr+2 @ (mdllgo(pn)Xr-o—Q)

1z 1, ~ . . .
Considérons FIS_;”p_l .p—1(€nt1) € Ar x ®w. Par construction, son image via
. . . . . K

le morphisme proj,,,; est un générateur du radical de 1ndK2§§ 7)1+1) Xr+2-

. 1, ~ , . def
Montrons maintenant que Féfg’)pflmqpfl(enﬂ) est fixé par I,,41. Si g =

14 pntla p™b 212 .
[ AT T } € I,+1, un calcul élémentaire nous donne
(1,’!1) g _ (1,’!1) e
g- Fp—2,p—1,---,p—1(en+1) = Fp—2,p—1,...,p_1(g “€n+1)

1 0

oug € [t 0] (B(Zp)NIns1), avec 2 = ¢ modulo p. D’apres le Corollaire
et le Lemme [5.1] on obtient :

(1,n) ~ — -2 1 0 -t ! 0
(=1 Fploh 1, palent1) = Z A {p[kﬂ 1} Z & {pQ[AQ] L

A EF, A2 €Fy
2 g V] o)
p [An} 1
An€Fp
= (=" le(r + DA T Z )\11’72
A €F,
= 0.
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Cela montre que 'image de application composée

(Ah,\ ® det )In,+1 — w(p—3—r, AL wr+2)1n+1 —» indﬁggzzﬂ)xﬂrg

Projn41

contient le radical de indgzg 7)7 +1)Xr+2 i.e. que le conoyau de 'application com-

posée ci-dessus est de longueur au plus 1.
Par symétrie, en utilisant laction de 1’élément [ o ], on déduit que le co-
noyau de I'application composée

(A’I‘,>\ ® w)ln+1 — w(p—3—r, ALt (indgo(pn)xr_‘_g)—i_

Projn41
est de longueur au plus un, ce qui achéve la preuve. O
On peut maintenant obtenir le résultat souhaité :

PROPOSITION 6.7. Soit n > 1 et considérons la suite exacte

0— 7T(7“, )\,w)fn+1 —_— (A’I‘,>\ ® det)lnﬂ . 7T(p B )\_l,wT+2)I"“.

Projn41

Alors coker(projny1)) = Xr4+2 @ Xj42- En particulier, on a

dim ((AT,,\ ® w)lnﬂ) =4p" — 2.

Démonstration. Pour alléger les notations posons A & Arx ® w et My £

SOCK,(p)M = X5 det @x, det. On a une suite exacte

0 — Mo — H(Iny1/Zni1, A) — HO(Ini1 /Zns1, A/Mo) S H (Ins1/Znsr, Mo)
et le groupe de cohomologie H'(I,,11/Zy+1, Mo) est de dimension 4, les cocycles

Ky : In-l-l/Zn—i-l -  Xr det

14 p"tla »"™b =T
[ p e 1+p"tla oo

et

Ko i Iny1/Zn+1 — x5 det
n+1a n 7
[ S B PR R
étant linéairement indépendants (la preuve est trés similaire & celle de [Pas10],
Proposition 5.2, et consiste & montrer que I'espace H'(I,4+1/Zn+1,F)p) est de
dimension 2, une base étant donnée par les cocycles k,, et k).
Reprenons les notations dans la preuve de la proposition Considérons les

éléments Féi?’(aﬂrl), FISO_’{I’”(E,,H) = [0 ]Fzgl;’f) (€n+41).Par construc-

tion leurs images dans m(p — 3 — r, A\™1, w"*?) fournissent des générateurs de
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indgggz,,ﬂ))@”, (indﬁo(pn)(xrﬂ)yr respectivement. Le calcul dans la preuve

de la proposition montre que I'image de F;i’?) (€nt1) dans A/Mj est fixée

par I,41 et que
G(Fﬁ’{”(énﬂ) modulo My) = &

(& scalaire non-nul pres). On en déduit que aucune combinaison linéaire de

Féi’?)(aﬂrl) et Féof_’?*l)(gnﬂ) n’est fixée par Ip,1.

D’autre part, supposons que 2(p" — 1) < longKO(p)(AI"“/MI““) < 2p™.
Comme A’»+1 est stable par I’action de [ o ] on déduit une suite exacte :

0= My @ My — A" (indfS n (Xr42) T @ ind g0 P) 4 (xrs2) = 0.

Il existe donc un élément y € M, isotypique pour x,+2 de telle sorte que

Féi’?) (€nt1)+y est fixé par I,41. A fortiori son image dans A/Mj est I,,1-fixe,
ce qui implique que y € (M/Mp)I»+1 d’apres le fait que (g — 1)FI§£’?) (€nt1) €
M(;r pour tout g € I, 4.

Comme y est X2 isotypique et x,12 # xSadet, x,a~!det si p > 3, le Lemme
implique que y € MTn+1,

On en conclut que les éléments Fzﬁi’f)(énﬂ), FISO_’{I’”(E,,H) sont fixés par
I,.1, ce qui contredit le fait que leur images via O est une famille libre de
Hl(In+1/Zn+1,M0). O

6.3 APPLICATION LA COHOMOLOGIE DES COURBES MODULAIRES

Dans ce numéro, nous cadrons dans un contexte global les résultats sur les
K, +1-invariants, grace aux travaux sur la compatibilité de la correspondance
de Langlands éffectués par Emerton [Eme] (cf. égalément [Brel2]).

De maniére plus précise, nous décrivons plusieurs espaces isotypiques (sous
Paction d’une algebre de Hecke) de la cohomologie modulo p des courbes mo-
dulaires définies sur Q et le résultat principal de cette section (Théoreme [6.8))
éténd au cas non-irréductible I’étude globale commencé dans [Morl3].

On suit Pexposition et les arguments de [Morl3], §6 (olt on a traité le cas des
atomes supersinguliers) et la dissertation démandant d’un peu de préparation,
on refére le lecteur a [Eme] (cf. aussi [Brel2]).

Soient Ay les adeles finis de Q, Gq le groupe de Galois absolu de Q et écrivons
Gq, pour son sous-groupe de décomposition en £.

Etant donné un sous-groupe compact-ouvert K ¢ du groupe adélique GL2(Ay)
nous écrivons Y (Ky) pour désigner la courbe modualire (definie sur Q) de
points complexes

Y(Kf)(C) = GL2(Q)\((C\R) x GLa(Ay)/Ky).
et nous en prenons, pour A € {&, k}, ses groupes de cohomologie étale

HY(Kf)a = HL(Y (Kf)g, A)
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ol Y (K)g est le changement de base de Y (Ky) a Q.
Si KP est un sous-groupe ouvert compact de GLQ(A?), nous considérons le
k-module

def

1 P def ,. 1 P
HY(KP)y = lim ' (5, K7);
Ky

ou K, parcourt les sous-groupes compact ouverts de GL2(Qj) : ce module est
alors muni des actions continues de Gq et de GL2(Q,), commutant entre elles.
Soit ¥y un ensemble fini de places non-Archimediennes de Q, ne contenant
pas p, et soit X EEBINE {p}. Nous nous intéressons aux sous-groupes compacts
ouverts de G’LQ(AZ}) de la forme Ky K, oit Ky, est un sous-groupe com-

pact ouvert de Gy, = [Lres, GL2(Qe) et Ky < [Trgs GL2(Z¢) ; on écrit par
brevité

Hl(KZO)k = Hl(KEOKOZ)k'

Etant donné un sous-groupe ouvert-compact K, in GL3(Q,) désignons par
T(K,Kx,K{) la sous-O-algebre de

Endg(q (H' (K, Kz, KY) o)

engendré par les opérateurs de Hecke Ty, Sy avec ¢ ¢ Y.

Si K, < K sont deux sous-groupes ouverts compacts dans GL2(Q,) on a
un morphisme de transition surjectif T(K, Kx,K§') - T(K,Ks,K{'), qui est
compatible, au sens évident, avec les actions sur les espaces de cohomologie
étale. Nous en déduisons une action Gg x GL2(Q)-équivariante de

def

T(K,) X lim T(K, K, K3)

Kp

sur sur H'(Ky,) ([Eme], (5.1.2)).
Par construction, l'action de T(Ky,) sur le sous-module H'(K,Kx,KF);) se
factorise & travers le morphisme surjectif T(Ky,) - T(K,Kx,KJ).

Soit p : Gq — GLy(k) une représentation Galoisienne continue, absolument
irréductible. En supposant que p est modulaire, nous défnissons ¥y comme
Pensemble des diviseurs premiers du conducteur d’Artin de p ([Ser87], §1.2).
Rappelons que un sous-groupe ouvert compact Kx, de Gy, est un niveau ad-
missible pour p sl existe un idéal maximal m de T(Ky, ), ayant corps résiduel
k, tel que

T, = tr(p(Froby)) modm, Sy = ¢~ det(p(Froby)) mod m.

Comme p est modulaire, la conjecture de Serre montre que un sous-groupe
compact ouvert dans la composante ¥o de ker (GL2(Z) — GL2(Z/(N))) est
un niveau admissible pour p.

Le résultat suivant étends le Théoreme principal de [Morl3] au cas non-
irréductible :
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THEOREME 6.8. Soit p > 3 et p : Gq — GLa(k) une représentation Galoi-
sienne continue, impaire et absolument irréductible.

Soit Yo l'ensemble des diviseurs premiers du conducteur d’Artin de p et soit
k €1{2,...,p+1} le poids minimal, @ torsion prés, associé a plaq, (cf. [Ser87,
§2.2).

Soit K, un niveau admissible pour p et m [’idéal mazimal de l’algébre de Hecke
T(Ky,) associé a p.

Définissons

d 2 dimy, (R 7(Pleg,)) (24)
e

ou m(plag,) est la représentation lisse de GL2(Qe) associée a plaq, par la
correspondance de Langlads p-modulaire d’ Emerton-Helm ([EH1{J]).

Soit enfin K, € {Ky, I;} avect > 1 et supposons que k € {3,...,p—1}.
Alors, si ptN >4 on a :

2d(2pt*1(p +1)— 4)
si Kp =Ky et plag, est
absolument irréductible ;

. 1 S _ 2d(2(p—|— Dpt~t — (k + 1))
dimy (Hét(Y(KtKE“KO >Q’ k)[m]) o si K = Ky el ﬁ|GQp est
absolument réductible,

non-scindée ;

2d(2(2p"" = 1)) si K, = 1.

Démonstration. 11 nous suffit de traiter le cas ou ﬁ|GQp est absolument réduc-
tible non scindée (le cas absolument irréductible étant traité dans [Morl3]).
La méme preuve de [Morl3], Proposition 6.1 nous permet d’écrire

HY (K, K5, K3)k[m] 2 5@ (1,) 57 @ (5, (p)) ™

ou 7, est la représentation associé a ﬁ|GQP par la correspondance de Langlands
p-modulaire, contenant dans son GLgy(Z,)-socle le poids de Serre o,—2 (& tor-
sion pres).
Le résultat découle donc des Théorémes [6.4] et

O

7 APPENDICE

On consacre cette appendice a des résultats techniques qui se révelent néces-
saires afin d’obtenir la Proposition clé [F4l On étudie d’abord certains poly-

nomes de Witt qui apparaissent naturellement lorsque l'on étudie les actions
supplémentaires de B(Z,) sur l'algébre d'Iwasawa A = k[U(p)] (§7.1)).
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Remarquons que, méme si le tore fini T(Z,,) agit sur A par des automorphismes
de k-algebres (ce qui permet de simplifier certains arguments concernant 1’ac-
tion de ce dernier sur A), l'action de U(Z,) n’est que k-linéaire et les manipu-
lation effectués dans §7.Tlrestent, par I'instant, incontournables afin de pouvoir
la contréler.

Ensuite, on utilise au §7.2]les résultats précédents afin d’obtenir des renseigne-
ments cruciaux sur le comportement de 1’élément e,, 1 introduit dans la section
4,0l

7.1 SUR CERTAINS POLYNMES DE WITT

Dans ce numéro on a pour objectif ’étude de certains polynémes de Witt qui
apparaissent naturellement dans les manipulations nécessaires a la détermina-
tion de la structure interne des représentations p-modulaires de GL2(Q,). On
utilise ici les notations de [Mor12], §A.1 (en invitant le lecteur & se référer & loc.
cit. pour plus de détails, ou & des références classiques [Ser6§], [BouO7] pour le
cadre général).

On note les éléments de W (F,,) = Z, par (Ao, A1,...,Aj,...) ou, de maniére
plus parlante, Z;iopj[)\j]. La loi de la somme (resp. du produit, resp. de la
puissance N-iéme) est alors déterminé par les polynémes universels

Sy ZSn(Xo,. s X0, Yo, ..., V) € Z[Xo, ..., X, Y0, ..., Yy]
(resp. PI’Odn(Xo, .o, Xn, Yo, .,Yn) S Z[Xo, o, X, Yo, ,Yn],
resp. Pot) (Xo, ..., Xn) € Z[Xo,..., Xu] )

définis pour tout n € N (cf. [Mor12], §A.1).
La structure récursive de S,, est décrite par le résultat suivant :

LEMME 7.1. Soit n > 1. Alors
Sn = Xn + Yn - (Snfl - anl)Xgi% + Rn

ot Ry, € Z[Xo, ..., Xn-2,Y0,...,Yn_1][Xn—1] est un polynome de degré au plus
p—2en X,—1 et (Sn—l - Xn—l) S Z[Xo, ey Xn—o, Yo, ..., Yn—l]-

Démonstration. On a

1 _ _
S, = E(anﬂ +p"Y, +p" lxg_l +p" IY:_l + ...
o XPT eyt prlge ...fsg")

1
= Xn + Yn + ﬁ <pn1X'Zl - pnil(S’ﬂfl)p + P’ﬂ>
ou P, € Z(p)[Xo, vy Xp—9,Y0,... ,Yn_l].
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Or, il existe un élément convenable Q,,—1 € Z[Xoy,...,X,—2,Yy,...,Y,_o] de
telle sorte que 'on a :

(Sn71>p = (anl + Ynfl + anl)p
= XO_ 4+ pXETYa +pXET1Qno1 + Un

pour un un polynéme U,_1 € Z[Xo,...,Xn—2,Y0,..., Yn_1][Xn_1] de degré
auplusp—2en X, 1.
Ainsi

1 _
S, = X,+Y,+ ]? (p"_leZ_H —p”_l(Xf;_l +prZ_}Yn_1 +
APXIAQur 4 Unr) 4 Py =
_ 1
= Xn+Yn *X,Z?}(Ynfl +Qn71)+ ﬁ(fpnilUnfl +Pn)

La relation anl = Sp1 —Xn1—-Y, 1 € Z[Xo, ey Xp—2, Yo, ..., Yn,Q]
montre que Ry, = L (—p" M, 1+ P,) € Z[Xo, .., Xn—2,Y0, .., Yo 1][Xn 1]
et que son degré en X,,_1 est au plus p — 2, ce qui permet de conclure. O

Le lemme [ZT] nous permet d’utiliser des procédés de récurrence relativement

a certains polynomes de Witt qui apparaissent naturellement dans I’étude des
représentations de GL2(Q,). Plus précisément, on a les corollaires suivantes :

COROLLAIRE 7.2. Soit z <

Alors

S0P\ € Zy et considérons p€ F.

] +2=>_p[\+5]

j=0
ot Sy = i et pour tout j > 1, §j € Fplho, ..., Aj—a2, pu][Aj—1] est un polynome
de degré p—1 en X\j_1 et coefficient dominant —S;_;.
Démonstration. Immédiate du Lemme [TT1 O

COROLLAIRE 7.3. Supposons p > 3. Soit n >m >0, 2 =37 PN € Zy,
a =37 ,1oj] € Zy.
Alors,

z+paz = Z PN+ @j_m] modulo p"t1

Jj=m
ot @0 =0, @1 = QoA €t, pour j > m+ 2
@jfm c Fp[Oéo, sy Qom—1, )\m, ceey )\jfl]

est un polynome de degré p — 1 en A\j_1 et coefficient dominant —@j_m_l.
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Démonstration. On a dans W (F))
p-a-z=(0,...,0,Prodo(ao, Am), Prodi(ao, @1, Am, Am+1); - - - )

position Yo, 41 position Yy, 42

ot Prod;j(ag, ..., &, Am, - - -, Aj+m) est le spécialisé du j-ieme polynéme univer-
sel de Witt pour le produit en (ag, ..., &5, A, - -« s Ajtm )-
En particulier pour 7 > m + 1 on trouve en position Y; un élément de
Fp[Oéo, sy OGm—1, )\m; ey )\jfl].
Le résultat suit donc du lemme [ZI] en remarquant que (cf. appendice A.1
dans [Mor12])
J L
Prod;(Xo, ..., Xj, Yo,...,Y}) = Y; (Zpixf ) + Qo(Xo, ..., X, Yo,...,Yj_1)
i=0
pour un élément Qo(Xo, . ,Xj, Yo, ce ,}/j,l) € Z[Xo, ce ,X]‘, Yo, ceey }/jfl],
ce qui montre que la spécialisation Prod;j(ag, ..., o5, Am, ..., Aj+m) est un po-
lynéme de degré 1 < p —1 en A, et coefficient dominant . O

COROLLAIRE 7.4. Supposonsp > 3. Soitn>m >1, 2z = Z?:mpj[)\j] €Z, et

uE F;.

Alors
|l n
Yo AW =) PN+ T modulo ptt
=0 g=m

ou

i) ﬁj:()pourj:m,...,mel;

i) Usm = —p2, ;

i) pour j > 2m+1, ﬁj € Fplhm, ..., \j—1, 1] est un polynéme de degré
p—1 en A\j_1 et coefficient dominant fﬁj,l.

Démonstration. On a (—1)7[u?] = [(—p)?] pour tout j > m. Ecrivons
L] L+
S =t Y S
3=0 j=2

dof~

Siz=(0,.,0,Am,--: An,0,...) € W(F,) deduit

j J J
2 =(0,...,0, Poth(Am) .., Pot]_ i s+, Ak jmtm ) - - -
———
position Y., position Yy
J
POt O A )
positionY,

ol Poti est le k-ieme polynome de Witt pour la puissance j-ieme. Considérons :
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818 STEFANO MORRA

c’est une famille d’éléments de W (F',)). Rappelons (cf. Pappendice A.1 de
P

[Mor12]) que le n-iéme polynéme universel de Witt pour la puissance carrée

est de la forme

Pot2(Xo,...,Xn) =

n n—1
1 n-i N2 IRTIPE pitl
:F((E XP ) —E p 7 (Pot (X0, -, Xn1-5)) )
=0 j=0

ce qui donne

Pot? (Xo, ..., Xpn) = p" X2 +2X,Q1(Xo0, -, Xn—1) + Q2(Xo, - -+, Xn—1)
pour des polinémes Ql(XO; ey Xn,1>, QQ(X(), ey anl) S Z[Xo, R 7Xn71]-
On déduit que la spécialisation de Pot? o (Xo,..., Xp_2m) est de la forme
Pot?_ o Ay s Meem) € Fp[Ams -+ s Me—m—1][Me—m ], qui est un polynome de
degré au plus 1 en A\g_,, lorsque k > 2m.
De plus, au dessous de Potf o, (Am,...,\k_m) on retrouve les éléments

Potifjm (Mms ooy Ao—jimam) € Fplhm, ..o, As—m—1] (pour j > 3), de telle sorte
que

Z2=1(0,...,0, Parn(Am); Pomt1(Mmy Ant1)y o« o By oo s Memm )y« -+ )

position Yj

ol Py(Mms -+ Aoem) € Fp[Am, ..., Ak—m, 1] est un polynéme de degré au plus
1 en Ag—n, lorsque k& > 2m.
Ceci, en vue du lemme [ZT], permet de conclure. O

7.2  MANIPULATION A L’INTERIEUR DE A, )

On reprends ici les notations et conventions du §43] et du §8l En particulier,
onfixen>1,p>3et0<r<p—-3-r.

L’objectif de cette section est d’utiliser les informations sur les polynémes de
Witt détérminées au §7.1] afin de contrdler laction de B(Z,) sur I’élément

ent1 € %’fﬁ;l) défini au §4.31
LEMME 7.5. Soit p € F5. Sip>5 on a l’égalité suivante dans Bpy1 :

(1 4]

n+r+1 —2n (1,n) 1 2 (1,n)
(=1 (r+1A (lLLFT+2,p1 p—1 " 5# 5n¢1Fw+4W ,p—2,p—1m,p_1>

,,,,,

modulo V41, ot Uon a défini V1 comme le sous k[Ko(p™t)]-module suivant

de m(r,\,w) :
Vorr 2 (F0M Yo (1,25

< (T+2,p—1,...,p—1) —p

w30 (0, @ det ) ),

p
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Sip>3ona
([ 1l } _1)5n+1z(—l)"”*%rﬂ)ﬁ" FL e mod Ve

ou, cette fois,

v def <F(1’") >@<[17$T]>F

<(T+2,p—1 ...,p—l)—(p—Q) P

— m@=3-n)+- 2)M 1@(or®det)Kl(p).

Démonstration. On commence par remarquer que

(Lo B]-1)emn=o ([ o W] 1)rmo=-o

de telle sorte qu’on est intéressé a l'étude des éléments F, (m n) o(1) pour 1 <
m < n. Notons également que si m € {3,...,n} on a
R, € Vi Sy ) £ (=T, p—1)  (25)
et que F(2 )l, EVoprsi(lh,...,l)<p—-2,p—1,...,p—1).
Supposons désormais quen >2.0na
1 m,n
([ 1] -2)rgmu0-
r 0
AR S ol ISR
Am€Fyp j=m+1X;€F,
~ 1 0 0 1 .
. Z Unt1 [ p"[AnJrlN]n] 1 } { pn+1 0 } 1,z ])
An€F,
ou les polynémes ﬁj, pour j =m+41,...,n+1, sont ceux définis dans ’énoncé
du corollaire [[.41
Gréce au corollaire [ 4] et la remarque (25]) on déduit :
1 m,n
([5 ] -1)ezmm-
— n—2m r 1 0
:( 1) Z >\m |: pmp\m] 1 i|
Am€Fp
=~ 1 . 0 (2m+1,n)
Z U2m+1()\2m) |: me[)\2m+U2m] 1 Fp 1,..., p—1

Aom €Fp
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820 STEFANO MORRA

modulo V,,41. Si m > 2 la remarque (25]) nous permet d’écrire

e 3 by 4]

Am€EFyp
~ 1 0 (2m+1,n)
A ~ F ’ =
Z U2m+1( 2m) |: p2m[)\2m + U2m] 1 p—1,..., p—1
Aom €EFp
_ n—2(m—1 (m,n) _
= (71) ( )Fr+270,...70,p71 ..... p—1 — 0.

Pour le cas m = 1 il faut s’intéresser au polynéme Us. Cela est déterminé par
la condition

(pIM] 4+ p*[X2] + P [As]) + [—ul (P[] + p*[X2])? + p*[Xs] (7] =
= p[M] + P2 [~ 220 + Aa] + p°[As + Us] modulo p*

et, en rappelant la loi de la somme dans Z,, on trouve

- O s
Us(A2) = — ?)\3_5(—#)\?)5 — 2uAo A1 + Ajp?
s=1
_ pp—1) ,_
= ) - ) +

ol, pour p > 5, 'élément * € F,[A9] est un polynéme en Ao de degré au plus
p — 3 (notons que pour p = 3, on aurait * = —2uX52\; 4+ A3 p?).
Encore une fois, d’aprés (25) on a

([o W]-1)rlr.m=

_ (1,n) [P ER)
= 0" (uECE e O = S ET )

AAAAA

Le cas n = 1 est aisément démontré de maniére directe (avec des manipulation
élémentaires). O

LEMME 7.6. Soit « € Zy, et p > 3. On a l'égalité suivante dans Bpny1 :

1 0 > — n4r— —2n 2(1,n)
( [ 0 1+pa ] - 1) eny1 = (=1)"a(r + 1)A Foi 1 o1

modulo Vy,11.

Démonstration. C’est analogue a la preuve du lemme précédent et est laissée
au lecteur. O

DOCUMENTA MATHEMATICA 22 (2017) 777-823



SUR LES ATOMES AUTOMORPHES DE LONGUEUR 2 DE GL3(Q,) 821
PROPOSITION 7.7. Soit n > 1 et considérons l’extension
0= 7(r,\,w) = PBnt1 — Xr4+2 — 0.

Soit g <[ Line 0. ] € Ko(p™th).
Pour p > 5 on a l'égalité suivante modulo V41

(9 - 1)gn+1 = (_1)n+r+1(7" + 1)>\_2n (EFT(-IQ-’;,)p—l AAAAA p—1 T (a— d)Fm(-lq-’i)p—l AAAAA p—1"
— (1,n) = (1,n)
—(a— d)‘s"#lFfrJrS],p—zp—l AAAAA p—1 " §b On1 P ) popa, p—l)'

Pour p > 3, et si r > 0 on peut écrire de maniére plus expressive en termes
d’algébres d’wasawa :

(g - l)gn+1 =

= (—1)" T (e 4 1)A2R (l_m&

p—1—(p—2-r)

modulo (O’T ® det )Kl ®) @ (X(P*3*T)+(p*2)>Mn*+1_

Démonstration. C’est une conséquence immédiate des Lemmes 5.1 [[5] et
de la décomposition d’Twahori de Ko(p"*1).

(1,m)

Remarquons seulement que U(p"*1!) agit de maniére triviale sur F

toute uplet (I1,...,0,) et que, pour n > 2,

L0 (1,n) — o pn)
< [ 0 1+pa } - 1) R

(c’est une manipulation simple en utilisant (28] et le Corollaire[7.3] qu’on laisse
au lecteur). O
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