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RESUME. Le principe de Batyrev et Manin et ses variantes donnent
une interprétation conjecturale précise pour le terme dominant du
nombre de points de hauteur bornée d’une variété algébrique dont
lopposé du faisceau canonique est suffisamment positif. Comme ’a
clairement montré le contre-exemple de Batyrev et Tschinkel la mise
en ceuvre de ce principe nécessite ’exclusion de domaines d’accumula-
tion qui sont le plus souvent déterminés en procédant par récurrence
sur la dimension de la variété. Cette méthode ne donne cependant
pas de critere direct permettant de dire si un point rationnel donné
doit étre exclu ou pas. L’ambition de cet article est de définir une
mesure de la liberté d’un point rationnel de sorte que les points d’une
liberté suffisante se répartissent effectivement de maniere uniforme sur
la variété, c’est-a-dire qu’ils soient distribués sur l'espace adélique as-
socié a la variété conformément a la mesure de distribution adélique
introduite dans un article antérieur de 'auteur. De ce point de vue,
les points assez libres devraient étre ceux qui respectent le principe
de Batyrev et Manin.

Classification mathématique par sujets (2000) : 11D45, 11G50, 14G40
Mots clefs : Programme de Manin, Points de hauteur bornée, Pentes.
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1. Introduction

Le programme développé par Y. I. Manin et ses collaborateurs dans les années
1980 ([BM] et [FMT]) a permis une compréhension en profondeur du compor-
tement asymptotique du nombre de points de hauteur bornée sur les variétés
algébriques et en particulier sur les variétés dont 'opposé du faisceau canonique
est suffisamment positif, telles que les variétés de Fano.

Un des points-clefs de ce programme est le concept de sous-variété accumula-
trice [BM, p. 30], qu’on peut décrire, au sens le plus faible, comme une sous-
variété stricte de la variété considérée dont la contribution au nombre total de
points sur la variété n’est pas négligeable. Lorsque la hauteur choisie n’est pas
relative a 'opposé du faisceau canonique, la variété peut étre réunion de telles
sous-variétés, c’est ainsi le cas pour le produit de deux droites projectives,
cette situation est décrite plus en détail par V. V. Batyrev et Y. Tschinkel
dans [BT3]. Supposons maintenant que la hauteur est relative a 'opposé du
fibré canonique. Le contre-exemple de V. V. Batyrev et Y. Tschinkel a la ques-
tion initiale de V. V. Batyrev et Y. I. Manin [BT2] montre que, méme dans le
cas d’une variété de Fano, la réunion de ces sous-variétés peut, en général, étre
Zariski dense. Différentes études basées sur la géométrie des variétés ont révélé
que cette situation est en fait tres générale ([LTT] et [BL]).

L’esprit du programme de Manin est qu’en dehors de ces sous-variétés accu-
mulatrices, le comportement asymptotique du nombre de points de hauteur
bornée s’interprete en termes d’invariants globaux de la variété. Dans [Ru],
C. Le Rudulier fait sauter un verrou supplémentaire en démontrant que sur
certains espaces de Hilbert les sous-variétés accumulatrices au sens précédent
sont denses pour la topologie de Zariski, mais le nombre de points de hauteur
bornée sur le complémentaire se comporte de la facon espérée. Comme nous le
verrons plus loin, C. Le Rudulier donne également un exemple d’un ensemble
mince faiblement accumulateur qui ne s’obtient pas a partir d’une réunion de
sous-variétés faiblement accumulatrices.

Dans [Pel, §3], nous allions plus loin sur la question de la distribution asymp-
totique, en construisant une mesure de probabilité sur I'espace adélique corres-
pondant a la variété, qui donnerait conjecturalement la distribution asympto-
tique des points de hauteur bornée en dehors des sous-variétés accumulatrices.
Notons au passage que pour cette mesure, les points adéliques d’une sous-
variété stricte forment un ensemble de mesure nulle, il en résulte que cette
distribution asymptotique ne saurait étre valable que sur le complémentaire
des sous-variétés accumulatrices au sens précédent.
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La méthode décrite des I'article de V. V. Batyrev et Y. I. Manin pour trouver
les sous-variétés accumulatrices est de procéder par réccurence sur la dimen-
sion des sous-variétés. En effet, si 'on note B la borne choisie pour la hau-
teur, le comportement asymptotique attendu sur une variété V en dehors des
sous-variétés accumulatrices est de la forme CB®log(V)?~1, ol a et b ont des
interprétations géométriques. A partir de ces invariants géométriques, on peut
donc définir une notion de sous-variétés géométriqguement accumulatrices : ce
sont celles pour lequel la prédiction pour le nombre de points de la sous-variété
est au moins du méme ordre de grandeur que celui prédit pour la variété dans
son ensemble. Cette approche s’est révelé tres efficace dans la plupart des cas
connus jusqu’a aujourd’hui.

Toutefois, elle a linconvénient de ne pas donner de critere permettant
de déterminer directement si un point rationnel donné doit étre exclu du
dénombrement. Il est alors enrichissant de comparer cette situation avec l’ana-
logue géométrique. Dans 1’étude des espaces de morphismes d’'une courbe dans
une variété donnée, il convient de considérer les morphismes tres libres dont les
déformations permettent de couvrir la variété. Ces morphismes sont aisément
caractérisés a l'aide des pentes de I'image inverse du fibré tangent sur la courbe.
Or la géométrie d’Arakelov et notamment la théorie des pentes développée par
J.-B. Bost fournissent un analogue arithmétique a ces pentes. Toutefois, comme
toujours dans cette traduction, 'invariant obtenu au lieu d’étre entier est réel
et on peut donc étre confronté a des situations ou la pente minimale d’une
famille de points rationnels tend vers 0.

L’ambition de ce texte est donc d’utiliser les pentes de la géométrie d’Arakelov
pour définir un invariant qui mesure la liberté d’un point rationnel. L’invariant
que nous construisons est un élément de Uinterval réel [0, 1]. 11 fait intervenir
le choix d’une métrique adélique dont on munit la variété, métrique qui est
I’analogue dans notre cadre adélique d’une métrique riemannienne. Dans les
exemples étudiés, nous montrons que les points qu’il convient d’exclure ont
une liberté qui tend vers 0 lorsque leur hauteur tend vers +oo, ce qui permet
d’énoncer une variante de la conjecture raffinée de Batyrev et Manin qui ne
semble pas en contradiction avec les exemples considérés ici.

Certes, il convient de relativiser les progres que permettent ce nouvel invariant
en raison de la difficulté de sa détermination en général; néanmoins c’est un
invariant trés naturel et les quelques indices qui suivent confirment sa capacité
a détecter une obstruction a la distribution uniforme des points rationnels.
Ce texte est organisé de la fagon suivante : on commence par fixer le cadre
géométrique, avant de préciser la notion de métrique adélique. Le paragraphe
suivant consiste en des rappels sur les notions de pentes, ce qui nous permet
de définir I'invariant qui est I'objet de cet article. Nous en donnons ensuite
quelques propriétés élémentaires avant d’introduire une nouvelle variante du
principe de Batyrev et Manin, la formule empirique (F). Le reste de Iarticle
est consacré a I’application de la notion de liberté a divers exemples ou contre-
exemples connus : l'espace projectif, le produit de variétés, les quadriques, le
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contre-exemple de V. V. Batyrev et Y. Tschinkel ainsi que ceux de C. Le
Rudulier.

Je remercie T. Browning, E. Gaudron et D. Loughran pour plusieures discus-
sions et suggestions qui m’ont permis d’améliorer ce texte.

2. Cadre

On fixe un corps de nombres K. Pour toute K-algebre commutative A et toute
variété V' sur K, on note V4 le produit schématique V' Xgpec(k) Spec(A) et
V(A) I'ensemble Morgpeq(k)(Spec(A), V) des A-points de V.

On note Val(K) I’ensemble des places du corps de nombres K. Soit w une place
de K. On note K, le complété de K pour w. Soit v la place de Q déduite de w
par restriction, on pose

2l = [Nicu s (@)

pour = € K,,. Si K,, est isomorphe au corps des complexes, ||, correspond au
carré du module, sinon ’application |- |, est une valeur absolue représentant w.
Cette normalisation permet d’écrire la formule du produit pour K sous la forme

1) I leh=1

weVal(K)
pour xz € K*.

CONVENTION 2.1. Dans la suite, on ne considere que de belles variétés sur K,
c’est-a-dire des variétés projectives lisses et géométriquement integres sur le
corps de nombres K.

3. Métriques adéliques

3.1. NORMES w-ADIQUES. Nous introduisons maintenant une notion de norme
classique sur les espaces vectoriels sur les complétés du corps de nombres K.

DEFINITION 3.1. Soit w une place de K. Soit E un espace vectoriel sur le
corps complété K,,. Dans ce texte, on appelle norme w-adique une application
I | : @ ||z|lw de E dans R qui vérifie les conditions suivantes
(i) On a la relation ||Ax||w = [Mw ||2]|w pour A € Ky, et © € E;

(ii) Si w est une place ultramétrique, alors on a l'inégalité ||z + y|l, <
max(||z/w, |y|lw) pour z,y € E;

(ili) Si w est une place réelle, alors ||z + yllw < [|Z]|w + |y w;

(iv) Enfin, si w est complexe, alors ||z + y|o/> < ||z/|&/* + |||
Nous dirons que cette norme est classique si elle vérifie en outre les conditions

suivantes :

1/2
wo

(ii") Si w est ultramétrique, I'image de || - ||, est contenue dans I'image de
la valeur absolue | - |4 ;

(iii’) Si w est réelle, il existe une forme quadratique définie positive ¢ sur F
telle que [|lz]lw = v/q(2);

(iv') Si w est complexe, il existe une forme hermitienne définie positive ¢
sur F telle que x| = ¢(z, ).
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Remarque 3.2. On notera que pour une place ultramétrique w, la donnée d’une
norme classique || - ||, sur un K,,-espace vectoriel E est équivalente & la donnée
du O,-module

&={rec k], <1},

qui est libre de rang la dimension de E. En outre, pour tout = € E, on a dans
ce cas l'égalité

]| = min{| A}, X € K, —{0} tels que \z € &}.

3.2. NORMES ADELIQUES. Dans ce paragraphe, la lettre V' désigne une belle
variété sur K. Du point de vue de la géométrie d’Arakelov, une hauteur va étre
définie a partir d’un fibré en droites muni de normes.

DEFINITION 3.3. Soit E un fibré vectoriel sur V. On note 7 : E — V son mor-
phisme structural. Pour toute extension L de K et tout € V(L), on note F(z)
le L-espace vectoriel 7=1(z). Soit w € Val(K). Une norme w-adique sur E est

une application || - || : @ — ||z|l» de E(K,) dans R vérifiant les conditions
suivantes :

(i) Pour tout x € V(K,), la restriction de || - ||, & E(z) est une norme
w-adique.

(ii) Pour tout ouvert U de V et toute section s de E sur U, 'application
de U(K,) dans R donnée par = — |s(z)|l, est continue pour la topologie
w-adique.

Cette norme || - ||, est dite classique si sa restriction & E(z) est classique pour
tout z € V(Ky).

Exemple 3.4. On suppose donné un modéle de V' sur 0,,, c’est-a-dire un schéma
¥ projectif et lisse sur €, muni d’un isomorphisme de 7k, sur Vi, et un
modele de E au-dessus de 7/, c’est-a-dire un fibré vectoriel & au-dessus de ¥
muni d’un isomorphisme de fibrés vectoriels de ék,, sur Ek,. Alors, comme
¥ est projective, I'application naturelle de ¥ (&,,) dans V(K,,) est bijective.
Soit x € V(K,). Soit Z le point correspondant de ¥ (&0,,). Alors *(&) définit
un sous-Oy-module de E(z), que l'on notera &(z), qui est libre de rang la
dimension de E(z). Par la remarque 3.2, cela définit une norme classique sur
E(z). On obtient ainsi une norme w-adique classique sur E qu’on dira associée
au modele & de E.

DEFINITION 3.5. Soit £ un fibré vectoriel au-dessus de V. Une norme adélique
sur E est une famille (|| - [|w)wevaik), ot || - |lw est une norme w-adique sur
E pour tout w € Val(K), de sorte que la condition suivante soit vérifiée : il
existe un ensemble fini de places S et un modele & de E sur 'anneau Og des
S-entiers tels que pour toute place w € Val(K) =S, la norme || - ||,, soit la
norme associée a &p,,. On dira que cette norme adélique est classique si toutes
les normes || - ||, sont classiques.

Un fibré vectoriel (resp. fibré en droites) adéliquement normé sur V est la
donnée d’un fibré vectoriel (resp. un fibré en droites) FE au-dessus de V,
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muni d’une norme adélique. Un fibré adélique désigne, dans ce texte, un fibré
adéliquement normé dont la norme est classique.

Dans ce texte, nous réserverons la terminologie < métrique adélique sur V =2
a la donnée d’un norme adélique classique sur le fibré tangent TV de V.

Exemples 3.6. a) Le fibré en droites trivial V x Aj, muni des normes natu-
relles || - ||, définies par (x, ) — ||y pour w € Val(K) est un fibré vectoriel
adéliquement normé qu’on dira également trivial. Considérons I'ensemble .7
des familles (f,)wek, ol fi, est une application continue de V(K,,) dans R~¢
pour tout w € Val(K), et ol f,, est constante de valeur de 1 en dehors d’un
ensemble fini de places. Alors 'application qui & un élément (fy)wek de F
associe la famille (ful - [Jw)wevai(x) est une bijection de .# sur les normes
adéliques sur le fibré en droites trivial.

b) Plus généralement, soit L un fibré en droites et soit (|| - [|w)wevai(k) une
norme adélique sur L. Toute norme adélique sur le fibré L est de la forme
(fwll - [[w)wevaix) pour une unique famille (f,)wek de .#. Cela découle du
fait que si & et &’ sont des modeles d’un fibré vectoriel E sur un anneau de
S-entiers Og, alors il existe un ensemble fini de places S’ contenant S de sorte

que l'isomorphisme de g sur i provienne d'un isomorphisme de &g, sur

/
ﬁs/.

c¢) Soient E (resp. E’) un fibré vectoriel sur la variété V' muni d’'une norme
adélique classique (|| - [lw)wevaix) (Tesp.(|| - |4, )weval(k))- Alors on définit une
norme adélique classique (|| - ||,)wevaik) sur le fibré vectoriel E @ E’ par les
conditions suivantes :

(i) Si w € Val(K) est une place non archimédienne, alors on pose
1y, vl = max([[yllw, [ly'[l,) pour tout z € V(K,), tout y € E(z) et tout
y € E'().

(ii) Si w est une place réelle de K, alors on pose

sy = (yls + 1yl %)

pour tout x € V(K,,), tout y € E(x) et tout ¢y € E'(x).

(iii) Si w est une place complexe, alors on définit ||(y, v')||2 = ||yllw + [|¥/]|%
pour tout z € V(K,), tout y € E(x) et tout 3y € E'(z).
Le fibré vectoriel adéliquement normé ainsi obtenu sera appelé la somme directe
des fibrés vectoriels adéliquement normés E et E’.
d) Soient E (resp. E’) un fibré vectoriel sur la variété V' muni d’une norme
adélique classique (|| - |lw)wevaik) (Tesp.(|| - | wevaik)). Alors il existe une
unique norme adélique classique (|| - [|7,)wevaik) sur le fibré vectoriel £ @ E’
qui vérifie :

ly @yl = lyllwlly'll

pour w € Val(K), x € V(K,), y € E(x) et y € E'(z). Le fibré vectoriel
adéliquement normé ainsi obtenu sera appelé le produit tensoriel des fibrés
vectoriels adéliquement normés E et E’.

2Dans des textes antérieurs, j’ai appelé métrique adélique ce que j’appelle ici plus juste-
ment norme adélique pour éviter des confusions.
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e) Soit F un fibré vectoriel sur V muni d’une norme adélique que 'on note
(Il lw) wevalk)- Soit F un sous-fibré de E. La famille de normes (||-||%,) wevai(k)
sur le fibré vectoriel F' définie par les relations

1yl = N1yl

pour w € Val(K), z € V(Ky) et y € F(z) est une norme adélique appelée
la restriction de la norme adélique de E a F. Si la norme adélique de E est
classique, sa restriction a F' I'est également.

f) On conserve les notations de ’exemple précédent. Soit w € Val(K), on définit
une application E/F(K,,) — R4 par

[9ll = inf flyllw
Y€y

pour w € Val(K), z € V(K,) et § € E(x)/F(x). Mais comme cette borne

inférieure est atteinte, || - ||’ est une norme sur le fibré E/F. En outre, si || - ||
est défini par un modele & et la restriction || - ||/, par un sous-fibré .7, alors la
norme || - ||/ est définie par le quotient &/.%.

La norme adélique (|| - [|%,) wevaik) sur le fibré vectoriel E/F est appelée norme
déduite de la norme adélique de E par passage au quotient. Supposons que
la norme adélique de E soit classique. La norme qui s’en déduit par passage
au quotient 'est également. De maniere plus précise, soit w une place de K et
soit z un élément de V(K,,). Si w est une place finie, alors le sous-&,,-module de
E(x)/F(x) associé a || -]|// est le quotient du &,,-module associé & || - ||, par son
intersection avec U'intersection avec F'(x) ; si w est réelle (resp. complexe) alors
la projection définit un isomorphisme d’espace quadratique (resp. hermitien)
de lorthogonal de F(z) sur E/F(x).

g) Soit E un fibré adélique et n un entier positif. On définit une norme adélique
classique sur le fibré A" E de facon a obtenir une structure de A-anneau sur ’an-
neau de Grothendieck des fibrés vectoriels munis de normes adéliques classiques
(pour la définition de cette structure, voir [Be, §2], pour une telle structure
pour les fibrés hermitiens, voir [Ro]). En particulier, si E est une somme di-
recte F' @ F’, les normes choisies doivent étre compatibles avec ’isomorphisme
canonique de A" E sur

@ ANPEF @ NF'.

ptg=n
Soit w une place de K et x € V(K,,) si w est non-archimédienne, la restriction
de || - | & A"E(z) est donné par le &,-module engendré par les produits

Y1 Ao Ayp, ot y; € E(z) avec ||yilw < 1 pour i € {1,...,n}. Si w est une
place archimédienne, alors on prend la norme associée a la forme bilinéaire
caractérisée par la formule

(L AN ATy g1 A Ayn)ane = det((zi, vi) B),

OU X1y Ty Yty ---5Yn € E(x) et (-, -) g désigne la forme définissant la norme
sur F(z). En particulier, si (e1, ..., e,) est une base orthonormée de E(z), alors
les produits e;; A---Ae;, avec 1 < 11 < ig < -+ < i, < r forment une base

orthonormée de A"E(x). En prenant pour n le rang de F, on munit ainsi le
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fibré det(E) = A" E d’une structure de fibré en droite adéliquement normé. En
particulier, une métrique adélique sur V permet de définir une norme adélique
classique sur le fibré anticanonique wy,* = det(T'V).

h) Soit X une belle variété sur K et soit f : X — Y un morphisme de
variétés. Soit E un fibré vectoriel au-dessus de ¥ muni d’une norme adélique
(Il - ) wevaik)- Soit x € X(K). On peut identifier f*(E)(x) avec E(f(x)).
Pour tout place w de K, la norme || - ||, sur E(f(x)) induit donc une norme
sur f*(E)(zx). Le fibré vectoriel f*(E) muni de la norme adélique ainsi définie
est appelé I'image inverse par f du fibré vectoriel adéliquement normé F.

DEFINITION 3.7. Soient E et F des fibrés adéliquement normés au-dessus
de V. On note (|| - [|w)wevaik) (resp. (|- %) wevaik)) la norme adélique sur £
(resp. F).
Un plongement de E dans F est un morphisme ¢ de fibrés vectoriels de F
dans F' tel que pour toute place w de K, tout point a appartenant & V(K,,)
et tout y € E(x), on ait [lo(y)[l, = [[ylw-
Les fibrés vectoriels adéliquement normés F et F seront dits équivalents si et
seulement s’il existe un isomorphisme de fibrés vectoriels ¢ : E — F et une
famille (Aw)wevai(k) de nombres réels tels que

(i) L’ensemble {w € Val(K) | Ay, # 1} est fini;

(ii) Le produit [],,cvax) Aw vaut 1;

(iii) On a la relation ||e(y)||,, = Awl|yllw pour tout w € Val(K), tout point
x € V(Ky) et tout y € E(x).
L’ensemble des classes d’équivalence de fibrés en droites munis d’une norme
adélique pour la relation d’équivalence précédente forme un groupe pour le
produit tensoriel, qu’on note (V).

Ezemple 3.8. Dans le cas ou V = Spec(K), la donnée d’un fibré adélique sur V
est équivalente a celle d'un K-espace vectoriel de dimension finie n muni d’une

famille de normes classiques (|| - [|lw)wevai(k) de sorte que, pour toute base
(e1,...,en) de E, il existe un ensemble fini de places S tel que
n
Hzx = max (|zil)
=

pour toute place w en dehors de S et tout (x1,...,2,) € K. L’ensemble M
des éléments x de FE tels que ||z]|,, < 1 pour toute place finie w de K est alors
un Ok-module projectif de rang constant n. Notons qu’inversement || - ||, est la
norme w-adique définie par M ® ¢,. O,,, si bien que la donnée d’un fibré adélique
sur Spec(K) est également équivalente & celle d'un réseau adélique sur K, c’est-
a-dire d’'un Ok-module projectif M de rang fini constant muni, pour tout place
archimédienne w d’une norme classique || - ||, sur M, = M ®g,. Ky .

En particulier, un fibré en droites sur Spec(K) muni d’une norme adélique
adélique est défini par un K-espace vectoriel £ de dimension un muni d’une
famille de normes (|| - [lw)wevaix) de sorte que, pour tout élément non nul e
de E, 'ensemble de places {w € Val(K) | ||e|lw # 1} soit fini. Par la formule du
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produit (1), le produit [T, ey, ll€]lw est indépendant de I'élément non nul e
de E et on peut définir le degré de E par la formule

2) @<E>=—10g< 11 ||e|w>.
K)

weVal(

Supposons que le degré de F soit égal a 0. Soit e un élément non nul de F et
posons A, = |le]|, pour w € Val(K). Alors I'application linéaire ¢ : K — E
qui envoie 1 sur e définit un isomorphisme de fibré adélique du fibré adélique
trivial (exemple 3.6 a)) sur £/ muni de la norme adélique (Ay|| - [|w)wevai(k)-
Par conséquent, le degré définit un isomorphisme de groupes de . (Spec(K))
sur R.

PROPOSITION 3.9. Soient E et F des fibrés vectoriels adéliquement mormés
au-dessus de la variété V et soit ¢ un morphisme de fibrés vectoriels de E
dans F. On note (|| - |lw)wevaik) (resp. (|| - I wevaik)) la norme adélique
sur I/ (resp. F). Alors il existe une famille (Ay)wevai(k) de nombres réels tels
que

(i) L’ensemble {w € Val(K) | Ay, # 1} est fini;
(ii) On a la relation ||o (W), < Awllyllw pour tout w € Val(K), tout point
x € V(Ky) et touty € E(x).

Démonstration. Soit P(E) le fibré projectif sur V' correspondant aux droites
des fibres de E. Pour tout v € T', on considere ’application

v P(E)(K,) = Rso

définie par la relation ||p(y)||), = po(x)]ylls pour tout z € P(E)(K,) et tout
y non nul appartenant a la droite correspondante de E. Comme P(F)(K,)
est compact, ’application p, est majorée et atteint sa borne supérieure qu’on
note \,. Pour presque toute place finie v de K, le morphisme ¢ est induit
par un morphisme de & vers %, pour un modele & (resp. .#) de E (resp. F)
définissant la norme considérée. Pour toute telle place, on a A\, < 1. Cela prouve
la proposition. O

NOTATIONS 3.10. Sous les hypotheses de la proposition, pour toute place v
de K et tout = de V(K,), on note ||¢z||» le plus petit nombre réel A > 0 tel
que

le@)llo < Myl
pour y € E(x). Si x appartient a V(K), on pose également

el =TT Nl
vEVal(K)

3.3. HAUTEURS D’ARAKELOV. Rappelons maintenant comment un fibré en
droites muni d’'une norme adélique permet de définir une hauteur sur une
variété.
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DEFINITION 3.11. Soit K un corps de nombres et V une belle variété sur K. On
appelle hauteur d’Arakelov sur V un fibré en droites sur V' muni d’une norme
adélique. Soit L une hauteur d’arakelov sur V et 2 € V(K) un point rationnel
de V. L’image inverse *(L) de L par = (exemple 3.6 h)) définit un élément
du groupe J#(Spec(K)). La hauteur logarithmique de x relativement & L est
définie par

hi(w) = deg(a*(L)).
La hauteur exponentielle de x relativement a L est définie par

Hy(x) = exp(h(x)).
Ezemple 3.12. Munissons R"T! de sa structure euclidienne usuelle et, pour un
nombre premier p, ’espace vectoriel Q;‘“ de la norme usuelle :

(@0 @)l = max (fail).

En identifiant ’ensemble des points de ’espace projectif sur un corps K a celui
des droites de K™"*!, I'espace tangent en la droite L peut s’identifier au quotient
LY @ K" /LY @ L. Les normes précédentes induisent par restriction, produit
tensoriel et quotient une métrique adélique sur l'espace projectif, et donc une
norme adélique sur wgé . La hauteur correspondante est donnée par

n+1

H,(z) = deg(T,P"(Q)) =

siz=(xg:...:x,) avec xg, ..., T, des entiers relatifs premiers entre eux dans
leur ensemble.

4. Pentes a la Bost

4.1. PENTES D’UN RESEAU ADELIQUE. Nous allons tout d’abord rappeler la
définition des pentes arithmétiques pour un réseau adélique.

DEFINITION 4.1. Soit £ un K-espace vectoriel de dimension finie muni d’une
part d’'un Ok-sous-module M projectif de rang constant égal & la dimension
de E et, pour toute place archimédienne w de K, d’une norme classique |||, sur
E @k K,. Soit n la dimension de F, la construction de I'exemple 3.6 g) munit
alors det(E) = A"E d’une norme adélique et on définit le degré arithmétique
de FE par la relation

deg(E) = deg(det(E)),
ou la définition dans le cas de la dimension 1 est donnée par la formule (2). Par

définition, le degré arithmétique de I’espace vectoriel nul est 0.

Remarque 4.2. Ce degré peut également étre décrit de la fagon suivante :
les normes sur F définissent une norme euclidienne sur le R-espace vectoriel
Er = F ®q R qui est isomorphe a la somme directe de R-espaces vectoriels
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®w\m F ®k K,,. Notons ¢ le plongement canonique de £ dans Er. Le mo-
dule ¢(M) est un réseau de Er et, d’apres [Ga, définition 4.1, lemmes 4.4 et
4.5], le degré est donné par

deg(E) = —log(Vol(Er /¢(M))) + nlog(Vol(Kr / Ok ))

ot Vol(Er /t(M)) est, par définition, le volume euclidien d’un domaine fonda-
mental pour le réseau (M), et K est muni des normes (| - |w)weval(K)-

Ezxemple 4.3. Plagons-nous dans le cas ou K = Q, soit £ un Q-espace vec-
toriel muni d’un réseau A et d’une norme euclidienne || - ||. Pour toute droite
vectorielle F' de E, le degré arithmétique de F' pour la structure induite est
—log(]| f]]) ot f est un des deux générateurs de l'intersection A N F.

DEFINITION 4.4. Etant donné un réseau adélique E de dimension n, le p/ol\ygéne
de Newton Z(E) de E est l'enveloppe convexe des points (dim(F'),deg(F))
du plan ou F' décrit I’ensemble des sous-espaces vectoriels de E munis des
structures adéliques induites. Le covolume des sous-réseaux de F étant minoré,
le polygone est borné supérieurement par le graphe d’une application affine par
morceaux et on définit une application mg de [0,n] dans R par la relation

(3) mp(z) =sup{y € R | (z,y) € Z(E)}

pour tout x de [0, n]. Les pentes arithmétiques de E sont alors donnée par
(E) = mip(i) — mp(i — 1)

pour i € {1,...,n}. Ce sont les pentes des segments formant le graphe de mg.

Remarques 4.5. a) Notons que nous avons les inégalités
,un(E) < ,Unfl(E) <... < Ml(E)

et la relation
S (B = deg(E).
i=1

b) On a également la relation u;(E) = —pp41-i(EY) pour 1 < i < dim(E)
ot EV désigne l'espace dual de E [BK, (3.5)].

c¢) Dans le cadre du programme de Batyrev et Manin, il est naturel d’utiliser
des hauteurs qui ne sont pas normalisées, et donc ne sont pas invariantes par
extension de corps. De fagon cohérente, nous n’utilisons pas les pentes norma-
lisées : contrairement & Bost [Bos, p. 195] nous ne divisons pas par le degré
du corps de nombres. Ces pentes ne sont donc pas invariantes par extension de
corps.

NOTATIONS 4.6. Avec les notations de la définition précédente, on notera
également fimax(E) pour pi(E) et pmin(E) pour u,(F). La pente de E est

la moyenne des pentes : pu(E) = gleri((?)

Remarques 4.7. a) La notion de pentes a été généralisée par E. Gaudron aux
normes non classiques [GaJ.
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b) Suivant [Ga, définition 5.18] et [Th], le i-éme minima de E, noté \;(E) peut
étre défini comme la borne inférieure des nombres 6 € R~ tels qu’il existe une
famille de nombres réels strictement positifs (6. )wevai(k) Presque tout égaux
al, avec 0 = HweVal(K) 0., et une famille libre (z1,...,x;) de F vérifiant les
inégalités
Hxillw < Oy

pouri € {1,...,n} et w € Val(K). Le théoréme de Minkowski permet d’obtenir
une constante explicite Ck de sorte que

0 < log(Ai(E)) + p1i(E) < Ck

pour i € {1,...,n}; cet encadrement est donné par E. Gaudron dans [Ga,
théoreme 5.20], compte tenu du fait que A(E) = 1 dans notre cas, avec une
référence & un travail de T. Borek [Bo].

4.2. PENTES D’UN POINT RATIONNEL. Nous allons maintenant appliquer cette
construction aux points rationnels d’une variété

DEFINITION 4.8. Soit V une belle variété de dimension n sur le corps de
nombres K. Soit E un fibré adélique sur la variété V. Soit r le rang du fibré E.
Etant donné un point rationnel z de V, les pentes de x relativement a E sont
données par la formule pf(x) = p;(E(z)) oui € {1,...,7}.

En particulier, lorsque la variété V' est muni d’'une métrique adélique, les pentes
de x sont les pentes arithmétiques de I'espace tangent 7, V. On les note sim-
plement p;(x) pour 1 < i < n.

Remarques 4.9. a) La somme Y. | w;(x) est le degré arithmétique de l'espace
tangent T,V c’est a dire le degré arithmétique de la fibre en = du fibré antica-
nonique, qui n’est rien d’autre que la hauteur logarithmique de = relativement
a ce fibré.

b) La définition des pentes dans le cadre arithmétique est un analogue de
celle introduite pour les fibrés vectoriels sur les courbes algébriques. Plus
précisément, soit ¥ une courbe projective, lisse et géométriquement integre
sur un corps k et soit V' une bonne variété sur k. Etant donné un morphisme
de variétés ¢ de € dans V, le polygone d’Harder-Narasimhan du fibré vecto-
riel ¢*(TV) est défini comme Ienveloppe convexe des couples (rg(F), deg(F))
ou F' décrit I'ensemble des sous-fibrés de ¢*(TV). Les pentes d’un point ra-
tionnel p;(x) définies ici correspondent donc aux pentes u;(¢*(TV)). Dans le
cas particulier ol la courbe % est la droite projective sur k, le fibré ¢*(T'V) est
isomorphe & une unique somme directe @?:1 O(a;) avec a; = ag = ... = ay et
on a les égalités u;(¢* (TV)) = a; pour 1 < i < n.

NOTATIONS 4.10. Avec les notations de la définition précédente, on définit
M) =Y mla) et H() = exp(h())
i=1

pour tout point rationel x de V. La fonction H : V(K) — R ainsi définie est
donc une hauteur exponentielle relative au fibré anticanonique.
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On pose également fimin(2) = pn(2), pmax(x) = p1(z) et p(z) = p(T,V) =
4.3. LIBERTE D’UN POINT RATIONNEL. Nous allons utiliser les pentes définies
au paragraphe précédent pour définir une notion de liberté pour les points ra-
tionnels. Cette notion est inspirée de la notion de courbe tres libre. De maniere
plus précise, le fait d’avoir une liberté strictement positive pour un point ra-
tionnel correspond au fait d’étre tres libre pour un morphisme de la droite
projective dans la variété. Notons que cette notion de mesure de la liberté, qui,
a la connaissance de 'auteur, n’a pas été formalisé dans le cadre géométrique,
pourrait également avoir un intérét dans ce cadre-la.

DEFINITION 4.11. Soit V une belle variété de dimension n > 0 sur le corps de
nombres K. On suppose que la variété V est munie d’une métrique adélique.
Pour tout point rationnel x de V, la liberté de = est le nombre réel

l(:z:) _ ,umin(x)
()
81 fimin(z) > 0 et vaut 0 sinon.

h(z)

Remarques 4.12. a) Soit « un point rationnel de V. Rappelons que p(z) =

n’est rien d’autre que la moyenne des pentes.

b) Par définition, I(x) € [0, 1].

c¢) La liberté I(z) est nulle si et seulement si la pente minimale est négative.

d) On a I’égalité [(x) = 1 si et seulement toutes les pentes sont égales :
(@) = o) = - = puafr) = 22

Cela revient & dire que 'espace tangent T,V est semi-stable (¢f. [BC, §1.2]).

C’est par exemple le cas sur Q si le réseau dans T,V est engendré par une base

orthonormale.

e) La liberté d’un point rationnel dépend du choix de la métrique sur V. Nous

verrons dans le paragraphe suivant que cette dépendance diminue avec la hau-

teur du point considéré.

f) Bien que nos conventions font que les pentes d’un point ne sont pas stables

par extension de corps, la liberté d’un point rationnel est, quant a elle, stable

par extension de corps.

g) La remarque 4.7 b) fournit une constante C' de sorte que

| () — log(A1 (T V)| < C.

Par conséquent, & un terme borné pres, la condition {(z) < e pour un point
x € V(K) peut étre vue comme 'existence d’un élément y € T,V tel que

IT lylle < H)
weVal(K)
L’objectif du reste de cet article est de motiver le slogan suivant

SLOGAN 4.13. Les mauvais points d’une wvariété du point de wvue de
l’équidistribution sont ceur dont la liberté est réduite.
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5. Propriétés élémentaires

5.1. DEPENDANCE DE LA LIBERTE EN LA METRIQUE. Nous commencons par
un résultat élémentaire concernant les morphismes de fibrés.

LEMME 5.1. Soit V' une belle variété sur le corps de mombres K, Soient E
et F' des fibrés vectoriels adéliquement normés au-dessus de V et soit p un
morphisme de fibrés vectoriels de E dans F. Alors, il exviste une constante
réelle C' > 0 telle que, pour tout point x de V(K) en lequel Uapplication induite
vz : E(x) — F(x) est surjective, on a
mp(m)v (’L) < mE(m)v (’L) + C

pour i € {0,...,rg(F)}. En particulier,

Mmin(E(x)) < Mmln(F(z)) + C
Démonstration. Par dualité, le morphisme ¢ définit un morphisme ¥ de F'
dans EV. Soit z un élément de V(K) en lequel @, est surjectif. L’application
linéaire ) est injective. Pour tout sous-espace H de F(z)V de dimension k et
tout y € A*H, en utilisant les notations 3.10, on a les relations

k k
A" o)l < I A" @3 llwllyll

pour w € Val(K), ce qui implique I'inégalité
deg(py (H)) > deg(H) — log([| A* ¢y )

En posant C, = maxi<<rg(r) (log (|| A ©)[[)), on en déduit que

Mp(z)v (’L) < ME(z)v (’L) + C,
pour 1 <4 < rg(F). Compte tenu de la proposition 3.9, il existe une constante
C > 0 telle que C, < C pour tout z € V(K). En particulier, on obtient
Iinégalité

p(F(2)Y) < (EB(2)") + C.
La formule de la remarque 4.5 b) donne alors I'inégalité

fimin (E(2)) < fimin(F(2)) + C
ce qui permet de conclure. O

Remarque 5.2. Notons que la preuve donne en fait une inégalité plus précise :

log(|| AF @Y
/Lmin(E(x)) < Mmin(F(z)) + lgkgrg(F)( (H| k = |H))
Comme annoncé, nous allons maintenant démontrer que la liberté dépend peu
de la métrique choisie.

LEMME 5.3. Soit V' une belle variété sur le corps de nombres K, soit E un
fibré vectoriel de rang r sur V. Donnons-nous des normes adéliques classiques
(I ) wevai@) et (I - i) wevaq) sur E. On note uf et uf” les fonctions de
pentes associées. Il existe une constante réelle C = 0 telle que

(@) — pl ()] < C
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pouri € {l,...,r} et x € V(K).

Démonstration. En appliquant le lemme 5.1 & 'endomorphisme identité, on
obtient que les applications x — m’E(z)(i) — Mp() (i) sont bornées. Le lemme
en résulte. 0

PROPOSITION 5.4. Soit V' une belle variété sur le corps K, munie de deux
métriques. On note | et I' les fonctions libertés associées a ces métriques et
h la fonction hauteur définie par la premiére d’entre elles. Alors il existe une
constante réelle C' > 0 telle que

l(z) = U'(2)] < —

i) = @) < 775
pour tout x € V(K) tel que h(x) > 0.

Démonstration. Notons p; (resp. u};) les fonctions de pente correspondant a la
premiere métrique (resp. la seconde). On primera de méme la notation pour la
hauteur. Il résulte du lemme 5.3 qu’il existe des constantes réelles strictement
positives C et C5 telles que

ln(2) = pp (@) < Cr et [h(x) = h'(2)] < C2

pour z € V(K). Par définition, on a la majoration |I(z)—1'(x)| < 1, il suffit donc
de démontrer le résultat lorsque h(z) > 2C5. Notons qu’on a alors les inégalités
R (x) > h(z)—Cs > h(x)/2 et, par conséquent, 1/h/(x) < 2/h(z). Si p),(x) <0
et pn(z) < 0,0n al(x) =1(x) =0 ce qui démontre le résultat. Si u),(x) <0
et i (z) > 0, alors on obtient les relations () = nu,(z)/h(z) < nCi/h(z). Si
() > 0 et p,(x) < 0, on obtient de méme I'(z) < 2nCy/h(z). Enfin si les
deux pentes minimales sont strictement positives, on a les inégalités

() = U'(2)| = pn(z)  pp(@)|  nCi |, (@)Cs  nCit Oy

W) @ | Sk i@ S k) H

5.2. LIBERTE ET MORPHISMES DE VARIETES

PROPOSITION 5.5. Soient X etY de belles variétés sur K de dimensions res-
pectives m et n et soit ¢ : X — Y un morphisme de variétés. Alors il existe
une constante C' > 0 telle qu’en tout x € X (K) en lequel Uapplication tangente
T, est surjective,
,umin(l') < Mmln(@(x)) + C.
Si, en outre, h(x) est strictement positif, Il en résulte que
mh(p(z)) mC
l(z) < ——241 —_—
Démonstration. La premiere assertion résulte du lemme 5.1 appliqué au mor-

phisme tangent Ty : TX — ¢*(TY), la seconde de la définition de la li-
berté. 0

Remarque 5.6. Il résulte de cette proposition que, si y € Y (K) et X, désigne
la fibre de ¢ au-dessus de y, alors la liberte I(z) converge vers 0 lorsque h(z)
tend vers +oo dans X, (K) en dehors des points critiques.
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Le résultat suivant montre le lien entre la liberté d’une courbe rationnelle et
celle de ses points.

NOTATIONS 5.7. Soit ¢ : Pl — V un morphisme de variétés, le fibré ¢* (1) est
isomorphe & un unique fibré de la forme ;" ﬁp}( (a;) avecay = as = ... = ap.
On note p;(¢) = a; pour i € 1,...,n et deg(p) = > i, pi(p). On définit alors
la liberté de ¢ comme le nombre rationnel () = nu,(¢)/ deg(p) si un(p) > 0.
On pose l(p) =0, si pn(p) < 0.

PROPOSITION 5.8. Soit ¢ : Pk — V un morphisme de variétés non constant,
alors

a) Si pn(p) < 0, alors l(p(z)) = 0 pour tout x de P1(K) en dehors
d’une partie finie;

b) Si pn(p) = 0, alors l(¢(x)) converge vers I(p) dans PY(K) pour le
filtre de Fréchet du complémentaire des parties finies.

Démonstration. On peut munir ¢*(T'V') de deux métriques : d’une part de celle
déduite par image inverse de la métrique de V', et d’autre part de celle issue de
I'isomorphisme de ¢*(T'V) sur @, Op1 (1i(p)). D’apres le lemme 5.3, on en
déduit que

pn(p()) = 1 T (2) = pa(@)ha () + O(1)
et
h(p(x)) = deg(p)ha(z) + O(1)

ott hy(z) désigne une hauteur sur Pk relative au fibré Op1 (1). L'assertion a)
en résulte par définition de la liberté. D’autre part, comme le morphisme ¢ est
non constant, I’application dérivée de ¢ donne un morphisme non trivial de
Opy (2) dans ¢*(TV) ce qui prouve que p1(p) > 2. En particulier, dans le cas
b), deg(¢) > 0 ce qui complete la preuve. O

6. Empirisme

6.1. RAPPELS SUR LA CONSTANTE EMPIRIQUE. Nous allons rappeler ici 'in-
terprétation envisagée pour la constante qui apparait dans le terme dominant
du nombre de bons points rationnels de hauteur bornée. Une premiere version
de cette constante a d’abord été définie dans [Pel]. Par la suite, Batyrev et
Tschinkel dans [BT1] l'ont corrigée en rajoutant le facteur entier 5(V). De-
puis, une réinterprétation de cette constante par Salberger dans [Sal] et les
nombreux exemples connus ont confirmé son intérét. D’autre part, Batyrev et
Tschinkel 'ont généralisée dans le cas ou la hauteur n’est pas relative au fibré
anticanonique [BT3] mais cette généralisation sort du cadre de cet article.

Dans ce paragraphe, la lettre V' désigne une belle variété munie d’une métrique
adélique. Pour pouvoir définir la constante, nous supposerons en outre que

(i) Les groupes de cohomologie H'(V, Oy) sont nuls pour i = 1 ou 2;

(ii) Le groupe de Picard géométrique de V est un Z-module libre de rang
fini.
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Pour toute place v de K, on note dz, la mesure de Haar sur K, normalisée de
la fagon suivante :

— Si v est une place réelle, alors dz, est la mesure de Lebesgue usuelle
sur R ;

— Si v est une place complexe, alors dz, = idzdz = 2dzdy ;

— Sinon fm dz, = 1.
La métrique adélique sur V' induit une norme adélique (|| - [[v)vevai(k) sur le
faisceau anticanonique. Rappelons la construction de la mesure de Tamagawa a
partir de cette norme adélique. Pour tout place v de K, on peut alors définir une
mesure borélienne sur I'espace V (K, ) donnée dans un systeme de coordonnées
locales (z1, 22,...,x,) par la formule
0 A 7]
(9:61 axn

La formule de changement de variables [We, §2.2.1] permet de montrer que
cette expression est bien indépendante du systeme de coordonnées choisi.

Wy = dey, .. dey, .

v

LEMME 6.1. Soit v une place de K. Supposons que la norme || - ||, est définie
par un modele projectif et lisse ¥ de V' sur l’anneau des entiers O, de K,,. Soit
m, lidéal mazimal de O, et F,, le corps O,/m, ; pour tout entier k notons

e V(Ky) — ¥(0y/my)

Uapplication de réduction modulo m¥. Alors w, est la mesure naturelle ca-
ractérisée par les relation

1 X
(4) wy(m, (X)) = P
ou k parcourt les entiers strictement positifs et X les parties de l’ensemble fini
V (O, /mE). En particulier, on a l’égalité

vV (F

w,(V(Ky)) =dy(V) = M

il 4
Démonstration. Cette propriété est locale, il suffit donc de démontrer la for-
mule (4) dans le cas ot X est un singleton. Comme ¥ est supposée projective
et lisse sur &,, on choisit un plongement ¥ — Pgﬂ de sorte que les fonc-

tions rationnelles x; = i((—;, B ))g—z forment un systeme de coordonnées
sur I'image inverse W de X dans ¥(0,) et que (6%1, cee %) donne la 0,-
n

structure sur le fibré tangent 77|y, L’application f : W %'KZ} définie par
(z1,...,,) préserve alors la congruence modulo m¥ et 6%1 ARERWAY a% est de
norme 1 sur W. Par conséquent, il existe o € KI' de sorte que

i () = [ deyy e, = O
ToTmy

Comme dans [Pel, §2.1], il résulte alors de la formule de Lefschetz et de la
conjecture de Weil démontrée par Deligne [De], que, sous les hypotheses (i)
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et (ii) faites ci-dessus, on a pour presque toute place v de K la formule

wy(V(Ky)) =do(V) =1+ ﬂ;‘ Tr(Fr, [ Pic(7F, ® Q)) + O(tF;3/?).

v
Suivant le principe de construction des mesures de Tamagawa sur les espaces
adéliques, cela amene a la renormalisation suivante :

DEFINITION 6.2. On fixe une extension galoisienne L de K qui déploie le groupe
de Picard de V. Notons S une partie finie de Val(K) contenant I’ensemble des
places archimédiennes ainsi que les places se ramifiant dans I'extension L/K.
Pour tout v € Val(K) =5, La substitution de Frobenius correspondant & une
extension w de v & K sera notée (w, L/K) (¢f. [Sel, §1.8]). On pose alors, pour
tout nombre complexe s dont la partie réelle R(s) est strictement positive,

1

Lo(s, Pic(V)) = Det(1 — £F,°(w, L/K) | Pic(V))’

et, pour tout nombre complexe s tel que R(s) > 1,
Ls(s,Pic(V)) = J[ = Lu(s,Pic(V)),
veVal(K)—S

se produit convergeant d’apres [Art, théoréme 7). La mesure de Tamagawa sur
lespace adélique V(Ak) est alors définie par

w limg_,q (s — 1)!Ls(s, Pic(V) H 1 w
v = dim(V (V) v
I (V) PEVAL(K) L,(1,Pic(V))

Remarque 6.3. Notons que cette mesure est indépendante du choix de 'en-
semble S. Par contre, elle dépend de la métrique adélique dont est équipée V.

Comme l'a fait remarquer Swinnerton-Dyer, le bon domaine d’intégration pour
la valeur de la constante est forcément I’adhérence des points rationnels dans
I’espace adélique. Toutefois cette adhérence n’est a priori pas connue, ce qui
pourrait empécher de calculer explicitement la constante dans des cas parti-
culiers. En conséquence, comme c’est maintenant usuel dans ’exploration du
programme de Batyrev et Tschinkel, nous allons supposer implicitement que
Pobstruction de Brauer-Manin [Ma] & Papproximation faible est la seule. Rap-
pelons rapidement la construction de cette obstruction (c¢f. [Pe3] pour un survol
plus détaillé). On note Br(F) = H?(F, G,,) le groupe de Brauer d’un corps F.
La théorie du corps de classe global (¢f. [NSW, theorem 8.1.17]) donne une
suite exacte

() 0—BK) — @ Br(k,) ™
veVal(K)

Q/Z — 0.

Notons Br(V) = HZ(V,G,,) le groupe de Brauer cohomologique de V. Pour
toute extension L de K et tout L-point = de V, la fonctorialité du groupe de
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Brauer donne un morphisme de spécialisation év, : Br(V) — Br(L). On peut
donc définir un accouplement de Br(V') x V(Ak) dans Q/Z par

(A, () vevai(k)) = Z inv,(év,, (4))
veVal(K)

pour A € Br(V) et (zy)vevaikx) € V(Axk). Autrement dit, pour tout point x
de l'espace des adeles, on obtient un morphisme de groupes w, : Br(V) — Q/Z
donné par A — (A, z). Compte tenu de la suite exacte (5), ce morphisme est
trivial si le point x provient d’un point rationnel et on appelle w, [’obstruction
de Brauer-Manin en x. Par continuité des applications considérées, 'adhérence
des points rationnels dans I’espace adélique est contenue dans [’espace de Brauer
Manin :
V(Ak)?” = {2 € V(Ak) |ws =0}.

DEFINITION 6.4. Rappelons que V désigne une belle variété munie d’une
métrique adélique et que V' vérifie les conditions (i) et (ii). On définit alors
le nombre de Tamagawa-Brauer-Manin de V par

(V) = wy (V(Ak)™").

Pour compléter la définition de la constante empirique, il reste a multiplier ce
nombre par deux invariants de la variété, dont nous rappelons maintenant la
définition.

DEFINITION 6.5. On définit la constante a(V') par la formule
1 —1
a(V) = 7/ e v mdy
(t - 1)' Ciff(v)v

ot on note Clz(V) le cone fermé de Pic(V) @z R engendré par les classes de
diviseurs effectifs et Clz(V)V le cone dual :

Cer(V)" = {y € Pic(V) @z R | Va € Ceg(V), (z,y) >0}.

La mesure sur Pic(V) @z RY est normalisée de fagon & ce que le réseau défini
par Pic(V)Y soit de covolume 1.

Remarque 6.6. Un simple changement de variables montre que cette constante
a(V) peut étre également vue comme le volume, convenablement normalisé, de
I'intersection du céne Clg (V)Y avec 'hyperplan affine d’équation (wy',y) =1
(c¢f. [Pel, définition 2.4]). On en déduit que, dans le cas ol le cone effec-
tif Clp(V) est engendré par un nombre fini de classes de diviseurs effectifs,
la constante «(V') est rationnelle. C’est le cas dans les exemples considérés
ultérieurement.

DEFINITION 6.7. La constante 8(V) est lentier
B(V) = tH' (K, Pic(V)).
Remarque 6.8. Rappelons que l'introduction de ce terme est due a Batyrev et

Tschinkel [BT1].
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DEFINITION 6.9. Dans cet article, la constante empirique associée i la variété V
munie de sa métrique adélique est

C(V) = a(V)B(V)rP (V).

Remarque 6.10. Salberger dans [Sal] a donné une interprétation naturelle de
la constante en termes des torseurs versels au-dessus de la variété, qu’on peut
décrire de la facon suivante : les torseurs versels sont munis d’une forme de jauge
qui définit une mesure canonique sur ’espace des adeles associé. La constante
s’interprete alors en termes de la somme, sur les différentes classes de torseurs
versels ayant un point adélique, du volume d’'un domaine d’adeles convenable
(cf. également [Pe2]).

6.2. FORMULE EMPIRIQUE AMELIOREE. Dans I’étude des espaces de modules
de courbes rationnelles, les courbes tres libres sont caractérisées par le fait
que leurs pentes sont strictement positives. Comme nous allons le voir dans
les exemples qui suivent, dans le contexte arithmétique, les points d'une sous-
variété faiblement accumulatrice fixée semblent avoir une liberté qui tend vers 0.
Toutefois, les points vérifiant la condition [(x) < & pour un nombre réel € < 1
peuvent contribuer au terme principal du nombre de points de hauteur bornée,
méme dans le cas d'une variété homogene comme Pg, x Pg,. Cela nous amene
a considérer une condition plus faible dans la formule empirique suivante.

DEFINITIONS 6.11. On notera 2 l'ensemble des applications & de l’inter-
valle [1, +oo[ dans ]0, 1[ continues et décroissantes telles que

(i) L’application ¢ tend vers 0 en 4+00;

(ii) Pour tout o € ]0,1], 'application ¢ — log(t)®e(t) tend vers +oo en
+00.
Soit V' une belle variété de dimension n > 0 sur le corps de nombres K. On
suppose V munie d’'une métrique adélique. Soit € une application de Z. Pour
tout B > 1 on définit I’ensemble des points e-libres et de hauteur inférieure
aB:

V(K)i;éB ={zeV(EK)|H(z) < Betl(z)>eB)}.

Si un multiple de la classe du faisceau anticanonique w;l peut s’écrire comme
la somme d’un faisceau ample et d’un diviseur a croisement normaux stricts,
on dira que la variété est vaste>.

Remarque 6.12. Les fonctions e envisagée sont du type
t — max(1,log(log(t))) ™
pour un réel a > 0.

FORMULE EMPIRIQUE 6.13. Soit V une belle variété sur K de dimension stric-
tement positive et munie d’une métrique adéliqgue. On fait les hypothéses sui-
vantes :

(i) La variété V est vaste ;

3Le terme anglais < big > signifie une grande taille a la fois en hauteur et en largeur, le
terme < vaste > convient donc pour traduire une condition plus forte que la simple grosseur.
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(ii) Les groupes de cohomologie H*(V, Oy/) sont nuls pour i =1 ou 2;

(iii) Le groupe de Picard géométrique de V est un Z-module libre de rang
Jini;

(iv) Les points rationnels de V' sont denses pour la topologie de Zariski ;

On note t le rang de Pic(V). Pour une application € convenable de l'en-

semble 9,
(F) tV(K)j<p ~ C(V)Blog(B)"
lorsque B tend vers +0o00.

Remarque 6.14. A la connaissance de I’auteur, on ne dispose a ’heure actuelle
d’aucun résultat pour une variété V' dont la partie transcendante du groupe

de Brauer, c’est-a-dire I'image de I’extension des scalaires Br(V') — Br(V) est

non nulle. On n’a donc pas d’exemple permettant de confirmer que la constante
B(V) = H*(k,Pic(V)) est la bonne dans une telle situation.

6.3. LA DISTRIBUTION ASYMPTOTIQUE. Comme déja expliqué dans [Pel, §5]
la validité de la formule empirique pour tout choix de métrique implique
une équidistribution des points rationnels vis-a-vis de la mesure de probabi-
lité a densité continue obtenue en renormalisant la mesure introduite dans la
définition de la constante empirique.

Pour parler d’équidistribution nous allons commencer par rappeler quelques
notions concernant les mesures de comptage. Pour toute partie finie non vide
X de l'espace adélique, la mesure de comptage associée a X est la mesure

définie sur V(Ak) par
1
ox = — E Oz
X ﬂX )

reX
ol 0, désigne la mesure de Dirac en x. Soit B > 1; lorsque I’ensemble V(K)fqu

est fini et non vide, on note 5%23 la mesure ainsi associée a V(K)EéB.
DEFINITION 6.15. Sur 'espace adélique, sous les hypotheses (i) a (iv) de la
formule empirique 6.13, qui garantit en particulier que I'espace de Brauer-
Manin n’est pas vide, nous définissons également une mesure de probabilité
borélienne supportée par ’espace de Brauer-Manin a partir de la mesure wy :

1

IJ’V(U) = (-UV(V(AK)BY)

Remargue 6.16. Notons que si V(Ak)B" = V(Ak), cette mesure est le produit
des mesures py,, = mwu qui est convergent. Par le lemme 6.1, pour
presque toute place finie v, la mesure de probabilité py,, est donnée par la
mesure de probabilité définie par un modele ¥ de V' sur 0, caractérisée par la
relation

wV(U n V(AK)BY)

-1 _ 1X
(6) wy(m, (X)) = (G mb)

ou k parcourt les entiers entiers strictement positif et X les parties de
¥ (0, /mF), en notant 7, la réduction modulo m*. Cette remarque s’étend sans
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peine mutatis mutandis au cas o V(Ak)® = W x [I,¢s V(Ky), pour un

ensemble fini S' de places et une partie W ouverte et fermée dans [],. ¢ V(K,).

DISTRIBUTION EMPIRIQUE 6.17. Sous les hypothéses (i) a (iv) de la formule
empirique, pour toute application € de 2,

(E) 5?{13 — My
au sens faible lorsque B tend vers co.

Remarque 6.18. Cette distribution empirique implique que I'obstruction de
Brauer-Manin a I'approximation faible est la seule.

7. Compatibilité avec les exemples

7.1. L’ESPACE PROJECTIF

7.1.1. Minoration de la liberté. Nous allons tout d’abord donner une expression
pour la liberté d’un point de I’espace projectif et en déduire que cette liberté est
minorée par une constante strictement positive. Pour 'expression de la liberté,
nous allons d’abord fixer une métrique sur ’espace projectif, qui généralise
I'exemple 3.12. Soit 7 un entier strictement positif. Notons E = K"*!. Soit w
une place de K. On définit une norme || - ||,, sur F @k K., qu’on peut identifier
avec K1 par les formules :

1) llyllw = /Do yZ si w est une place réelle;
(ii) [lyllw =i ¢ yil* si w est une place complexe;
(i) [[yllw = maxogi<n ([yilw) sinon
pour tout y = (yo,...,yn) € K%, Aux places non archimédiennes, la norme
est donc définie par le Og-module ﬁﬁ“ et

deg(E) = (n + 1) deg(K) = 0.

Notons s : P(E) — Spec(K) le morphisme structural. Les normes précédentes
définissent une norme adélique sur le fibré vectoriel s*(F). En considérant le
fibré Opy (—1) comme un sous-fibré de s*(F), on peut munir Opy (—1) d'une
norme adélique. Mais le fibré tangent est canoniquement isomorphe a un quo-
tient de Opy (1) ®ﬁpﬁ s*(E), ce qui permet de le munir de la norme adélique
induite. Si F' est un sous-espace vectoriel de F, il est muni de la norme adélique
induite.

PROPOSITION 7.1. Soit x un point de l’espace projectif P™(K). Alors

n ) —n ge\g(F)
l(z) = _—
(=) n+1 o (codimE(F)h(x) ’
ou F décrit l’ensemble des sous-espaces vectoriels stricts de E contenant la
droite vectorielle correspondant a x et codimg(F) = dim(E) — dim(F).

Remarque 7.2. Si n = 1, 'unique F' qui intervient est la droite vectorielle
correspondant & x ce qui redonne [(x) = % + % = 1, formule qui découle
directement de la définition de la liberté dans ce cas.
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LEMME 7.3. Pour tout sous-espace vectoriel F' de E on a la relation
— deg(F) > 0.

Démonstration. Choisissons une partie I de 'ensemble {0, ...,n} de sorte que
la projection (xq,...,2,) — (2;)icr définisse un isomorphisme de K-espaces
vectoriels de F sur K9™(F)  Compte tenu des normes choisies, cette projec-
tion induit des projections orthogonales lorsqu’on tensorise par un complété
archimédien. L’image de l'intersection Mrp = F N ﬁﬁ“ est contenue dans

ﬁfgm(F). Donc
Vol(Fr/Mr) > Vol(K ®q R/ Oy )=,
On conclut en appliquant la remarque 4.2 0

Démonstration de la proposition 7.1. Notons D la droite vectorielle de E cor-
respondant & x. L’espace tangent & P"™(E) en z est canoniquement isomorphe
au quotient DV ® E/K ot I'injection de K dans le produit tensoriel DY @ E est
la composée de I'isomorphisme canonique de K sur DV ® D et du plongement
de DV ® D dans DV ® E. B

Soit F’ un sous-espace vectoriel de TpP™(FE). On note F’ son image inverse
dans DY ® E. 1l existe un unique sous-espace vectoriel F' de E tel que F' soit
DY ® F. L’espace vectoriel F” est donc isomorphe au quotient DV @ F/K. Cet
isomorphisme est compatible avec les normes adéliques choisies, il en résulte
que

deg(F') = deg(F) + dim(F) deg(D") = deg(F) — dim(F) deg(D)
D’un autre coté, la hauteur de x n’est rien d’autre que le degré arithmétique
de 'espace tangent en ce point, c’est a dire qu’elle est donnée par la formule

h(z) = —(n+1) d/eTg(D). Par définition du polygéne de Newton, on obtient que
le valeur de mr, py (n — 1) est donnée par

-_ (Ee?;w) — dim(F) deg(D) + (n + 1) deg(D)

n+1—dim(F) )—(n+1)(Te\g(D)

=— nd/eTg(D) + max (%) ,

ou F' parcourt I’ensemble des sous-espaces vectoriels stricts de E contenant D.

Par conséquent,
— deg(F) )

T,Py) = — deg(D) + mi
(T Pc) des( )+m}«ln <codim(F)

Compte tenu du lemme 7.3, cette quantité est positive. La définition de la
liberté de x et 'expression pour la hauteur de z donne les relations

I(z) = mun(Tm(PK)) = n—+1 +m}«ln <m>
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comme annoncé. O

COROLLAIRE 7.4. Awec la norme définie ci-dessus, la liberté d’un point ration-
n

nel de l’espace projectif de dimension n est minorée par R

Démonstration. Cela résulte de la proposition et du lemme 7.3. 0

Remarques 7.5. a) Ce résultat dépend de la métrique adélique choisie ; en effet,
il est possible de modifier une métrique adélique de fagon a donner une valeur
arbitraire dans [0,1] & la liberté d’un point fixé. Toutefois, compte-tenu du
lemme 5.3, pour tout espace projectif P de dimension n muni d’'une métrique

adélique et tout a@ < L=, 'ensemble

n+1’
{zeP(K)|l(z)<a}

est fini.

b) Notons également que si I'on choisit un sous-espace vectoriel strict F' de E,
alors la liberté d'un point  de P(F) C P(E) tend vers -5 lorsque sa hau-
teur tend vers 4oc0. Le lemme 7.7 qui suit montre que ce comportement est

< atypique >.

COROLLAIRE 7.6. Pour tout choix de métrique adélique, l’espace projectif
vérifie la formule empirique (F) et la distribution empirique (E).

Démonstration. Rappelons que e(B) tend vers 0 lorsque B tend vers +o0. Pour
la hauteur choisie dans ce paragraphe, compte tenu du corollaire 7.4, il existe
un nombre réel By tel que I’ensemble des points rationnels de I'espace projectif
vérifiant I(P) < e(B) soit vide pour tout B > By. Pour une hauteur arbitraire,
lorsque B > By, il résulte de la proposition 5.4 que tout point rationnel de
lespace projectif tel que I(P) < £(B) a une hauteur bornée par une constante
réelle. Le résultat découle alors des propositions 6.1.1 et du corollaire 6.2.17 de
[Pel], qui se basent en partie sur 1’étude de S. Schanuel [Sc]. O

7.1.2. liberté moyenne. Nous allons maintenant démontrer que le nombre de
points de lespace projectif dont la liberté vérifie [(x) < 1 — 7 est négligeable
devant B et donne donc une contribution négligeable.

PROPOSITION 7.7. Il existe une constante C > 0 telle que, pour tout n > 0 on
ait la majoration

tH{zeP"(K)|H(z)<Betllz)<l-—n}<CB"™
pour tout nombre réel B > 1.

Démonstration. Par la remarque 7.2, le résultat est vrai pour n = 1. On sup-
pose done n > 2. Compte tenu de la proposition 7.1, la condition I(z) <1 —17
est équivalente a l'existence d’un sous-espace F' de E de codimension ¢ qui
contient la droite D correspondant a x et tel que

n nd/eTgF
———s<1l-n
n+1  ch(x)
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c’est-a-dire

(7) ~deg(F) < = (=5 —n)hia).

Considérons un instant la grassmannienne Gr(n + 1 — ¢, E) des sous-espaces
de codimension ¢ dans E. L’espace tangent en un point F' est canoniquement
isomorphe & l'espace vectoriel Hom(F, E/F). On en déduit que la hauteur lo-
garithmique de F, relativement au fibré anticanonique de la grassmannienne
peut étre donné par

h(F) = —cdeg(F) + (n + 1 — ¢) deg(E/F) = —(n + 1) deg(F).

D’apres 'estimation du nombre de points de hauteur bornée sur la grassman-
nienne (cf. [FMT, §2]), il existe donc une constante C' telle que le nombre de
sous-espaces F' de codimension ¢ de E tels que — d/e\g(F) < log(P) soit majoré
par CP"*! pour tout P > 1.

D’autre part, pour un sous-espace F' fixé, on reprend la démonstration de
S. Schanuel dans [Sc]. Pour chaque classe d’idéaux @ dans Ok, on choisit un
idéal a de Ok représentant @. On considére alors I'ensemble 2(F,a, B) des
droites D C F avec H(D) < B pour lesquelles il existe (zo, . ..,z,) € DNOgH
tel que a = (x1,...,2,). Soit Ay le Okx-module a”1 N F; il forme un réseau du
R-espace vectoriel F' ®q R ; la longueur minimale d'un vecteur de A, admet
une minoration indépendante de F.

Pour toute place archimédienne w, notons F,, = F ®k K,,. On identifie g =
E®qR avec @, Fw. Soit

LoG: [[ Bw={0} = [ R

w]oo w]oo

w]oo

Iapplication (24 )wjee = (10g([|Zw|lw))w|eo €t soit o I'application linéaire sur
L =[], R donnée par (zw)uw|oo = 24|00 Tw €t PI la projection orthogonale
de L sur ker(o). Rappelons que Iapplication
roc: [[ K; =L
w|oo

donnée par (2w )w|oo — (108(|Tw|w))w|s envoie O sur un réseau A de ker(o).
On note A un domaine fondamental pour A dans ker(c), donné par une base
de A. On considere le domaine % définit par la relation

B = {y € H E,—{0} ‘ pr(LoG(y)) € A et o(LOG(y)) <0 }
w|oo

L’ensemble LOG™!(pr=!(A)) est le domaine fondamental pour Iaction du
groupe Oy modulo les racines de I'unité o (K) tel qu’il est défini par Schanuel
[Sc, p. 437]. L’ensemble £ est invariant par les applications de la forme

(8) (-Tw)w\oo = (Uw(xw))w\oo

ou 0y, est une isométrie de I'espace euclidien F,,.
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L’espace Fr = F'®qR, vu comme sous-espace de Fr est la somme directe des
Fy, = F ®k K, pour w | co. Il existe donc une famille d’isométries (0 )y|oo
telle que lapplication donnée par (8) envoie Fr sur Fygr, ou Fy est donné
par I'annulation des c¢ dernieres coordonnées. L’ensemble Br = F ®q RN A
est donc isométrique a l’ensemble Ar,. Le domaine #r est donc un domaine
borné dont le bord est une réunion finie d’images d’applications de classe ¢!
et le nombre d’applications lipshitziennes intervenant ainsi que les constantes
de Lipschitz ne dépend pas de F'.

Le cardinal de 'ensemble Z(F, a, B) est majoré par le nombre de points de A4
dans le domaine dilaté T' %, ou le nombre réel T' est défini par la relation B =
N(a) "~ 17EQI+1)  Dautre part, le réseau A, est un sous-groupe d’indice
fini de Apy . A Taide de [MV, p. 437, lemma 2], on obtient donc une majoration
du nombre de droites dans Z(F, a, B) de la forme

dim (F)
n+1 im —1
o ZEL ),
exp(— deg F)

A T'aide d’une sommation par partie on en déduit que le cardinal des droites
D avec H(D) < B qui sont contenues dans un sous-espace F' de codimension ¢
vérifiant (7) est majoré par

C(Bni(#l*’?)* ST 4 B(”“)%(#lﬂﬂ%)

= O(BY=n 4 BTt e,

La proposition s’obtient en sommant cette majoration sur ¢ € {1,...,n}. O

Remarque 7.8. Cette proposition implique que le cardinal de ’ensemble
P"(K)0x<log(s) = {2 € P"(K) | pimax () <log(B) }

est minoré par une expression de la forme C.B"(1=¢) pour tout € > 0. En effet,
sil(x) =1 —n, alors pimin(z) = h(z)(l —n) et donc

() < B@) — (1~ D) < 214 (0 1),

Par conséquent, si on pose ¢ = 1 — (1 4 (n — 1)n)~!, les conditions I(z) >
1 —net H(z) < B"'~9) entrainent la condition fi,a.(z) < log(B). Tl semble
raisonnable d’espérer que le cardinal de cet ensemble est en fait équivalent a
une expression de la forme C'(Py)B".

COROLLAIRE 7.9. La moyenne de la liberté, définie par

1
Qs 2 @

z€P™"(Q)u<B

converge vers 1 lorsque B tend vers +oc.
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Démonstration. Par la proposition précédente, pour tout n > 0, et tout B > 1,

1
12 ———— (x) =2 (1-=n)(1-CB™). 0
g iP™(Q)u<s Iepn%HgB ()= =t )

7.2. LE PRODUIT DE VARIETES

7.2.1. Préliminaires. Nous allons commencer par un lemme classique sur les
pentes d'une somme directe.

LEMME 7.10. Soient E et Es des espaces vectoriels munis de normes adéliques
classiques de dimensions respectives ny et na. On désigne par P (E1) et P (Es)
les polygones de Newton correspondants. Alors le polygone de Newton de la
somme F1 & Fy est

P (B & By) = P(E1) + P(Eo).
En particulier, on a la relation fin, tn,(F1 @ E2) = min(un, (E1), fin, (E2)).

Démonstration. Soit F' un sous-espace vectoriel de E; & F». Notons p; la pro-
jection de E7 @ Fs sur Ep. On a une suite exacte

0— EsNF — F — pi(F) — 0.

Par définition de la somme de fibrés adéliquement normés (c¢f. ’exemple 3.6
¢)), pour toute place w, la projection induite de (Ey & F2) @ K, sur By ® K,
est 1-lipschitzienne, et, par conséquent,

deg(F/(B2 N F)) < deg(pu(F)) et deg(F) < deg(B2 N F @ p1(F)).
Le polygone Z(E; @ Es) est donc 'enveloppe convexe de 1'ensemble des points
de la forme (dim(Fy) + dim(Fs), deg(F1) + deg(F»)) ol F; est un sous-espace

vectoriel de E; pour i € 1,2. Cela démontre la premiere assertion. Compte tenu
de la définition des fonctions m, on obtient I’égalité

mp,em,(n1 +ny — 1) = max(mp, (n1-1) + deg(E»), deg(B1) + mus, (na—1)).
La seconde relation en découle. O

7.2.2. Un cas particulier. Avant de passer au cas général du produit de deux
variétés, nous allons traiter le cas particulier d’un produit de droites projectives
qui illustre bien la notion de liberté.

PROPOSITION 7.11. Soit n un entier strictement positif. Pour toute applica-
tion € de 2, la variété (P )™ vérifie la formule empirique 6.15.
Démonstration. Dans cette preuve, V désigne (Pi)™. Le fibré tangent 7V
est isomorphe a la somme des images inverses des fibres ﬁp%< (2) et on mu-
nit V' de la métrique induite par les métriques utilisées pour Pj, suivant
Pexemple 3.6 ¢). Soit @ = (x1,...,x,) un point rationnel de V. L’espace tan-
gent T,V est isomorphe & @), T,,, Pk et on déduit du lemme précédent que
o () = ming<i<n (pa (z4)). Mais pq(z;) = h(z;) ce qui donne la formule

I(x) = nming<i<n (h(z;))

E?:l h(x;)
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Fixons B > 2 et € un nombre réel strictement positif. Il nous faut donc estimer
le cardinal de I’ensemble

{(l‘l,..., GPl

qu’on note V(K)féB, a partir de 'estimation de E. Landau [Lan]

H{z € PU(K) | h(x) <log(B) } = cB + O(B'~?)
avec ¢ = C(Pk) et & > 0. On fixe temporairement 7 avec 0 < n < 1. Soit
t= (tl, . ,tn) 6 RZ,. On écrit [t| =377 t;. On a donc
ﬁ{(ml,,_,,xn)epl(K)" (h 1<i< nEHtlat +77 }
1=1

— e ( 1)”+O(e|t\*5mln1gign(ti))
_ Cne\t\nn +O(€|t|7’]n+1) +O(e\t|—6min1<i<n(ti))-

On considere alors le simplexe compact A.(B) de RY, défini par I'inégalité

n

Zti < min(log(B), “ mnin t;).
i=1

€ 1<i<n

Notons que, si t € A.(B), le terme d’erreur de (9) est majoré par O(eltly+1) 4
0(6(1_65/ ”)M) Quadrillons maintenant RY, par des cubes de c6té 7 ; le nombre
de cubes rencontrant le bord de A.(B) est majoré par O((log(B)/n)"~1). En
faisant une comparaison entre somme et intégrale on obtient donc l’estimation

log(B)\"
V(K 7, =" /A( )e‘t‘dt +O(Blog(B)”n)+O<<—Og7§ )> Bl55/n>,
(B

les constantes implicites dans les O étant indépendantes de €. En prenant n =
B~9%/2n" on obtient un terme d’erreur en O(log(B)"B'~%/(2n")_ I’intégrale
vaut BP: (log(B)) ou P. est un polynome de degré n — 1 et de coefficient
dominant = o + O(g). En utilisant 1’égalité C(V) = ﬁcn, on en déduit
la formule empirique 6.13. O

Remarque 7.12. 1l convient de noter que cette démonstration donne un ex-
cellent controle du terme d’erreur, mais avec une constante différente, si on
considere les points de liberté strictement supérieure & un nombre réel € fixé.
En particulier, le polynome en log(B) dans ce cas ne provient que de U'intégrale
fAE(B) eltldt . Cette situation est en contraste avec I'étude faite par S. Page-

lot [Pa] de (Pg)7<p- En effet, dans ce cas, un calcul direct démontre que

chaque fibre verticale ou horizontale au dessus d'un point rationnel P de la

C(Py)

i) B dans l’estimation

droite projective a une contribution équivalente a
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asymptotique et contribue donc au deuxieme terme du polynome B. Minorer
la liberté des points décomptés par € majore cette contribution par

C(Py)

D) min(B, H(P)?/#).

7.2.3. Cas général. Revenons maintenant au cas général. Soient Vi et Vo de
belles variétés de dimensions respectives nj et ng strictement positives. On les
suppose munies de métriques adéliques. Pour ¢ € {1,2}, on note p; la projection
de Vi x V4 sur V;, h; la hauteur logarithmique définie par la métrique sur V; et
I; la fonction liberté associée. Comme le fibré tangent T'(V; x V2) est isomorphe
a la somme directe p;TVy @ psTVa, on peut munir V; x Vo de la métriques
induite sur la somme directe (¢f. exemple 3.6 ¢)).

PROPOSITION 7.13. Soient (x1,z2) € Vi x Va(K). Si hi(z1) ou ho(za) est
négatif alors l(x1,x2) = 0. Dans le cas contraire, on a la relation
min(lg(xg)hg(xg)/ng,ll(zl)hl(zl)/nl)

hi(x1) 4+ ha(x2) '

Démonstration. En effet, dans ce cas on a p,, (T, Vi) = hi(x;)l;(z)/n; pour
i € {1,2} et on applique le lemme 7.10. O

1(561,1'2) = (n1 +7’L2)

Remarque 7.14. Comme noté dans un cadre plus général dans la remarque 5.6,
si on fixe un point z; de V;(K), la liberte de y € p; ! (1) tend vers 0 quand sa
hauteur tend vers +oo.

On pose n = nj + no. Soient € et & des applications de ’ensemble Z introduit
dans la définition 6.11. On note &’ > ¢ si &/(B) > ¢(B) pour B > 1. Dans le
théoreme qui suit, on désigne par € une application de ’ensemble & qui vérifie,
en plus des conditions (i) et (ii) de la définition 6.11, la condition suivante :

(iii) L’application t + log(t)'/?e(t) est croissante.

THEOREME 7.15. On suppose que les variétés Vi et Vo vérifient les conditions
(i) a (iv) de la formule empirique et que, pour i € {1,2} et toute application &'

2
~ire2, on ait lestimation (F) :
2n ’

de l'ensemble P telle que ' >
tVi(K)ir, £p = C(Vi)Blog(B)" (1 + 0 (B)),
avec t; = rg(Pic(V;)). Alors on a expression
8V x Vo) (K)5dp = C(Vi x V) Blog(B)" 271 (1 + 0.(B)).

Démonstration. Quitte a remplacer ¢ par Dapplication donnée par
thin(%,s(t)), nous pouvons, sans perte de généralité, supposer qu’on
a l'inégalité £(1) < 3. Soit i € {1,2}. Etant donné une application &’ comme
dans D’énoncé du théoréme, lapplication de [1,+oc[ dans N définie par
B~ VZ(K)%,,zB est croissante. La condition I;(z) > ¢’(B) impose I'inégalité

H;(x) > 1, si bien qu'elle vaut 0 en 1. En outre, elle est égale & sa limite a
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droite en tout point, donc nulle sur un voisinage de 1. On peut donc poser,
pour t > 1,
Nier(t) = sup VilK)in <
’ B>t|C(Vi)Blog(B)'i~!
Cela définit une application décroissante qui converge vers 0 lorsque B tend
vers +00.

—1f.

Remarque 7.16. Si S est un ensemble fini d’applications € comme ci-dessus.
L’application définie par la relation 7; g(t) = max. es7;. jouit de propriétés
analogues.

Soit (21, x2) un point rationnel du produit. Par la proposition 7.13, la condition
l(x1,22) > e(B) implique tout d’abord que hi(x1) > 0 et ha(x2) > 0. Par suite,
elle implique également les inégalités
ni na
ll(l'l) 2 ?E(B) et lQ(SCQ) 2 ; (B)
On note dans la suite e; = “L¢ et e2 = “2¢. Nous allons découper la preuve en
une série de lemmes.

LEMME 7.17. Soit A € ]0,1[ et soit e’ = \e. Soit B > 1, pour tout P € [BY/?, B],
on a les inégalités

S (B) <(P) < 2:/(B),
et, pour tout P € [BEI(B), B], on a

£'(B) < €'(P) < +/¢'(B).

Démonstration. Les inégalités de gauche résultent du fait que e est supposée
décroissante. Comme ¢ — log(t)e’(t) est croissante, on a

log(BY/?)¢'(B/?) < log(B)e'(B)
ce qui donne la premiére majoration. De méme, 'inégalité
log(B='())'(B ) < /log(B)¢'(B)
permet de prouver la seconde. 0

LEMME 7.18. Le cardinal de l'ensemble des (x1,x2) € V1 x Va(K) vérifiant les
conditions

Hl(l'l) < 31/2, H2($2) < Bl/2, ll(xl) 2 El(B) et lg(l‘g) 2 EQ(B)
est, a une constante prés, magjoré par Blog(B)ttt2=2,

Démonstration. Le lemme précédent permet de majorer le cardinal considéré
par celui de ensemble des (x1,z2) € Vi x Va(K) tels que

1 1
Hi(z1) < B2, Hy(xy) < BY2, l1(21) > 551(131/2) et ly(2o) > 552(131/2)

et on applique les hypotheses du théoréme a %51 et %52. O

DOCUMENTA MATHEMATICA 22 (2017) 1615-1659



LIBERTE ET ACCUMULATION 1645

Par symétrie, compte tenu du dernier lemme, il nous suffit d’estimer le cardinal
de Pensemble des (x1,x2) € Vi x V5(K) tels que

Hl(acl)}Bl/Q, Hy(x1)H2(22) < B, et I(x1,22) > e(B).

La condition sur la liberté est la conjonction des deux conditions suivantes :
hi(x1) 4 ha(x2)

(i) h(z1) > e e1(B);
D) Do(g) > Tu(@n) +ha(za)
(ii) l2(22) > T () 2(B).

Sous les hypotheses Hy(x1) > B2, Hy(zs) > 1 et Hy(z1)Ho(22) < B, on a
hl(xl) =+ hQ(SCQ) hl(l'l) =+ hQ(SCQ) IOg(B) 4 1 IOg(B)

€[1,2] et

€ 5
hl(l'l) h2 ($2) 2h2(1‘2) hg(l‘g)
On introduit les quatres conditions suivantes
(i) L(w1) > e(B), (ip) li(z1) > 2e1(B),
B log(B) - log(B)
(iif) la(w2) > (2h2(1‘2) + 1) e2(B), (i) la(z2) > e ea(B).

)
Comme I3(z2) < 1, la condition (ii;) implique que Ha(za) > B2

Considérons maintenant les conditions
(iiif) la(z2) > ea(B) et Hy(az) > B
(iliy) la(za) = \/ea(B) et Hay(xz) = BV=2(B),
Alors, sous les hypotheses précédentes, on a les implications
(ip) = (i) = (i)

et

(iip) = (iip) = (i) = (ii}) = (iii}).
Pour P € [B%,B]7 on note N; (P, B) (resp. N; (P, B)) le cardinal des x; €
Vi(K) tels que Hy(x1) < P et qui vérifient la condition (i};) (resp. (iz)). On
note & (B) (resp. & (B)) I'ensemble des x5 € Va(K) tels que Hy(zs) < B2
et qui vérifient la condition (iii};) (resp. (iii5)). Le nombre qui nous intéresse
est minoré (resp. majoré) par

B 1
N, (———,B)—N;(B2,B
Z ( 1<H2.’L'2)7 ) 1( 2, )>7
2€8, (B)
(resp. par
B
- Hy(x2)
w2€8, (B)

En appliquant une nouvelle fois le lemme 7.18, nous constatons que la contri-
bution de 37, o+ Ni (B2, B) est négligeable devant Blog(B)f1+2~1 1l nous
reste a estimer la somme pour le terme principal.
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LEMME 7.19. Il existe une application 0} : [1, 400 — R décroissante et tendant
vers 0 en +oo telle que

Ni(P, B)
C1(V)Plog(P)h—1

pour Ny € {N*,N;'}, B> 1 et P € [B%,B].

-1/ < ni(B)

Démonstration. Comme P € [B% ,B], le lemme 7.17 donne les inégalités
1e1(P) < e1(B) < £1(P). En appliquant la remarque 7.16 & I'ensemble S =
{%51, €1, 21} on obtient une application décroissante 71 de sorte que les termes
d’erreur du lemme soient majorés par 7;(P). L’application 7} : B + 11 (B/?)
satisfait alors la conclusion du lemme. 0

Ce lemme nous permet donc de nous ramener a estimer

2 Hzng) og <H2](3$2)>t!1

12€E(B)

pour & € {&", & }. On considere Iapplication fp : [1, B2] — R définie par
P L (log(B) —log(P))"~*. On note g7, (resp. g5) l'application qui & P €
[1, B2] associe le cardinal des z € Va(K) tels que Ha(z) < P et ly(x) > e2(B)
(resp. la(x) = /e2(B)). En utilisant les notations des intégrales de Stieltjes
(cf. [Te, §1.0.1]), les sommes ci-dessus se mettent donc sous la forme

(10) / fB(u)dgp(u) = [fB(U)gB(U)]gis) */ fp(w)gs(u)du,

B¢ (B) Be'(B)
ou & € {es,/ea} et gp € {gf, g5} ; légalité vient de la formule d’Abel qui

s’écrit ici comme une intégration par partie.

LEMME 7.20. Il existe une application 0} : [1,+00[ = R décroissante et tendant
vers 0 en 400 telle que

95(P)
C(V)Plog(P)

pour B>1, P e [BEQ(B),B%] et gp € {gg,gg}-

e 1‘ < m5(B)

Démonstration. Comme P € [B=2(B) B3], le lemme 7.17 donne les inégalités
e2(P)? < e2(B) < e2(P). En appliquant la remarque 7.16 & I'ensemble S =
{€3,e2,/2,}, on obtient une application décroissante 7z de sorte que les termes
d’erreur du lemme soient majorés par 1z (P). L’application 5 : B + no(B2(5))
satisfait alors la conclusion du lemme puisque l'application B — log(B)e2(B)
est croissante et tend vers 4-0o en +00. U

Fin de la preuve du théoreme 7.15. La dérivée de l'application fp est donné
par fp(t) = =1/t si t; =1 et par

Fi() = 3 ((loa(B) — Tog(t))" ™ + (11 — 1)(108(B) — log(1))""~?)
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si t1 > 2. Il résulte du lemme 7.20 que

1

[fe(w)gp(u)] e < fe(B*)gp(B?)
< C(Va)log(B%)" ' log(B=)"~ (1 + nj(B))
< C (Vo) log(B)" 12 72(1 4 15(B)).

Ce terme est donc négligeable devant log(B)" %=1, D’autre part, pour tous
nombres réels A, i tels que 0 < A < p < 1 et pour tout entier m > 1, on a les
égalités

/ %(log(B) —log(u))™ tulog(u)2~'du

o [T (- 28) " () a(558)
= log(B)"+m~! /ja —u)" a2 .

Comme les applications e et /g5 convergent vers 0 en 400, le terme de droite
de (10) est équivalent &

1

C(Va) log(B)hTt2—1 /2 (1 —w)rty2"1du.
0

Le cardinal de I'ensemble des (21, 22) € Vi x Va(K) tels que
Hi(z1) > B2, Hy(z1)Hy(z2) < B, et I(z1,22) > e(B)

est donc équivalent a

N[

C(V1)C(V2)Blog(B)t1+t2—1/ (1 —w)tr~tut2du.
0

Par symétrie, le cardinal de 'ensemble des (z1,22) € V1 x V2(K) tels que
Hy(x3) > BY?, Hy(z1)Ha(z2) < B, et I(a1,72) > e(B)

est équivalent a

1
C(W)C(Vg)Blog(B)tlﬂrl/ (1— w)h a2~ ldu.

1

2

Mais compte tenu des propriétés de la fonction béta, on a 1'égalité

' t1—1, ta—1 _ (tl — 1)!(t2 — 1)!
/O(l—u) u du_—(t1+t2—1)! )

Il nous reste pour conclure & rappeler la formule suivante (cf. [Pel, proposi-
tion 4.1]) :
(t1 — 1)(t2 — 1)!

CVix V) ===~ 1)

C(V)O(Ve). O
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Remarques 7.21. a) Le terme d’erreur donné par cette démonstration est ex-
plicite mais assez pitoyable, en particulier si on le compare avec celui obtenu
dans le cas particulier d’'un produit de droites projectives. Nous manquons ac-
tuellement d’exemples pour savoir quel résultat optimal pourrait étre attendu
ici.
b) Notons que I’ensemble défini par

V(E) par<s = {2 € V(K) | pmax() < log(B) }.
aurait I'avantage de se comporter mieux avec le produit de variétés puisque
I'ensemble Vi x V2(K),,.. <iog(B) est tout simplement le produit des ensembles
Vi(K) pa <log(B)-
7.2.4. E‘quidistribution. L’équidistribution au sens de la distribution empi-

rique 6.17, est également stable par produit. On conserve les notations
précédant le théoreme 7.15.

THEOREME 7.22. On suppose que les variétés Vi et Vo vérifient les conditions
(i) a (iv) de la formule empirique et que, pouri € {1,2} et toute application &' €

2 telle que € > 57ze? la variété V; vérifie la formule empirique (F) et la

distribution (E). Alors Vi x Vo vérifie également (E).

Démonstration. Compte tenu de [Pel, §3] et du théoreme précédent, il suffit de
vérifier que, pour tout bon ouvert W C V; x V5(Ak), c’est-a-dire tout ouvert
dont le bord OW est de mesure nulle pour la mesure adélique, le cardinal de
Pensemble (Vi x Vo(K) N W)g L 5 est équivalent

a(V1 X ‘/g)ﬁ(vl X ‘/g)lesz (W n V(AK)BT)Blog(B)t!-HQ_l.

En outre, il suffit de le démontrer pour les ouverts qui sont de la forme W7 x Wy
ou Wi (resp. Wa) est un bon ouvert de V; (resp. V2). La démonstration s’obtient
alors en remplacant simplement V;(K) par V;(K) N W; pour ¢ € {1,2} dans la
démonstration du théoreme 7.15. g

7.3. COMPATIBILITE AVEC LA METHODE DU CERCLE. Il est connu que les
résultats de la méthode du cercle sont compatibles avec la version initiale du
principe de Batyrev et Manin ([FMT, §1.4] et [Pel, corollaire 5.4.9]) en prenant
comme ouvert de Zariski la variété elle-méme. La difficulté ici, comme dans le
cas de l'espace projectif, est donc de démontrer que les points de petite liberté
et de hauteur bornée donnent une contribution négligeable.

Soit V' une intersection complete lisse de m hypersurfaces de degrés respec-
tifs dq,...,d,, dans lespace projectif P¥ avec d; > 2 pour i appartenant a
{1,...,m}. On pose |d| = >_"", d;. On suppose que la dimension n = N —m
de V vérifie n > 3. Rappelons que, dans ce cas, le torseur universel de V' s’iden-
tifie au cone épointé W C Aﬁ“ —{0} au-dessus de V. On note 7 la projection
de W vers V. On munit I'espace projectif de la méme métrique adélique qu’au
paragraphe 7.1. Le fibré tangent de V est alors un sous-fibré de I'image inverse
de TP sur V et on le munit de la métrique adélique induite.
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PROPOSITION 7.23. Soit x € V(K) et soit y € 7~ (x). Alors la liberté l(x) est
donnée par l’expression

n [ deg(T, W) — deg(F) |  —
) max <O,m};n ( nt 1= dim(F) ) - deg(D)>

qui, a un terme O(h(lm)) pres, peut s’écrire

n_ (0, b (m —Jd|— (N 41— |d|>cTeE<F>/h<x>>>

N+1-—|d| n+1—dim(F)
ot F' décrit 'ensemble des sous-espaces stricts de T,W contenant y.

Remarque 7.24. Par la remarque 4.7 b), & un terme en O(ﬁ) pres, il suffit

de considérer les hyperplans F' de T,,W. La condition I(z) < &(B) se traduit
donc essentiellement par I'existence d'un hyperplan F' C T, W tel que

— e(B) |d—-1-n
—deg(F)g( +N+1|d|)h(x)'

Cette condition peut étre vue comme l'existence d’un < petit > vecteur dans
le réseau dual du réseaun T,W N ZN+1,

Démonstration. Notons E = K"t! et D la droite de I’espace vectoriel E cor-
respondant au point z. L’espace tangent T,V s’identifie alors au quotient de
l'espace DY @ T,W par DY @ D. Soit F’ un sous-espace de T,,V. Il existe un
unique sous-espace F de T,V contenant D tel que F’ corresponde par 'iden-
tification précédente au quotient de DY @ F par DV ® D. Par conséquent,

deg(F') = deg(F) + dim(F) deg(D") = deg(F) — dim(F) deg(D).
Or h(zx) vaut (Te\g(TIV) = (TeTg(TyW) —(n+1) d/eTg(D). Par conséquent, la pente

minimale p, (7, V) est donnée par la formule

. (ae\gm,m — (n+ 1) deg(D) — (deg(F) — dim(F) geg(m))
F n— (dim(F) — 1)

= min

<£gan—£aﬂ>_a@p)

n+1—dim(F)
En divisant par h(z)/n, on obtient ’expression de la liberté. Pour la deuxieme
expression, il suffit de remarquer que
[h(z) + (N + 1 — |d]) deg(D)|
est majoré par une constante puisque le fibré anticanonique est isomorphe a

Oy (N +1—|d)). 0

Remarque 7.25. Contrairement au cas de l'espace projectif, on ne peut
évidemment pas espérer, en général, trouver de minimum absolu strictement
positif pour la liberté. Par exemple, P! x P! se réalise comme une quadrique
déployée et on a vu que la borne inférieure de la liberté dans ce cas est nulle.
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De méme, si on considere une surface cubique, les points sur les 27 droites de
la surface ont forcément une liberté nulle a I'exception pres d’un nombre fini
d’entre eux.

PROPOSITION 7.26. Soit Q une quadrique projective lisse de dimension n > 3
sur Q, Alors pour tout application € de l’'ensemble &, on a l’équivalence

1Q(Q)5is ~ C(Q)B
quand B tend vers 400.

Démonstration. Compte tenu de [Pel][corollaire 5.4.9] qui repose sur le résultat
trés général de Birch [Bir], il suffit de démontrer que dans ce cas particulier, le
nombre de points z de la quadrique vérifiant H(x) < B et I(z) < e(B) sont en
nombre négligeable. Dans ce cas particulier, la formule de la proposition 7.23

donne 1nd/e7g(F)/h(fE)> +O( 1 )

n+1—dim(F)

l(x)}l—l—mﬁin( e

Soit W C A’éﬂ — {0} le cone épointé au-dessus de la quadrique Q. Soit y
un représentant de x dans Q"*!. La condition /(z) < &(B) implique donc
I'existence d'un sous-espace vectoriel F' de T, W de codimension 1 dans cet
espace tel que

~deB(F) < O+ —e(B) los(B).

En reprenant le raisonnement fait pour démontrer la proposition 7.7, le nombre
de tels sous-espaces est majoré a une constante pres par B “2e(B) et chacun
d’entre eux contient au plus C’B#+1 points = avec H(z) < B, ce qui permet
de conclure. 0

Remarque 7.27. Malheureusement, cette preuve ne s’étend pas directement au
cas du degré d > 3.

8. Compatibilité avec les contre-exemples

L’objectif de cette partie de I’article est de vérifier que la condition sur la liberté
détecte bien les mauvais points. Nous allons donc passer en revue un certain
nombre de contre-exemples connus & la question initiale de Batyrev et Manin et
analyser la liberté des points rationnels des variétés faiblement accumulatrices
dans chacun de ces cas.

8.1. RAPPELS SUR LES PARTIES ACCUMULATRICES. Commencons par rappeler
quelques notions concernant les sous-ensembles accumulateurs. Pour les ensem-
bles minces, on étend la définition de Serre [Se2, §9.1] de la fagon suivante :

DEFINITION 8.1. Soit V une bonne variété sur le corps de nombres K, une
partie mince de V(K) est une partie M telle qu’il existe un morphismes de
variétés m: X — V qui vérifie les deux conditions suivantes :

(i) La partie M est contenue dans I'image 7(X (K));
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(ii) La fibre de 7 au point générique est finie et application 7 n’a pas de
section rationnelle.

Remarque 8.2. Il convient de noter qu’avec cette définition, ’ensemble des
points rationnels d’une courbe elliptique est mince. En effet en choisissant un
systéme de représentants (P, . .., P;) du quotient fini £(K)/2E(K), on définit
I’application 7 : ]_[le E — E qui envoie un point P de la ¢-eme copie de E sur
2P + P,

D’apreés [Se2, §13.1, théoreme 3|, dans l’espace projectif, la contribution du
nombre de points de hauteur bornée d’un ensemble mince est négligeable. Du
point de vue du programme de Batyrev et Manin, un ensemble mince qui ne
vérifie pas cela est pathologique. Définissons cela plus précisément.

DEFINITION 8.3. Soit V une bonne variété sur K munie d'une métrique adélique
et soit M une partie mince non vide de V(K). On dit que M est faiblement
accumulatrice si pour tout ouvert U de V pour la topologie de Zariski qui
rencontre 'adhérence de M, il existe un ouvert de Zariski non vide W de V(K)
tel que

7 {MNUK))u<s

BEIEOO ﬂ(W(K))HgB

la limite supérieure étant considérée dans R U {+o0}.

> 0,

Les contre-exemples connus a la question initiale de Batyrev et Manin pro-
viennent d’ensembles minces faiblement accumulateurs qui sont denses pour la
topologie de Zariski.

8.2. LES SURFACES. Dans le cas des surfaces, les ensembles accumulateurs
connus sont donnés par des courbes exceptionnelles, que nous définissons ici
comme les courbes rationnelles lisses d’auto-intersection négative. Nous parle-
rons de belle surface pour une belle variété de dimension 2.

PRrROPOSITION 8.4. Soit S une belle surface sur K et soit L une courbe excep-
tionnelle de S. Alors I(x) = 0 pour tout point x de L(K) en dehors d’un nombre

fini.

Démonstration. Par la formule d’adjonction, on a la relation
deg(wy) = L.L+ L.wg

ou le point désigne le degré d’intersection. Comme L est une courbe rationnelle
exceptionnelle, on en déduit que L.wgl < 2. Fixons un isomorphisme ¢ : Pi —
L. On obtient I'inégalité u1(¢) + pua(p) < 2. Mais I'application T'¢ fournit un
morphisme non nul de Op; (2) dans ¢*(T'S), ce qui prouve que p1(p) > 2 et
donc pa(p) < 0. On applique alors la proposition 5.8. O

Remarque 8.5. La proposition indique que pour toute application € appartenant
4 2, le cardinal de I'intersection de 'ensemble S(K)% L 5 avec L(K) est majoré

par une constante indépendante de B.
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8.3. LES FIBRATIONS. Rappelons que le contre-exemple de V. V. Batyrev et
Y. Tschinkel [BT2] repose sur le fait géométrique que, dans une fibration,
le rang du groupe de Picard d’une fibre peut varier en étant éventuellement
supérieur au rang du groupe de Picard de la fibre générique, auquel cas le
nombre de points sur chacune de ces fibres peut faire apparaitre une puissance
de log(B) supérieure a celle attendue pour ’ensemble de la variété. Nous allons
maintenant voir que le fait d’imposer en outre une minoration sur la liberté
borne la hauteur des points considérés dans une fibre donnée si bien qu’il n’y
a plus de contradiction entre le nombre de points esperé dans une fibre et celui
espéré pour la variété.

PROPOSITION 8.6. Soit X et'Y de belles variétés de dimensions respectives m
et n avec n < m. Soit ¢ : X — 'Y un morphisme dominant. Soit € une applica-
tion de 2. 1l existe une constante C' telle que, pour tout point rationnel y de 'Y
qui n’est pas une valeur critique pour @, tout point x de Xy(K)fqu vérifie

H(x) < min(B, (CH(y)) =),

Démonstration. Cela découle de la proposition 5.5 et du fait que la liberté de
y est majorée par 1. O

Remarque 8.7. Le minimum est donné par le deuxieme terme des que
1 ne(B

H — B
(y) < 8

Calcul 8.8. Nous allons maintenant tenter d’expliquer comment cette proposi-
tion apporte conjecturalement une réponse au contre-exemple de V. V. Batyrev
et Y. Tschinkel. Ce contre-exemple est donné par I’hypersurface X de P?é X P%
d’équation Z?:o Y;X? = 0. Notons ¢ : V — P% la seconde projection. Pour
tout point y = (yo : y1 : y2 : y3) de P3(Q) on désigne par X, la fibre correspon-
dante qui est une surface cubique non singuliere si H?:o y; # 0. L’application
H: X(Q) — R définie par
H(x,y) = Hs(x)Hs(y)*,

avec la hauteur Hs de I'exemple 3.12, est une hauteur sur V relative au fibré
anticanonique. On note T I'ensemble des points y € P3(Q) en lesquels la fibre
X, est non singuliere et a un groupe de Picard de rang strictement supérieur
a 1. Pour tout y € T', on note Uy le complémentaire des 27 droites de X,. On
fera I’hypothese qu’il existe une constante C, > 0 vérifiant

U, (Q)n<s < CyBlog(B)°
pour y € T et B > 2 et qu’il existe un nombre § > 0 tel que
> ¢, <B™
{yeT|H(y)2B}

Cette hypothese est, a la connaissance de ’auteur, compatible avec le compor-
tement attendu pour le nombre de points de hauteur bornée sur une surface
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cubique. Choisissons 0 < 1 < % Sous les hypotheses précédentes, on obtient
les majorations

> U Qs

yeT

< > Cy(CH(y)) ™™ log(B)® + > C,Blog(B)®
{yeT|H(y)<B=B)} {yET|H(y)>Bn=(B)}

< O'C=tny gng(1+e(B) log(B)® + ¢’ B*~19¢(5) 1og(B)°®,

pour une constante C’ convenable. Compte tenu de la condition (ii) intro-
duite dans la définition 6.11 pour l'ensemble 2, le terme B'~7°(5)log(B)°
est négligeable devant B. En prenant n < 2, les conditions (i) et (ii) de cette
définition assure que le premier terme est également négligeable devant B. Sous
I’hypothese faite sur les fibres dont le groupe de Picard est grand, la condition
de minoration de la liberté rendrait donc bien négligeable la contribution de
cet ensemble mince.

Remarque 8.9. Il est important de noter que la liberté d’un point ne distingue
pas les points dans les < mauvaises » fibres, c’est-a-dire celles pour lesquelles
le rang du groupe de Picard est strictement plus grand que 1. Du point de
vue de la liberté, tout point de grande hauteur au-dessus d’un point de petite
hauteur est considéré comme < mauvais >. De prime abord, on peut croire que
c’est un défaut de cet invariant. Néanmoins, 'appartenance a une fibre dont le
groupe de Picard est grand n’est pas stable par extension de corps. En fait, de
ce point de vue, tout point est potentiellement mauvais : il suffit de passer a
une extension qui déploie 'action du groupe de Galois sur le groupe de Picard
de la fibre; a contrario, la liberté d’un point rationnel est stable par extension
de corps.

8.4. DES EXEMPLES DE C. LE RUDULIER. Dans sa these, C. Le Rudulier a
construit de nouveaux contre-exemples a la question initiale de V. Batyrev et
Y. Manin [Ru]. Ces exemples sont des espaces de modules de Hilbert pour des
surfaces.

8.4.1. Le cas du produit de droites projectives. Nous allons commencer par
rappeler les détails d’'un de ces contre-exemple. On considere la variété V
définie comme le schéma de Hilbert des points de degré deux sur la surface
S = P& x Pg. On note Y le produit symétrique Sym?(S). La variété Y
est singuliere le long de I'image A de la diagonale de S? et le morphisme de
Hilbert-Chow f : V' — Y est une désingularisation de Y. On dispose également
du morphisme de projection g : S — Y. On note Z = f~!(A). L’ensemble
M = f~1g(S*(Q))) — Z(Q) est une partie mince dans V mais dense pour la
topologie de Zariski. D’autre part, on a un morphisme

Py Sme(P}Q) X P(l;z -V
provenant de ’application
(PQ)* x Pg — (Pg x Pg)?
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donnée par ((x,y),z) — ((x, 2), (y, z)). On obtient également un morphisme
D2 P(IQ X Sme(P}Q) -V
par symétrie. On notera Z’ I'adhérence de la réunion des images de p; et ps

dans V. L’ensemble Uy = V = Z U Z’ est un ouvert de Zariski non vide de V.
Le théoreme 5.1 de [Ru] contient le résultat suivant :

THEOREME 8.10 (C. Le Rudulier). Il existe un nombres réel ¢ > 0 tel que pour
tout ouvert non vide U de V' contenu dans Uy on ait les équivalences

8U(Q)NM)p<p ~ cBlog(B)®
et
$(U(Q) = M) p<p ~ C(V)Blog*(B),
quand B tend vers 400.

Remarque 8.11. Comme le rang du groupe de Picard de V vaut 3, le terme de
droite de la seconde équivalence correspond au comportement espéré pour la
version raffinée du principe de Batyrev et Manin.

Les points de I’ensemble mince M peuvent étres caractérisés de la fagon sui-
vante : on considere le morphisme de variétés

A: Sym*(Pg) = PG — PQ

définie par A(a : b: c) = (a® : b> — 4ac : ¢*). On obtient alors par composition
un morphisme qu’on note A

V — Sym?(S) — (Sym?(Pg))2 2 P,

On définit de méme Ay : V' — Pg. On note également [ : Pg, — Pg, 'applica-
tion définie par (u : v : w) — (u? : v? : w?). Les éléments de M sont les éléments
de V(Q) dont les images par Ay et As sont dans I'image de l'application OJ.
Le calcul fait dans le paragraphe précédent pour les fibrations s’applique aussi
bien a A; qu'a Ay, si bien que la liberté d’un point d’une fibre fixée de A; ou
de A, tend vers 0.

Remarque 8.12. Cet argument repose de facon cruciale sur le fait que le rang
du groupe de Picard de Pg, x Pg, est strictement supérieur a 1. Cet argument
peut étre étendu aux autres surfaces de Del Pezzo dont le groupe de Picard
vérifie cette condition.

8.4.2. Le cas du plan projectif. Dans ce paragraphe, la lettre V désigne le
schéma de Hibert des points de degré deux sur le plan projectif. On note
également Y le produit symétrique Sym? (PQQ) et f de V vers Y le morphisme
de Hilbert-Chow qui est I’éclatement de Y le long de I'image A de la diagonale.
On désigne par g la projection de (Pg)? dans Y et par Uy le complémentaire de
F71(A) dans V. Soit M = f~(g(P?(Q)?)) N Up(Q). L’ensemble M est mince
mais dense dans V pour la topologie de Zariski. D’apres [Ru], on peut choisir
une hauteur H relative a w‘jl sur V' de sorte qu’on ait la relation

H(P) = Hs(z)*Ha(y)®
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pour tous x,y € P?(Q) et tout P € V(Q) tel que f(P) = g(z,y). Rappelons
Ienoncé du théoreme 3.7 de [Ru] :

THEOREME 8.13 (C. Le Rudulier). a) Pour tout ouvert U non vide de V, on
a l’équivalence

8
sUQ)NM)u<p ~ WBlog(B).
lorsque B tend vers +0o00.
b) On a léquivalence

$1(Uo(Q)— M)u<p ~ C(V)Blog(B).
Nous allons en démontrer un corollaire :
COROLLAIRE 8.14. a) Pour tout fermé strict F de V on a
1(F(Q) N M)a<p = o(Blog(B)).

b) Pour tout ouvert non vide U de V', il existe une hauteur H relative a l'opposé
du fibré canonique sur 'V telle que le quotient

1U(Q)u<n
Cy(V)Blog(B)

ne converge pas vers 1 lorsque B tend vers +oo, ot Cy(V) désigne ici la
constante empirique associée a la norme adélique choisie sur le fibré w;l.

Remarques 8.15. a) La premiere assertion signifie que la partie M n’est pas
réunion de sous-variétés faiblement accumulatrices et ne peut donc pas étre
détectée par une méthode de récurrence sur la dimension.

b) La seconde assertion implique que la formule (2.3.1) de [Pel] n’est pas
vérifiée, bien que la réponse a la question initiale de Batyrev et Tschinkel soit
positive dans ce cas.

Démonstration. La premiere assertion du corollaire est une conséquence de
lassertion a) du théoreme de Cécile Le Rudulier. Pour I’assertion b) nous allons
nous inspirer d’une idée de D. Loughran, en nous basant sur le lemme suivant :

LEMME 8.16. Il existe une partie fermée F de V(Aq) qui contient M et qui
est de mesure nulle pour toute mesure définie par une norme adélique sur w‘;l.

Démonstration. Le schéma de Hilbert considéré est défini sur Z[1] avec une
bonne réduction en tout nombre premier impair. Soit p un nombre premier
impair. Dans V(F,), il y a trois types de points :

a) Ceux sur I'image inverse de A

b) Ceux correspondant & des paires de points distincts de P%(F,);

¢) Les points de degré deux dans P%q.

On note N, (p), Ni(p) et N.(p) le cardinal des trois ensembles correspondants.
Ils sont donnés par

(1+p+p)p+p?)
2

Na(p) = (L+p+p*)(1+p), Ni(p)=
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et

En particulier Ny(p)/8V (F,) converge vers 1/2 lorsque le nombre premier p
tend vers +o0. Notons V4 (p), pour p premier impair, ’ensemble des points de
V(Qyp) qui se réduisent modulo p en un point de type b). Alors 'ensemble

F=VR)xV(Q)x [[ V)
pE{2,00}

est une partie fermée de V(Aq) qui contient M et de mesure nulle pour toute
mesure induite par une norme adélique sur w;l. 0

Fin de la preuve du corollaire 8.14. Soit U un ouvert non vide de V. On rai-
sonne par ’absurde en supposant que pour tout choix de norme le quotient
converge vers 1. Par la démonstration de l'assertion (c) de la proposition (3.3)
de [Pel], les points de U(Q) vérifie la propriété (Ey) de [Pel, §3]. En appli-
quant cela au complémentaire du fermé F' donné par le lemme précédent, il en
résulte que le quotient

1(U(Q) N M)ugp
tU(Q)n<s

tend vers 0 quand B tend vers +o0o, ce qui contredit l'assertion a) du théoreme
de C. Le Rudulier. 0

En ce qui concerne les pentes, contrairement au cas précédent, on ne dispose
pas d’'un morphisme de variétés ¢ qui permette d’utiliser la proposition 8.6
et qui vérifie en outre (M) # o(V(Q)). Toutefois, I'application qui & une
paire de points distincts {P;, P>} associe la droite projective (P P2) définit un
morphisme surjectif de variétés V. — P%Q dont la fibre au-dessus d’une droite
projective D est isomorphe & Hilb?(D), ¢’est-a-dire & un plan projectif. Compte
tenu de la proposition 8.6, il existe une constante C' de sorte que, pour tout
point  de M donné par une paire {P;, P»} contenue dans une droite D du
plan projectif, la condition I(z) > &(B) implique

2

H(P\)H(P,) < CH(D)=5 .

Cette condition ne découle pas d’une condition de la forme I(Py, P2) > &'(B) ou
(Py, P2) est v comme un point de P?(Q)2. Il n’y a donc plus de contradiction
directe entre le résultat connu pour (Pg)? et celui espéré pour V. Toutefois
je n’ai pas réussi a démontrer que le cardinal M f{é p est effectivement de la
forme o(Blog(B)) ce qui prouverait que les pentes permettent d’écarter assez
de mauvais points dans ce cas particulier. Une étude plus approfondie de ce cas
mériterait d’étre faite.
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9. Conclusion

A Tissu de ce travail, 'auteur est persuadé que les pentes de I'espace tangent
donnent effectivement un indicateur fidele permettant de détecter les points qui
s’accumulent. Toutefois il est encore difficile de prédire avec certitude quelle
condition précise se révelera la plus efficace pour poursuivre le programme
de Batyrev et Manin. Deux criteres de nature différente apparaissent ici :
la condition I(x) > e(B), qui vient s’ajouter a la condition de hauteur, et
la condition pimax(z) < log(B). Si le second point de vue ameéne un change-
ment de paradigme plus profond, il peut étre plus naturel. Une troisieme solu-
tion consisterait a imposer une minoration sur la pente minimale de la forme
tmin(2) = nlog(log(B)). Cette solution qui peut étre plus facile a vérifier dans
certains cas a I'inconvénient que I’ensemble des < bons > points diminue avec B,
elle n’a donc pas été retenue par I'auteur pour des raisons métamathématiques.
Seule I’étude d’autres cas permettra de trancher définitivement.

Références

[Art] E. Artin, Uber eine neue Art von L-Reihen, Abh. Math. Semin. Univ.
Hamburg 3 (1924), n° 1, 89-108.

[BM] V. V. Batyrev et Y. I. Manin, Sur le nombre des points rationnels de
hauteur bornée des variétés algébriques, Math. Ann. 286 (1990), 27-43.

[BT1] V. V. Batyrev et Y. Tschinkel, Rational points of bounded height on
compactifications of anisotropic tori, Internat. Math. Res. Notices 12
(1995), 591-635.

[BT2]

, Rational points on some Fano cubic bundles, C. R. Acad. Sci.
Paris Sér. I Math. 323 (1996), n°® 1, 41-46.

[BT3] , Tamagawa numbers of polarized algebraic varieties, Nombre et
répartition de points de hauteur bornée, Astérisque, vol. 251, SMF, Paris,

1998, pp. 299-340.

[Be] P. Berthelot, Généralités sur les A\-anneauz (exposé V), Théorie des inter-
sections et théoreme de Riemann-Roch (SGAG6), Lecture Notes in Math.,
vol. 225, Springer-Verlag, Berlin, 1971, pp. 297-364.

[Bir] B. J. Birch, Forms in many variables, Proc. Roy. Soc. London 265A
(1962), 245-263.

[Bo] T. Borek, Successive minima and slopes of Hermitian vector bundles over

number fields, J. Number Theory 113 (2005), n°® 2, 380-388.

[Bos] J.-B. Bost, Algebraic leaves of algebraic foliations over number fields,
Publ. Math. LH.E.S. 93 (2001), 161-221.

[BC] J.-B. Bost et H. Chen, Concerning the semistability of tensor products in
Arakelov geometry, J. Math. Pures Appl. (9) 99 (2013), n° 4, 436-488.

DOCUMENTA MATHEMATICA 22 (2017) 1615-1659



1658 EMMANUEL PEYRE

[BK] J.-B. Bost et K. Kiinnemann, Hermitian vector bundles and extension
groups on arithmetic schemes. I. Geometry of numbers, Adv. Math. 223
(2010), n° 3, 987-1106.

BL] T. Browning et D. Loughran, Varieties with too many rational points, a
g g
paraitre dans Math. Zeit. (2016).

[De] P. Deligne, La conjecture de Weil I., Publ. Math. LH.E.S. 43 (1974),
273-307.

[FMT] J. Franke, Y. I. Manin et Y. Tschinkel, Rational points of bounded height
on Fano varieties, Invent. Math. 95 (1989), 421-435.

[Ga] E. Gaudron, Pentes des fibrés vectoriels adéliques sur un corps global,
Rend. Semin. Mat. Univ. Padova 119 (2008), 21-95.

[Lan] E. Landau, Einfihrung in die elementare und analytische Theorie der
algebraischen Zahlen un der Ideale, Teubner, Leipzig, 1927.

[LTT] B. Lehmann, S. Tanimoto et Y. Tschinkel, Balanced line bundles on
Fano varieties, & paraitre dans Journ. Reine und Angew. Math. (2016).

[Ma] Y. I. Manin, Le groupe de Brauer-Grothendieck en géométrie diophan-
tienne, Actes du congres international des mathématiciens, Tome 1
(Nice, 1970), Gauthiers-Villars, Paris, 1971, pp. 401-411.

[MV] D. Masser et J. D. Vaaler, Counting algebraic numbers with large height
II, Trans. Amer. Math. Soc. 359 (2007), n°® 1, 427-445.

[NSW] J. Neukirch, A. Schmidt et K. Wingberg, Cohomology of number fields,
Grundlehren der mathematischen Wissenschaften, vol. 323, Springer-
Verlag, Berlin, 2000.

[Pa] S. Pagelot, Etude de la distribution asymptotique fine des points ration-
nels de hauteur bornée, Texte non publié, 2009.

[Pel] E. Peyre, Hauteurs et mesures de Tamagawa sur les variétés de Fano,
Duke Math. J. 79 (1995), n® 1, 101-218.

[Pe2] , Terme principal de la fonction zéta des hauteurs et torseurs uni-
versels, Nombre et répartition de points de hauteur bornée, Astérisque,
vol. 251, SMF, Paris, 1998, pp. 259-298.

[Pe3] , Obstructions au principe de Hasse et a Uapproximation faible,

Séminaire Bourbaki 56-éme année, 2003/04, n°® 931.

[Ro] D. Roessler, Lambda-structure on Grothendieck groups of hermitian vec-
tor bumdles, Israel J. Math. 122 (2001), 279-304.

[Ru] C. Le Rudulier, Points algébriques de hauteur bornée sur une surface,
http ://cecile.lerudulier.fr/Articles/surfaces.pdf (2013).

DOCUMENTA MATHEMATICA 22 (2017) 1615-1659



LIBERTE ET ACCUMULATION 1659

P. Salberger, Tamagawa measures on universal torsors and points of
bounded height on Fano wvarieties, Nombre et répartition de points de
hauteur bornée, Astérisque, vol. 251, SMF, Paris, 1998, pp. 91-258.

S. H. Schanuel, Heights in number fields, Bull. Soc. Math. France 107
(1979), 433-449.

J.-P. Serre, Corps locauz, Actualités scientifiques et industrielles, vol.
1296, Hermann, Paris, 1968.

, Lectures on the Mordell-Weil theorem, Aspects of Mathematics,
vol. E15, Vieweg, Braunschweig, Wiesbaden, 1989.

G. Tenenbaum, Introduction o la théorie analytique et probabiliste des
nombres, Institut Elie Cartan, Vandoeuvre les Nancy, 1990.

J. L. Thunder, An adelic Minkowski-Hlawka theorem and an application
to Siegel’s lemma, J. reine angew. Math. 475 (1996), 167-185.

A. Weil, Adéles and algebraic groups, Progress in Mathematics, vol. 23,
Birkhaiiser, Boston, Basel, Stuttgart, 1982.

Emmanuel Peyre

Institut Fourier
Université Grenoble Alpes
CS 40700

38058 Grenoble cedex 09
France

Emmanuel. Peyre@Quniv-
grenoble-alpes.fr

DOCUMENTA MATHEMATICA 22 (2017) 1615-1659



1660

DOCUMENTA MATHEMATICA 22 (2017)



