SYSTEMES INDUCTIFS COHERENTS DE D-MODULES
ARITHMETIQUES LOGARITHMIQUES,
STABILITE PAR OPERATIONS COHOMOLOGIQUES

DANIEL CARO

Received: April 23, 2016
Revised: August 8, 2016

Communicated by Takeshi Saito

ABSTRACT. Let V be a complete discrete valuation ring of unequal char-
acteristic with perfect residue field, P be a smooth, quasi-compact, sep-
arated formal scheme over V, Z be a strict normal crossing divisor of P
and P* := (P, 2) the induced smooth formal log-scheme over V. In Berth-
elot’s theory of arithmetic D-modules, we work with the inductive system

(o). (pm (m)

of sheaves of rings @?t = (SD;; )men» where D is the p-adic completion

Pt
of the ring of differential operators of level m over P!. Moreover, he intro-
duced the sheaf D;n 0= lim SDg';? ®z Q of differential operators over P? of
) —

finite level. In this paper, we define the notion of (over)coherence for com-
plexes of @g:t) -modules. In this inductive system context, we prove some
classical properties including that of Berthelot-Kashiwara’s theorem. More-
over, when Z is empty, we check this notion is compatible to that already

known of (over)coherence for complexes of D;D Q—modules.
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INTRODUCTION

Soit V un anneau de valuation discrete complet d’inégales caractéristiques (0, p), de
corps résiduel parfait. Soient P un V-schéma formel séparé, quasi-compact, lisse et
P sa fibre spéciale. Pour tout entier m € N, Berthelot a construit dans [Ber96b]| le
(m)

faisceau d’anneaux D.,” des opérateurs différentiels sur P de niveau m. En le com-

(m)

plétant p-adiquement, on obtient le faisceau d’anneaux @? . On dispose de plus des

morphismes canoniques de changement de niveaux @g") — @STH) (voir [Ber96bl]),
ce qui donne le systeme inductif d’anneaux @g:) = (@g’”)meN. Berthelot construit le

faisceau des opérateurs différentiels de niveau fini en posant D;D = llmD ®Z Q.

Par tensorisation par Q et passage a la limite sur le niveau, on obtient le foncteur
noté lim: D°(D D)) — Db(SDT o)+ Afin d’obtenir un foncteur pleinement fidele qui

factorise ce foncteur lim, Berthelot a introduit la catégorie l_,QQ () 5 ) qui est une lo-

callsatlon de Db(D( )) Il a défini la sous-catégorie pleine des complexes cohérents

de l_,QQ ) qu’il note l_,QQ con D )). Il a alors établi que le foncteur lllg induit
I equlvalence de catégories

(*) 11_I]>"1 l&%,coh(ﬁg Dcoh(QTfP,Q)'

;
Dy )

(D ) des complexes surcohérents. Par définition, un complexe & de

Nous avions défini dans [Car04] la sous-catégorie pleine notée DP°
de D"

coh

surcoh (

Dgoh(ﬂfp@) est surcohérent s’il vérifie la propriété suivante : pour n’importe quel
morphisme lisse f: P’ — P, pour n’importe quel diviseur 77 de la fibre spéciale de P,
ona ('T")o f'(€) € Db, (D, @) o ("T”) est le foncteur de localisation en dehors

coh
de T'. Si € est un objet DP SDT o) et &) est un objet de LDQ coh(@g;)) tel que

1_11)1 ( ) 5 €, il n’est pas ev1dent que &(®) vérifie les mémes propriétés de stabilité

surcoh (

que €. La raison est que pour tout objet F(*) de L_Qa(@g;)) la propriété que h_n;l (3"('))
soit cohérent n’implique pas que F (*) soit cohérent.

Soient Z un diviseur & croisements normaux strict de P, P* := (P, 2) le schéma for-
mal logarithmique lisse sur V induit et 7 un diviseur de P. Toutes les constructions
des faisceaux des opérateurs différentiels ci-dessus restent valable en rajoutant des
singularités surconvergentes le long de T (voir [Ber96b]) ou en rajoutant des singu-
larités logarithmiques (voir [Mon02] ou [Car09]]). Dans ce papier, nous introduisons
de maniére analogue la notion de (sur)cohérence pour un complexe de D(®( ) (T))

Pt
ou de Dz’oh(D;t( T)g) (pour ce dernier, on retrouve la notion usuelle de surcohé-
rence lorsque Z est vide). Nous étendons aussi quelques propriétés standards de la
théorie des D-modules arithmétiques a ce contexte logarithmique de systémes induc-
tifs, notamment le théoréme de Berthelot-Kashiwara (voir le théoréme[5.3.7)). En no-

tant L_Q}é surcoh (@g) (T)) la sous-catégorie pleine de L_Q}é coh(@g) (T)) des complexes
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1518 DANIEL CARO

surcohérents (la notion de surcohérence lorsque Z est non vide n’est pas intéressante),
nous vérifions que I’on dispose de 1’équivalence de catégories

(**) 13 lg@ surcoh EP)(T)) = surcoh(gT( )Q)

Le point crucial de cette équivalence (**) est le théoréme[3.3.1ldont le corollaire[3.3.2]
signifie que si la localisation en dehors d’un certain diviseur 7 de P de I’image par
li_n)l d’un complexe cohérent &(®) reste cohérent, alors la localisation en dehors de ce

diviseur T de &(*) reste cohérent. Pour comprendre la pertinence fondamentale de cette
équivalence de catégories dans les problemes de stabilité en théorie des D-modules
arithmétiques, on peut aussi consulter la remarque[5.4.9]

N

Précisons a présent le contenu de ce papier. Notons M (@gn) (T)) la catégorie des

@gt) (T)-modules (toujours & gauche par défaut). Dans le premier chapitre, en loca-

lisant la catégorie M (@(3;11) (T)) de maniére identique a Berthelot pour les complexes,
on introduit la catégorie L_]\/{@(SADg;g (T)). Nous vérifions que c’est une catégorie abé-
lienne quotient a la Serre de M(@gg (T)). Dans le second chapitre, nous définissons
les objets de L_]\/{Q(ﬁgﬁ) (T)) qui sont cohérents a lim-ind-isogénies prés. Cette notion
de cohérence 2 lim-ind-isogénies prés est locale sur P¥, ce qui est la motivation prin-
cipale de son introduction. De plus, en notant DCOh L_]V{@ ) la sous-catégorie

pleine de D( (LMo D?ﬁ (T))) des complexes dont les espaces de cohomologie sont
cohérents a lim-ind-isogénie pres, on vérifie I’équivalence canonique de catégories de
la forme

l@&b,coh (@((]: coh lﬂ@

Nous établissons aussi un des résultats techniques utiles dans la preuve du résultat
central du troisieéme chapitre (i.e. le théoreme[3.3.T1déja évoqué ci-dessus) qui est que

pour vérifier qu’un morphisme de LQE} coh(ﬁgn) (T)) soit un isomorphisme, il suffit de

le prouver pour ses espaces de cohomologie calculés dans L_A/(@(@gg (T)), ce qui nous
ramene ainsi au cas des modules.

Dans le troisieme chapitre, nous rappelons et étudions le foncteur de localisation en
dehors d’un diviseur puis nous établissons le point clé de ce papier évoqué ci-dessus
concernant la stabilité de la cohérence par foncteur de localisation en dehors d’un
diviseur. Dans le quatrieme chapitre, nous rappelons la construction des foncteurs co-
homologiques a support strict dans un fermé et de localisation en dehors d’un fermé de
[Car04] (ou de [[CT12] avec des structures logarithmiques) et complétons, lorsque cela
est utile, la vérification de certaines de leurs propriétés (qui étendent celles de [Car04]]
au cas logarithmiques), notamment concernant la fonctorialité. Enfin, dans le dernier
chapitre, nous définissons la notion de surcohérence dans le contexte des systemes in-
ductifs de D-modules arithmétiques logarithmiques et établissons I’équivalence ().
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NOTATIONS

Dans ce papier, on désigne par V un anneau de valuation discréte complet d’inégales
caractéristiques (0, p), k son corps résiduel supposé parfait, K son corps des fractions
et T une uniformisante. Les faisceaux seront notés par des lettres calligraphiques, leurs
sections globales par la lettre droite associée. Les modules sont par défaut a gauche.
On notera avec des chapeaux les complétions p-adiques et si € est un faisceau en
groupes abéliens alors on posera g := € ®z Q. Soient A un faisceau d’anneaux sur
un espace topologique X. Si * est I'un des symboles +, —, ou b, D*(A) désigne la
catégorie dérivée des complexes de A-modules (a gauche) vérifiant les conditions
correspondantes d’annulation des faisceaux de cohomologie. Lorsque 1’on souhaite
préciser entre droite et gauche, on précise alors comme suit D*(2A) ou D*(A"). On
note D°, (A) la sous-catégorie pleine de D(A) des complexes a cohomologie cohé-
rente et bornée. On suppose (sans nuire a la généralité) que tous les k-schémas sont
réduits et on pourra confondre les diviseurs avec leur support.

Les V-schémas formels (logarithmiques) seront indiqués par des lettres calligra-
phiques ou gothiques et leur fibre spéciale par la lettre droite correspondante. Par
défaut, tous les schémas ou schémas formels seront quasi-compacts. On se donne
de plus P un V-schéma formel séparé, lisse (et quasi-compact), T un diviseur de P,
Z un diviseur a croisements normaux strict sur P et P := (P,2) le V-schéma for-
mel logarithmique lisse dont la log-structure est donnée par Z. Si 4l est un ouvert de

P, on notera U* := (41,2 NLL). Pour alléger les notations, on notera alors @g’;) (T):=

@.(JT) (T)®o, @g’;) ,oll @.(JT) (T) désigne les faisceaux d’anneaux construits par Berthe-

lot dans [Ber96b, 4.2.3] et Dg’;) est le faisceau des opérateurs différentiels de niveau m
sur P (voir [Ber96bl 2.2] pour la version non-logarithmique ou [Car09} 1] en général).
On fixe Ap: N — N une application croissante telle que Ag(m) > m. On pose alors

@g;n)(T) = @g“’(m))(T) et @(ﬂz)(T) = @g;n)(T)@o,y@(ﬂz). Nous verrons d’ailleurs a
posteriori (voir2.2.6et2.3.4), que I’hypothése Ay = id ne nuit pas a la généralité. En-
fin, si f: X — P (resp. f*: X! — P?) est un morphisme de V-schémas formels (resp.
logarithmiques) lisses, pour tout entier i € N, on note f;: X; — P; (resp. fl.u: Xl.m — Pl.u)

le morphisme induit modulo 7'+!. On pose enfin Dg?) (T):=V/m* @y @g’?(T) =

By (T) @0, DY et DU () := B (T) @0, D
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1 LOCALISATIONS DE CATEGORIES DERIVEES DE SYSTEMES INDUCTIFS SUR LE
NIVEAU DE D-MODULES ARITHMETIQUES

1.1 RAPPELS ET DEFINITIONS DE BERTHELOT DANS LE CAS DES COMPLEXES

Nous utiliserons dans ce papier toutes les notations qui suivent :

1.1.1 (Catégories localisées de la forme LDg de Berthelot). On rappelle ici les
constructions de Berthelot de [Ber02, 4.2.1 et 4.2.2] (Ce sont des cas particuliers
pour simplifier la présentation de cette introduction [Ber02]]). On dispose du sys-

teme inductif d’anneaux SB%:E(T) = (@g’?(T))meN (les morphismes de transition

sont construits de maniere analogue a [Ber96b]). Nous disposons de la catégorie

dérivée Dt(fbgg(T)), ou § € {0,+,—,b}. Les objets de D(@gn)(T)) seront notés
&) = (&lm o) ot m,m' parcourent les entiers positifs tels que m’ > m, ou &™)

fgg) (T)-modules et alm'm): glm) _y e(m') gont les morphismes

@g’? (T)-linéaires de transition.

est un complexe de D

e Soit M I’ensemble filtrant (muni de la relation d’ordre canonique) des applica-
tions croissantes : N — N. Pour toute application ), € M, on note x*(E(')) =

(&(m) px(m')=x(m)q(m'.m)) “On obtient en fait un foncteur x*: D(@;;J(T)) —

D(@gt)(T)) de la maniere suivante : si f(*): £(*) — F(*) de D(@gﬁ)(T)) le
morphisme de niveau m de y*f(®) est f™. Si x1,%2 € M, on calcule que
Xioxs = (%1 +x2)*. en particulier %} et x5 commutent. De plus, si }1 < X2,
alors on dispose du morphisme canonique x}(£(*) — x3(&(®)) défini par
pralm=xim . elm) _y e Un morphisme f(*): &) — F(*) de D(ibg:t)(T))
est une ind-isogénie s’il existe } € M et un morphisme g(*): F*) — x*&(*) de
D(Dg:g(T)) tels que les morphismes g(*) o £(*) et *(f(*)) 0 g(*) de D(Dg:g(T))
sont les morphismes canoniques (on prend %; = 0 et X2 = %). L'ensemble
des ind-isogénies est un systeme inductif (cela découle de la proposition
[Har66} 1.4.2] et du lemme [[.1.2] ci-dessous). La catégorie obtenue en locali-

sant Dt(@gg (T)) par rapport aux ind-isogénies se note Qyt@(@gr) (T)).

e Soit L I’ensemble filtrant (muni de la relation d’ordre canonique) des ap-
plications croissantes A: N — N telles que A(m) > m. Pour tout A € L,
on note A*(&®) = (g(l(m)),(x(k(m’)al(m)))m?m. Si A1,A; € L, on calcule
que AfoAj = (A1 oA2)*. De plus, si A < Ay, on dispose alors du mor-
phisme canonique A} (E(*)) — A%(€(*)) défini au niveau m par le morphisme
aP2(m)hi(m) . e(hi(m) _y e(P2(m) Comme pour [Ber02} 4.2.2], on note AfI’en-
semble des morphismes f(*): £(®) — F(*) de Q)(’j@(@gﬁ)(ﬂ) tels qu’il existe
A € L et un morphisme g(*): F(®) — 1*&(*) de g@(fbgt)(T)) tels que les mor-
phismes g(*) o £(*) et A*(f(*)) 0 g(*) de QQ(ﬁ(.)(T)) sont les morphismes ca-

Ppi
noniques (i.e. on prend A; = id et Ay, = A). Par commodité pour en référer,
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convenons que les morphismes de A% sont les « lim-isomorphismes ». On vé-

rifie que A® est un systéme multiplication (2 nouveau, utiliser [Har66, 1.4.2] et
[LT.2). La catégorie obtenue en localisant D(t@(Dg)t) (T)) par rapport aux lim-

isomorphismes sera notée LQQ 3;3 (T)).

e Siy <2 dans M et A} < A, dans L, on obtient alors par composition le mor-
phisme canonique Ajyj — A5x5. De plus, en considérant %; oA comme un
élément de M, on obtlentl égalité Ay} = (1 ©A1)*A}. On note S* I’ensemble

des morphismes f(*): £(*) — F®) de Dn(ﬂgpn)(T)) tels qu'il existey e M, A € L
et un morphisme g(’) s T s xrel®) de D(@gt) (T)) tels que les morphismes

o f®) et Mx*(f*) o gl®) de D(@gn)(T)) sont les morphismes canoniques.
Les morphismes de S* sont appelés les « lim-ind-isogénies ». De méme que pour

Al on vérifie que S* est un systéme multiplicatif. Plus précisément, cela découle
de la proposition [Har66} 1.4.2] et du lemme[I.1.2]ci-dessous.

LEMME 1.1.2. Pour tout §'*) € Dn('ﬁgn)(T)), notons
Hgo), Ig(e); g Dt(@g:g (T)) — 2Ab

les foncteurs cohomologiques a valeur dans la catégorie des groupes abéliens définis
respectivement en posant pour tout &*) € Dt(iDg:t) (7))

(o) wxele)
HQ(’ ( ) ]vlg Hom ’( ))(9 aX E )a

XEM
() prel®
I (E®)) = = lim Hom,, B)r ))(9 AFES)), (1.1.2.1)
AeL
Tgo (€)= lim lim Hom, ) ) (51, 10 "€%).
AEL XYM

Soit f: € — F(*) un morphisme de Dﬁ(ﬂ(?n)(T)). Le morphisme f(*) est une ind-

isogénie (resp. un lim-isomorphisme, resp. une lim-ind-isogénie) si et seulement si
Hge) (f(')) (resp. Ig () (f(’)), resp. Jg(e) (f(’))) est un isomorphisme pour tout §(*) €

7 (®)
D*(D ot (T)):
Démonstration. 0) Les deux autres cas se vérifiant de la méme maniere (on omet soit

les % soit les A), traitons seulement le dernier cas respectif.
1) Supposons que f(') € S*. 11 existe alors xo9 € M, Ay € L et un morphisme

g F© k*x*c‘l *) de D(@(ﬂ:t)(T)) tels que les morphismes g(®) o f(*)

A (F ) *) de D(D D) ;(T')) sont les morphismes canoniques.

a) Verlﬁons que Jg@ (f(' ) est injective. Soit un morphisme u®: GO — pryeel®)
o) —

tel que A**(f*)) o u(®) = 0. Il s”agit de vérifier que, quitte 2 augmenter A et , alors
u®) = 0. Quitte 2 augmenter o, %, Ao ou A, on peut supposer que A = Ag et =
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%o © Ao (on remarque que ¥ o Ay € M et sera toujours considéré comme un élément
de M). Il en résulte KB(XO oXo)*(g!®)) o A5(x0 0 ho)* (£*)) o ul*) = 0. Cela signifie que
le morphisme u( ). g A (%o © lo) &(*) composé avec le morphisme canonique
A5 (oo ho)*E®) — b (0 0 ko) *AgxiE(®) est le morphisme nul. Quoique les foncteurs
Aj et (xooAo)* ne commutent pas, on dispose cependant du diagramme commutatif
de foncteurs dont tous les morphismes sont les morphismes canoniques

(X()O}\,())* 4>7\6(X007L0)* —>7\,6(X007L0)*X6 (1122)
v A A
(o0 ko) Ay =———=AXo — = AXoXo
v ¥
(X0 ° o) A5x5 AGXOXo-

En appliquant Ajj au diagramme on vérifie alors qu’en composant le mor-
phisme u(*) avec le morphisme canonique A (%o © Ao) e — A5G (Xo © ko)*xz‘)e(’),
on obtient le morphisme nul. Ainsi la classe de u(*) dans I (8(')) est nulle.
b) Vérifions la surjectivité de Jg () (£1*)). Soit un morphisme v(*): G(®) — Lxy*F(*)
Qultte a augmenter X0> X> Ao ou A, on peut supposer que A=A et X X0 ©Ao. Posons
=1 (g*) ov(®): GO = Qs (0 0ho) A € = AgAixius €®). En utilisant de
nouveau la commutativité de [[.L1.2.2] auquel on a apphque A, on vérifie de méme la
classe de u(*) s’envoie sur la classe de v(*) via Jg (£*)).

2) Supposons a présent que Jg) ( £(*)) soit un isomorphisme quelque soit §(*) €
Dt(@(ﬂ:g(T)). Comme J4 ) (f<')) est en particulier surjectif, il existe alors ¥y € M,
Ao € L et un morphisme g(*): F(*) — Asxs£(*) de D(D( )( T)) tel que le morphisme
Aoxs(f*)ogl®) de D(@(')(T)) est le morphisme canonlque. Le foncteur Jg () (f(*))

envoie la classe de g o £(*) sur la classe de kgxz‘)(f(’ yogl® o f(®) qui est aussi la
classe de f . Comme J(g () (f( )) est en particulier injectif, la classe de g of est

égale ala classe del’ 1dent1te de &*). Quitte 2 augmenter Ao et Xo, il en résulte que le
morphisme g f est le morphisme canonique. O

1.1.3. Un morphisme f(*): &) — F(*) de Q)@(@gﬁ)(T)) est représenté par un

morphisme ¢(*): &(%) —> X 5"( ) pour un certain ), € M. De plus, deux morphismes
(])E') e — 1T et (]) ) = 05T de D(D(g:t)(T)) induisent la méme fleche
de Q)@(Dfpﬁ)(T)) si et seulement s’il existe %, > 1,2, tels que les deux fleches com-

(o) (o)
posées &(*) L XT&"(’) = F®) et ) ¢L> Xz&"(') — x*F(®) soient égales. Pour

résumer, pour tous &(*), F(*) ¢ Q)@(@gg(ﬂ), on dispose de la formule

(&), Fl0)) = lim Hom (&) F ). (1.1.3.1)

&) o D))
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De méme, on dispose, pour tous &(*), F(*) e S*'D(@(ﬂ:t)(T)), de I’égalité :

. () _ () A *nk(e)
Homsle(D;:g(T))(E ) = 1_n>11_n)nH0m j:ﬁ(T))(E AT (1.1.3.2)

AEL XEM

.1.4. 1. Soient yy € M et f*0: &) - X () un morphisme de
D(D g>t)( ). S’il existe Yo € M et un morphisme g®: ) X*S(’) de
( )

les morphismes canoniques, alors f () est une ind-isogénie.

2. Soienty; € M, Ay € Let f1®): &) — iyt F®) un morphlsme de D('Dfpﬁ)(T))
S’il existe Yo € M, \ € L et un morphisme g( ): @) M E®) de D(@g)t) (T))

tels que les morphismes AiX;(g )y o f(®) e k;xz(f )Y o g(®) sont les mor-

phismes canoniques dans S~ lD(@gpn) (T)), alors f'*) est une lim-ind-isogénie.

Démonstration. 1) Traitons d’abord la premiere assertion. a) Dans un premier temps
supposons X1 = 0, i.e. X} = id. Par hypothese, il existe alors y > x> tel que g of
composé avec la fleche canonique x;E( ) — x*&(®) soit la fleche canonique dans
D(D(ﬂ:t)(T)) et tel que 3(f(*)) o g(® composé avec la fleche canonique 3;F*) —
x*F*) soit la fleche canonique dans D(Dgg(T)) En notant 4(*) le composé de g(’)
avec le morphisme canonique x;E(') — x*&(®), on vérifie alors que A(*) o f(*)
x*(f*)) o h(®) sont dans D(@gﬁ) (T)) les morphismes canoniques.

b) Revenons a présent au cas général. En composant deux fleches consécutives de

la suite &%) x*&"( ) — x’fx;éi(’) —) xlxz(xlff"(’)) on obtient les mor-
f<’) i () X (F)

phismes canoniques dans g%(@gg(ﬂ) D’ou le résultat d’apres le cas a) traité ci-

dessus.

2) Pour la seconde assertion, on procede de maniere analogue : on traite d’abord le

cas oll A; = id et )1 =0, puis le cas général (on remplace partout ¥ par Ay, pour

i=1,2). O

LEMME 115 On dispose de [’équivalence canonique de catégories
St lDﬁ Lg@ )) qui est ’identité sur les objets.

Démonstration. Comme le foncteur canonique Dt(ﬂ(yt) (7)) — Q)(ﬁ@(@( )(T)) envoie
une hm 1nd 1s0gen1e sur un lim-isomorphisme, le foncteur canonique D* (D(Tt) (T)) —
l_,QQ ?ﬁ se factorise canoniquement en le foncteur S§%~ 'Dﬁ(SDSPﬁ) (1)) —
L_Q(ﬁ@(ﬁgﬁ) (T)) Réciproquement, comme une ind-isogénie est en particulier~une lim-
ind-isogénie on bénéficie du foncteur canonique D’ (D( )( T)) — Su’lDu(ﬂgﬁ)(T)).

20

Soit f(*) ) — () un morphlsme de D(t@(D(Tg( )) tel qu’il existe A, € L et un

morphisme g( ) F@) 5 e de Do(D ;3( ) tels que g o f(*) et A5(f*)o
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g(') sont les morphismes canoniques. Il existe x; € M tel que f(') soit repré-
senté par un morphisme de Dt(D(Tt)( )) de la forme ¢(*): £(®) — x5 F(*). 11 existe
Y2 € M tel que g son représenté par un morphisme de Dt(@gg (T )) de la forme
y(®): gl x*k* . On vérifie alors que ¥} (\p(°)) 00l et 3A5(¢(*) o w®) sont
dans l_)>f@(iD( (T)) (et donc dans S~ 'Dt(ZD( (T))) les morphismes canoniques.
D’apres le lemme[L.T.412] on en déduit que (]) est une lim-ind-isogénie. O

1.1.6. Il decoule du lemme [ T.3let de[[.1.3.2lque I’on dispose, pour tous &(*), F(*) ¢
l_,Q ), de I"égalité :

Hom

() & (#) Y g(e)
(&) gy = li lim Hom,, .())(8 ACFE. (1.1.6.1)

()
LDo(D (7)) Nel. xeht
Remarques 1.1.7. e Soit ¢*) ) — F*) un morphlsme de D(@g)n)( )). Grace a
ma 1 (resp et[l, ,6) on Verlﬁe alors que ¢(*) est un isomorphisme dans
QQ( ( ) (resp. Lg(@ T))) si et seulement si ¢*) est une ind-isogénie
(resp. (]) € 9).

e On déduit du premier point qu’un complexe &(*) de D(ﬁ(') (T)) est isomorphe
a 0 dans D@(CD( (T)) (resp. LD@(SD( (T))) si et seulement s 11 existe y € M

(resp. x e M et A € L) tels que la fleche canonique €(*) — x*&(®) (resp. &(¢) —
Ay *E(*)) est le morphisme nul.

1.2 POINT DE VUE DE LA CATEGORIE DERIVEE D’UNE CATEGORIE ABELIENNE
QUOTIENT A LA SERRE

1.2.1. Notons M(@g:g(T)) la catégorie des @(ﬂ:t)(T)-modules. Les @gn)(T)-modules
seront notés &(*) = (8(”’),()((’”/””)), ol m,m’ parcourent les entiers positifs tels que
m' > m, o €™ désigne un @%)(T)—module et amm ;. glm) _y (m) sont les mor-
phismes 55;';) (T)-linéaires de transition. Pour tout ) € M, on note de maniére ana-
logue a [T x* (&) := (&m) prtm)—x(m)g(m'.m)y "En fait, on obtient le foncteur
X M(@gﬁ)(T)) — M(@(ﬂ:t)(T)), ce dernier étant I’identité sur les fleches entre les

modules au niveau m fixé. De plus, comme pour [LI.I] pour tout A € L, on note
A(E)) = (3(7»("1)),(x(k(m’),l(M))),

Comme pour [LT.T] on définit le systeme multiplicatif des ind-isogénies (resp. des
lim-ind-isogénies) de M(@g:t)(T)) et on note MQ ( )) (resp. S~ 1M(®( )(T)))
la catégorie localisée par les ind-isogénies (resp. par les lim-ind-isogénies). Comme
pour [LT.1] (on remplace ici I’utilisation de [Har66| 1.4.2] par [KS06, Exercice 7.5]),

on déﬁnit le systéme multiplicatif des lim-isomorphismes de Mg (@(ﬂ:t) (T)) et on note

L_A/( ) 1a catégorie localisée.
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Tous les résultats entre le lemme[[.1.3let les remarques[T.1.7restent valables pour les
modules & la place des complexes. Par exemple, de maniere identique a- on vé-

rifie I’équivalence canonlque de catégories S~'M (D Lﬂ@ ). Ainsi,
les objets de L_]\/{Q T)) sont ceux de M(Q( )(T)) et ses ﬂeches sont comme pour
[L1.6.Tldonnées par la formu]e pour tous &(® ) e L_IV{
H ¢ )y = lim lim H g EC AT (121
oMy (BT - *)) = lim lim Hom ;3(7))( ALTF) )

AEL XEM

1.2.2. En remplagant D paI D, on deﬁnit de maniére identique a[l.2.1lles catégories

M (D( ) 1M ) et L_]\/{Q ). De méme, les résultats
entre le lemme mret 1es remarquesm sont toujours valables dans ce contexte.

LEMME 1.2.3. Le foncteur canonique Iﬂ@ ) — [:QQ ) est pleine-
ment fidéle.

Démonstration. Cela résulte du fait que I’application

Hom &® A*x*F*)) — Hom e iyt Fe)

M@f,:t)m)( D@f,:gw»(

est bijective et que I’on dispose des égalités[[LT.6.Tet[[2.T.11 O

LEMME 1.2.4. Soth(@g:t) (T)) la sous-catégorie pleine de M(@g:t) (T)) des modules
nuls dans LMq(D 4 (T)).

1. La catégorie N(@gﬁ) (T)) est une sous-catégorie de Serre de M(ZBM (T)).

2. On dispose de [I’égalité : (ZD(.( /N( ( ) = S"M(SB%Q(T)) =
L_]\/{ ~(') . En particulier, lﬂ@ ) (T)) est une catégorie abélienne et

)

i (T)) est saturé.

le systeme multlplzcatlfdes lim- md-zsogemes de M(D

Démonstration. 1) 1l est clair que N (@g:g (T)) est stable par isomorphismes. D’apres
I’analogue de la remarque[T.1.7] (on remplace les complexes par les modules), un ob-

jet £(*) de M(@m (T)) est dans N(@(.)(T)) si et seulement silexiste y € M, L € L
tels que le morphisme canonique &(*) — A*y*€(®) soit le morphisme nul. 11 en ré-

sulte aussitdt que N (D;g (T)) est stable par sous-objets, sous-quotients. De plus, soit
0— F®) — &) = g(*) — 0 une suite exacte de M(ﬁ(')(T)) telle que F) g ¢
N(@gﬁ)( ). Soient y € M, A € L tels que les morphismes canoniques F(®) — Ly *F(®)

et G(*) — A*x*G(*) sont les morphismes nuls. Comme les foncteurs x* et A* sont
exacts, on obtient la suite exacte courte 0 — A *F(*) — Ly €(®) — Ax*G(0) -0

dans M(@gg (T)). L’ image du morphisme canonique &(*) — A**E(*) est alors incluse
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dans A**F(*). On en déduit que le morphisme canonique &(*) — (Ao L)*(2y)*€(®)
est le morphisme nul.

2) Notons Sy le systeme multiplicatif saturé associé a la sous-catégorie de Serre
N(@gn)(T)) Rappelons que les éléments de Sy sont les fleches de M(@g:g(T)) dont
le noyau et le conoyau sont dans N(@gﬁ) (T)). 1l s’agit de vérifier que Sy = S.

a) Soit 0 — F*) — £(*) — G(*) — 0 une suite exacte de M(@(')( T)). Supposons F) ¢

N(@gﬁ)( )). Soienty € M, A € Ltel que le morphlsme canonique F(*) — L*x*F(*) soit
nul. On obtient alors un morphisme G(*) — A*x*&(*) qui donne un inverse a &(*) —
G(*) dans S"M(C~Dg:3 (T)). De méme, si §*) ¢ N(@g:t)(T)), on vérifie que F(*) — &(*)
est un isomorphisme dans S’IM(@gﬁ) (T)).

b) Soit ¢: &) — F(*) un morphisme de M(@gt)(T)) En utilisant @), on vérifie que
si ker¢ et coker¢ appartiennent a N (@(ﬂ:t) (T)), alors ¢ est un isomorphisme dans
L_A/(@(@gn)(T)), et donc ¢ € S d’apres le premier point de la remarque [LT.7} Ré-
ciproquement, supposons que ¢ soit une lim-ind-isogénie de M(@m( T)). Soient
X € M, A € L tels qu’il existe un morphisme canonique y: F(*) — A*x*&(*) dans
M(@gpﬁ)( )) tel que yo ¢ et A*x*(0) oy sont les morphismes canoniques. On vérifie

alors que la composition kerd — A*y* kerd — A*x*&(*) est le morphisme nul. Comme
At kerd — A*x*E(*) est un monomorphisme, il en résulte que le morphisme cano-
nique ker¢ — A*y*kerd est nul. De méme, on vérifie que la composition F(*) —
coker(0) — A*x*coker(¢) est le morphisme nul. Comme F(*) — coker(¢) est un épi-
morphisme, on en déduit que le morphisme canonique coker(¢) — A*y*coker(¢) est
le morphisme nul. O

Remarques 12.5. Pour § € {+,—,b,0}, notons D* VD ))(@gn)
P
() (T

¢ (T)) des complexes dont les espaces de cohomologie sont
dans N (9;3 (T)). Notons S5 Vi 1 systeme multiplicatif saturé compatible a la triangu-

. # (o) . s (o) . .. g
lation de D*(D,,; (T')) qui correspond & DN(’bgﬁ(T)) (D; (T)). Par définition, un mor

(T)) la sous-

catégorie pleine de D¥(D

phisme f(*) de D* (@g:t) (T)) appartient & SIthi si et seulement si, pour tout triangle dis-

~ ()
tingué (il en suffit d’un en fait) dans Dﬁ(ﬂ( )( T)) de la forme &(*) A (O gl

&(*)[1], pour tout entier n € Z, on ait H"(§*)) € N(SD( (T))). 1l découle du théoreme
[Miy91| 3.1] (on ne peut pas utiliser sa version plus falble et plus agreable a demon-

trer de [BP09, 2.6.2] car comme la sous-catégorie N(@g))( )) de M(

( ) n’est
pas stable par limite inductive filtrante, le foncteur oubli N (9( )( T)) — ( («) (7))

ne posseéde pas de foncteur adjoint a droite), le foncteur canonique Dt(SDg:t) ( ) —
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Df (L_Z\/{Q(ﬁgn) (T))) induit canoniquement 1’équivalence de catégories

Skt DF(DS)(T)) 22 DH(LMo(D (1.2.5.1)

1.2.6. Pour tout entier n € Z, on dispose du foncteur n-iéme espace de cohomolo-

gie 3¢*: D(D)(T)) — M(D)(T)) défini pour E*) = (€0, al"'m) € D(D')(T))
en posant H™(E(*)) = (H™(EM), 3" (o™ ™)), On dispose de I’isomorphisme cano-

nique F"A** (E(%)) 5 A *H"(E(*)) qui s’inscrit dans le diagramme commutatif

I I~

dont la fleche horizontale du bas est la fleche canonique tandis que celle du haut est
I’image par H{" du morphisme canonique. On en déduit que le foncteur " envoie
les lim-ind-isogénies sur les lim-ind-isogénies. Le foncteur H"se factorise alors en

56" LDo(D) (1)) — LMo(D(T))

LEMME 1.2.7. Le foncteur H": l£ ZD(° ) — L_]\/{ )) défini dans[[2.6]
est un foncteur cohomologique.

Démonstration. Par construction, un triangle distingué de LQQ ~(')(T)) est iso-

morphe dans LQQ ~(') (T)) a l'image d’un trlangle d1st1ngue de K(D(Tt)(T))

par le foncteur canonique de localisation K ) — LQQ . Comme

H™: (@gn) (T)) — M (9( )(T)) est un foncteur cohomologlque comme le foncteur

de localisation M ) — L_A/(@ ) préserve les suites exactes (cela résulte
des propriétés des 1ocahsat10ns par une sous- categorle de Serre et de [1.2.4)), on en
déduit le résultat.

O

Notations 1.2.8. Notons LQS)Q @('ﬁ) (T)) la sous-catégorie strictement pleine de

l_,QQ des complexes &(*) tels que pour tout entier n # 0 on ait H" (&%) —
0 dans L_]V{@ ?t (T)).
Remarques 1.2.9. Soit &(*) ¢ l_,Q@ . Par définition, &(*) est un objet de

l_,QQ ?ﬁ si et seulement si 8(’) est un objet de Db(iDg)g (T)). Cette condition

est a priori plus forte que de demander qu’il existe N € N assez grand tel que, pour
tout j ¢ [~N,N]NZ on ait I'isomorphisme 3/ (£(*)) =+ 0 dans L_A/(@(Dgg(T)). 1l
n’est donc pas clair que LDQ(SD( ) (T)) soit une sous-catégorie strictement pleine de

LDo(D
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LEMME 1.2.10. Le foncteur canonique L_]\/{@ 9(. ) — l@@ est une

équivalence de catégories. De plus, le foncteur HO : Lg@ ) — lﬂ
est une équivalence de catégories quasi-inverse.

Demonstranon Il resulte de[.2.3lque le premier foncteur est pleinement fidele. Soit

)€ Lg ). Il reste a prouver qu’il existe dans Lg@ (¢) ¢ (T)) un isomor-
phisme de la forme 8( ) =5 HO(E®). Comme () est un objet de Db(D(Tt)( ), il

existe N € N assez grand tel que, pour tout j & [—N,N]NZ on ait I"isomorphisme
I/ (E®)) =5 0 dans M(Dgﬁ)(T)). Pour tout entier n € Z, on note 6>,(&(*)) et

ng(E(')) les troncations cohomologiques usuelles (voir les notations apres la propo-
sition [Har66, 1.7.1]). On dispose ainsi par définition pour tout entier n € Z de la suite
exacte dans C(D(ﬂ:t)(T)) de la forme : 0 — 6<_,_1(£*)) = ) = 65 ,(E®) — 0.

1) Vérifions 6<_1(£®)) = 0 dans l_,Q%)(ZDgJ(T)) i

a) Posons F(*) := 6-_(&(*)). On dispose alors dans D(ZD(°)( T)) de I’isomorphisme
o< n_1(T®)) =06<_n_1(E®)) =5 0. En considérant la suite exacte de C(@gpﬁ)(T)) :
0—6< N 1(T®) =T — 65 y(F®)) = 0, on en déduit que le morphisme cano-

nique F*) — 6> y(F(*)) est un isomorphisme de D(ﬂ( )(T))
b) Pour tout j € [-N,—1]NZ, on dispose d’apres [Ha166 1.7.2] du triangle distingué

dans D(@gn)(T)) :
H(F)) = 65,(FY) = 0511 (F®) = +1.

Comme, pour tout j € [N, —1]NZ, H/ (F*)) = 1/ (&(*)) = 0 dans Lgb(@gﬁ)(ﬂ),
il en résulte que la fleche 6;(F®)) — 65;41(F(*)) est un isomorphisme dans

LDY (DSN(T)). D ot 65y (F*)) < 65(F®)) dans LDY (D) (7).
¢) Comme on a dans D(Dgx)( )) isomorphisme 60(F(*)) = 650(c<_1(®)) =

0, il résulte des étapes a) et b) que F(*) -~ 0 dans l@%(@gg (T)).

2) Démontrons & présent que le morphisme canonique H°(E(*)) — 65(E(®) (voir sa
construction dans [Har66l 1.7.2]) est un isomorphisme dans l_,Q%2 (ibg:t) (T)).

Posons G(*) := 620(8(')). De méme que pour I’étape 1.b), on vérifie que le mor-
phisme canonique 651(E) =6-1(5®)) = 6>n5:1(5*) est un isomorphisme dans
LQQ . Comme 65y41(S®) = o5y 1(E®)) =5 0 dans D(@(ﬂ:t)(T)), il en
resulte que G>| (8( )y =5 0 dans l@@(ﬁgn) (T)). En considérant le triangle distingué
de D(DY)(T)) (voir [Har66, 1.7.2])

HO(E®) = 650(E®)) = 651 (E®)) = +1,

on en déduit le résultat.
3) Via 1) et 2), on conclut grice 2 la suite exacte 0 — 6<_ (&) — &) —

6>0(&(*)) — 0 dans C(ZBS;J(T)).
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O

COROLLAIRE 1.2.11. Avec les notations [[2.3 on dispose de I'égalité S° = SR,ql-.
Pour # € {+,—,b,0}, on dispose de linclusion S* C Sf\,qi. Le morphisme cano-
mque Db(@g)ﬁ)(T)) — Db(L_Z\/{Q(ﬁgﬁ)(T))) induit par le foncteur de localisation
M(D ?ﬁ ) — L_]\/{@(ﬁgﬁ)(T)) se factorise canoniquement en I’équivalence de ca-
tégories

LY (DS)(T)) 2 D°(LMo(DS)(T))). (1.2.11.1)
Démonstration. 1) Vérifions d’abord I’inclusion SR, C Sb Soient f(*) ¢ SR,ql- et un

triangle distingué dans Db(CDg)g( )) de la forme &(® )/ —> F®) — glo) — (1], Par
définition, pour tout entier n € Z, H"(G(*)) € N (@SW) (T)). Autrement dit, pour tout
entier n € Z, on a H"(§(*)) = 0 dans LLV{Q(@S:Q(T)) D’apres[L2.10 cela entraine
que §®) =5 0 dans Lg&(@gg(ﬂ) D’apres les proprf:tés concernant les catégories
triangulées, f(*) est donc un isomorphisme dans Q&(Dgn) (T)). D’apres la remarque
[L.I7 on obtient alors que f(*) € SP.

2) Vérifions a présent I’inclusion S* C S,t\,q Soit f(*) ) — (*) un morphisme

de Dt(@gt)(T)). Comme le foncteur espace de cohomologie H°: Du(@gﬁ)(T)) —
L_A/{Q(@gn) (T)) est un foncteur cohomologique local, en considérant la suite exacte
longue dans L_A/{Q ~(°)(T)) déduite du triangle distingué dans Dt(@g:t)(T)) de la
forme &(*) f—) F®) — G(®) — £)[1], on vérifie que f(*) € S,t\,ql si et seulement si,
pour tout entier n € Z, H"(f(*)) est un isomorphisme dans LMq(D ( )) (qui est
une catégorie abélienne). Or, si f(*) € St, alors son 1mage dans l’,Q@ (T)) est un
1somorph1sme Comme le foncteur H" D’j ) — L_A/(Q ) se factorise
par [:QQ ?n ) — L_A/(@ ?n ), onen dedu1t1 inclusion §* C S’,i\,ql voulue.

3) Enfin l’équivalence canonique de catégories résulte de celle Sltqul Dt(SD( ) (T)) =
D*(LMo(D )) de[[23Tlainsi que du lemme [[LT3]

O

COROLLAIRE 1.2.12. Soit ¢: &*) — F*) un morphisme dans ng 9(. (T)). Le

morphisme ¢ est un isomorphisme dans l@@ @gn)( )) si et seulement si, pour tout

entier n € 7, le morphisme H"(9): H"(E®)) — H"(F®)) est un isomorphisme de
LMo(Dg)(T

Démonstration. 1l existe un triangle distingué dans L_D;Q(D( (T (T)) de la forme

e T F) - glo) - gle) [1]. D’apres les propriétés concernant les catégories tri-

angulées, ¢ est un isomorphisme si et seulement si §(*) =+ 0 dans QQQ D(° (T)).
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D’apres cela est équivalent a dire que, pour tout entier n € Z, on ait
H"(§*)) = 0 dans L_A/(@(Dgg(T)). Le lemme [[L2Z7/nous permet de conclure. [

1.3 PROPRIETES LOCALES

LEMME 1.3.1. Le fait qu’un objet de M(@gﬁ)(T)) soit un objet de N(@gﬁ)(T)) est
local en P.

Démonstration. Soit &*) un @g:n) (T)-module. D’apres 1’analogue de la seconde re-
marque [[L1.7] (on remplace les complexes par les modules), le fait que &(*) soit un
objet de N(SD(°)( T)) équivaut a dire qu’il existe x, € M et A € L tels que la fleche

canonique &) — A*x*&(*) soit le morphisme nul (dans la catégorie M(@gg(T))).

Soit (P;)ie; un recouvrement ouvert de fP tel que, pour tout iel, il existe x; € M

et A; € L tels que la fleche canonique &(*)|P; — A5y &(*)|P; soit le morphisme nul.

Comme P est quasi-compact, on peut supposer [ fini. Il existe donc ¥ € M et A € L tels

que pour tout i € I on ait > x; et A > A;. Pour tout i € I, le morphisme canonique
(®)P; — A*x*€(*)|P; est donc le morphisme nul.

O

LEMME 1.3.2. Soit f: &®) — F(*) un morphisme de L_A/{@ ZD(° (T)). Le fait que ce
morphisme soit un monomorphisme (resp. un épimorphisme, resp un isomorphisme)
est local en P.

Démonstration. On sait déja que Lﬂ@(@gg (T)) est une catégorie abélienne (voir
[L2.4). Or, d’apres le lemme [[L3.] le fait d’étre nul dans LﬂQ(Dgt)(T)) est local en
P. D’ou le résultat. (|

PROPOSITION 1.3.3. Soit ¢: €*) — F*) un morphisme dans L_Q}é(@g:t)(T)) Le fait
que le morphisme ¢ soit un isomorphisme est local en P.

Démonstration. Cela résulte demetm O
LEMME 1.3.4. Soit &*) e lg@ ). La propriété £*) € lg@ ) est lo-
cale en P.

Démonstration. D’apres [[3.2] pour tout entier n € Z, la propriété F"(£(*)) = 0
dans Lﬂ@(ﬁgg (T)) estlocale en P. O

LEMME 1.3.5. Soient £*), F(*) deux objets de M(@gn)(T)) La construction d’un
morphisme dans L_]V{@(@gt) (T)) de la forme f: €©®) — F(*) est locale en P.

Démonstration. Soient (iP,),e[ un recouvrement ouvert de P et pour tout i € I des
morphismes f;: £(*)|P; — F(*)|P; dansLﬂQ TﬂP)) tels f;|PiNP; = f;|PiNP;
pour tous i, j € I. Comme P est quasi- compact on peut supposer / fini. Comme une
famille finie d’éléments de L (resp. de M) est majorée par un élément de L (resp. de
M), quitte a augmenter les éléments de L ou M qui apparaissent dans un choix de
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représentant des morphismes fi» on peut supposer qu’il existe A € L et ) € M, des
morphismes a;: &(®)|P; — Ly *F(*)|P; dans M(ﬂ( _)(TﬂP,')) représentant f;. Quitte a
nouveau a augmenter A et %, on peut en outre supposer que a;|P;NP; =a;|P;NP;. On
obtient donc un morphisme a: &(*) — A*y*F(®) dans M(@gt)(T)) tel que a; = a|P;.
D’ot le résultat.

O

LEMME 1.3.6. Soient f, g: &) — F*) deux morphismes de lﬂ@(@gg(T)) L’éga-
lité f = g dans L_]\/{Q 9(. (T)) est locale en P.

Démonstration. L égalité f = g équivaut a dire que le morphisme canonique ker(f —
g) — &(®) est un isomorphisme. Cela résulte alors de[[.3.2] O

1.4 BIFONCTEURS HOMOMORPHISMES

PROPOSITION 1.4.1. Soient &®), F(®) deux objets de lﬂ@(@gg(T)) Notons

Hom (8('), fr"(')) le préfaisceau en groupes abéliens sur P défini par

LMo (DV)(1)

P
U H ~ (e LU, FOILL). Alors H = (), (E), F®)) est
OmLi,WQ('D(uﬁ)(mU (@] )|40). Alors OmLMQ(Dﬁpg(T))( ) ) est un
faisceau.
Démonstration. La proposition équivaut aux lemmes[1.3.3]et[T.3.6 O

Notations 1.4.2. Notons Abg: la catégorie abelienne des faisceaux en groupes abéliens
sur P. Soient &%) *, *eK( L_]V{@ ZD(° )) (exceptionnellement, on indique le
deuxie¢me e pour pre01ser les notations qui sulvent) Avec les notations de la proposi-
tion[[.4.1] on dispose du bifoncteur

ooy ) K(LMo(DG) (1)) x K(LMo(D)(T))) = K(Aby)

dont le n-éme terme pour tout entier n € Z est défini en posant :

n (o), ® (o) B

- Pt pEL ‘J’

(elhp (o) piny
(1.4.2.1)
et les morphismes de transition sont donnés par la formule d = d¢ + (—1)"*!dg.

Notations 1.4.3. Notons Ab la catégorie des groupes abéliens. De maniere analogue
a la construction de [1.4.2] en y remplacant partout « Hom » par « Hom », on définit
le bifoncteur (qui est d’ailleurs le bifoncteur classique des homomorphismes de la

catégorie abélienne L_]\/{Q 9(') (1)) :
Hom iy () KD (7)) x K(LMo(D/(T) — K(Ab).
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LEMME 1.4.4. Soient €y, C}, C des catégories triangulées, N1, N}, N des systemes
nuls (voir la définition de [KS06| 10.2.2]) de respectivement Cy, €}, C. Soient Np, N,
des systemes nuls de respectivement Cy := C1 /Ny, C) := C|/NY|. Soient N3, N} des
systeémes nuls de respectivement C1, C| tels que C1/N3 = Ca /Ny, €} /Nj = €4 /N5,
Soit F: €1 x € — C un bifoncteur triangulé. On suppose que la localisation a droite
de F par rapport a (N1 x N{,N) existe (voir la définition [KS06| 10.3.7]) et se note
R% < N F. Si l'une des conditions :

1. la localisation a droite de F par rapport a (N3 x N5, N) existe,

2. la localisation a droite de R%l y N/IF par rapport & (N x Ny, N) existe

est satisfaite, alors la seconde aussi et on dispose dans ce cas de I'isomorphisme de
bifoncteurs

RN

N ~ N
Ny x NERN] X NIIF IRj\f}X N/SF

Démonstration. Cela découle aussitdt de la propriété universelle des localisations a
droite. O

Notations 1.4.5 (Bifoncteur faisceau des homomorphismes de Berthelot). Soient
gl ee K*(SDg:t)(T)), F)e e K*(Dgg(T)). Berthelot a considéré le bifoncteur

lig  Fom? ) (= Ax =) K- (DSNT))° < K*(D)(T)) — K(Abg)
N DEN(T)
€L, xeM

dont le n-¢me terme pour tout entier n € Z est défini en posant

1_1];1 g—(omN(. ( ))(8(0), . K*X*?(.)’ °)

AEL, xeM
(1.4.5.1)

= lim Hf}{om (. (E@hP pryrgle) pmy
AeL, yeM PEL

et les morphismes de transition sont donnés par la formule d = dg + (—1)""dy5.
Berthelot a vérifi¢ que ce bifoncteur  lim  Hom?. (—, A*¢*—) est localisable

AEL, XM
a droite en le dérivé droit de la forme

D)

Rlim “"’”35«; iy M= ): LDG(DS)(T))° % LG (DS)(T)) — D(Abs).
AEL, xeM P
(1.452)
Il note RHom, _ ~@,. . (——):= Rlim Hom® ., (—, Ax*—), ce foncteur
LBo(Dy; (1) xeLﬁM Di)(T)

dérivé droit qui se résout (i.e., on applique le théoreme d’existence [KS06, 10.3.9])
en prenant des résolutions injectives du terme de droite et des résolutions plates d’un
certain type du terme de gauche.
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1.4.6 (Blfoncteur homomorphisme de Berthelot) Soient £(*) ¢ LQQ @(. (1)), 5 ®) ¢

l’,QQ ZD(° ). De maniére analogue a[[.4.3] en remplagant Hom par Hom, Berthelot
a constrult le blfoncteur

RHom,, 5 ; o ): LDg( (DT )° x LD (DUN(T)) — D* (Ab) (1.4.6.1)
= P

tel que H’(RHom &) F(*)) = Hom (&(*),F(*)). 1l a de plus

Lg@@ﬁ,:t)m)(
vérifié I’isomorphisme de bifoncteurs

LDo(D)(T))

RF(T,—)oRf}{omLD ~ —,—)%RHomLD ~ — =) (14.6.2)
= =4

1.4.7. Pour § € {—, +,b}, notons Qy: Kt(@g:t)(T)) — Kt(L_Z\/{Q(@g:g(T))) le fonc-

teur canonique. D’apres la remarque apres le théoreme [Miy91, 3.2], le foncteur

QOp est un quotient. Soit Ny le systeme nul correspondant a ce quotient. De plus,
le foncteur Qy induit par localisation 1’équivalence de catégories de [LZ.I1.1] no-

tée Qey: Lg&(@gg(T)) = Db(LﬂQ(@g:t)(T))). Notons enfin Qis le systeme nul des
quasi-isomorphismes de K(Abg) et Q: K(Abyp) — D(Abgp), le foncteur canonique.
Avec les notations des paragraphes|L.4.2let[1.4.5 on dispose de 1’égalité

lim f]-fom})(,) (= A% =) =Hom® - (QN( ), On(—))-

AL xeM ot (7)) _,Q('D
Ainsi, la localisation a droite du bifoncteur  li Hom®. — ANy —
- By A

AEL, xeM
LMo (DT po )

par rapport & (Ny x Ny, Qis) existe et est égal a Qoi]-(om
Grace a [Dexistence vérifiée par Berthelot du foncteur derlve droit de

lﬂ Hom®. B (—, M*¢*—) (voir[L.4.9), grice a1’équivalence de catégories Q..
AEL, xeM ( )
en utilisant le lemmem on obtient alors que le bifoncteur Hom® (=, —)
LMo(D (1))

est localisable a droite en le bifoncteur que 1’on notera

RI0m 1y e,y () D (LMD ()7 x DP(LMo(D)(T))) = D(Ab).

Par propriété universelle des foncteurs dérivés droits, on dispose de 1’isomorphisme
canonique de bifoncteurs Q&(Dgg (T))° x Q&(Dgg (T)) — D(Aby) de la forme

R¥Hom T Rﬂ-{omD( @(D<' (Qeq( )sQeq(—))-

LDG(DY) (T )X

1.4.8. De maniere identique a [[47] on vérifie que le bifoncteur
(—,—) est localisable a droite en le bifoncteur que I’on notera

RHOM, 1 500y () DY (LM (D3} (T)7 x D (LM (D) (T)) = D(Ab).

Pt
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Par propriété universelle des foncteurs derives droits on dispose de plus de I’isomor-

phisme canonique de bifoncteurs QQQ ° I;Q ) ) — D(ADb) de la
forme
RHomL-D}Q@;g(T))(ﬁ*) — RHom (LM Q(D(' (Qeq( ) Qeq(—))-

Ce morphisme provient du morphisme analogue sans les dérivés droits. On
déduit alors de que lon dispose de Iisomorphisme de bifoncteurs

DP(LMo(D'S)(T)))° x DP(LMoy(D'5)(T))) — Ab de la forme :

H°(RHom —)) =5 Hom (1.4.8.1)

D(LMo(DE)(T (=)

(LMo (DT (™ o)

On déduit de [L4.6.2] I'isomorphisme de bifoncteurs Db(LﬂQ(@gn) (T)))° x
DP(LM(D'5)(T))) — D(Ab) de la forme

RI(P,—) o RHom —,—) — RHom = ——).
LM

D(LMo(D)(T (™
(1.4.8.2)

1.4.9. Notons M(@;Dli (TT)q) la catégorie abélienne des D;: ("T)g-modules. En ten-
sorisant par QQ puis en passant a la limite inductive sur le niveau, on obtient le foncteur

lim: M (@g@ (T)—M (@;t ('T)g). Comme il transforme les lim-ind-isomorphismes
en isomorphisme, il se factorise canoniquement en le foncteur

lim: LMo(D)(T)) — M(DL,('T)q). (1.4.9.1)

1.4.10. Soient &*) F(*) deux objets de Kb(LﬂQ(@(ﬂ:Q(T))) Via le foncteur
lim: Kb(LﬂQ(@gn)(T))) — Kb(D;Dt ("T)g) déduit[L49.1] on obtient le morphisme
de K(Aby) suivant :

Hom®

(o) (o) . (o)
LMQ(D<.>( ))(8 T )—>f}comi (138 dim F1). (1.4.10.1)

Comme le foncteur lim: Kb(lﬂ{@(@gg(T))) — Kb(DTTPu(TT)@) transforme
complexe acyclique en complexe acyclique, il se factorise donc en le fonc-
teur lim: Db(L_Z\/{Q(Qg;J(T))) — Db(Q;n(TT)Q) qui commute au foncteur
canonique de localisation Q: Kb(LﬂQ(@gn)(T))) — Db(L_Z\/{Q(@(g:g(T))) et
0: Kb(D;)t ('T)g) — Db(Q;n(TT)QZ, Le. Qolim S 1i_n>13Q. On dispose ainsi des
morphisme de bifoncteurs Kb(LﬂQ(Dg:t)(T))) X Kb(LﬂQ(Dgn)(T))) — D(Abyp) :

Qo Hom* — Qof]-fom'® ODE%Rf}{om " T)g o Qolim

LMo(DY)(T)) "y

—>R3—C0m (T)g Olﬂo
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Par propriété universelle du bifoncteur dérivé droit, il existe donc un morphisme ca-
nonique de la forme

R¥om —) — RHom.,, D7 (17} (—,—)elim (1.4.10.2)

D(LMo(D)(T (™
de bifoncteurs D*(LMg (D'5)(T))) x DP(LMo(D'S)(T))) — D(Abs).

Par propriété universelle du bifoncteur dérivé droit, on vérifie de la méme maniere
qu’il existe un morphisme canonique de la forme

RHom | )= RHomDT (T)g (—,—) olim (1.4.10.3)

D(LMo(D ﬁm))(
de bifoncteurs D*(LMq (D's)(T))) x D*(LMq(D's)(T))) — D(Ab).

Remarques 1.4.11. Si la catégorie abélienne lﬂ(@(@gt) (T)) possedait assez d’injec-
tifs (ce que j’ignore), avec les deux lemmes qui suivent, on pourrait alors résoudre

comme d’habitude le bifoncteur Hom*® (-, —).
LMo (D 4 (T))
1.4.12 (Stabilité de I'injectivité par image inverse par une immersion ouverte). Soit
j: U — P une immersion ouverte de V-schémas formels lisses. Le foncteur cano-
nique j*: M(@gt)(T)) — M(@gﬁ)(T NU)) possede un adjoint & gauche exact (le
foncteur extension par zéro en dehors de U) que ’on notera, afin de ne pas le

confondre avec le foncteur image directe extraordinaire, j,*": M (ZD< )(T nu)) —

M(@gn)( )). Pour tout &) ¢ M(Q('n)(T NU)), on dispose de I’isomorphisme cano-

nique j,"PA¥y*(E(®)) = Ay tOp(8(')) qui s’inscrit dans le diagramme commutatif

]509(8( )) —>J; P)\’* *( )

I I~

JP(EE)) —— e\ P (€M)

dont la fleche horizontale du bas est la fleche canonique tandis que celle du haut est
I’image par j?’p du morphisme canonique. On dispose des mémes propriétés concer-
nant j*. Soient &(*) EM(@&)(TQU)), g EM(SD( (T)),Le L,y €M.Onaléga-
lité (*) = ]*]mp(E(’)) qui est compatible avec les isomorphismes ci-dessus, i.e. I’iso-
morphisme composé j* /PRy *(E()) 5 Ayt P (E®)) " iy j* 7P (E(®)) est
I’identité. De méme, le morphisme d’adjonction JOp J*(’J"( )) — F(*) est compatible

aux isomorphismes ci-dessus.
2 . . PR .to| . . . . P
On déduit de ce qui précede que le foncteur j, P envoie les lim-ind-isogénies sur les

lim-ind- isogénies On obtient donc sa factorisation sous la forme jmp : LMo (D (D) (Tﬂ
) — L_]V{@ ). Comme le foncteur canonique M ) — L_]V{@

est exact (e.g. voir [BPO9 2.3.4]), comme une suite exacte courte de L_]V{@ ( ) (T N
U)) est isomorphe a I'image par le foncteur canonique quotient d’une suite exacte
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courte de M(ﬁ(')(TﬂU)) (e.g. voir [BP09] 2.3.5]), comme jf()p: (@(.)(TQU))

M(@gﬁ)(T)) est exact, alors le foncteur j,P: LMo (D )(T nU)) — L_]V{ T))
est exact De la mé&me fagon, on dispose du foncteur exact j*: LLV{Q ?t ) —
LMo(D (T D).

£(®), j*F) - Hom (o), F))

La lcat ono: Hom ~ (o
ppHest %@w;@(m(h

L_ﬂ,4@<93§;3<rn0))(
se définit de la manidre suivante : si ¢: &) — A*y*j*F(*) est un représen-
tant d’une fleche, alors un représentant de a(¢) est donné par ]mp (A0 —

jlop(q))
FPN T s foP *3" — A *F®). De plus, on définit I’application

B: Hom ®) — Hom_ &), j*F(*)) de la maniére

L_Am(ﬁ,;,i(r))( @<95§;,3(mv))(

suivante : si y: jf()p ) — Ax*F(®) est un représentant d’une fleche, alors B(y) est
représenté par £(*) = j* ;P (£(*)) T)) F A FO) s Aryt 4 F(®). On vérifie facile-
JHw

ment que o et B sont des bijections réciproques. Ainsi, le foncteur exact j§°p est un
adjoint a gauche de j*. On en déduit que si F(*) est un objet injectif de la catégorie
LMq(D ), alors j*F(*) est un objet injectif de la catégorie LMq(D )(T nuU)).

LEMME 1.4.13. Soient &), 1) deux objets de L_IV(@(@SZJ(T)) On suppose de
plus que I®) est un objet injectif de la catégorie L_IV(@(@SZJ(T)) Le faisceau

®). 94 (voir sa définiti
LMQ( (.)( ))(8 , I (voir sa définition en[[41])) est flasque.

Démonstration. 11 s’agit de reprendre les arguments du lemme analogue de [God73|

I1.7.3.2] qui restent valable grace au paragraphe[l.4.12] o
LEMME 1.4.14. Soient £*) € K( lﬂ@ ) er 3 ¢ +(_1\/{(92(@(3;3( ))) un
complexe dont les termes sont des objets znjectlfs de lﬂ@ (g:t)(T)) Si &) ou 7®)
sont acycliques, alors il en est de méme de Hom® (& g, g0

LMo(D 4 (T))

Démonstration. La preuve du lemme analogue de [Har66, I1.3.1] fonctionne en-

core : il suffit de vérifier que le complexe I'(L(, Hom*® . &), gy =
q p ( Ly (D( )( ))( )

Hom*® (&8, 3*)|4L) est acylique. Or, d’apres [m], (|4l est un com-

LMo (D)(T)

plexe dont les termes sont des objets injectifs de L_]V{@ )(T NnU)).
O

2 SYSTEMES INDUCTIFS COHERENTS DE D-MODULES ARITHMETIQUES

2.1 COHERENCE A IND-ISOGENIE PRES

Dans cette section, on fixe A € L.
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Notations 2.1.1. Soit &(*) est un 7‘*@(9:3 (T)-module.

e On note M (7»*5( (T)) la catégorie des k g:t) (T)-modules. Via le morphisme
canonique d’anneaux Dfpn)( ) = A*D ( )
ouby: M(ADY)(T)) — M(DS)(T)).

on dispose du foncteur oubli

e Soit ¥ € M. On remarque que X*k*@gt)(T) n’est plus un systtme inductif
d’anneaux (2 moins que 7 soit constante). On calcule que x*&(*) reste muni
d’une structure canonique de X*Dgn) (T)-module. On obtient méme le foncteur

1 MUDUN(T)) — M DE)(T)).

e Soit u € L. On note y*: M(k*@g:t)(T)) — M(,u*?u*@g:t) (T)), le foncteur induit
par y*.

Notations 2.1.2. e Un morphisme f(*): () — F() de M(k*@gﬁ)(T)) est une
ind-isogénie s’il existe y € M et un morphisme g(’): F) 5 yel®) de
M(l*@gﬁ)(T)) tels que les morphismes g(® o f(®) et x*(f(*) o0 g® de

(7\.*~(°)( )) sont les morphismes canoniques. La catégorie obtenue en lo-

calisant M(A*D ) par rapport aux ind-isogénies se note M q( (D (T))
Comme pourlﬂ?z on vérifie que celle-ci est abélienne.

e Unmorphisme f(*): £(®) — F(*) de M(K*@gﬁ)(T)) est une lim-ind-isogénie s’il
existe , € M, u € L et un morphisme g T 5 e de M(k*@g:g(T))
tels que les morphismes g(*) o £(*) et u*y* (f(’)) (*) de M(l*@m(T)) sont

les morphismes canoniques. On note Lﬂ@ 7\.* ) la catégorie localisée
par rapport aux lim-ind-isogénies. Comme pour[ITﬂl on vérifie que celle-ci est
abélienne.

LEMME 2.1.3. On bénéficie des factorisations oubk' MQ(X*@S:Q(T)) —

M@('ﬁgg(ﬂ) et ouby: L_]V{@ (D 3>t — L_]V{@ ). De plus, on dis-
pose des factorisation M*D iPﬁ)(T ®5 g:t(T) : M/Q ?ﬁ ) — MQ(X*@E;Q(T)) et
WDGT) @ g )~ LM(D HL_M@Q*@;B(T))

Démonstration. 11 est immédiat qu’une ind-isogénie (resp. une lim-ind-isogénie) de

M (7\.*@;:3 (T)) est (via le foncteur oubli) une ind-isogénie (resp. une lim-ind-isogénie)

de M (Dgt) (T)). D’ou les factorisations concernant le foncteur oubli. Pour tout ¥ €

M, pour tout @gn) (T)-module &(*), I’isomorphisme canonique  * (h*@gg (T) @500 )
P

ey = k*ibf}:g(T) ®’5<'3(T) x*€(®) qui commute aux morphismes canoniques de la
P
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forme &(*) — x*&(*). Do la premiére factorisation du foncteur 7»*@(3:3 (T) @50 )
Pk

—. De plus, soit f(*): &(*) — F(*) un morphisme de %@(ﬂgﬁ)(T)). Dire que f(*) est

inversible dans L_A/{Q D(° (T)) équivaut a dire qu’il existe un morphisme u € L et

un morphisme g(*): &(¢ ) — 1 F®) de %Q ) rendant commutatif le carré de
gauche ci-dessous dans le cas out A =

73 (®) . w7y (®) * (e * s (®) .
D, (T)®®$L<T> F) =1 D) (T)@igw)y Fo) >y (x Dy (T)%Eyw) F( >)

- .___id@g(') . (s
id@f('>T _;‘d@ﬁf“% u (idw f®) |

gy (®) . *7) 7 (®) x0(o * w7 (®) .
(2.1.3.1)

dont les fleches horizontales sont les morphismes canoniques. Il en résulte que la
derniere factorisation voulue.

O

— M(DE)(T)) =

2.1.4 (Adjonction). On vérifie que le foncteur 7»*25%;3 (TY®~ P

DT
M(?j‘@gn)(T)) est adjoint & gauche du foncteur oubli ouby: M(k*@g:t)(T)) —
M (‘Dgﬁ)(T)). Comme le foncteur oubli oub; commute canoniquement aux fonc-
teurs de la forme y* et %*, on vérifie que oub; : MQ k*~(') ) — MQ ~(')(T))

est adjoint a droite de A*D y;)(T) ®5 B : M@(@Sm)( ) — M@( *D M(T)) et
P

oub; : LMq (k*D(g: ) = LMqg (D .11) (T)) est adjoint a droite de A*D g:t) (M®

—1 LMo(D$)(T)) = LMo(A*D) (7).

e

LEMME 2.1.5. Les foncteurs oub, et A*D Dl )(T) ® sont des équivalences de

Pt DiNT)
catégories quasi-inverses entre Iﬂ@ (A*D g>t) ) et L_A/(@ ). On en déduit en
particulier que le foncteur oubli de la forme
ouby: Mo(MD)(T)) — LMo (DSH(T)) (2.1.5.1)

est pleinement fidéle et exacte (car c’est un quotient par une sous-catégorie de Serre.

Démonstration. Soient £*) un D'° )( T)-module et F(*) un A*D ?t (T) module. Grace
aR2.1.4l il s’agit de vérifier que les morphismes d’ adjonctlon sont des 1s0m0rph1smes

Cela résulte des diagrammes commutatifs de M (ZD( (T)) (resp. M(A* Dy, ( )) pour
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le carré du bas) :

xy(®) . () xy(®) °
A ®in (T) ®,5gt)(T) el®) = (7» Din (T) ®,5gt) &l ))

£® = e,

(T)

F() A F©) (2.1.5.2)

KDS)(T) ©500m 5 = AW DE)(T) @ F®).

: Dy (1)

f

DEFINITION 2.1.6. Soit £*) un A*D%)(T)-module.

e Le module &(*) est un k*@g:t) (T)-module localement de présentation finie s’il
existe un recouvrement ouvert (P;);c; de P tel que, pour tout i € I, on dispose

d’une suite exacte dans M(l*@gg (T)) de la forme :

i

(mgy(mm)” — (WDSr mp,»))s" S|P 0,
ou ri,s; € N.

e Si de plus, on peut prendre {P} comme tel recouvrement ouvert de P, on dira

que le module &(*) est un k*@g:t) (T)-module globalement de présentation finie.

LEMME 2.1.7. Les foncteurs l*@gg(T) ®,b<x<o))m — et &) — €O induisent
Pt

des équivalences quasi-inverses entre la catégorie des @g‘t(o))(T)-modules cohé-

(X(0))
Ppt

k*@gg(T)-modules localement de présentation finie (resp. des k*@(g:t)(T)-modules
globalement de présentation finie).

rents (resp. des D (T)-modules globalement de présentation finie) et celle des

Démonstration. Comme ces deux foncteurs sont exacts a droite, ils se factorisent
comme voulu (on vérifie d’abord le cas respectif, le cas non respectif s’en dédui-

sant par cohérence de MO (T)). Or, le foncteur k*@('t) (TM®

P P 750}(0)) T~ est adjoint
P
a gauche de £(*) — () pour les catégories de Dg”ﬁ(o))(T)—modules et de X*Dgﬁ)(T)—

modules. 11 suffit donc de vérifier que les morphismes d’adjonction sont des isomor-
phismes, ce qui est aisé : si &(*) un k*Dgn)(T)—module localement de présentation

finie, alors le morphisme canonique k*@g;ﬁ) (T® BN 7 &0 — &(*) est un isomor-
!
phisme car, par exactitude 2 droite, additivité de nos foncteurs et via[[.3.3] il suffit de

le vérifier pour &(*) = k*@gn) (T) (le fait que le second morphisme d’adjonction soit
un isomorphisme est immédiat). o
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La caractérisation du lemme qui suit est a rapprocher avec la notion de cohérence de
Berthelot que 1’on rappellera dans [2.3.11

LEMME 2.1.8. Soit &*) un k*@gn)(T)-module. Le l*@gn)(T)-module &) est locale-
ment de présentation finie si et seulement s’il satisfait les conditions suivantes :

1. Pour tout m € N, &™) est un @gi;('"))(T)-module cohérent ;

2. Pour tous entiers 0 < m < m/, le morphisme canonique

DM (1) & B0 gm _, g (2.1.8.1)

est un isomorphisme.
Démonstration. Cela découle aussitot de[Z.1.7} O
Remarques 2.1.9. e Comme les extensions @g‘t(m))(T) — @(T)“t(mH))(T) ne sont

pas plates, la catégorie des l*@gg (T)-modules localement de présentation finie
n’est pas stable par noyau.

o Si P est affine, d’apres le théoréme de type A, les notions de DM (T)-modules

P
g»n(o)) (T)-modules globalement de présentation finie sont alors

égales. D’apres 2.1.7] il en résulte que les notions de k*@gg(T)-modules lo-

cohérents et de D

calement de présentation finie et de 7»*253:3 (T)-modules globalement de pré-

sentation finie sont alors égales. De plus, le foncteur k*@gﬁ) (T) =@

Dy (1)
Pt
de la catégorie des 5$(0))(T)—modules de type fini dans celle des X*Dgn)(T)—

modules localement de présentation finie est une équivalence de catégories dont
un foncteur quasi-inverse est donné par §(*) — I'(P,G(0)).

LEMME 2.1.10. Soit f*): &) — F(*) un morphisme de M(K*@g@ (T)). On suppose

(AM(m))
Pi

phisme f*) est alors une ind-isogénie de M(l*@gﬁ)(T)) si et seulement si le mor-
phisme f((@'): &
k*@gg (T)q-modules.

que, pour tout m € N, les D (T)-modules &m) or Fm) sont cohérents. Le mor-

(g) — fr"(g) induit apres tensorisation par Q est un isomorphisme de

Démonstration. 0) Comme les morphismes canoniques de la forme &(®) — y*&(®)
avec ) € M deviennent des isomorphismes aprés application du foncteur Q ®7 —, la

premiere implication est évidente. Réciproquement supposons que f(g) soit un iso-
morphisme.

1) D’apres [Ber96b, 3.4.4], si on note 8,('") le sous-faisceau des sections de p-

torsion de £, alors 8,('") est un sous-@(ﬂ))“t(m))(T)-module cohérent de &("). Notons

a: &) — 8(’)/8,(°), la projection canonique. Vérifions que c’est une ind-isogénie
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de M (7‘*@(9:3 (T)). Comme El(m) est un 5%@) ) (T)-module cohérent , il existe alors
¥ € M tel que la multiplication pX(™) : £ — £(m) e factorise (de maniére unique) en
Bim) . 8(’”)/8('") — &™) _On en déduit que le morphisme B 8(')/8,(') — &) de
M(k*@gg (T)) est tel que B o a(®) et x*a(*) o B(*) sont les morphismes canoniques.
2) D’apres I’étape 1) quitte a quotlenter par les sous-modules de p-torsion, on peut
supposer que, pour tout m € N, £ et F") sont sans p-torsion. Il existe alors y € M

tel que pour tout m € M, I’isomorphisme canonique A" := px(m)( f(ém) )L 3"(5") -
8((5’ ) se factorise (de maniere unique) par un morphisme de la forme b : F) —

(g) et X*gf(o) C X*Sr(g)

e Comme x*&®) cy*& , on calcule en fait que le morphisme
h(g)‘ 3"(') — x*E(') se factorise en le morphisme b®): ’J"( ) X *e(*) (ie., les b™
commutent aux morphismes de transition) qui est tel que g(*) o f(*) et % *( f( Nogl®
sont les morphismes canoniques.

O

DEFINITION 2.1.11. Soit &®) un k*@g;ﬁ)(T)-module. Le module &(*) est un

« l*fbgg(T)—module de type fini a ind-isogénie pres » s’il existe un recouvrement
ouvert (P;)ic; de P tel que, pour tout i € I, on dispose d’une suite exacte dans
Mg (k*@(')(T)) de la forme : (l* i (TﬂP)) — &®)|P; = 0, ot 1; € N. De

i

méme, on définie la notion de « A*D ?E(T)—module localement (resp. globalement)

de présentation finie a ind-isogénie pres ».

Le module £(*) est un « K*Dgn) (T)-module cohérent a ind-isogénie pres » s’il est de
type fini a ind-isogénie pres et si pour tout ouvert P’ de P, tout homomorphisme de
Mo(A*D y/t( )) de la forme u(® (k* M(T ﬂP')) — &)|P, le noyau de u(®) est
de type fini a ind-isogénie pres.

LEMME 2.1.12. Soit &) un A*D ?t( )-module. Le l*@gg(T)-module &) est glo-
balement de présentation ﬁme a ind-isogénie pres si et seulement s’il est isomorphe

dans M@(?ﬁ@gz (T)) dun A*D ?n) (T)-module globalement de présentation finie.
Démonstration. La suffisance est triviale. Réciproquement, supposons que e

~ ~ r
soit le conoyau dans M@(K*CDSQ(T)) d’une fleche de la forme (K*Dgg(T)) —
(k*@gg(T))s. Soit 0(*): (k*@g@(T))r — X (k*@gg(T))s un représentant dans
M(X*Dgg(T)) de ce morphisme pour un certain ¥, € M. Ainsi, on dispose du dia-
gramme commutatif

(@(X(O))(T))r ﬂ> (@(MO))(T))S — coker q><0> —0

P Pt
) v ,,x<m>—xr<o> w v ,,x<m>—xs<o> can i
(@g‘n(m))(T)) — (@g‘n(m))(T)) —— coker ¢(") ——=0
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dont les suites horizontales sont exactes. On en déduit le diagramme commutatif

HMm) (0
D @0
~ r pt ~ s ~
a5 (A (A Ty (M
(DE},; 1))(7-*)) (D(yém))<7-)) N D(yé’"))(rr) ®®(7‘(0))(7—) coker ¢(0) - >0
Pl
\L,,x(m)—x(m Wx(m)—x(m v
~ (Am r o(m) ~ Mm s
(DG(r)) ——— (DY) coker ¢(") 0

@.112.1)
dont les suites horizontales sont exactes. La famille des morphismes verti-
caux de droite de 2.1.12.1] signifie que 1’on dispose du morphisme canonique

l*@gg(T) ®'b("u(°))(r) coker ¢(©) — coker ¢(*) de M(?»*‘,Bg;g(T)). Grice au lemme
P

comme les deux morphismes verticaux de gauche de[2.1.12.T]sont des isomor-
phismes apres tensorisation par Q, ce dernier est une ind-isogénie de M (k*@gﬁ) (T)).

Comme l*ibg:g (T ® coker ¢(© est un k*@gn)(T)—module globalement de

Dy (1)
présentation finie, on en déduit le résultat demandé. O

LEMME 2.1.13. Les notions de l*@gﬁ)(T)-module localement de présentation finie

(o)
Pi

valentes. En particulier, le faisceau d’anneaux K*@gg(T) est alors un l*@gg(T)-
module cohérent a ind-isogénie pres.

a ind-isogénie preés et de A* D, (T)-module cohérent a ind-isogénie prés sont équi-

N

Démonstration. La cohérence a ind-isogénie pres entraine clairement la locale
présentation finie 2 ind-isogénie prés. Réciproquement, soit &(*) un X*Dgn)(T)—
module localement de présentation finie a ind-isogénie prés. Comme le lemme
est locale et comme les propriétés équivalentes a établir sont stables par isomor-

phisme dans M@(K*@gg(T)), via les lemmes 2.1.7] et Z.1.12] on peut supposer
qu’il existe un @g‘n(o))(T)—module globalement de présentation finie FO) tel que

el = k*@g:t)(T) ®9~3$§0))(T) FO), Soit f(*): (k*@gﬁ)(T)) — &(*) un morphisme de

MQ(k*Zng(T)). 1l s”agit de vérifier que ker f(*) est de type fini a ind-isogénie pres.

Soienty € M, a'®: (k*@gﬁ) (T)) — %*&(*) un morphisme de M(?»*@g:g (T)) qui soit

un représentant de £(*). Comme 5%@) ) (T) est un anneau cohérent, comme les exten-

sions @g‘;m» (T)g — SB%Z‘}"HI)) (T)q sont plates, il découle alors du lemme2.1.10lque

le morphisme canonique k*@gn) (TY® 5%0)) @
P

de M(?»*Dg:g (T)). D’ot le résultat. O

kera® — kera(®) est une ind-isogénie

Remarques 2.1.14. Avec les notations du lemme 2.1.13] comme les extensions

@g‘t(m))(T) — 5%@“))@) ne sont pas plates, il semble faux que le faisceau d’an-

neaux 7»*25%;3 (T) soit cohérent (comme objet de M (7»*25%;3 (M)).
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Notations 2.1.15. Notons MQ,COh(k*ﬁgJ(T)) la sous-catégoric pleine de

MQ(F@S;) (T)) des @g:n) (T)-modules cohérents a ind-isogénie prés. De méme,
lorsque P est affine, en reprenant tout ce qui précede dans ce contexte, on définit de
maniére identique la sous-catégorie pleine Mg con (k*ﬁ(g:g (T)) de MQ(X*BS;)(T))

des 5;;3 (T)-modules cohérents a ind-isogénie pres.

LEMME 2.1.16. Si P(*) est un objet projectif de M(k*@g:t) (T)), alors P®) est un objet
projectif de M@(K*@gg (T)).

Démonstration. Soit g(*): €¢) — F() un eplmorphlsme de Mo(A*D g (T)) et
£ P — F) un morphisme de M@ l* ? ( ). Sment xeM, o) e
1 F) et yl®): () - x*F(*) des morphismes de M (l* (T)) representant respec-
tivement f(*) et g(*). Notons §(*) := x*F*), H(*) := im \|I ) et al®): H®) — g
I’inclusion canonique Comme g(*) est un eplmorphlsme, il existe y; € M et un mor-
phisme p(*) ) — i) tels que B oal®) et x5 (al*)) o B(*) sont les morphismes
canoniques. Comme fP( ) est projectif, il existe un unique morphisme 8(*): P() —
x]*e(’) dont le composé avec la surjection xTE(’) — x’{ﬂf(’) induite par x’{\p(’) donne
B(*) 0 ¢(*). On remarque de plus que X (\|1<’>) 00(*) est égal au composé de ¢(*) avec
le morphisme canonique G(*) — x’]‘S(’). Si on note h(*): P(*) — &(*) le morphisme de
MQ(k*@g:t) (T)) dont 8(*) est un représentant, on a donc g(*) o A(*) = f(*), O

Remarques 2.1.17. Je ne sais pas s’il est vrai que si J(*) est un objet injectif de

)
M(A*D , alors J(*) est un objet injectif de D1
?li MQ 3911

PROPOSITION  2.1.18. La sous catégorie pleine M@,coh(K*@gg(T)) de
Mg (k*iDg;t) (T)) est stable par isomorphisme, noyau, conoyau, extension.

Démonstration. La stabilité par isomorphisme est triviale. Vérifions a présent
la stabilité par noyau et conoyau. Soit f(*): &® — F(*) un morphisme de

Mq,con (k*@gﬁ) (T)). La cohérence a ind-isogénie étant une propriété locale et stable

par isomorphisme de MQ(X*ﬁgg (T)), grace 221,121 on peut supposer que &) et

F() sont des A*D") (T)-modules globalement de présentation finie. Soient x € M
g)t g p X

et ¢(*) ) — %*F(®) un morphisme de M(l*@gg(T)) qui représente f(*). Via le

(1)
cokerd® — cokero® sont des ind-

lemmem on vérifie alors que les morphismes canoniques l*@g@ (T) @m0
Pt

kero® — ker¢(®) et )“*51(]:3 (T) ®,5(xn(o))
P

(1)
isogénies de M(\* @g:t) (T)).

Traitons maintenant la stabilité par extension. Soit 0 — &(*) T)) F() (—)) G(*) - 0 une
f’ L] g L]

suite exacte dans la catégorie M@(k"@gg(ﬂ) avec €%, G*) ¢ MQ,coh(K*@gg(T)).
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Comme la cohérence de F(*) est locale, on peut supposer qu’il existe des épimor-
phismes de la forme a(®: (l*~(°)( ))r — &) et b(*): (l*@gg(T))s — G
D’apres [2.1.16] il existe h(® ( A*D (T)) ) tel que g(*) o A(*) = b(*). On en
déduit que (X*D?n(T)) (l* ( ) 'y 59) défini par £® oa(® + h(*) est un
épimorphisme. On a donc validé que F(®) est de type fini a ind-isogénie pres. Soit
al®): (l*@gg (T))t — F(*) un morphisme de M@(l*@gg(ﬂ). Il reste & vérifier que

kero(®) est de type fini 2 ind-isogénie prés. Comme G(*) est cohérent 2 ind-isogénie
pres, ker(g(’) o oc(’)) est de type fini a ind-isogénie pres. Comme ce que 1’on doit prou-
ver est local, on peut supposer qu’il existe un épimorphisme de M@(X*Dgﬁ) (T)) de

la forme B(®) : (l*@g@ (T))u — ker(g(® oa®)). Comme M@(l*@gﬁ)(ﬂ) est une ca-

tégorie abélienne, on dispose de I’isomorphisme canonique ol®) (ker(g(*) o al(*))) —
im(a(®)) Nkerg(®). En particulier, si on note 8(*): ker(g( Joal* )) — F(*) le composé

de o®) avec le monomorphisme ker(g(*) o a(*)) C (k* ) on obtient la facto-

risation canonique €(*): ker(g(*) o a(®)) — £(*) de §(*) par £(*). Comme £(*) est co-
hérent a ind-isogénie pres, ker(e('> o B(’)) est de type fini a ind-isogénie pres. Comme
£*) est un monomorphisme, il en résulte que ker(f(’) oe®o B(')) est de type fini a
ind-isogénie prés. Comme f(*) og(®) o (*) = §(*) o (%), alors ker(8(*) o p(*)) est de type
fini a ind-isogénie pres. Or, on dispose des isomorphismes B(*) (ker(8(*) o p(*))) —
im(B(*)) Nker(8(®)) = ker(a(*)), qui est donc de type fini a ind-isogénie pres.

o

LEMME 2.1.19. Soit &) un A*D fPt)(T)-module. Le module E®) est isomorphe dans

M@(k*@g:t) (T)) aun k*@gn (T)-module localement de présentation finie si et seule-
ment si € est isogene a un @(MO)) (T)-module cohérent et le morphisme canonique
l*@gﬁ)(T) ®®<x<o ) el 8( ) est une ind-isogénie de M(l*@gﬁ)(T)).

DT
P

t
dans M@ (A*D ?ﬁ ( )) si et seulement s’ils sont ind-isogénes dans M(A*D iPﬁ)(T))

De plus, deux 7»* (T)-modules localement de présentation finie sont isomorphes

Démonstration. Supposons qu’il existe F© un SB%(O»(T)—module cohérent,

FO e ?(0) et g(o)' F0) — &0 deux morphismes @g‘n(o))(T)-linéaires tels
que £ ) et g0 f sont les multiplications par p”. On obtient par extension

les morphlsmes F@ D 3:11)(T) ®95<111<0))(T) e x*@g:g(T) ®95<xt<0>)(T) FO) et
» P

g k*@g:t)(T) ® FO) - k*@g:t)(T) ® €©). En prenant y € M la

~ (0 ~ (M
DU (1) DU (1)
fonction constante egale an, en composant ¢'*) avec le morphisme canonique id — ",

on obtient la flache 4(*) : A*D ( ) ®93§§;(0))(T) FO) 5 o (k*iDg:g (T) ®'bf;‘é°))(r) ey,
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Alors %*( f(’>) oh®) et h* o f sont les morphismes canoniques (i.e. les multi-
plications par p” a chaque niveau). D’ou la suffisance de la premiére assertion a

valider. Réciproquement, supposons que &(®) est isomorphe dans MQ(k*ﬁgﬁ) (T)) a

un k*@gt) (T)-module F(*) localement de présentation finie. Dans ce cas, il existe

X € M et une ind-isogénie de M(k*@g:t) (T)) de la forme &*) — %*F(*). On en déduit

que £ et F) sont isogenes. Avec 2171 il en résulte la premiere ind-isogénie de

M(l*@gg(T)) de la forme k*ibg;g(T) ®'b<"n<°))(r) e — F() — x*F(®) Comme ce
»

composé est égal au composé k*@g:t)(T) ® &0 5 e — x*F(*) on en

Dy (1)
déduit la premiere assertion. La seconde assertion se traite de maniére analogue.
O

2.2 COHERENCE A LIM-IND-ISOGENIE PRES

DEFINITION 2.2.1. Soit £(*) un 25(°)( T)-module. Le module &(*) est un Dgn)( )-
module de type fini a lim-ind-isogénie pres s’il existe un recouvrement c ouvert (P)ier
)

de P tel que, pour tout i € I, on dispose d’une suite exacte dans Lﬂ@ ( )) de la
ri
forme : (SDSM)(T N P,)) — &®)|P; = 0, ol r; € N. De méme, on définie la notion de
i

ZDg:t) (T)-module localement de présentation finie a lim-ind-isogénie prés (resp. globa-
lement de présentation finie a lim-ind-isogénie pres, resp. cohérent a lim-ind-isogénie
pres).

Le lemme qui suit sera amélioré via (mais ce dernier utilise 2.2.2] qui est une
premicre étape).

LEMME 2.2.2. Soit &*) un @g:t)(T)-module. Le @gﬁ)(T)-module &) est globale-

ment de présentation finie a lim-ind-isogénie pres si et seulement s’il existe A € L et
un A*D ?n)(T)-module F®) globalement de présentation finie tel que &®) et F(*) soit

isomorphe dans L_]V{@(@gt) (1)).

Démonstration. La suffisance est triviale. Réciproquement, supposons que &(®) soit
~ ~ r ~ N
le conoyau dans L_]\/{Q(Dgg (T)) d’une fleche de la forme (@g:t) (T)) — (@g:t) (T)) .
~ r ~ S ~ N
Soient xo € M, L € L et ¢(*): (cDg;Q(T)) A (SDg:t)(T)) _— (x@gﬁ)(r))
un représentant de ce morphisme avec x, := Yo oA € M (I’égalité provient de L'y =
~ S ~
X*A*). Comme x* (K*Dgg(T)) est muni d’une structure canonique de X*Dgn)(T)—
module qui prolonge celle de @g:n) (T)-module, on en déduit par adjonction (voir
2.14) que le morphisme ¢(*) se factorise de maniére unique en un morphisme
~ ~ r ~ N
de M(k*@gﬁ)(T)) de la forme y(®): (k*@gﬁ)(T)) — X (k*@gﬁ)(T)) . Comme
coker y*) (calculé dans M@(l*@gg (T))) est un K*@gg (T)-module globalement de
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présentation finie 4 ind-isogénie pres, d’apres le lemme 2.1.12] le module coker y(*)
est isomorphe dans MQ(k*ﬂgg(T)) (et donc dans LﬂQ(D(ﬂ:t)(T)) via le foncteur
oubli de ZI5.1) a un A* D) (T) module globalement de présentation finie. Comme

coker y(*) est isomorphe 2 8 ) dans L_A/(@ ,on a donc terminé la preuve. [l

LEMME 2.2.3. Les notions de @(3;11) (T)-module localement de présentation finie a lim-
ind-isogénie pres et de Zbg:t) (T)-module cohérent a lim-ind-isogénie prés sont équiva-
lentes. En particulier, le faisceau d’anneaux @g:t) (T) est alors un ﬁg:t) (T)-module

cohérent a lim-ind-isogénie preés.

Démonstration. La cohérence a lim-ind-isogénie pres entraine clairement la locale
présentation finie a lim-ind-isogénie prés. Réciproquement, soit &®) un @gﬁ)(T)-
module localement de présentation finie a lim-ind- isogenie Comme la cohérence a

lim-ind-isogénie est locale, on peut supposer que &) un D )-module globale-
ment de présentation ﬁme a lim-ind-isogénie. D’apres mp par stabilité par iso-

morphismes de L_A/{@ 3311 T)) de la propriété de cohérence a lim-ind-isogénie, on
se raméne au cas out &(*) est un K*@gg (T)-module globalement de présentation fi-
nie. Soit f(*): (@gﬁ)(T)) — &) un morphisme de L_Z\/{Q(ﬁgﬁ)(T)) 11 s’agit de
vérifier que kerf est de type fini & lim-ind-isogénie prés. Soient y € M, A € L,
a®: (@gﬁ)(T)) — x*A*&(*) un morphisme de M('D( )( T)) qui soit un représentant
de f(*). Par ad]Ol‘lCtIOIl (v01r[m]) le morphlsme a( ) se factorise de maniére unique
en un morphisme b(® (7\.* ( )) — o AE®) de M (7\.* ( )). 1l résulte des
propositions Z. 113 et 2118 que kerb(®) est un A*D ?t)( )—module de type fini 2 ind-
isogénie pres, et par conséquent un @g:n) (T)-module de type fini a lim-ind-isogénie
prés (en effet, on dispose du foncteur oubli de21.5.1). Comme kerb(®) et ker £(*) sont
isomorphes dans L_]V{@(Dgg (T)), on conclut alors la preuve. O

Notations 2.24. On note L_]V{Q,Coh(@g;ﬁ)(T)) la sous-catégoric pleine de
L_]\/{ ) des Dl )( T)-modules cohérents a lim-ind-isogénie prés. De méme,
10rsque fP est affine, on définit la sous-catégorie pleine L_]\/{Q,C(,h(ﬁ(g:t)(T)) de

L_]\/{ ) des D N(g:t)(T) modules cohérents a lim-ind-isogénie pres (en rem-
plagant partout «D» par « D »).

Remarques 2.2.5. Soit A € L. De maniére analogue, quitte & remplacer « D »
par « k*D », on peut déﬁnir la sous-catégorie pleine %Q’coh(k*ﬁgg (T)) de

_1\/{ ) des AD ( )-modules cohérents a lim-ind-isogénie prés. Avec le
lemme et avec la caracterlsation de la globale présentation finie donnée dans
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2.2.2] les foncteurs oub, et k*@gn) (T)® — induisent des équivalences de caté-

D)
gories quasi-inverses entre LM con (k*@gﬁ) (T)) et LM con (Dgt) (T)).

o

PROPOSITION 2.2.6. Les foncteurs oublis et 93911)( ) ®@<.)(T) — sont des équiva-

Pt
lences de catégories quasi-inverses entre L—MQ D' )( T)) (resp. L_]\/{Q’coh(D(.)(T)))

Pt Pt
et LM (Dgi(T)) (resp. LM ( (D).

Démonstration. On vérifie de maniére analogue 2 le cas non res-
pectif. De méme, on établit que les foncteurs oubli et XSDS;)(T) R~

- induisent des équivalences quasi-inverses entre LﬂQ(@(g:t)(T)) et

L_]\/{Q k* . Traitons 51 présent le cas respectif Les factorisations
51, L_M@ D5 (T)) = L_% D) e 1D M) 950

: Lﬂ@ coh(D — Lﬂ@ coh( k* ( )) sont aisées. Or, d’aprés le
foncteur oubli se factorise par Lﬂ@ coh (A D ) — Lﬂ@ coh( T)). D’ou le
résultat. O

LEMME 2.2.7. Si P*) est un objet projectif de MQ(@%?(T)), alors P*) est un objet
projectif de L_]\/{Q 9(. (T)).

Démonstration. La preuve est identique 2 celle de (on remplace les  par des

A). O

PROPOSITION 2.2.8. La sous catégorie pleine L_ZV{Q coh( ) de lﬂ@
est stable par isomorphisme, noyau, conoyau, extension.

Démonstration. 1l s’ agit de reprendre la preuve de 2.1.18] (on utilise 2221 2.2 7]et le
fait que la catégorie LﬂQ(D(g:t) (T)) est abélienne). O

2.3 COHERENCE AU SENS DE BERTHELOT

Rappelons d’abord la notion de cohérence au sens de Berthelot (voir [Ber02} 4.2.3]) :

DEFINITION 2.3.1. Soit § € {0,+,—,b}. Soit £(*) ¢ QQQ . Le complexe
&(*) est cohérent si et seulement s’il existe A € L et F(*) ¢ LQQ 7\.* ?ﬁ (T)) et un iso-
morphisme de &*) 5 F(*) dans Lg(t@(@g:t)(T)) tels que F(*) vérifie les conditions

suivantes :

(D5 (1))

1. Pourtoutm € N, Fim) ¢ D' pi

coh
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2. Pour tous entiers 0 < m < m’, le morphisme canonique

7 (Mm')) L m m'
D (T)®93§§§’””(T>§( ) — glm) (2.3.1.1)

est un isomorphisme.
Notations 2.3.2. Soit # € {0,+,—,b}. On note Lg(n@coh(ﬁg;g(T)) la sous-
catégorie strictement pleine de Lg(n@ N(')( T)) des complexes cohérents. On note

LQQ con T)) la sous-catégorie strictement pleine de LQQ (')( T)) des com-

plexes &(*) ¢ Lg@ con (')(T)).

2.3.3. Berthelot a de plus vérifié que, pour tout &(*) ¢ Q@,coh(@(g:t) (T)) et pour tout

AN Iig(a(@g:t)(T)), I’application

(&), 5 — R¥tom,, (138 ) lim5*))
(2.3.3.1)

h_n)n : ]RﬂfomLDQ B
LD

est un isomorphisme.

PROPOSITION 2.3.4. Les foncteurs oubli et S~D(')(T)(§J]%<.)(T)— (resp.

Pt
255;3 (T) ®]L 50 (r) —) induisent des équivalences de catégories quasi-inverses
yli
entre l£ (@ (resp. l£ Q. coh T))) et l£ Qe T (resp.
5 ié
wp, (B >>

Démonstration. On remarque que les foncteurs sont bien définis grace au corollaire
B.2.3] ce dernier n’utilisant pas[2.3.4] On procéde de maniére identique 2[2.2.6] O

2.4 SUR UNE EQUIVALENCE DE CATEGORIES DES COMPLEXES A COHOMOLOGIE

COHERENTE
Notations 2.4.1. Pour f§ € {O, —,b,0}, on notera DCoh Iﬂ{@ ) la sous-
catégorie pleine de Djj Iﬂ{@ D (T))) des complexes &*) tels que, pour n € Z,
) € IA/{Q coh(Doi (T)) (v01r les notations de[2.2.4). On remarquera que cette

notlon de cohérence est locale en P.

Le lemme qui suit peut se voir comme un cas particulier de 2.3.3.1] Par soucis d’ex-
haustivité pour le lecteur, nous donnons une vérification.

LEMME 2.4.2. Soit 3(*) € L Q(ﬁgﬁ)(T)) Le morphisme de faisceaux en groupes
abéliens del|l.4.10. 1

Hom D)(1), .’fm)%%omD;n(TT)Q(fD;t(TT)@,liﬂ F)) (2.4.2.1)

L_Az@(ﬁiﬁ,:@(r))( P
est un isomorphisme.

DOCUMENTA MATHEMATICA 21 (2016) 1515-1606



SYSTEMES INDUCTIFS COHERENTS DE D-MODULES ... 1549

Démonstration. Pour tout ouvert 41 de P, on dispose par définition des égalités

(o) (o) _ ()
(8L, FHom (D(. (T))(Dyt (1), %) = Hom%(@(,bg;(mu))(@ .(TNU), *)|1)
(2.4.2.2)
= lim lim Hom - o) (D (T NU), KT [a) = lim lim T(8, A" F).
heL xeM AEL XeEM
(2.4.2.3)

En appliquant le foncteur I'(4f, —) au morphisme 2.4.2.T] on obtient le morphisme
canonique lim lim (LA F @) — T(Y, lim F(*)), qui est un isomorphisme. O
AEL XEM

THEOREME 2.43. Pour tous & ¢ Db, lﬂ@ F ¢
DY( (LMo(D ), le morphisme de D(Aby) défini en_

() gl im &) 1im 5
RHom (&, F )%Rf}{omD;NmQ(hglE im F ). (2.4.3.1)

D(LMo(D (1))
est un isomorphisme.

Démonstration. Grace au lemme [Har66, 1.7.1.(i1)] (que 1’on peut utiliser grace a
2.2.8), comme pour ’J"( ) ﬁxe les foncteurs sont way-out a droite, on se ramene au

casou &(®) € L_]V{@ coh(Do,/(T)). Comme le théoréme est local en P, d’apres le lemme
2.2.2] on peut supposer que ZP est affine et qu’il ex1ste AeL et un A*D ?ﬁ (T)—module
G globalement de présentation finie tel que &®) et G soient isomorphe dans
L_A/( ). On se ramene ainsi a vérifier le théoréme pour G(*) ala place de &(*).
D’apres la deuxiéme remarque de 21,91 G est un Dgx( ) (T)-module cohérent et le

morphisme canonique k*@g:u) (T) ®51(0) @ G9 — G(*) est isomorphisme. On obtient
Pl

une résolution gauche de GO par des 5%(0)) (T)-modules libres de type fini. Celle-ci

induit une résolution gauche de G(*) par des l*@gg (T)-modules libres de type fini.
En calquant la preuve de [Har66l 1.7.1.(iv)] (on utilise les suites exactes de tronca-

~ N

tion), on se ramene 2 vérifier le théoreme pour §(*) de la forme (k*iDg;t) (T)) . Par
additivité et comme @(3:3 (T)— k*@g:g (T) est une lim-ind-isogénie, on peut supposer
gl®) — Dg:t) (T). On conclut par construction de notre morphisme et de 2.4.2] (pour

dériver le bifoncteur de gauche de 24311 dans le cas particulier ot &(*) = @gn) (T),

on prend une résolution par des injectifs de Kb(DfPﬁ)( )) de I’objet associé a F(*)
via I’équivalence de catégories[[.2.11.1) ou alors en remarquant que 1’on est dans la

situation de 2.3.3]
O
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COROLLAIRE 2.4.4. 1. Pour tous &) € DY (LMo(D (1)), F) €
Db (lﬂ(@(@gt) (T))), le morphisme canonique de D(Ab) de 'l'(lxi

RHom (&), 7)) — RHom,, ), (im &) 1im 7))

(2.4.4.1)

D(LMo(D)(T)))
est un isomorphisme.

2. Le foncteur[l.4.9. 1| se factorise en I’équivalence de catégories
lim: LMg,con(D)(T)) = Coh(D}, ("T)q). (2.4.4.2)

ol Coh(@;>t ('T)q) désigne la catégorie des @;ﬁ ('T)q-modules cohérents.

3. Le foncteur lllg induit I’équivalence de catégories

lim: DBy, (LMo(D')(T))) 2 DUy (DL, ('T)g). (24.43)

Démonstration. On vérifie la premiére assertion de maniére analogue a[2.4.3](on peut
aussi remarquer qu’en appliquant le foncteur RI['(P,—) au morphisme de 2.4.3.1]
on obtient grace a[1.4.821a ﬂéche 2.4,4.[ ). Avec [L4.8.1] on en déduit la pleine fi-
délité des foncteurs 2.4.43] et 2.4.4.2] Vérifions a présent que ces deux foncteurs
sont essentiellement surjectifs. Soit & € Dcoh(D;n(TT)Q). Quitte a utiliser des tri-
angles distingués de troncation et a procéder par récurrence sur le nombre d’espaces
de cohomologie non nuls, avec [BGK™ 87, 1.2.18], par pleine fidélité de 2.4.4.3] on
se ramene au cas ou & est un D;t (TT)Q-module cohérent. Or, grace a [Ber96b,

3.4.5 et 3.6.2], il existe mp € N, un @g'éo)(T)—module cohérent £ et un isomor-

phisme DTt(TT)Q-linéaire de la forme @;Dﬁ(Jr )o ®®(mo @ €0 =, &. En posant

gl = (°+m0)( )®95f;"o> €0, on obtient alors I’isomorphisme lﬂ( ) = &

?t g (1)
O
La proposition qui suit améliore[2.2.2]:
LEMME 2.4.5. Soit &(* G L_ZV{Q coh ( T)). Il existe alors my € N tel que &) soit

isomorphe dans L_A/{Q jati (T)) aun @g:;rm()) (T)-module localement de présentation
finie.

Démonstration. Cela a été prouvé au cours de la preuve de([2.4.4.2] O

2.5 COMPARAISON ENTRE LES NOTIONS DE COHERENCE
LEMME 251 Pour tout entier n € 7Z, on dispose de la factorisation

H* l.‘QQ con( ) = MQ coh(Dup; (T)).
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Démonstration. Soient n € Z fixé et F(*) € Lg&coh(@(ﬂ:g (T)). Quitte a remplacer F(*)
par un objet isomorphe dans Lg&‘coh(Dg) (T)), on peut supposer qu’il existe A € L tel
que F*) ¢ LQE} (k*@gn)(T)) pour tout entier m, ¥ € D° (5%(’")) (T)) et tel que,
pour tous m < m’, le morphisme canonique

@%('"))(T) ®]%(7~(m)) . gm) _y g(m') (2.5.1.1)

soit un isomorphisme. On pose G(* := H"(F*)), £0) .= J"(FO)) et &) :=
k*@gﬁ)(T) ®®$t(0))(” €0, Ainsi, d’apres le lemme 217 le k*@gﬁ)(T)-module e
est localement de présentation finie. On dispose du morphisme canonique H" (F (0)) —
H"(F*)) qui induit par extension le morphisme &) — G(*) de M(k*@gﬁ)(T)).

Comme les homomorphismes Zbgi‘t(o) ) (T — @g»u(m) ) (T)q sont plats, on vérifie que
cette fleche devient un isomorphisme apres application du foncteur Q ®7 —. Pour tout
entier m, &M G sont des @g‘t(m))(T)-modules cohérents. Grace au lemme 2.1.10]

il en résulte que &(*) — G(*) est une ind-isogénie. On en déduit le résultat. O

LEMME 2.5.2. On dispose du diagramme canonique commutatif

D(DG)(T)) —— LDo(DG)(T)) —— D(LMo(D}(T))
~ (o) /ﬂ-(” ‘lim ~ () {(" |lﬂ§ ~ (o) “n lim
MR —— = oD —== a5 |
" D(D],(T)g) — |2 DD, (T)g) —| 2 D(D},(T)e)
= = =
M(D},,(1T)g) === M(D},,(*T)g) === M(D},,(T)q).
(2.5.2.1)

dont la fleche horizontale du milieu du haut est la factorisation dont les fonc-
teurs verticaux du carré du milieu sont les factorisations canoniques (voirlL49 Tlpour
le cas des modules).

Démonstration. Comme Q est plat sur Z et que le foncteur limite inductive sur le ni-
veau est exact, les foncteurs verticaux des deux carrés de la face de devant sont exacts
(pour celui de droite, cela découle de plus de [BP09| 2.3.4-5]). Cela implique que les
trois carrés paralleles a la face de droite sont commutatifs. De plus, comme le fonc-

teur canonique M(@gg(T)) — L_A/(@(@%SQ(T)) est exact (e.g. voir [BPQ9, 2.3.4]), le

contour du grand rectangle de la face du haut est commutatif. Comme LDg (25%:2 (T))
est une catégorie localisée de D(Sbg:t) (T)), la commutativité du carré de droite de la
face du haut en résulte. De la méme facon, on vérifie que le carré de droite de la face
du fond est commutatif.

O
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2.5.3. On déduit alors des lemmes 2.5.1] et 2.5.2] que 1’équivalence de catégories
l’,Q%)(Sng(T)) = Db(L_]V{@(SBg:t)(T))) de [L2ZIT.T] se factorise en le foncteur pleine-
ment fidele

LDY on(DS)(T)) = Dy (LM (D (253.1)
La proposition qui suit est la version logarithmique de [Ber96b, 2.2.7]

PROPOSITION 2.5.4. Pour tout m' > m, le noyau de I’homomorphisme canonique
/ /
plmm) . 'Dg?) — ZDI(:;) est 'idéal bilatére de ZDE:?) localement engendré par les opé-

<pm+1 > / . .
rateurs 0 4i ™) De plus, 'D(m) est localement libre sur I'image de p™™), de base
<pm+l_ !
les opérateurs de la forme o, 8 Zm ) avecn e N4,
Démonstration. Supposons que P? admette des coordonnées locales 11,...,7; telles

que Z=V(z - -1). On déduit des calculs de la preuve de [Ber96b} 2.2.7] (en particu-

lier, les trois dernieres lignes) que le noyau de p(””m/) est I’ensemble des sommes fi-
nies de la forme Y/ 1 aka ,avec a; € Op etk « p™*! signifiant que k; > p’”“

pour au moins un 1 <i < d. Grace a [Ber96b, 2.2.4.(ii),(iv)], on vérifie que tl.” est
dans le centre de 9355”’ et donc de Dg?. Avec la formule [Ber96bl 2.2.5.1], il en ré-

m+1 > pm+| <pm+l >(m)

k k>
sulte que an lp m) — ] ; engendre 8< Zm tkaf ) pour k > p™tl.
D’ou le résultat pour le noyau. On en dedult que I’image de p"") sont les sommes
<k>
finies de la forme Y1 axd; , ot k < p"*! signifie k; < p™*! quelque soit
> m <1—€> m’
i=1,...,d (on utilise quea =) =9, ™) pour k < p™t1). Pourr < p™*t!', g >0

(i.e. gi > 0 quelque soiti = 1,...,d) et k = p’”“g—i—z, grace a [Ber96b| 2.2.4.(iii)],

m+1 m+1
onad L w) = <) . g<P"" 47w Comme 1" est dans le centre de @gjm), alors

m+1 .
t7" estdans le centre de I'image de p(’”*'”/) Comme 9~ ("'

1
. <k>(, <>y <P >
en résulte que Qu ) = QI: ™.y

) est dans cette image, il

. D’ou le résultat. O

COROLLAIRE 2.5.5. 1. Pourtoutm' >m, ng(:;’)

i
1 a droite et a gauche sur 'DS;’).

i

est de Tor-dimension au plus d +

2. Pour tous entiers m” >m > m, le foncteur canonique de la forme

(BY(1)Bo, D& DB (1)B0, D) D~ (B ()80, D)) —

D’(Bg;n )(T)®OTZD$§/)) est way-out avec une amplitude bornée indépen-

demment de m, m' et m".

3. Soit A € L. On dispose (avec les notations sur la quasi-cohérence du chapitre[3))
de la factorisation :
sax(e (A0 s (®
NDS)(T)E DWU) : DRy (o (DHON(T)) Lol (A D)(T)).

(r) P
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Démonstration. Comme pour la version non logarithmique (voir [Ber(02|
1.2.6]), la propriété 1) se déduit de la proposition 25.4l Pour tout &) &

D~ (@g"”) (T)®0., Dg)t)) on vérifie que le morphisme canonique

m ' DG
Dy Bum e - B (130, D W8l 15, 1 €

est un isomorphisme, ce qui nous ramene au cas ou 7' est vide. La propriété 2) résulte
alors aussitot de 1). La propriété 3) résulte de 2) et du corollaire[3.2.3] (ce corollaire a
été prouvé sans rien utiliser de cette section).

O

Ce corollaire 253 nous permet d’obtenir le lemme suivant :

LEMME 2.5.6. Les équivalences du lemme [[2.10 se factorisent en les équivalences

de catégories quasi-inverses de la forme LMq,con (@gﬁ)(T)) = l@%.coh(ﬂgg(T)) et
0. 100 (D)(T)) = ) '

I L.QQ con( fpt (1)) = L_N{Q,coh(gfpn (T)).

Démonstration. Grace au lemme [[.2.10} il suffit de vérifier que les foncteurs sont

bien définis. Grace au lemme[2.3.1] on le sait déja pour le foncteur . Traitons a pré-

sent le cas du foncteur oubli. Soient A € L et £(*) un A*D'*) ; (T')-module localement
de présentation ﬁme (comme d’habitude, grice au lemme il suffit de traiter ce

cas). On pose F(*) := A*D ( ) ®L ) &), Dapres le corollaire 2.5.313, le com-

plexe F(*) est 2 cohomologie bornee On obtient alors que F(*) € QQQ con D(° T)).
Soit n € Z\ {0}. Or, comme 1’extension Dfpn(o))( Jo — k*Dgn (T )~Q est plate, on ob-
tient (3"(F(*)))g — 9{”(3"8)) —5 0. Comme H"(F) est un D(T)“t(m))(T)-module
cohérent pour tout 7, on déduit de ZL.I0Ique H" (F™)) est ind-isogene a 0. En parti-

culier, F*) € LDQ coh(igr) (T)). Avec le lemme[[.2.10] cela entraine I’isomorphisme

g0 =5 3O(F(*) dans QQ?Q,coh(ign)(T))- Comme H°(F(*)) =5 &), on en déduit

8(.) GLDQ coh('Dg:t)(T))' u

THEOREME 2.5.7. Le foncteur de[2.3.3 1linduit les équivalences de catégories :

L_‘Q?)Q,coh(®< coh lﬂ@ (1)), I;Qa,coh(‘D( LOh L_A/{Q D
(2 5 7 )
Démonstration. Comme Dgoh(L_]V{@(iB( L_A/{Q coh( 'D(° T)), le lemme 2.3.6]
nous permet de conclure que tel est le cas du premier foncteur Trartons a present
I’essentielle surjectivité du second foncteur. Soit € € Dcoh L_]\/{Q ). Quitte
a utiliser des triangles distingués de troncation et a procéder par recurrence sur le
nombre d’espaces de cohomologie non nuls, avec [BGK™ 87, 1.2.18], par pleine fidé-
lité¢ de notre foncteur, on se ramene au cas ou € € Lﬂ@ coh D(g:t) (T)), ce qui résulte
encore du lemme[2.3.6
O
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Remarques 2.5.8. Soit &) € Lg@ ). Il résulte du théoreme[2.5.7] que le fait
que &) ¢ Lg@ won(D Dl )(T)) est local en P.

LEMME 2.5.9. Notons D(c)oh@;: ('T)q) la sous-catégorie pleine de D'c’oh@;: ('T)g)

des complexes & tels que, pour tout entier n # 0, on ait H"(€) = 0.

1. Soit&®) ¢ ng coh @gn)(T)) La propriété £*) e ng coh @gn)(T)) équivaut a
celle lim &%) € DY (DL, ('T)q).

2. On dispose du diagramme de foncteurs commutatif a équivalence canonique
pres

(2.5.9.1)

dont tous les foncteurs sont des équivalences de catégories.

Démonstration. On déduit de2.3.2.Tlque I’on bénéficie pour tout n € Z du diagramme
de foncteur commutatif a équivalence canonique pres

l.‘QQ coh(Dg: ) —> L Qcoh(D(. ( (2592)

e !

IR

Pt
im
—

D} .("T)),

coh

Leal-

dont les foncteurs verticaux sont des équivalences de catégories (voir [2.4.4.2] pour
celle de droite). On en déduit la premiere assertion du lemme. La seconde assertion
découle aussitdt de la premiere équivalence de catégories du théoreme 2371 O

3 FONCTEUR DE LOCALISATION EN DEHORS D’UN DIVISEUR

3.1 PRODUITS TENSORIELS, QUASI-COHERENCE ET FONCTEUR OUBLI

3.1.1. Pourtous &,F € D~ (g@g;)(T)) etMeD™ (5;2’;)@)‘1), on pose :

Mi=Mel,, D"(r), &:=D"(T)ekL,, ¢,

D) (r) P P D)
SL TR ey ) L -— TRIi ey :
MB ) & = Rlim (VG ) €0, €87 T = Rlim (&, i) F),

M®~ ) € —Rllm(M ®~ ) €i)- (3.1.1.1)
D (T) — Dy (1)
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3.1.2. Pour tous &(*) € D’(g@(ﬂ:t)(T)), M) e D’(@(ﬂ:t)(T)d), on pose
OF S ©) .= (MMBL (m)
M ®’D}: i E =01 ®95§;,?(T)8 Jmen. (3.1.2.1)

Pour ? =d ou ? = g, on définit les bifoncteurs produits tensoriels

L 251 (® _ soqx(® _ (e
f®g(y(%<pf(@< /(1)) x D~ (*DE)(T)) » D~ (DEN(T)),  (3.122)

en posant, pour tous &) € D~("D)(T)), F*) € D~ (g@gn)(T)),

OFS (o) . (e(maL (m)
8 ®OT(TT)Q3' — (8 ®%§;n)(T)g' )mGN-

Notations 3.1.3 (Quasi-cohérence et foncteur oubli partiel du diviseur). Soit D C T
un second diviseur.

e Soit £ ¢ Db(g‘bg;")( )). Comme D ( ) (resp. B )(T)) n’a pas de p-
torsion, il résulte du théoréme [Ber02, 3 2 2] de Berthelot que e est quasi-
cohérent au sens de Berthelot comme objet de Db(gD ) (voir la défini-
tion [Ber02, 3.2.1]) si et seulement si 8(() ") e Dgc(Op) et le morphisme ca-
nonique &M — D(m)( )®~ (m) e (resp. £M — @g")(T)@)E;(m) elmy

Do (T) By (T)
est un isomorphisme. En particulier, cela ne dépend pas de 7. En no-
tant Db (ngr;) (T)), la sous-catégorie pleine de Db(g‘DgZ?(T)) des complexes
quasi-cohérents, on dispose alors du foncteur « oubli partiel du diviseur »
oubp r: Dgc (gﬂgﬁ) (T)) — Dgc (gﬂgﬁ) (D)) qui est une factorisation du foncteur

oubli canonique oubp 7 : D® (g@g? (T)) — Db(gSNDg'? (D)).

e De maniére analogue, on note Dgc(g@(g:t)(T)) la sous-catégorie pleine de
Db(gfbg:t)(T)) des complexes &(*) tels que, pour tout m € Z, Eém) € D5.(0p)

et le morphisme canonique &(*) — @gt) (T)@%(,)(T)E(') soit un isomorphisme
de Db(gSD (T)) On bénéficie encore du foncteur « oubli partiel du diviseur »

oubp,7: Db (*D)(T)) — Db (DL (D)).

e Onnote Lg& o« NM( T')) la sous-catégorie strictement pleine de Lg&(@g@(ﬂ)
des complexes isomorphes dans LDQ(Q( )(T)) a un complexe appartenant

Dgc (g‘D(ﬂDﬁ) (T)). Comme le foncteur oubp 7 (du second point) envoie une lim-
ind-isogénie sur une lim-ind-isogénie, on en déduit sa factorisation de la forme :

oubp,7 1 LY 1o (D)(T)) = LDY o (D) (D). (3.13.1)
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e On note encore oubp 7: Db(D;>t ('T)g) — Db(D;>t (D)) le foncteur oubli
partiel du diviseur.

Remargues 3.1.4. Soit £®) € D*(*D'%)(T)). La propriété £*) € DY, (*D'7)(T)) équi-

vaut a, pour tout m € Z, &) ¢ Dgc(gSDg';?(T)). Ainsi, la catégorie l’,Q%),qc(iDg:g(T))
ci-dessus correspond a celle donnée par Berthelot dans [Ber0O2| 4.2.3] sans pdle loga-
rithmique ni singularités surconvergentes.

LEMME 3.1.5. Le bifoncteur3.1.2.2lse factorise en

—®T (7)o LQQ T)) x LD ( gD —>ng T . (3.15.1)

Démonstration. Soient &(*) € D~ (qiDth)(T)) g e *(g@gg(T)).SoientxeM,le
(o) * oy (o) T (o)

L. Tl existe alors un morphisme & ® l Y FE) Ay (E ®OT(TT)Q5F )

(on résout F(*) par des D;g( )—modules plats, on utilise qu’un ibg;t) (T)-module P(*)

est plat si et seulement si les @g’? (T)-module P0m) sont plats) induisant le diagramme
canonique commutatif

IL L
()T (o) ()T e
& ®O(P(TT)Q9: 4> & ®OiP(TT)Q7\f x F

Aoyt (8(’ :-Tr(o)) Ay (8(.)égy(frm7‘*x*§(.)) _

05(TT)q

On en déduit la factorisation

L 24 (® — 255 (e
~ @ (1" D™("D)(T)) x LD (*D)(T)) — LG ("DS)(T)).
De méme, on obtient la factorisation sur le premier facteur. D’ou le résultat. O

3.2 DEFINITION ET PROPRIETES DANS LE CAS DES COMPLEXES

Soient m’ > m > 0 deux entiers, D' C D C T trois diviseurs (réduits) de P. On
dispose alors des morphismes canoniques Bg") (D) — Bg") (D) — 35,:")(T) (voir
la construction dans [Ber96bl 4.2.3]). Conformément aux notations de [Ber0O2], no-

tons Dy, qC(B( (D)) (resp. Dy, qC(B(m)( )® TSDSZ'; )) la localisation de la catégorie

qC(BST (D)) (ch(Bg")( )®OTD("’ ) par les isogénies.

LEMME 3.2.1. 1. Le noyau de [’épimorphisme %gp)( )®OTB('71)(T) —

/
B(g')n )(T) est un Op-module quasi-cohérent.

2. Le morphisme canonique @g;n) (D)®O Pﬁ(m )( T)— 3(”1)( )®@y3(m )(T) est
un isomorphisme.
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Démonstration. 11 suffit d’établir le lemme pour Ag = id. Comme le lemme est locale,
on peut supposer P affine, integre et qu’il existe f € O (resp. g € Op) relevant une
équation locale de T C P (resp D C P). Comme les diviseurs sont réduits, f est un
multiple de g modulo TQ5. Comme @ST ) (T) ne dépend que de f modulo TO 4 (voir
[Ber96bl 4.2.3]), une fois g fixé, on peut choisir f égal a un multiple de g. Posons

Bg')"/)(f) = Oy[X]/(fpmmX —p)et BST) (g) := O5[X]/(g"""' X — p). On dispose du
morphisme canonique de la forme Bg’” (g) — Bg" ) (f) (voir [Ber96b, 4.2.1.(ii)]).

1) Prouvons d’abord que, pour tout j < —1, f]{j(BgT) (8) @%ﬂ) Bg;n/)(f)) =0.

On dispose de la suite exacte courte 0 — Op[X] — Op[X] — BST) (g) — 0.
" x—p
Comme cette suite exacte donne une résolution canonique de Bg’” (g) par des O-
/
modules plats, en appliquant le foncteur — ®q, Bg’”( f) a cette suite exacte, on
constate qu’il s’agit alors d’établir que g”m+1 n’est pas un diviseur de zéro de Bg"/) (f)-

Comme Bg"/) (f) est integre (voir [Ber96bl 4.3.3]), on conclut.

gp,ﬁ - son image

dans Bg"/) (f), on obtient le diagramme canonique de morphismes Bg"/) (f)-linéaires :

2) En notant abusivement 15 -7 la classe de X dans Bg") (g) etencore
g P’

" x—p)oia ) ) )
—— 0p[X]®o, By '(f) ————= B, (§)®o, By '(f) ————=0

xX——P2 || \L
B0 () —— s B (K] B (f) —————0,
P P P s

/Y/
Op[X|®o, B5(f)

dont les suites horizontales forment des suites exactes et dont le carré, ayant pour

fleches horizontales les morphismes de B.(J')n/)( f)-algebres induit par respectivement

X — % ®1letX— %, est commutatif. On en déduit que le noyau, noté
g g
No, de la surjection canonique BST) (&) ®0, 3%';1)(}”) — ﬁg;n)(f) est annulé par
¢”""' @1 et donc par p. Comme B(JT/) (f) est sans p-torsion, comme TSEJT) (D) ®o,,
3;,'1,",) (T) = V/7 'V ay 382") (&) ®oy 382",) (f), on en déduit la suite exacte courte
0— No — 3},’1,") (D) ®op, Bgﬂ )(T) — Bgﬂ )(T) — 0. Pour i = 0, cela entraine que
No est un Op-module quasi-cohérent. D’apres [Ber02, 3.2.1.b)], il en résulte que
Np € Dgc(Oga). En passant a la limite projectif, on obtient de plus la suite exacte :

0—No— @gﬁ") (D)QA@OT@STI)(T) — @gﬁ"l)(T) — 0. Comme @gﬁ"l)(T) est sans p-
torsion et séparé complet, alors @g"l) (T) € Dgc(Oga). Il en est donc de méme de
B (D)Bo, BU(T). D’ apres [Ber0Z 3.2.21, B (D), BY'(T) € Db, (09) et
Op, @, (@g;”) (D)@%T@g;””(m) =5 By (D) @k, By (T). Il reste a établir Liso-
morphisme canonique Op, ®g,, (@g”) (D)QA@OT@%?”(T)) — Bg") (D) ®H@p,~ Bg”)(T).
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Or, en appliquant le foncteur Op, ®H5 p—au diagramme

0 ——No —= B (g) @0, BI (f) —= BI) (f) —=0

[ v v
0 —>Nog —= B (D)8, BU" (1) — B (T) — 0,
on obtient Op, @k (Bg’,") (g)®o:PBg§")(f)) 5 Op®%, ( D)&o, ('”)(T)).

Enfin, d’apres I’étape 1), on obtient Op, ®]{5T (BST) (g8) @0, BSP )(f)) (Op, ®%:P

B5"(2)) €, (0n &k, B3 (1) — B (D) &, BE(T).
O

PROPOSITION 3.2.2. Les morphismes fign/)(T) — %gn) (D)@L fig"/)(T) —

B (0)
ﬁg’)”) (D)@)%E,T)(D/)%g;n )(T) — %g;n )(T) sont des isogénies.

Démonstration. D’aprées  le  lemme [B2I1 le morphisme canonique
~ ~ ~ ! ~ /
Bg;n)(D’)®E(5TBg")(T) — Bg;n)(T) est une isogénie. Comme le foncteur

B (D)&

B0 (pry envoie une isogénie sur une isogénie, il en est donc
P

de méme du morphisme induit @g")(D)@L (B(m)(D')(X)O?B(m)(T)) —

B<m)(D’)
@g;n)(D)(X)B(m)(D,)B(m)(T). Comme la composition B( )( )®OPB( )(T) =
o (m m SL o (m m
Bg))(D)®7§¥1>(D,)(Bg>)(D’)®OTBSD)(T)) - 3D )@73(,,1)@,)3( Iy -

~ /
Bgﬂ )(T) est égal au morphisme canonique de la forme apparaissant dans le lemme
3211 ce composé est donc une isogénie. Il en résulte que le morphisme canonique

=(m ~L

@g"/)(T) — @gﬂl) (T) est une isogénie. De méme (on enléve les L)
7 (') 7 ()

| (D/)Bﬂ? (T) — Bf}" (T)

est une isogénie. Comme le composé des deux morphismes canoniques

Bg;n)(T) — Bg;n)(D)@)%g;n)(D,)BgT)(T) — Bg;n)(T) est I'identité, il en résulte

que le premier morphisme est aussi une isogénie. o

on vérifie que le morphisme canonique %g") (D)éé%(m)
P

Le corollaire qui suit n’utilise que les résultats élémentaires de cette section et a été
utilisé pour valider le corollaire [2.5.5]

COROLLAIRE 3.2.3.  [. Les foncteurs de la forme Bg",)(T) ®H@P. — sont de di-

. . . N = (m ~L
mension cohomologique égale a 1. Le foncteur 38;” )(T)®@‘y — est way-out sur

D~ (@g") (D)) avec une amplitude bornée indépendemment de m’ et m.

2. Le foncteur fig"/)( )®B(m (D)~ D(Q qC(B(m) (D)) — D& qc(fi(ml) (T)) est way-

out avec une amplitude bornee indépendemment de m' et m. On dispose de la

factorisation %gﬂﬂ)(T)@]%f;z)(D) D& qc(B(m) (D)) — l@&ch(@gﬁ.)(T)).
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(mh &

: R0 (S R L. U
3. Le foncteur canonique de la forme (Bgy " (T)®0, Dy, )®(3§§")(D)®OT'D§;§)) :

D&’qc(%g") (D)@oyﬁg’?) — D&’qc(%gn/)(T)QA@oT@g?) est way-out avec une

amplitude bornée indépendemment de m’ et m.

Démonstration. Vérifions 1). Comme le reste en découle, établissons seulement que
Bg",)(T) ®H@P. — est de dimension cohomologique égale a 1. Comme cela est locale,
on peut supp(l)ser P affine, integre et qu’il existe f € O relevant une équation lo-
cale T C P. Il suffit alors de considérer la suite exacte courte 0 — Op,[X] —
7" xop
Op[X] — Bg"/) (T) — 0 ol f est la réduction de f modulo !, qui donne une réso-
(

lution canonique a la longueur souhaitée de B P'i' ") (T) par des Op,-modules plats. Trai-

tons a présent 2). Pour tout £ ¢ D&’qc(%g@ (D)), on dispose des isomorphismes

canoniques dans Da(@g",) (T)) (on utilise 1) pour garantir la bornitude) :

m' sL m) ~. aam =L ~(m ~L m) ~. ;m ~L m
Bl >(T)®%($><D) gm =, (BY >(T)®O?B(3,)(D))®@$>(D) gm = U (1B, 0.

(3.2.3.1)

Grice au théoreme de Berthelot [Ber02, 3.2.2] (on remarque qu’il n’est valable que
pour les complexes & cohomologie bornée), les isomorphismes de [3.2.3.Tlsont en fait

dans Dﬁé’qc(@g{)(ﬂ). On en déduit 2) grice a 1). Traitons a présent 3). De maniere
analogue a [Car06, 1.1.8], on vérifie que, pour tout ) € D~ (Bg") (D)@OPD;’?), le
morphisme canonique

~ (m/) ~L

m =m' P PHimy Sk
e = (B3 (T80, Dy )8 (5 )5, 5

(m)
m) &
P4 P

g)
est un isomorphisme. D’oul le résultat.
O

3.2.4. Pour tout &(*) € D (g@gﬁ) (D)), comme pour [Car06| 1.1.8], (i.e. il est inutile
de localiser pour obtenir la commutativité du diagramme ci-dessous et cela reste va-
lable avec des podles logarithmiques), on bénéficie du diagramme commutatif dans

D (*DU)(T)) :

g (m) SL (m) def
BIN(T)RL glmy,
( P ( ) B&Z’”(D) ) eN

g "y

. L
em), oy == DI, (1T)g® e®) = ('T,D)(e®).

L
T il .
O ( T)@®Qy(TD)Q8( )

¥
(D;n (TD)Q

(3.2.4.1)
Comme pour le lemme[3.1.3] grice au corollaire[3.2.3]qui entraine la stabilité d’étre a
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cohomologie bornée, on vérifie la factorisation de ce foncteur sous la forme :

('T, D) := D, (' >@® —1 LY, (D)D) — LDY, ( (DS)(T)).
(3.2.4.2)

On écrit aussi &) ("D, T) := (T, D)(&®)). Ce foncteur (T, D) est «le foncteur ex-
tension (du diviseur de D & T) ». On dit aussi que (7, D) est le « foncteur de locali-
sation en dehors de T ». Lorsque D = 0 ou plus généralement lorsqu’il n’y a aucune
confusion a craindre sur D, on omet de I’indiquer. On note de maniere analogue pour
les complexes cohérents :

('1,D):=D!.('T)q Dot (D) —: Dy(DL,(1D)g) = Do (DL, (1T)q).
(3.2.4.3)

Le foncteur3.2.4 3l restreint aux modules cohérents est exact, ce qui justifie I’absence
du symbole L.

3.2.5. Notons oubt les foncteurs oublis canoniques de la forme
ouby : LQQ «© ( ) ) — LQQ «© D) ¢ (D)) ou de la forme oub : coh(ﬂT (‘D)g) —
Dgoh(ﬂfp (‘D)o ) On déduit de lm]que les foncteurs de localisation (7,D) de

ou de 3.2.4.3] ne dépendent pas de la log-structure, i.e., on dispose de
I’isomorphisme canonique

(*T,D) o oub; — oub; o ("T, D) (3.2.5.1)

de foncteurs de LDP qc(ig)(D)) — [;Q%g,qc(@g::)(n) ou de Db

(:oh('DT ( )Q)

(DL("D)g) —

PROPOSITION 3.2.6. Soit &*) € Lg@ oD
1. Le morphisme canonique fonctoriel en &(®) :
(T, D) o oubp 7(£*)) — &(*) (3.2.6.1)
est un isomorphisme de LDQ qc(ﬂ(.) (T)).
2. Le morphisme canonique fonctoriel en &(®) :
oubp,7(&*)) = oubp 7 o ('T,D) 0 oubp 7 () (3.2.6.2)
. . ~(®)
est un isomorphisme de l’,Q%),qC(ZD?t (D)).

3. Le foncteur oubp 1 : lg@ " ~( ) ) — l@@ « (.)(D)) est pleinement fi-
déle.
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Démonstration. Avec les notations[3.2.4.1] on dispose des isomorphismes canoniques

de LD . (DS)(T)) :

~, 3 m\SL (0) (= glo)
— B/ (T)®2 4 E\ — E®.
som I
Cette composition est le morphisme canonique (77, D) ooubD’r(E(’)) — &
qui est donc un isomorphisme. Il en résulte I’isomorphisme canonique oubp 7 o

TT,D ooubp.r elo)y =y oubp 1 &)y de LD @(*) D)). Comme le composé
s s QQ‘qc Pt

oubr p(€*)) — oubp 7 o (', D) 0 oubp 7(E(*)) = oubp 7 (E(*)) est I'identité, on en
déduit que le morphisme canonique[3.2.6.2]est un isomorphisme. La pleine fidélité de
oubp r découle des deux premicres assertions. O

COROLLAIRE 3.2.7. Soit £*) € Lg&,qc(@gn) (D)). Le morphisme canonique foncto-
riel en £*)

("7, D') ooubpy p(£®)) — (T, D) (™) (3.2.7.1)
est un isomorphisme de l@&»,qc(@g@ (T)).
Démonstration. D’aprés [3.2.6.1 on bénéficie de I’isomorphisme canonique
(fD, D') o oubyy p(E®)) > &), En lui appliquant le foncteur (T, D), I’iso-
morphisme ("7, D) = ('T, D)o ("D, D') nous permet alors de conclure. O
Notations 3.2.8. On note D?df(@(g:t)(T)) la sous-catégorie pleine de Db(@g:t)(T))

des complexes de Tor-dimension finie. On note L_Q&,qc,tdf(igt) (T)) la sous-catégorie

strictement pleine de L_Q&’qc(Dgﬁ)(T)) des objets isomorphes dans l_,Q%),qc(CD(')(T))

pi
a un objet de D?df(iDg;g (T)).

COROLLAIRE 3.2.9. 1. Avec les notations de on bénéficie de 1’égalité
b (pe) —7I1pb )
lv‘QQ-qC(DTPﬁ (7)) = él»)Q.qc,tdf(iD? (7).
2. Le bifoncteur[3.1.3 1]se factorise en le bifoncteur

L ~ ~ ~
i . 2y (e) (o) NO
_®(‘)?(T7‘)Q— . l;Q&,qc( SDfpt (T)) X Lg%,qc(gtbfpn (T)) — él_?}é,qc( 'D?n (T))
(3.2.9.1)

Démonstration. Comme la seconde propriété résulte de la premiere, établissons 1).
Dans un premier temps, supposons 7 vide. Grace au théoreme [Ber02, 3.2.3] de
Berthelot qui reste valable avec des structures logarithmiques, on se ramene a éta-
blir Dgc(ﬂg)) = Dgcytdf(ﬂggl) ). Comme cela est local (P est supposé quasi-compact),
on peut supposer P affine. Avec les théoremes de type A pour les faisceaux quasi-
cohérents, on se raméne alors a vérifier D° (D(m)) = D't’df(D(m)). Cette derniere éga-

Pt Pt
lité résulte du fait que Dg;l) est un anneau de dimension cohomologique finie (voir
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[Mon02| Proposition 5. 3 1]) et de [SGAG6, 1.5.9]. Revenons a présent au cas géné-
ral. Soit £(*) € l_,QQ oD ). Il découle de B.2.6.T] utilisé pour D vide, que 1’on
dispose de I’ 1som0rphlsme (TT) o oubT(E( )) 5 &(®). Dapres le premier cas traité,

on obtient oubz (£(*)) € Lg@qc,tdf(@(ﬂg ). Comme le foncteur ("T) préserve la Tor-
dimension finie, on conclut la preuve. O

Apres avoir traiter le cas d’un diviseur inclus dans un autre, terminons cette section par
considérer le cas de deux diviseurs dont les composantes irréductibles sont distinctes.

LEMME 3.2.10. Soient T, T' deux diviseurs de P dont les composantes irréductibles
sont distinctes, " I’ouvert de P complémentaire de T UT'.

1. Pour tout i € N, le morphisme canonique @gn)( )®]L 3("1)( T) —
%g?) (T)®o,, %g{_") (T') est un isomorphisme.

2. Le morphisme canonique @g")(T)@)HéT@g")(T') — @(ﬂgn)(T)@@,y@g")(T') est
un isomorphisme et la Op-algébre %gn)(T)(@o?%gT)(T’) est sans p-torsion.

3. Le morphisme canonique de Op-algébres %g") (T)QA@OT%(GT)(T') — j«Oyn, ot
J: W — P est Uinclusion, est un monomorphisme.

4. Soient x, A: N — N définis respectivement pour tout entier m € N en posant
x(m) := pP~! et A(m) := m+ 1. On dispose des monomorphismes canoniques

de laforme al®: BEN(T)B0, BRI (T7) %@g)(nn ) etB BY(TUT') -
A* *( ( )®OTB( )(T’))telsquel*x*(oc(’ YoB(®) et B*) oal®) sont les mor-

phlsmes canomques

Démonstration. 11 ne coiite pas cher de supposer Ay = id. Comme les assertions
sont locales, on peut supposer P affine, intégre et qu’il existe fi,..., f, € O (resp.
fis---.f) € Op) relevant une équation locale des composantes irréductibles de 7 C P

(resp T' C P). Notons f:=[[._, fs et f':= ;’:, f1. On dispose alors des égalités

= ~ m+1 = ~ m 1

By (1) = 0p{X}/ (7" X = p) et BG(1') =5 05 {X}/ (/)X = p). 0

on a pris soin de distinguer les variables X et X’.

1) 1l s’agit d’établir que, pour tout j < —1, J—Cj(Bg")(T) ®]L B@(T')) =0.

On dispose de la suite exacte courte 0 — Op,[X] — Op[ ] — 3;,';1)(T) -0
7" xp

+1 Comme cette suite exacte donne une ré-

ot f est la réduction de f modulo 7
solution canonique de Bg") (T) par des Op-modules plats, en appliquant le fonc-
teur — o, Bg") (T') a cette suite exacte, on constate qu’il s’agit alors d’établir que
I'image de f dans B,(D’I_") (T’) est non nul et n’est pas un diviseur de zéro. Comme
E(UT)(T’) est sans-p-torsion (voir [Ber96bl 4.3.3]), on se ramene au cas i = 0. On a

~ _ . m+l —
alors B,(Dm)(T’) = 0p[X']/ (" X') out f7 est la réduction de f’ modulo 7. Soient
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— __m+l
P(X"),Q(X') € Op[X'] tels que f-P(X') = (/' X')-Q(X'). Comme les compo-
1

santes irréductibles de T et T’ sont distinctes, il en résulte que f© X' divise P(X').
D’ou le résultat.

2) En appliquant le foncteur Rlim aux isomorphismes canoniques de 1), via

—
Mittag-Leffler, on obtient I’isomorphisme de 2) voulu. De plus, d’apres [Ber02)
S ~L 5 ~ ~L & ~

3221, BY(1)86,B5(1") € Dy(03) et ko (BY) (136, B (1) =
B (T) ®6, B (T'). Tl en résulte d’aprés 1) et I'isomorphisme de 2) que H~ (k %
(B (1)Bo, B (")) = 0. .

3) 1l suffit de reprendre le fil de la preuve de [Ber96b, 4.3.3.(ii)] : notons B :=
E(gl)(T)(@oTEg")A(T’). Comme B est sans p-torsion, il est aussi sans f-torsion et
s’injecte donc By. Notons i I'ouvert de P complémentaire de 7. On obtient :
(Bf) — 0y®0,B A<m)( T') — A(m)(T’ NU) C Oy (cette derniere inclusion est
[Ber96bl 4.3.3.(i1)]). Il suffit donc de prouver que B + est p-adiquement séparé. On

note encore X I’image de X dans B. Comme X est un_ diviseur de p, il suffit
d’établir que Bf est X-adiquement séparé. Soient b,x € B ¢ tels que (1 —bX)x =
0. Il s’agit de prouver que x = 0. Quitte & multiplier par une puissance de f
assez grande, on peut supposer b,x € B et qu’il existe s € N assez grand tel

que (f* —bX)x = 0. Or, B/XB 5 03/pOp @0, Op{X'}/((f)7""' X' — p) >
| ~

(09 /p0p) X"/ (F*" X') = BU(T'). Comme I'image de f* dans BY"(T") est

non nul et n’est pas un diviseur de zéro (voir I'étape 1), on en déduit que I’éga-

lité (f* — bX)x = 0 implique que x € XB. Par itération du raisonnement, on obtient
X € NpenX"B. 1 existe donc ¢ € B tel que (1 —cX)x = 0.

-~ ~ o~ m+1 ~
Or, B/pB — Bg,m)(T')[X]/(fp X). La relation (1 — ¢X)x = 0 dans B induit dans
B/pB Tégalité (1 —2X)¥ = 0. Soient &(X), F(X) des éléments de BY” (T")[X] in-
—pm+l __m+1
duisant modulo f” X les éléments 7, X. Ainsi, (1 —¢(X)X)X(X) =F" XQ(X),
avec Q(X) € Bg")(T’)[X]. Il en résulte qu’il existe R(X) € Bg")(T’)[X] tel que X(X) =
—pym+l1 —ym+l

XR(X). Dot (1—¢(X)X)R(X) = f" _O(X), ce qui entraine que 7 divise R(X).
Ainsi, on a vérifié que x = 0, i.eA. x € pB. Comme B est sans p-torsion, en réitérant le
procédé on obtient x € N,enp"B = {0}, ce qu’il fallait démontrer.

4) La définition du morphisme o™ est triviale. Le fait que cela soit un
monomorphisme résulte aussitot de 3. De plus, on note y™: Op[X] —

(%gﬂﬂ)( )® B(mﬂ)( T'))g le morphisme de Ogp-algebres défini en posant
Y (x) =1 7m+]®( ),,H,) Soientn e N, ge N, re Ntelsque 0 <r<pet

q
n = pq+r. On calcule ¥ (X") = (=& T ®( s (sz( m+2®( ),,mu)) :

Le morphisme p?~ 'y se factorise alors canoniquement en le morphisme de la
forme B voulu.
O
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PROPOSITION 3.2.11. Soient T',T deux diviseurs de P. Pour tout &® €
l_,QEé,qc('Dg:t)), on dispose de I'isomorphisme ("T") o ("T)(£®)) — (T UT)(E®)
fonctorielen T, T', &*).

Démonstration. Soient Ty, T»,T” des diviseurs dont les composantes irréductibles
sont distinctes deux a deux et tels que T =Ty UT” et T/ = T, UT” . Par associativité du
produit tensoriel, il résulte de3.2.10que (F7") o (F'T)(£*)) = ("1) o ((T") o (FT") 0
("T1)(&®)). Grace 2328 on obtient ("7") o (F'T") = (TT"). Avec encore 3210,
comme TUT' = Ty UT" UT, on en déduit le résultat. O

3.3 DEFINITION ET PROPRIETES DANS LE CAS DES MODULES

Soit 7/ O T un second diviseur de P.
33.1. Soit &) ¢ M(@gn)(T)) On définit le foncteur extension du divi-
seur ('7,7)°: M(DEI(T)) — M(DENT') en posant ('T/,7)°(e)) :=

Pt
D(g:t) (T')@)@(.)(T)E('). On dit que &(*) est « pseudo quasi-cohérent » si le morphisme
Pt

canonique &) — ("7, 7)°(&(*)) est un isomorphisme. Si €(*) est sans p-torsion, il
est clair que &(*) € Dgc(ﬂg:n) (T)), si et seulement si &(*) est pseudo quasi-cohérent.

On note Mpqc(@g) (T)), 1a sous-catégorie pleine de M(@gﬁ) (T)) des modules pseudo

quasi-cohérents.
3.3.2. Comme la pseudo quasi-cohérence est une notion indépendante

du choix des diviseurs, le foncteur oubli se factorise en un foncteur

de la forme oubyq: Mpqc(@gﬁ)(T’)) — Mpqc(@g)(T)). La factorisation
(f1',1)°: Mpqc(ﬂg:)(T)) — Mpqc(ﬂg:)(T')) est encore plus évidente. Comme
pour [3.2.6[ (i.e., il suffit d’enlever les « IL » dans la preuve) , on déduit de [3.2.2] que,

pour tout &'(*) ¢ Mpqc(@(')

¢ (T")), les morphismes canoniques fonctoriels en &’ OF

OubT’T/ (8/(.)) — OubT,T’ o ('f'T/7 T)O ° OubT’T/ (8/(0) ),

(1", T)% 0 ouby 11(£'®) — €' (3.3.2.1)
sont des isomorphismes. Le foncteur oubyz 7+: Mpqc(@g:;)(T/)) — Mpqc(@g:;)(T)) est

donc pleinement fidele.

3.3.3. Comme pour[3.I.5.11 on vérifie que le foncteur (TT’,T)? se factorise en
("T.7)°: LMo(D)(T)) — LMo(DS)(T")). (3.3.3.1)

Le foncteur oubli canonique M (Sbgﬁ) (T)) =M (@gt) (T)) se factorise en le foncteur
noté

ouby 1 LMo(D')(T")) — LMo (D) (T)). (3.3.3.2)
Il semble faux que le foncteur[3.3.3.2]soit pleinement fidele sans hypothése de finitude.
Néanmoins, nous verrons que tel est le cas pour les modules cohérents a lim-ind-

isogénie pres (voir3.4.5.1).
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3.4 THEOREME DE TYPE A

3.4.1. Supposons P affine.

e On dispose du foncteur section globale I'(P,—): M(@gn)(T)) — M(E(ﬂ:t)(T))
défini en posant (P, E(*)) := E(*), ot E/™ — E("+1) est I’image par le fonc-
teur [(P, —) de la fleche ™) — £0"+1) Comme le foncteur (P, —) com-
mute canoniquement au foncteur x*, le foncteur I'(P, ) transforme les ind-

isogénies en ind-isogénies. Il induit donc le foncteur I'(P MQ )—
MQ(ﬁgt)(T)). De méme, comme I'(P,—) envoie une lim-ind-i 1sogen1e sur
une hm 1nd -isogénie, on obtient la factorisation I'(P L_]\/{Q ®(° ) —

LMqo(D

e On dispose du foncteur Dl )( T)® —: M(ﬁgn)(T)) — M(@gn)(T))

D7)
On vérifie de méme que ’on obtient la factorisation @gﬁ)(T) ® 5 @
pi
—: LMg(DG)(T)) — LMo(DG)(T))
LEMME 3.4.2. Donnons-nous A € L, T' D T un second diviseur.

. POW tout l*ibg:t)(T)-module &®) les morphismes  canoniques
(T') 50 el(e) %k*ﬁ(.)(T')@) ) oDl )( )®~<.) elo)
Tt(T) (1)

P
E( ) sont des lsomorphlsmes de IA/{@ .t) ).

7»*93 ()

e

e Pour tout l*ﬁ(ﬂ:t(T)-module F(®), les morphismes canoniques
7 (®) . xy(®) o 7(®) S .

DT ®5$g(r) F(®) — A DS)(T) ®x*5§§§<r) F®) e D?ﬁ(T)®5;g(T)F( )
F®) sont des isomorphismes de L_]\/(Q(TDSZJ (1)).

Démonstration. On dispose de la factorisation A*D (¢) p (T ® el —

WD)

A <5§§3 (1) @ 3 (T)E(’)) s’inscrivant dans le diagramme canonique commu-
Pt

tatif

e (3.4.2.1)

*"’(.)
A 'Djpti(T’) ®k*(b(.)(T)
.

« [ 7y(e) . * w1y (®) .
A <@?ﬁ(r)®@$ﬁ € >) Y <x D3, & >),

et de méme en remplacant « ® » par « ® ». On en déduit la premiere assertion. On
procede de maniere analogue pour la seconde. o
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LEMME 3.4.3. Soit T' D T un second diviseur.

1. Le foncteur ("T',T)° se factorise en
lﬂ@ coh %lﬂ@ coh ) (3.4.3.1)

2. Pourtout &®) € L h( T)), le morphisme canonique Dl )( T ®~
LM co D))

el - @g)ﬁ) (T’)@,bgn (T)€(’) est un isomorphisme de L_A/(Q,coh('DSPﬁ) ().
3. Supposons que P soit affine. Pour tout F®) ¢ lA/{Q coh(D ), le morphisme
7(®)

canonique D (T )®5(.t)(r) F) @g)t)( )®~e) F(') est alors un isomor-
P

D, (T)
phisme de L_N{@,coh('Dg;;) (T)).

Démonstration. D’apres le lemme 2.4.3] pour vérifier la preservation de la cohé-

rence, on peut supposer qu’il existe mg,ng € N tels que el (resp F(*)) soit un

SDg:t+ mo) (T)-module localement de présentation finie (resp. un D( +n°) (T)-module de

présentation finie). On obtient ainsi les égalités (a 1s0m0rph1sme canonique pres) :
° A~ (@7 1 ° ~(o+

e = DisFm(r) ® 501 gim) et F®) = Di(T) @ gl F). Le lemme

3.4 2nous permet de conclure. ‘ O

PROPOSITION 344 Supposons fP aﬁ‘ine On dispose alors des factorisations

canoniques T'(P L_IV(Q coh(D ) — LMo, coh( D(. et D )( )®5<->(T)
Pt

—: %Q’coh(D?n(T)) — L_ZV{@,COh(@?n(T)) qui induisent des équivalences quasi-
inverses de catégories.

Démonstration. On procéde de maniere analogue a la preuve du lemme [3.4.3]en uti-
lisant en plus les théorémes de type A du deuxieéme point de la remarque[2.1.9] O

3.4.5. On dispose du diagramme canonique

LM geon(Di) (7)) = LY oy(D) (7)) — > LMean(DG) (1)) (3:45.1)

MGER {cr1) {(17)0
LM con(Dig) (1') = LY (DS (T)) — = LM con(D3) (1))
¢°ubT,T’ J/OubT,T’ \LOUbT.T/

LMo(D§)(T))

commutatif a isomorphisme canoniques pres. En effet, il suffit de reprendre les
arguments de la preuve du lemme 2.5.6l Comme le foncteur oubli ouby 7/ du
milieu est pleinement fidele (voir [3.2.6), on en déduit qu’il en est de méme

ouby 71 LMg.con(D) (1)) = LMo (DS)(T)).
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3.5 UN CRITERE DE STABILITE DE LA COHERENCE PAR LOCALISATION EN DE-
HORS D’UN DIVISEUR

THEOREME 3.5.1. Soient T' O T un diviseu, &€ ¢ LQQ coh ()(T)) et
= liﬂ(‘l(' € Dcoh(@;ﬁ( T)g). On suppose de plus que le morphisme
& — ('T',T)(&) est un isomorphisme dans Db(ﬂgan(TT)@). Le morphisme cano-

nique &) — ("'T',T)(E®)) est alors un isomorphisme dans lg&’coh(@&) (T)).

Démonstration. 0) On se ramene au cas o e e L_A/{@ coh(D

Pour tout entier n € Z, d’aprés le lemme2.5.1] on a H"(E'*)) € L_ZV{Q coh( T)).De
plus, d’apres le corollaire [[2.12] le morphisme canonique ¢: &(® (TT' , T)(E('))
est un isomorphisme dans 9%(93833 (T)), si et seulement si, pour tout entier
neiz,le morphisme H™(9): %”(E(’)) — H*((*77,T)(&®))) est un isomorphisme
de LMo(D . Notons y,,: (77, 1)0 (3" (&) = F"(('1",T)(®)) I'unique
morphisme de L_A/(@’C(,h g)t)( ")) factorisant canoniquement H" (¢)).

a) Vérifions que , est un isomorphisme. Comme le foncteur lim est pleinement fi-
dele sur L_A/(@’mh(@gg (T")), il suffit de prouver que lim (y,) est un isomorphisme.
Or, comme le foncteur 1_113 commute canoniquement a H" a isomorphisme cano-
nique pres (voir le diagramme 2.3.9.2), on obtient que lim (W) est canoniquement
isomorphe au morphisme canonique (T7',T)(H"€) — H*(('T',T)(€)). Comme le
foncteur ('77,T): Coh(DT ("T)q) = D%, (DL, (TT")q) est exact, le morphisme

coh
(1!, T)(H"E) — H"(('T",T)(€)) est donc un isomorphisme. Do le résultat.

b) Si le théoreme est vérifié pour lﬂ@,coh(ggt)

H(E®)) = ('T7,7)°(3"(£(*))) est un isomorphisme. Comme en le composant avec
Y, on obtient H"(¢), il en résulte la réduction demandée.
1) Gréce au lemme[2.4.3] on peut supposer qu’il existe n > 0 assez grand tel que &(*)

(T)), alors le morphisme canonique

soit un D( +m°) (T)-module localement de présentation finie. Comme le théoréme est
local (v01r [L32), on peut alors supposer P affine. Posons E(®) = T'(P,&(*)), F(*) .=
(17, 1)°(&®), F(*) = (P, F(*)). Vérifions dans cette étape 1) que le morphisme
canonique E(*) — F(*) est un isomorphisme dans L_]V{@ (5;:3(T)), i.e., est une lim-
ind-isogénie (de M (D ('+m°)(T))).

a) Soient E := @m ( ) et N le noyau du morphisme canonique E™ — E. On dé-
duit des théorémes de type A (voir par exemple le deuxieéme point de la remarque

) que, pour tout entier m € N, E™ est un D(m+m°>( T)-module de type fini.
Par noethérianité de D(ermO) (T), le D(ngr'nO)(T)-module N est alors aussi de type

fini. On en déduit qu 11 existe A(m) > m tel que E™ — EAM) se factorise par
E /N ) On peut choisir A: N — N tel que A € L. On en déduit que
E®) - E®) /N (*) est en particulier une lim-ind-isogénie. Quitte A remplacer E(*) par
E®) /N(’), on peut donc supposer que les morphismes de transition E(™ — E(m+1)

DOCUMENTA MATHEMATICA 21 (2016) 1515-1606



1568 DANIEL CARO

sont injectifs. De méme, en utilisant [Ber96bl 3.4.4], on se ramene au cas ou les £ (m)
sont de plus sans p-torsion.

De méme, posons F := @mF (m) et, pour tout entier m > 0, soient G™) le quotient de
Fm par le noyau du morphisme canonique F' (m) Fg. Ainsi, les morphismes de tran-

sition G — G("+1) sont injectifs et les G") sont des D(m+m°) (T')-modules de type
fini sans p-torsion. Comme, pour les raisons analogues a ci- dessus la fleche canonique

F(®) — G(®) est une lim-ind-isogénie (de M(D('Hm’)( T')) etdonc de M(D,, ('+m°) (1),
on se raméne 2 établir que le morphisme canonique E®) — G(*) est une lim-ind-
isogénie de M(D('+m°) (T)).

b) Comme le foncteur I'(P, —) commute aux limites inductives filtrantes et au foncteur

—®zQ, le fait que le morphisme canonique @ &(*) — lim F*) soit un isomorphisme
entraine que le morphisme canonique Eg — Fgp est un isomorphisme.

c) Les K-espaces E(g") et G(g") sont munis d’une structure canoniques de K-espaces

(m+m0) (T)

de Banach induites respectivement par leur structure de D, @-module de type

fini et de Dg;?m") (T")@-module de type fini. Pour ces topologies, les morphismes

canoniques E(g") — G(g") sont des morphismes continus de K-espaces de Banach.

(m)

Notons W := li_n;m Gé muni de la topologie limite inductive de K-espace locale-

ment convexe. Notons i, : E((@m) — W le composé E((@m) — G((é" ) — W. Alors i, est
continu pour les topologies décrites ci-dessus. De plus, comme d’aprés la partie b)
on a Eg — Fyp, on en déduit que le morphisme Eg — W est bijectif. Comme

E(g") — Eg est injectif, il en est alors de méme de iy,. De plus, on a I’égalité d’en-

sembles W = UmeNim(E(g")). D’apres [Sch02| 8.9], pour tout entier m, il en résulte

qu’il existe A(m) > m et un morphisme continu B : Gg" ) E((@Mm)) tel que en le

composant avec iy, on obtienne le morphisme canonique continue Gg) — W. On
choisit un tel A(m) > m le plus petit possible. Comme iy, est injective, une telle fac-

(m)

torisation (") du morphisme canonique G~ — W est unique. On vérifie de méme

que les morphismes [3 sont compatibles aux morphismes de transition, i.e. que 1’on

(’+'”0) (T)

obtient en fait le morphisme de D, o-modules B(*): G(g) — k*E(g )

Comme la famille (p ”G< N nen forme une base de voisinage de 0, comme E*™)

(M

est un ouvert de E(Q (on se rappelle que EAMM) et GU™ sont sans p-torsion), le

fait que [3 soit continue implique alors qu’il existe y(m) € N assez grand tel que
B (pxm Gim)y c EMm) On peut choisir les ¥ (m) tels que I’application % : N — N
induite soit croissante. Notons y<’ le composé de B(’)' G(g) — AE (°) avec le mor-
phisme canonique l* ) X l* . D’apres ce que ’on vient de voir, Y*) se fac—

torise alors (de maniere unlque) en le morphisme de la forme g( ) ) = x*k*
Notons f(*): E(*) — G(*) le morphisme canonique. Comme pour tout m € N, les mor-
phismes canoniques E (M) s W et G — W sont injectifs, on calcule que g f
et x*A*(f*)) 0 g(*) sont les morphismes canoniques.
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2) On déduit de I’étape 1 que le morphisme canonique D( +m°) (T)®5(.+m0) (T)E ) -
Pt

F(®) est une lim-ind-isogénie de M(D('+m°)(T)).

Dg:;’mﬂ)( )® (o+mo (T

)
3) Vérifions a present que le morphisme canonique 983: mo)(T)@)ﬁ(.mO) F®) -

(o4 ~ ° . . (o4
Dgx mO)(T')®5;:;m0)(T,)F( ) est un isomorphisme de M(Dg>t ™) (TY).

Par quasi-cohérence des faisceaux @g’;)(T) et @g)(T' ), le morphisme canonique

i

ibg’;)(T) O3 (7 5&:{_") (T") — @;’;’) (T') est un isomorphisme. On en déduit que le
i P i
morphisme canonique SDE:;)(T) ®5§),:1)(T) Fi(m) — SDSF)(T') ®5§),:1)(T,) Fi(m) est un iso-

morphisme. En passant a la limite projective, on en déduit le résultat.
4) 11 résulte des étapes 2) et 3) que le morphisme Dl +m°)(T)<§>5<.+,,,0)(T)E(') —
Pt

SD('H"")(T’)@ (e+mg) ., F(®) est une lim-ind-isogénie de M(D(°+'"°)( T)). 1l découle
P

Pt (1)
alors de la deuxieme partie du lemme [3.4.3] (et aussi du lemme [3.4.2) que le mor-
phisme du haut du diagramme canonique commutatif :

= (e+mg) . 7 (o+mp) .
D™ (1)@ ) B > D™ ()@ v

v v
ele) F(e)

est une lim-ind-isogénie de M (D '+m° ). Or, on déduit des théoremes de type A du

deuxieme point de la remarque[{ﬂ]que les morphismes verticaux sont des isomor-

phismes de M(Dg;rm")( )). D’ot le théoreme. O
COROLLAIRE 3.5.2. Soient T' D T un diviseur, &'®) € ng won(D (T'))
et & :=1im&®) € Db (DL (TT")q). Si & € Dby (DL, ("T)q), alors g'<-) €
lg?),coh(ggt) (T))

Démonstration. Comme &’ € Dcoh(D;t ("'T)q), il existe £*) € LDQ cOh(@gﬁ)(T)) et

un isomorphisme D?ﬁ(TT)Q—lmealre de la forme & —» ngz»ﬂ ). Or, comme le mor-

phisme canonique ("7’,T)(&') — € est un morphisme de Dcoh(D;ﬁ(TT')Q) qui est
un isomorphisme en dehors de 77, il en résulte d’apres [[Car09] 4.8] que celui-ci est
un isomorphisme. On en déduit que le morphisme canonique & — (*T/,T)(€’) de
Db(Q;n(TT)Q) est un isomorphisme. En appliquant le théoreme B.3.112 (%), on en
déduit que le morphisme canonique &*) — (77, T)(&(*)) est alors un isomorphisme
dans Lgﬁé,coh(ﬂgﬁ)(ﬂ). Comme (T77,T) (&), &) ¢ Lg&ycoh(D(ﬂ:t)(T')) et comme

limy (7', 7)(&1%) = ("7',7)(lim &%) = ("7, T)(€") = & = lim &"*
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par pleine fidélit¢ du foncteur lim sur Q&‘coh(ﬁgg (T')) on obtient que

(77, T)(e®) =5 &), 0
COROLLAIRE 3.5.3. OnaBY)(T) e L_]V{@ con(DY)) mlﬂ@,coh(@?n)(T))
Démonstration. On sait déja que B ) € LMg.con(D T) NLYg.con(D ~(-) T)).

Or, Berthelot a vérifié dans [Ber96al] que OQD(TT) = llﬂB( )(T) estun D;D Q—module
cohérent. On conclut grace au lemme [3.3.2](utilisé sans structure logarithmique). [

COROLLAIRE 3.5.4. Soient T’ D T un diviseur, & € Dg’oh(iDT (‘T)o) N

DY, (DL ('T)q). Soient €*) € L_Q@ won(DSH(T)) et €19 € LDy | (DS)(T"))
tels que I’on ait les isomorphismes 9? (7 T)q-linéaires de la forme 1_n>18 ) = Cer
ligﬁ'(') 5 & Alors £ =5 &%) dans Lgacoh(@g:g(T)).

Démonstration. Cela découle de [3.5.2] et de la pleine fidélité du foncteur llﬂ sur
l@%,coh(Dgg (T)) O

Notations 3.5.5. Soient Q un V-schéma formel lisse, Z' un diviseur 2
croisements normaux stricts de Q, Qf := (Q,Z’), U un diviseur de Q et
o(*): [;QE@ qC(Dgﬁ)( — I;Q& qC(Dgﬁ)(U)) un foncteur. On en déduit un fonc-
teur Cohz(¢(*)): Coh(DT (iIT)g) — Db(DTQﬁ(TU)Q) en posant Cohz(0(*)) :=

oq)(')o(li%T) I, ot (1_n>1T) ! désigne un foncteur quasi-inverse de 1’équivalence
de catégories de

~ (o m I’EEZ{I
lim: DB, (D (7)) 2 Dy (LMo (D = wh@*((s)%)5 )

Remarques 3.5.6. Soit T C T’ un second diviseur. Lorsque & € Dcoh(D;u(TT’)@) N
Coh(ﬂT ( )Q), grice au corollaire 3.5.4] les objets de Lg@ COh(@gg(T)) et

l’,QQ eon T’ )) correspondant via les équivalences de catégories respectives de

2371 sment isomorphes. Avec les notations de 3.3.3] les foncteurs Cohr(¢(*)) et
Cohy+(¢(*)) sont donc isomorphes sur Dcoh('D;t (TT’)Q) N ch’oh(CDTTt (IT)g).

Terminons la section par d’autres applications du théoreme.

PROPOSITION 3.5.7. Soient T C D C T' des diviseurs de P.

1 Soit  €®) e LY (DSN(T)) N LD o (DSN(T)).  Alors &) €
l.‘Q&,coh(Dgg (D))
2. Soit € € D%, (DL, (1T)q) DL, (DL, (TT")q). Alors & € Db (DY, (1D)q).
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Démonstration. 11 découle de B.2.6.1] que le morphisme canonique ("D, T) o
oubr,p(oubp, 7/(E(*))) — oubD,T/(E(')) de Lgch(ﬁ(g:g (D)) est un isomorphisme.
D’otl la premigre assertion. Grace a B.3.2] la seconde assertion découle de la pre-
miere. O

Notations 3.5.8. e Soient D C T C T’ des diviseurs de P. D’aprés[3.2.7] en omet-

tant d’indiquer les foncteurs oublis respectifs, les foncteur ("7, D) et (T, T)
sont canoniquement isomorphes sur Lg& @ (D(ﬂ:t) (T)). On pourra donc les noter
sans risque (7).

e Pour tous diviseurs D C T, on dispose de I’isomorphisme de foncteurs
Cohp((TT', D)) = (TT’, D), le dernier foncteur étant celui défini en 3243
Les notations respectives sont donc compatibles.

e Soient T et D C D' des diviseurs de P. Grace a38.2.11]et3.2.6] les foncteurs (17')
et ('T UD) sont canoniquement isomorphes sur Lg&(@gg (D)). On dispose
alors du foncteur ("7’) := Cohp(('T)): DEOh(Q;n(TD)Q) — D'C’Oh(D;)t (fru
D)g). Avec la remarque[3.5.6, comme les foncteurs Cohp (7)) et Cohpy ((TT))
sont isomorphes sur DY (SD;G>t (TD)g)NDY (SD;G>t ('T)g), il n’est donc pas né-

; > coh coh
cessaire de préciser D.

4 FONCTEUR COHOMOLOGIQUE LOCAL A SUPPORT STRICT DANS UN FERME,
FONCTEUR DE LOCALISATION EN DEHORS D’UN FERME

4.1 TRIANGLE DISTINGUE DE LOCALISATION RELATIVEMENT A UN DIVISEUR

4.1.1 (Triangle distingué de localisation). Soit &(*) € Lg% qc(ﬁgn) ). Berthelot (dans
le cas non logarithmique, mais on peut reprendre sa définition avec des pdles loga-
rithmiques) a défini le foncteur cohomologique local a support strict dans 7' noté
RE}: 'Lgk@ch@gu)) - LQEMC(Q(')). De plus, il a vérifié le triangle distingué de lo-
calisation

RLL(E®)) = @) = (i1)(e®) = ROL(&®)[1]. (4.1.1.1)

On pourra désigner par la suite le triangle distingué 111l par A7(&(*)). On peut
étendre ce triangle au cas o 7 = P de la maniere suivante : RETT(E(')) =&l et
(*T)(&(®)) = 0. Ce dernier est fonctoriel en T et £(*), i.e. si T C T’ avec T un divi-
seur ou T/ = P et si £(*) — &'(*) est un morphisme de LQE»,qc(@gu)) on bénéficie du
morphisme canonique de triangles distingués de la forme Az (E(*)) — Az (E(*))

En fait, d’apres ce qui suit, le foncteur RETT est canoniquement déterminé & partir du
foncteur (T7T) et du triangle distingué LTIl On pourrait donc le prendre comme
définition.
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LEMME 4.1.2. Soient £*) ¢ LQQ ge( (g:t) et T e LQQ " g:t)(T)) On suppose de

plus que I’on dispose dans lg(@ o« gali)) de lisomorphisme ('T)(£*)) = 0. Alors
H o (E(®) F() = 0.

OvaD)Q(,Dgpg)( 757 ) 0
Démonstration. Soit ¢: &(*) — F(*) un morphisme de Lg&,qc(Dgt)(T))' Comme le
morphisme canonique F(*) — ("7)(F(*)) est un isomorphisme, le morphisme ¢ se
factorise canoniquement par ("7')(9). Or, comme (7)) (£(*)) = 0, alors (*T)(¢) = 0.
On en déduit que ¢ = 0. D’ou le résultat. O

LEMME 4.1.3. Soit un triangle distingué dans LDQ qc(ﬁ( )) de la forme

F©) el - (1) (e®) — 7o), (4.1.3.1)

o le second morphisme est le morphisme canonique. Pour tout diviseur T C T', on
dispose alors de I’isomorphisme dans l@&»,qc(ggt)) de la forme ("T")(F(*)) = 0.

Démonstration. Comme d’aprés 3.2.11] le morphisme canonique (T77)(&(*)) —
CT)((TT)(E®)) est un isomorphisme, en appliquant le foncteur (F77) au triangle
distingué {.T.3.1] I’un des axiomes sur les catégories triangulées nous permet de
conclure. O

4.1.4 (Une définition alternative équivalente du foncteur cohomologique local a sup-
port strict dans un diviseur). Soit T C T’ un second diviseur. Supposons donné le

diagramme commutatif dans LQE} «© (@(U:t)) de la forme

Fo) el — (IT)(e®)) — F)[1] (4.1.4.1)
¢¢ fome)
Sr/(o) s 8/ ( (8/(0 ) s Sr/( )[ ]
dont les fleches horizontales du milieu sont les morphismes canoniques et dont les

deux triangles horizontaux sont distingués. D’apres les lemmes [T 2let[4.1.3] on ob-
tient alors

H™'(RHom (F®,0T)(E®)) @] Hom F®, (1)) [-1]) =0.

(LMo (D5} (1)

D(LMo(D') (1))
On en déduit, grace a [BBD82] 1.1.9], qu’il existe donc un unique morphisme & (®)

F'(*) induisant dans Lg&,qc(@gg) le diagramme commutatif :

FO) - £6) > (IT)(E®) — FO1] (4.142)
S e w2
S,rl(o) e ((:I(o) e ('('T)(((:I(o)) . g_-l( )[ ]

Comme pour [BBD82, 1.1.10], cela implique que le cone de &%) — (TT)(E(*) est
unique 2 isomorphisme canonique prés. Un tel complexe F(*) est donc unique 2 iso-
morphisme unique prés et se notera alors RE;(E(')). En considérant le diagramme

A 142 la formation du complexe RL.(£(*)) est fonctoriel en &(*).
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On dispose aussi du morphisme fonctoriel en &(*) de forme RE;(E(')) — &), De
la méme manire, en utilisant les lemmes [.1.2] et 4.1.3] et la proposition [BBD82]
1.1.9], on vérifie qu’il existe une unique fldcche RL} (E(*)) — R[;, (&(*)) induisant le
diagramme canonique

RL}(E®) — &) — ('T) () — R} (E®)][1] (4.143)

@ !
RL), (E4) — &) — ("'T)(€®) — RL}, (€())[1]

commutatif. Ces propriétés sont synthétisées en disant que le complexe RE} (8(')) est
fonctoriel en 7.

Remarques 4.1.5. Si T est vide et si £(*) € QQ%),qC(SDg:g), alors le morphisme cano-
nique &) — (70)(&(*)) est un isomorphisme. Cela n’est plus forcément le cas sans
I’hypothese de quasi-cohérence de &), On pourrait slirement construire le foncteur
cohomologi.que local Rl_";: QQ%)('DS;J) — L’Q&(Dgt)) comme ci-dessus, cepend.ant
on se restreindra exclusivement aux complexes au moins quasi-cohérents pour éviter
cette pathologie.

4.1.6. On déduit de[3.2.5]que le foncteur RE; ne dépend pas de la log-structure, i.e.,
on dispose de I’isomorphisme canonique

RL} 0 oub; — oub; o RL},

de foncteurs de Lgaqc(ﬁg;)) — Lg&qc(ﬁgg).

4.2 COMMUTATIONS ET COMPATIBILITES DES FONCTEURS LOCAUX ET DE LO-
CALISATION DANS LE CAS D’UN DIVISEUR

4.2.1 (Commutation des foncteurs locaux et de localisation au produit tensoriel).

Soient &%), F(*) ¢ Lg% qc(ﬂgn)). Comme le foncteur (") commute canonique-

ment au produit tensoriel, il existe alors un uniq&m isomorphisme de la forme

REL(E@ST o) s REL (OS5 REL(E@ST  FO)) > e@5T R (F)
L7 (EM @y, F°) — RL; (€)@, T (resp. RL7 (W0, F) — W0y, R (TH)

et s’inscrivant dans le diagramme commutatif

L L L L
Rg(em@gmw — e<->®g?;@g<-> — (Tr)(s<°>)®g?‘@§<°> — Rzy(s@))@gm?@)[u

A I ~} 1A

L L L L.
R} (EW&),, FO) = e0&], 7 — (T)(EW&,,, F¥) — RIJ(EWS,, T[]

e N s et
5(.)®ZDTQR£;(?(.)) — g(.)®z‘9m@§(-) — 6(.)®2993A@(TT)(?(.)) — g(-)®BTQR£;(5:(-))[1]‘
4.2.1.1)
Ces isomorphismes sont fonctoriel en £(*), F(*)| T (pour la signification de la foncto-
rialité en T, on pourra par exemple regarder [4.1.4.3)). Pour vérifier la fonctorialité en
&), F() T, il s’agit d’écrire les diagramme correspondants en trois dimensions, ce
qui est laissé au lecteur.
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4.2.2 (Commutation des foncteurs locaux et de localisation entre eux). Soient 77,75
o b ()

des diviseurs de P, £(*) ¢ LD} 4o (Doys)-

e Par commutativité du produit tensoriel, on dispose alors de I’isomorphisme cano-

nique

(1) o (") (E®) =5 () o (1) (E) (4.2.2.1)

fonctoriel en Ty, T> et &%),

e Il existe alors un unique isomorphisme (773) o R[TT] &)y = R[TT] o (T1)(E(*))
induisant le morphisme canonique de triangles distingués (T75)(Ar (%)) —
Az, (("T2)(€*))), i.e. de 1a forme :

('T2) oRLY, (E)) = ("12)(E®) > ("T2) o ("T1)(€™)) — ('T2) o R, (€))]1]
V2 | ¥ &l
RL} o (') (@) = ("12)(e)) = ('T1) o (T2)(€)) = RLT, o ("T) (€)1,
(4.2.2.2)

dont le carré du milieu est bien commutatif par fonctorialité en 77 de ’isomorphisme
H.2.2.7] En écrivant les diagrammes en trois dimensions (i.e., on écrit le parallélépi-
pede dont la face de devant est[d.2.2.2] la face de derriere esti4.2.2.2avec 7} rempla-
cant 77, les morphismes de I’avant vers 1’arriere sont les morphismes de fonctorialité
induit par 73 C 7Y ; idem pour valider la fonctorialité en 7> ou &(*)y, on vérifie que
I’isomorphisme (773) ORE;I (&) = RE;I o ("13)(&(*)) est fonctoriel en Ty, Tb,
e,
e De méme, il existe alors un unique isomorphisme RL}, o R[}: (£(*)) = RL}. o
RE% (8(’)) fonctoriel en 77, 1>, &(*) induisant le morphisme canonique de triangles
distingués Ar, (Rf}l (E®)) = RE}I (Ar, (E1*))), i.e. de la forme :

RL), oRL} (€()) — RL} (€) — ("T) o RLY, (E®)) — R}, oRL}, (€(4))[1]

&l | |~ VE]
RL}, oRLY, (E(*)) — RL}, (€*) —RLy, o ('T)(*)) — ("T1) o RLY, (@)[1],
(4.223)

dont le carré du milieu est bien commutatif par fonctorialité en 7> de 1’isomorphisme
(172) o R, (£)) 5 R, o ("T2)(€®),

4.2.3 (Compatibilité des isomorphismes de commutation au produit tensoriel). Soient
T.T\,T» des diviseurs de P, &), F(*) ¢ Lg& qc(ﬂgﬁ)). En composant les iso-
morphismes verticaux du diagramme on obtient les isomorphismes cano-

~

: T . T °) ™~ o) ot T . T . T .
mqu]is () (el ))®OT,Q?( ) = el )®Ocp,@( T)(F®) et RL;(E( ))®OT,Q?( ) =
8(')®&P‘QR£J}(?(')) fonctoriels en T, &(*), F(*)_ Nous vérifions dans ce paragraphe

que ces isomorphismes sont compatibles avec les trois isomorphismes de commuta-
tion des foncteurs locaux et de localisation de|4.2.2)
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e La compatibilité avec les isomorphismes[d.2.2 T]signifie que le diagramme

(1T ((T)(EW)ED, T > (T)(ENS,, (B)ETW) = e@sh, (1T)o (1))

EZZT|~ ~azzn
L ~ L ~ L
(1) o (R) (W)@, T == ())&}, (T)(FW) = eW&],  (T)o ()T,
(4.2.3.1)
est commutatif, ce qui est aisé.
e Vérifions a présent que le diagramme

L ~ L ~ L

(") oRL}, (s<->>®gT_Q§<-> — RL}, (e(°>)®gm(m)(9<'>) = €<'>®EO"QR[;] o (1) (F®)
L ~ L ~ L

RLY, o ("T2) (€)@, T = (B)(E®) &, [RTY, (F) == 0@y, (‘T2 oRIT, (F),

970 Q
(4.2.3.2)
est commutatif. Pour cela considérons le diagramme :

('Ty)oRL}, (g<.>)gg;9?‘@g<.> e (TTZ)(5<->)(§L§5?‘@§<-> — (i) o(TTI)(e@))éngT_@ﬂﬂ — 41

L \L L \L L \LN
W&, JRLT o (T)(TC) — ey, (1)(TW) — eWa), ()0 ("T)(T) — +1,

o

(4.23.3)
dont la fleche verticale de droite (resp. de gauche) est le composé du haut de
H231] (resp. B2.32). Comme ces morphismes sont fonctoriels en Ty, le carré
de gauche (resp de droite) du diagramme [£2.3.3] est commutatif. Ce diagramme
Eﬁ correspond donc a un morphisme de triangles distingués de la forme

(') (Ar, (8(°)))®ETQ?(°) — 8(.)®ETQAT1 (1) (&®)). De la méme manigre, on
vérifie la commutativité des carrés du milieu du diagramme

('Ty)oRL}, (g<.>)gg;9?‘@g<.> e (TTZ)(5<->)(§L§5?‘@§<-> — (i) o(TTI)(e@))éngT_@ﬂﬂ — 41

| I I

L L L
RL, o (1) (E®)&h, T — (1))}, T — (T)o (1) (E®)eh, T — +1

| | |

L L L
eC@y, (1) oRLE (FY) — ey, (11)(F®) — ea)y  (1T) o ((T)(FE) — +1

| I b

EOE], R o(1B)(F0) — 95, ()W) — W8, (1T)o (1T)(F) — +1,
(4.2.3.4)

dopt le morphisme de triangle du haut (resp. du bas) est 'image par le foncteur

,@Zﬂ)?@fr"(') (resp. &%) ®I9TQ—) du morphisme de triangles distingués La

commutativité du diagramme F2.3.1 signifie que la fleche composée verticale de

droite (resp. du milieu) du diagramme [£.2.3. 4] est la fleche verticale de droite (resp.

du milieu) de £.2.3.3] Par unicité (grace a [BBD82| 1.1.9]), il en est de méme des

fleches verticales de gauche. D’ol le résultat.

e En calquant la preuve de la commutativité de[£.2.3.2]a partir de 2.3} on vérifie a

090
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partir de la commutativité de4.2.3.2|celle du diagramme ci-dessous :

L ~ L ~ L
RL}, oL, (E®)&),, 519 5 RI}, (EW)&h,, RLT, (F) 5> 98], RL} oRLE, (F)
L ~ L ~ L
RE;] ORE;z(E(.))QQI?y_@?(.) = RE;Z(E(-))@)W(‘S?QRE;] (F®)) > 6(.)®I93>_QR£;2 ORE;] (F®).
(4.2.3.5)

424. Soient T wun diviseur P, ]LTE('), Fe) € L.Qb q;:(@g:t)) On dis-
pose desIL isomorphismes (T{)(E(')Q@Om@‘rfr(')) — 8(')®OT>Q(TT)(3"(')), et
RE;(E(')@%T,Q?(')) — 8('>®Z()T‘QR£TT (F*)) fonctoriels en T, &), F(). De
maniére identique 223 (il s’agit de changer la position des parenthéses) on vérifie
que ces isomorphismes sont compatibles avec les trois isomorphismes de commuta-
tion des foncteurs locaux et de localisation de Il en résulte par composition qu’il

~

en est de méme des isomorphismes (TT)(E(')(X)Z()?Q&"(')) — (TT)(E('))®IQTQ3"(')
L N L : :
et RLG(E@&f,, ) = RLT (€)@, T,

4.2.5. Soient Ty, ..., T, et T},..., T/ des diviseurs de P, £(*), F(*) ¢ Q&‘qc(@gg)- En
utilisant s-fois le diagramme [£.2.1.1] on vérifie que I’on dispose des isomorphismes
canoniques fonctoriels en 7i,...,T;, T}, ..., T!, &*), F(*) de la forme

L
RETT{ 0.0 RETT; ° RETTI 0.0 RETE (8(.)®Z()?.Q§(.))

~ L
— RL},0---oRLy, (EM@), RLT o oRLY (F*)))

~ . L °

e RL;I, o---oRL}, (€)@}, RLY o---oRLY, (F), (425.1)

ceux-ci ne dépendant pas, a isomorphisme canonique pres, de I’ordre des 71, ..., T, ou

des T},...,T!. En particulier, en prenant J(*) = Og:) etles 7{,...,T; vides, on obtient
I’isomorphisme canonique fonctoriel en 71,...,7;, &(®) de la forme :
~ o L o

RL}, o-+-oRLY, (E®) = £0&), R o oRL (0%)) (4.2.5.2)

et qui ne dépend pas, a isomorphisme canonique pres, de I’ordre des 71, ..., T;.

4.3 FONCTEUR COHOMOLOGIQUE LOCAL A SUPPORT STRICT DANS UN SOUS-
SCHEMA FERME

Remarques 4.3.1. Soient X une sous-variété fermée de P, 4l est I’ouvert de P complé-

mentaire de X, D un diviseur de X, £(*) € I;Q%g,coh(@gn) (D)). Alors £*) |l = 0 dans
Lg&,coh(DSt) (DNU)) si et seulement si les espaces de cohomologie de mE(’) sont

des SDTT; (TD)Q—cohérents a support dans X au sens classique.

LEMME 4.3.2. Soient D, T deux diviseurs de P, £*) € Lg& coh(ﬁgn) (D)), U l’ouvert
de P complémentaire du support de T. Les assertions suivantes sont équivalentes :
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1. On dispose dans lg@ won(D Do )(D NU)) de 'isomorphisme &) |4 — 0.

2. Le morphisme canonique RETT(?J(')) — &) est un isomorphisme dans
LD} (D) (D)
3. Ondispose dans l@@b@,coh(ﬁg:t) (D)) de I'isomorphisme ("T)(E(*)) = 0.

Démonstration. L’équivalence entre 2 et 3 est tautologique (i.e., on dispose du triangle
distingué E.T.1.T)). L"assertion 3 = 1 est triviale. Réciproquement, établissons 1=3.

Comme ('T)(£®)) = ('T) o ("D)(€)) =+ ('TUD)(EX)) € LDY (DS (DU
T)), comme le foncteur lim est pleinement fidele sur lg(@‘coh @g:n) (DUT)), il est
alors équivalent de prouver que @(TT)(e@)) 5 0. Comme HQ(TT)(E(’)) est un

SD;G>t (TT UD)g-cohérent a support dans 7' (et donc dans 7' UD), ce dernier est bien nul
grace a [CarQ9 4.8]. O

LEMME 4.3.3. SoientTi,...,T, des diviseurs de P. Alors RL% o ORE}I (@g) (1)) e

Q)
lg%,coh(DT )
Démonstration. Comme d’aprés B.2.11] on dispose de I’isomorphisme canonique
(TTl)(ﬁg;)(T)) — B(g:)(Tl UT), on obtient le triangle distingué :

RL} (B (T)) = BY/(T) = BY(TUT) - R} (BY(T)[1].  (43.3.1)

D’apres m il en résulte que le triangle distingué {.3.3.T] est un triangle dans
l_,QQ eon ). On en déduit par récurrence sur r (on applique le foncteur RFT -0

RE T, au trlangle distingué 4.3.3.1)) le résultat.
O

4.3.4. Soit X un sous-schéma fermé réduit de P. Comme pour [Car04} 2.2], on définit
le foncteur cohomologique local RE} a support strict dans X. Puisque P est somme
de ses composantes irréductibles, il suffit de le définir dans le cas ou P est intégre.

1. Si X = P, alors le foncteur RE; est par définition I’identité.

2. Supposons a présent X # P. D’apres [Car04, 2.2.5] (il y a une coquille : il
faut rajouter I’hypothese « P est integre ») X est une intersection finie de di-
viseur de P. Précisons que 1’on s’était ramené au cas ou X est irréductible en
utilisant la formule de commutation des réunions et intersections de la forme
U1 M=y Dij = NMi<jy,..jr<s Yizy Diji, pour une famille de sous-ensembles
(e g. des supports de diviseurs) D; ; de P. Si Tl, ST sont des diviseurs de
P tels que X = N/_,T;, alors, pour tout e e l_,QQ qc , le complexe
R} (E®)) := R[;r ORE;I (&(*)) ne dépend canomquement pas du choix
de tels diviseurs Ti,...,T,. En effet, grice a4 [4.2.5.2] on se raméne au cas ol
e = Og) et par conséquent au cas ou Z est vide ; on vérifie ensuite que cela
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ne dépend pas de I’ordre des diviseurs T, ..., T, ; puis, grice aux lemmes[4.3.2]
etid.3.3] il est superflu de rajouter d’autres diviseurs contenant X .

Pour toutes sous-variétés fermées X, X’ de P, on dispose alors par construction
(de méme que [Car04} 2.2.8]) de I’isomorphisme canonique :

RL} oRLE, (€)) 5 R}

L 0 (EW). (4.3.4.1)

4.3.5. Soit X un sous-schéma fermé réduit de P. On déduit de .1.6] que le foncteur
RE; ne dépend pas de la log-structure, i.e., on dispose de I’isomorphisme canonique

R}, 0 oub; —~+ oub, o R} (4.3.5.1)

(o) ()
de foncteurs de LD, ..(Dy’) — LDP) (D).

PROPOSITION 4.3.6. Soient X, X' deux sous-schémas fermés de P,
el g ¢ LDQ qc('Dgﬁ)). On dispose de l'isomorphisme canonique fonctoriel
en&®, F x X'

L ~ o L R
M;mx,(£<°)®gm3'<°)) 5 RLE (& h@@mRﬂ(,(sﬂ ). (4.3.6.1)

Démonstration. Cela résulte des isomorphismes canoniques £.2.5.1] O

4.4 FONCTEUR DE LOCALISATION EN DEHORS D’UN SOUS-SCHEMA FERME

LEMME 441 Soient X C X' deux sous-variétés fermées de P, &) F(*) ¢
l’,QQ qc . On suppose de plus que 1’on dispose dans I;QQ @ D ))

phisme RL;,(?F( )y =5 0. Alors HovaQQ(D(. >(R£;(E(')),5"(°)) =0.

de ’isomor-

Démonstration. Soit ¢: Rk (€(*)) — F(*) un morphisme de QQQ «© )) Comme
le morphisme canonique R, (RFT (@) — RL} +(€(*)) est un isomorphisme de

LQQ oD (V01r[m]) le morphisme ¢ se factorise canoniquement par RL} 1 (0).
Or, comme IRFT (T RFT o RFT (F*)) = 0, alors RE}} (0) — 0 dans
LQQ qc ). On en déduit que ¢ = 0. D’oll le résultat. O

LEMME 4 4 2. Soient X une sous-variété fermée de P et un triangle distingué dans

LQQ qc ) de la forme

RL} (&™) — &®) — &) S R (E@)[1], (4.4.2.1)
ou le premier morphisme est le morphisme canonique. On dispose alors de I’isomor-
phisme RL;(S"( )) = 0 dans L’Q%) qc(@gt))'

Démonstration. Comme le morphisme canonique R} (RL% (€(%))) — R} (E()) est
un isomorphisme (voir [4.3.4.1)), en appliquant le foncteur RE}} au triangle distingué
H.42.7] I’'un des axiomes sur les catégories triangulées nous permet de conclure. O
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4.4.3 (Foncteur localisation en dehors d’une sous-variété fermée X). Soient X C
X’ deux sous-variétés de P. Supposons donné le diagramme commutatif dans

L.Q%.) qc(@gt)) de la forme
R (£()) —> () —~ F(*) = RLL(e)]1] (443D

BT (9) w VEL)

RL, (€/4)) — &) — &) —~ RT, (£"@))[1]

dont les fleches horizontales de gauche sont les morphismes canoniques et dont les
deux triangles horizontaux sont distingués. D’apres les lemmes [4.4.T]et[4.4.2] on ob-
tient alors

H~'(RHom RL} (&(*)), /(%)) = Hom RL} (&), 5% [~1]) = 0.

DLye (D)) p(eage( ) RLx

On en déduit, grace a [BBDS82| 1.1.9], qu’il existe donc un unique morphisme J ) -
F/(*) induisant dans LD%) qc(Dgt) ) le diagramme commutatif :

RL} (£9) — () — 518 — RT}(£®)]1] (#432)
frrie o2 VL)
RL}, (7)) — &(®) — /() R[], (E"N)[1].

Comme pour [BBD82| 1.1.10], cela implique que le cone de RE;(E(')) — &) est
unique 2 isomorphisme canonique prés. On le notera (*X)(&(*)). On vérifie de plus
que ("X)(&(*)) est fonctoriel en X et &(*), e.g. on dispose du morphisme fonctoriel en
&(*) de forme £(*) — (TX)(&®).

On déduit de que le foncteur (*X) ne dépend pas de la log-structure, i.e., on
dispose de l’isomorphisme canonique ("X)oouby — oub; o (TX) de foncteurs de

b (pe)
LR qc(D5) = LG o (Dy2).

4.4.4. Pour toute sous-variété fermée X de P, pour tous &(*), F(*) E LDb
il existe un unique isomorphisme de la forme ("X)(&(* )®O 5"(')) —

L
8(')@%? o (*X)(F*)) s’inscrivant dans le diagramme commutatif

L L L L
Rﬂ((‘g(.)@)m@?(.)) — g(~)®T g(o) — (TX)(‘C'(.)@I)T_Q?(.)) — RE}((EO)@BTQ?('))[U

ERIALRY || v ERIAUR
e >®5y@R§}(9< )) — e<°>®T LT el >®ng( X)(F®) — €<'>®ET_QR£}(S’<'>)[1]‘

Comme d’habitude (en écrivant des parallélépipedes), on vérifie qu’il est fonctoriel en
X, &), 5.

4.4.5. Soient X,X’ deux sous-variétés fermées de P, £(*) € l’,QQ " D( . II existe

alors un unique isomorphisme (1X") o R} (€(*)) = RL} o (TX’)(E(’)) fonctoriel en
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X, X', &(®) g’incrivant dans le diagramme commutatif de la forme

RL}, o R} (6(4) — RL} (€)= ("X') oRL} (€1¥)) — R, o RLY (E*))[1]

= | ¢3! =

RL} oRLE, (6%)) — RL} (E(%)) — R} o (TX’) (&%) — RL} o RLE, (E))[1]

)

De maniere identique a [Car04{ 2.2.14] (cette fois-ci, il n’y a aucune précision a ap-
porter), on vérifie que 1’on dispose de I’isomorphisme canonique

(X)o ((X) (@) =5 (TxUX')(EM), (4.4.5.1)

fonctoriel en X, X/, &(®). On établit comme pour [Car04, 2.2.16], que 1’on bénéficie
des triangles distingués de localisation de Mayer-Vietoris

R} (E%)) = R} (E) @ R, (€9) — RLY 1/ (E®)) = REY, 0 (E)]1],
(4.4.52)
("'xnx")(&) = (X))o (x)(E®) = (xux)(EX) - (xnx’)E®)[].
(4.4.5.3)

Nous ajouterons dans le prochain chapitre (voir[3.2.8) un détail sur la vérification de la
commutativité des foncteurs locaux et de localisation par rapport aux images inverses
extraordinaires de [Car04} 2.2.18]. Finissons enfin le chapitre par une extension du
lemme :

PROPOSITION 4.4.6. Soient D un diviseur de P, X une sous-variété fermée de P, Ll

louvert de P complémentaire du support de X, £*) € l@&b,coh(ﬁgﬁ) (D)). Les asser-
tions suivantes sont équivalentes :

1. Ondispose dans L_Q&’coh('ﬁgt) (DNU)) de I'isomorphisme &)U — 0.

2. Le morphisme canonique RE}}(E(’)) — &) est un isomorphisme dans

LBY(D) (D))
3. Ondispose dans lg&.coh(ﬁgt) (D)) de I'isomorphisme (FX)(E(*)) = 0.

Démonstration. Léquivalence entre 2 et 3 est tautologique (voir la définition du fonc-
teur (*X) donnée dans[4.3). L assertion 3 = 1 est triviale. Il reste 2 établir I’implica-
tion 1 = 2. Soit T un diviseur contenant X . Par construction du foncteur RL}, il suffit

de vérifier que le morphisme RETT(E(')) — &(*) est un isomorphisme, ce qui résulte
du lemme4.3.2] O

5 SURCOHERENCE

5.1 IMAGE INVERSE EXTRAORDINAIRE, IMAGE DIRECTE

Soient f: P — P un morphisme de V-schémas formels lisses, T et T’ des diviseurs
respectifs de P et P’ tels que f(P'\T') C P\ T, Z et Z' des diviseurs a croisements
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normaux stricts de respectivement P et ' tels que f~'(Z) C 2. On pose P* := (P, 2),

P = (P,2) et f: P* — P! le morphisme de V-schémas formels logarithmiques
induits par f. Nous rappelons dans cette section les constructions des images inverses
extraordinaires et des images directes par f* a singularités surconvergentes le long de
T et T'. Nous donnons de plus quelques premieres propriétés.

Notations 5.1.1. Nous aurons besoin de quelques notations préliminaires afin de défi-
nir I’image inverse extraordinaire par f* a singularités surconvergentes le long de T et
T/

e Comme f~!(T) C T', on dispose alors du morphisme canonique

f’lf%gi")(T) — @gf)(T'). Il en résulte que le faisceau @g?)(T') ®OP{

~

fj@l(:;) — @EZ”(T') ® o 1®('n)( T) est muni d’une structure

s Byr)
canonique de (@%)(T’), I 'D;ﬁ (T ))—blmodule. Ce bimodule sera noté
B ’ ’
QP,.’MP}‘(T ,T).

e Il en dérive par complétion p-adique le (Zbg'ft)(T'),f’libg'?(T))—bimodule :
= (m) 1 (m)
D (T, T) == héngg’bpﬁ(T/’T)'

e On obtient un (D;t( T')o ,f’lﬁgt ("T)g)-bimodule en  posant

Dl (T, T)g —ang,,Q (T T)o.

5.1.2. e On bénéficie du foncteur image inverse extraordinaire par f a singula-

rités surconvergentes le long de T et T’ de la forme fﬁ, L’Q& qc(@gﬁ)(T)) —

L’Q%) qc(ﬁgp/)t (")) en posant, pour tout (*) LD(Q) qc(@(-)(T)) .

S €)= D e (T D] gy S o]

Par abus de notation (ce n’est pas un foncteur exact a droite), on pose L f%'%* (8(’)) =

fT/ ) ()]~ dpr/p].

e On dispose du foncteur image inverse extraordinaire par f a singularités surconver-
gentes le long de T et 7’ de la forme fﬁ', coh(DT (IT)g) — Db(D;,ﬁ(TT’)@) en

posant (comme pour [Ber02| 4.3.2]), pour tout £ € Dcoh(ﬂg;ﬁ( T)g):
f! T L ~1
fT’,T( ) .Dip/ﬁ*)fpﬁ( TlvT)Q ®f7]D;ﬁ(TT)Qf E[dfp//?]' (5121)

5.1.3. Avec les notations de[3.2.3, pour tout &(*) € QQ%) qc(SNDg:) (T)) on vérifie que le
morphisme canonique

ft(° oouby(&®)) — ouby ofg)}(E('))
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est un isomorphisme (en effet, au niveau des schémas, ces foncteurs sont tous les deux
au décalage pres le foncteur dérivé gauche de I’image inverse en tant que O-modules
composé avec le foncteur de localisation).

Notations 5.1.4. Nous aurons besoin pour définir I’image directe par f a singularités
surconvergentes le long de T et T’ de considérer les bimodules ci-dessous.

ole (f 1@”’( ), @%’(T'))-bimodule %g’)(r') ®o, (@ o,
fg*( Pt ( )®op l)) ol lindice g signifie que ’on choisit la structure

gauche de SDE,I, ")

i

-module a gauche, sera noté @;’;’L o (T,T").

e On dispose alors du (f’lﬁgg;)(T), @(gt)(T'))-bimodule : Q;tLT’I(T T :=
- Ay (m) ’
lim DY .(7,7).
e Dot le (f'DI.(iT)g, D! ,.(fT')g)-bimodule D' (1,17 =
Pt HIQ Fopr Q prepnl L l)Q

hm®( m) o (T.T )q-
5.1.5. e On dispose du foncteur image directe par f asingularités surconvergentes le
long de T et T’ de la forme fg(rl LQQ @ ?’t 7)) — Lg& qc(ﬂgn)(T)) en posant,

pour tout &'*) ¢ Lg@ a«© fp/n T')):

A (€)= RA(DS) (T TR €)).

Pt

()

e Avec [Ber02, 4.3.7], on construit le foncteur image directe par f a singulari-
tés surconvergentes le long de T et 7’ de la forme f; Tt Coh(iD;,t( T")q) —

Db@;ﬁ(T )@) en posant, pour tout €&’ EDcoh(@;m( T')q)

frp (&) =RAMDL, .. (T, Tk, (T eh. (5.1.5.1)
T/
5 1 6 Dans ce paragraphe supposons que f~'(Z) = Z/ et f* est exact. Pour tout
) e l_,QQ @ ), le morphisme canonique
f;f;),!+ o ouby(£"*)) — oub; o f177, (/%)) (5.1.6.1)

est alors un isomorphisme. En effet, quitte a décomposer f en son graphe suivant de la
projection canonique P’ x P — P, on se ramene au cas ol f est une immersion fermée
ou un morphisme lisse. Dans chacun de ces deux cas, cela se vérifie par un calcul aisé
en coordonnées locales.

Sans I’hypothése que f* soit exact, on prendra garde au fait que le morphisme [5.1.6.1]
n’est plus un isomorphisme (il suffit de considérer ' = id).

DOCUMENTA MATHEMATICA 21 (2016) 1515-1606



SYSTEMES INDUCTIFS COHERENTS DE D-MODULES ... 1583

5.1.7. Avec les notations du paragraphe[3.5.3] on dispose de I’isomorphisme de fonc-
teurs Cohy( fT T, ) — f; 7. et Cohr ( fT, ) =, 5 1 (cela se vérifie de maniére
analogue a [Ber02 4322et4. 3 7.1]).

5.1.8. e Soit € € Dcoh(D;)t ("T)q). Si f est lisse et si f* est exact, alors f;!'.r(g) €
Dgoh ('D?/n(TT/)@)
e Soit &' € Dcoh(D;,t( "g)- Si f est propre et T' = f~1(T), alors f;)r,#(ﬁ') €

Coh(DT (TT)qg) (cela se vérifie de maniere analogue a [Ber02] 4.3.7-8], i.e. cela ré-
sulte des isomorphismes de la forme [5.4.6.3)).

5.1.9. Supposons dans ce paragraphe que 7" = f"( ). On écrit alors ﬁ(*)!’ " f;fl)

. ! . ,
et fﬁ + alaplace respectivement de f%'} T, P fT T, et f; 714~ S1T est’ensemble
vide, nous omettrons de 1’indiquer dans toutes les expressions faisant intervenir 7'.

PROPOSITION 5.1.10. Soient £(*) € LQQ con DL, )) et &%) € LQQ con ngjt)
dispose de ’isomorphisme :

ACeonst 8<'>¢fi("( CEA L (e >)). (5.1.10.1)

Démonstration. 11 s’agit de reprendre la preuve de la proposition analogue non loga-
rithmique, i.e. la preuve de [Car04] 2.1.4]. Plus précisément, I’isomorphisme[5.1.10.1]
se déduit « par complétion et passage a la limite » de I’isomorphisme analogue au ni-
veau des log schémas. La vérification de cet isomorphisme au niveau des log schémas
est identique a celle non logarithmique, i.e. a celle de [Car04} 1.2.27]. En d’autres
termes, on se ramene a vérifier que les analogues logarithmiques de [Car04, 1.2.21] et
[Car04} 1.2.25] sont encore valables (pour valider I’analogue logarithmique de [Car04,
1.2.25], on aura besoin d’utiliser I’isomorphisme de transposition logarithmique de
[Car09} 1.18]). O

Remarques 5.1.11. e Grice a[5.2.9]dont la preuve utilise[3.1.10l on dispose d’une
version avec singularités surconvergentes de 3.1.10.1}

e Lorsque f = id et Z est vide, I'isomorphisme[3.1.10.T]est un avatar du théoréme
[Car(9, 3.6] dont la preuve reprenait celle fournie pour les variétés complexes.

5.2 STABILITE PAR IMAGE INVERSE DU COEFFICIENT CONSTANT AVEC SINGU-
LARITES SURCONVERGENTES

Soient #: X — P une immersion fermée de V-schémas formels lisses, Z et © des
diviseurs & croisements normaux stricts de respectivement P et X tels que u~'(Z) C
D. On pose P¥ := (P,2), XF := (X,D) et u’: X% — P le morphisme de V-schémas
formels logarithrnlques induits par u.
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LEMME 5.2.1. Soient f: P — P un morphisme de V-schémas formels lisses, T un
diviseur de P tel que T' := f~1(T) soit un diviseur de P'. On dispose alors de Iiso-
morphisme canonique

P!

i

O @1, £33 (T) = Bp(T").

On bénéficie de plus de 'isomorphisme canonique Lf(’)*(%g;)(T)) — %g/)(T’)
dans l&&’coh(Dgy).

Démonstration. 1) Pour vérifier le premier isomorphisme, comme Op ®;1¢),
L i

f"Bg?)(T) = Bg,")(T’), il s’agit de prouver que le morphisme canonique
Opi/ ®Hf11(‘)pi f’lﬁg")(T) — OPiI Rp-10, fflﬁgin)(T) est un isomorphisme. Comme

f estle composé de son graphe suivi de la projection P’ x P — P, comme le cas ou f
est lisse est trivial, on se ramene au cas ou f est une immersion fermée. Comme cela

est local, on peut supposer P affine et integre. Comme Bg") (T) est quasi-cohérent, on

se ramene a établir que le morphisme canonique O P ®H6P,~ Bl(;,-n) (T)— OPi’ ®op, B;’I@ (T)
est un isomorphisme.

Comme Eg") (T) est sans p-torsion, on a : OP{ ®H5P,~ Bg")(T) AN OP{ ®H5T, (Opr ®H5T

§(.3T)(T)). Or, comme f est fini, on dispose de I’isomorphisme canonique Oy ®o,
1/9%3;”) (T) = Eg',l) (T"). Comme 1/9%3;”) (T) est integre, le morphisme canonique O ®H5,y
l/?g") (T) = Op ®0, Bg") (T) est un isomorphisme (pour le voir, on utilise la résolution
de Koszul de O5/). Comme ngf) (T’) est sans p-torsion, on conclut.

2) Comme, pour tout entier positif m, les V-modules @g’f) (T') et @g") (T) sont sans
p-torsion, le deuxieme isomorphisme & prouver résulte aussitdot du premier. O

5.2.2. Grace a [Ber96b) 3.2.4], on vérifie que la fleche de droite du carré ci-dessous :

0x Lo u DY) — > O3 ©, 10, 4 DY (5.2.2.1)

| I~
~L L~ -~ - L~ ~
ox@u—loTM I'Dgr;) —>Ox®u—|oyu lan';) :'D(gg?c_,fpt

est un isomorphisme. De plus, par platitude de 5(";) sur Op, on vérifie que la
fleche horizontale du haut est un isomorphisme. Comme la fleche du bas est un
morphisme de DgC(Dg:;)) (cela résulte du théoreme [Ber02! 3.2.3] de Berthelot), on
vérifie de méme que celle-ci est un isomorphisme. Il en est donc de méme de la

fleche de gauche. Pour tout &™) ¢ D’(@S':;)) on en déduit que le morphisme ca-

nonique Ox ®HM‘,]O ulem — o

» iy pi L L) u='€0" est un isomorphisme. On
.
Pt

dispose alors du foncteur ugfé")! : D’(@S;';) ) — D’(ﬁgg? ) défini en posant, pour tout
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uie (€)= 0x @k u M dy p). (5.2.2.2)

LEMME 5.2.3. Pour tout &™) € D~ (Q(m)), on dispose du morphisme canonique
W (£ s 0 () s ) € D

7 (m)
" (D ), alors celui-ci est un isomorphisme.

coh
Démonstration. La construction se construit par adjonction via le morphisme d’es-
paces annelés (X, 0x,) — (X,0%). Vérifions a présent que celui-ci est un isomor-
phisme pour les complexes a cohomologie cohérente. Comme cela est local, on peut
supposer P affine. D’apres le lemme sur les foncteurs way-out (et le théoréme de type

(M)

A pour les D -modules cohérents), on se ramene au cas ot &™) est de la forme

gm = (D(m)) Dans ce cas, cela résulte de I’isomorphisme vertical de gauche du
carré (|

5.2.4. On déduit de [5.2.2.2] que I'on dispose du foncteur uﬁf;)’: Di(ﬁgn)) .
Df(@gg) défini en posant, pour tout &(*) € Df(@g:t))’

”gg;)!(g(.)) = 0x ®%*lofy w e [dx /p)- (5.2.4.1)

Ce foncteur envoie les ind-isogénies sur les ind-isogénies et les lim-ind-isogénies sur
les lim ind- isogenies (voir les deﬁnitions de [[.T.1). Ce foncteur se factorise donc en

a]g LQQ ) — l_,QQ ). On prendra garde de constater que ce foncteur ne
préserve pas la quasi- coherence On bénéficie, pour tout &(*) € LQQ q ), du mor-
phisme canonique un(g) (E®)) — uf(*)'(&(*)) (ce morphisme se construit méme dans

D(@;g ), i.e. avant de localiser).

LEMME 5.2.5. Soit £*) ¢ l_‘QQ con ple )) Le morphisme canonique uggg)'(g(ﬂ) —
()
ut(®) (&) est un isomorphisme dans l_,QQ xi)-

Démonstration. Par définition, il existe A € L un isomorphisme Lg@ )) de la

forme £(¢) =5 F(*) tel que Fim ¢ DEOh(ﬁg”n(m)) ) (plus une autre condition que
I’on n’utilisera pas). On se rameéne donc a établir le lemme pour F*) ala place de

&(*). Notons ugg('))!(ﬁ"(’)) = (uggg(m))!(?(m)))meN € Db(@%m)) et ufMe) (Fle)) .=
(MM (Fm )y, € Db(ﬁgt('))). En omettant d’indiquer les foncteurs oublis, on
dispose par définition de I’égalité uggg('))!(?(ﬂ) = uggé)!(?(’)), De plus, on dispose
du morphisme canonique u**(*)}(F(®)) 5 L+ (ut(')!(ff"(’>)) induisant le diagramme
canonique commutatif :

QNG O) pu— ) EO)

2 (uuw(g(-))) o (urw-))!(g.r(-))) _
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Il en résulte que uf**)'(F(*)) est canoniquement isomorphisme a u(*)'(F(*)) dans

Lg&(@gg ). On se ramene 2 vérifier que le morphisme canonique

Uy () s M () (5.2.5.1)

: : b7 Me)) -, : (m) = pb (HMm)
est un isomorphisme de D°(D.;™""), ce qui résulte du fait que " € DY, (D.,.™")
et du lemme[5.2.3] O

LEMME 5.2.6. Soit T un diviseur de P tel que u(X) C T. On dispose de l’isomor-
phisme canonique : u(')!(ﬁg) (T)) — 0 dans lg&(@g)).

Démonstration. 0) D’apres la proposition[I.3.3] ce que I’on doit vérifier est local en
P. On peut supposer P affine et muni de coordonnées locales ?1,...,1; telles que X =
V(ty,...,t,) etqu’il existe un élément f de O tel que T =V (f), ol f est la réduction
de f modulo TOx. Vérifions par récurrence sur r > 1 le lemme.

1) Traitons d’abord le cas r = 1. Grace a il s’agit d’établir I’isomorphisme

ufﬂ'g)! (@g) (T)) — 0dans Lg%(@g)) Comme @g) (T) est un faisceau d’anneaux in-

N - . _ Hnoo_ . .
tegres, en utilisant la suite exacte 0 — u~'Op —= = 10p — Ox — 0 qui permet de ré-
soudre Oy par des u~!Op-modules plats, on vérifie que le morphisme canonique de la

L u"%g)(T) = 0x ®,-10, u"%g)(T) est alors un isomorphisme

forme Ox ®, O

dans D(@g)) Ainsi, on dispose de I’isomorphisme canonique ugfg)!(@g;)(T)) S

Ox ®,-10, u’lfig;)(T)[dx/p] dans D(@g)) et donc dans L %(@g)) Soity: N— N
I’élément de M (voir la définition dans le paragraphe défini par y(m) = 1. 1l
(o)

suffit alors de vérifier que le morphisme canonique de D ¥ -modules

Ox Qu-104 uilﬁg)(T) =% (Ox Ry-104 Mﬁlﬁg)(T))

est le morphisme nul (en d’autres termes, Ox ®,-1¢,, u’@g)(T) est annulé par la

multiplication par p). Comme %g")(T) ne dépend pas, a isomorphisme canonique

pres, du choix du relevement f d’une équation locale de T (voir [Ber96bl 4.2.3]),
on peut supposer que ¢ divise f, i.e. 'image de f sur Ox est nulle. Dans ce cas,
on calcule que Ox ®,-1¢),, u"B%ﬁ")(T) = 0x @10, u O {XY/ ("X = p) =
0x{X}/(p) = Ox[X], qui est annulé par p. D’ol le résultat.
2) Supposons maintenant la propriété vraie pour r — 1 et prouvons-la pour r. Notons
X:=V(t1). Si TNX estundiviseur de X (resp. si T D X), le lemme[5.2.1](resp. le cas
r = 1) nous permet de conclure.

O

PROPOSITION 5.2.7. Soit X' C X un sous-schéma fermé de X. On a alors RE}L{, o
ul*!(BG(T)) € LB (DY)

Démonstration. Comme P et X sont lisses, il ne colite pas cher de les supposer in-
tegres. Dans ce cas, soit TN X est un diviseur de X, soit 7 D X. Le premier cas résulte
alors des lemmes[4.3.3let[3.2.1] tandis que le second cas découle du lemme[3.2.61 [
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THEOREME 5.2.8. Soient f: P — P un morphisme de V-schémas formels lisses, Z
et 2 des diviseurs a croisements normaux stricts de respectivement P et P’ tels que
FU2Z) C 2. On pose Pt := (P,2), P := (P, 2)) et f*: P* — Pt le morphisme de
V-schémas formels logarithmiques induits par f. Soient X un sous-schéma fermé de P,

X :=f1x), e e Lg?ch (gﬁg;ﬁ)) et&®) e l@&ch (g@g:,)t) On a des isomorphismes

fonctoriels en X et compatibles a Frobenius :

ft(')!oﬂgﬂ((g(')) adN RE;,oft<')!(8<'))7 FO% (Fx)(e®) =5 (Fx7)o pH) (g0

(5.2.8.1)
R} o £ (£/9)) % fH0) o RT, (£19)), (7)o f50%) (€ >i>fi<'>o@‘x’><s’(<5'2.82)

Démonstration. Ce théoréme se vérifie de maniere identique a sa version non-
logarithmique de [[Car0O4| 2.2.18]. Pour la commodité du lecteur, nous allons rappe-
ler sa preuve en ajoutant aussi quelques détails lorsque cela est nécessaire. On établit
d’abord les isomorphismes[3.2.8.1] Via les triangles de localisation, il suffit de valider
celui de droite ou celui de gauche. Avec £.3.4.1] on peut en outre supposer que X et
X' sont des diviseurs. Comme f se décompose en son graphe suivi de la projection
canonique P’ x P — P, comme I’isomorphisme de droite est immédiat lorsque f est
plat, on se ramene au cas ol f est une immersion fermée. Comme le foncteur coho-
mologique local commute au produit tensoriel (voir [4.3.6) et de méme pour I’image
inverse extraordinaire, on se raméne au cas ot &(*) = Og;). Avecd3.5.1let[5.1.3] on
peut oublier les structures logarithmiques Grace a[3.2.71 les morphismes canoniques

rC}, 0 f*) oRL (o< N S REL 0 £1(0F) et RTE o £ oRLL (1)) — £ oRLL (0))
sont dans l_,QQ Coh Dl )) Via I’équivalence de catégories de [m de la forme

Lg@ woh (D5 (T)) = D'C’Oh(ﬂJr ("T)q), pour vérifier que ce sont des isomor-
phlsmes il suffit de le valider apres application de ce foncteur li lgl pleinement fidele, ce
qui sont les lemmes [Car04], 2.2.19 et 2.2.20]. D’ou[3.2.8.1l L’ isomorphisme[3.1.10.1]
permet de déduire[3.2.8.21a partir de[3.2.8.11 O

5.2.9 (On peut oublier les diviseurs). Soient f: P’ — P un morphisme de V-schémas
formels lisses, Z et Z' des diviseurs a croisements normaux stricts de respectivement
Pet P tels que f~'(2) € 2. On pose P4 := (P,2), P*:= (P, 2/) et fH: Pt — Pt
le morphisme de V-schémas formels logarithmiques induits par f. Soient T et 7’ des
diviseurs respectifs de P et P’ tels que f(P'\T') C P\T.

. Soit &'*) ¢ LDQ qc(@g,)ﬁ(T’)). Comme pour [Car06, 1.1.9 ], on vérifie de
mamere elementalre que I’on dispose de 1’isomorphisme canonique oubr o

fT T/ (&*)) = ft o ouby/(€'(*)). On notera alors simplement fJnr(') ala
place de fT‘T,‘+.

D’apres la remarque [3.3.6] les foncteurs Cohy ( fﬁ(;), ,.) et Coh( fim) (on n’in-
dique pas dans les notations 1’ensemble vide par convention) sont isomorphes
sur Dcoh(D;,ﬁ )N D'goh('D?,t( T')g). Or, on a vu dans le paragraphe [5.1.7]
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que I’on dispose de I’isomorphisme de foncteurs Cohy( f;(;), +) = f; 74 et

Coh( fi(') ) — fi. On pourra alors noter sans risque de confusion fi alaplace
de frp

2. Supposons T’ = f~1(T) et soit £*) € Lgb c(@gn)(T)) De maniere analogue
a [Car06, 1.1.10], on déduit du théorémeQ[gﬂ] ci-dessus, que I’on bénéficie
de I’isomorphisme canonique ouby: of;(')!(c‘l(')) = 1) 6 oubr (E®). On
notera alors simplement f4(*)" 2 la place de ﬁ(*)!. Pour des raisons identiques
au cas de 1’image directe, on pourra aussi noter simplement %' 2 la place de fﬁ!.

5.3 SURCOHERENCE DANS UN V-SCHEMA FORMEL LISSE, STABILITE PAR
IMAGE INVERSE EXTRAORDINAIRE PAR UNE IMMERSION FERMEE

DEFINITION 5.3.1. e Soit &%) ¢ LQQ con T)). On dit que & est surco-
hérent dans P* (ou dans P s’il n’y a pas d’ amblgulte avec la log structure) si,

pour tout diviseur 7’ de P, on a alors (T77)(&(%) LDQ Coh(@gﬁ)(T)). On note

I;Q&,surcoh,?(@;t)( )) la sous-catégorie pleine de LDQ coh(@gg( )) des complexes
surcohérents dans P.

e De méme, on note DsurcohfP('DTjDﬁ(TT)Q) la sous-catégorie pleine de

ch’oh(DT (T)g) des complexes & tels que pour tout diviseur 7/ de P, on ait
("7")(€) € Dey (D3 ("T)a)-

PROPOSITION 532. Soit € € LY (DS)(T)). La propriéie &) e

Lg%g,surcoh,?(Qg:t) (T)) est équivalente a la propriété lim el e D° i ?(Qgt ('T)q).
Ces deux propriétés sont locales en P et le foncteur 13 se factorise en I’équivalence

de catégories de la forme lim: l@&,sumoh,?(ﬂgg (T))=DP, .oh ?(Q;t ('T)q).
Démonstration. Soit T' un diviseur de P. Comme limo ('77)(€*)) = limo (f7"U
' - Ezin
T)(&®)) = (f'1'uT,T) O]vlg( *)), il suffit d’appliquer le corollaire 3-5.2] au com-
plexe &) := (T17)(€®)). a

LEMME 5.3.3. Soit £(*) ¢ l@@ con M( T)). Avec les notations et définitions de

E3 4 et 43 I'objet £®) appartient a LQQ‘surcoh,fP (@gn)(T)) si et seulement si, pour
tout sous-schéma fermé Z de P, les objets de (1Z)(E®)) et RLL(E®)) sont dans

l@%,surcoh,? (91(]:1:) (T) )

Démonstration. On procede par dévissage de maniere identique a[4.3.3] O

Notations 5.3.4. Soient u: X < P une immersion fermée de V-schémas formels
lisses, Z et ® des diviseurs a croisements normaux stricts de respectivement P et
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X tels que u~!(Z) C ©. On pose P! := (P,2), X := (X,D) et uf: XF — P4 I'immer-
sion fermée de V-schémas formels logarithmiques induits par u. Soient 4 I’ouvert de
P complémentaire de u(X), T un diviseur de P tel que T N X soit un diviseur de X.
LEMME 5.3.5. Avec les notations de3.3.4) on dispose des carrés commutatifs a iso-
morphisme canonique :
lg%,coh(@(x‘g (T ﬂx)) ? L_Q%Qwh(@gﬂ) (T)) Lﬂ?@,coh (ng (T ﬂx)) ? LDQ coh(ggﬁ) (T))
= | i b | =fim T =
DLy (DL, (T)q).
(5.35.1)
Démonstration. Comme u est en particulier propre, on obtient alors la com-

mutativité a isomorphisme canonique du carré de gauche. Comme le foncteur

ury Coh(@ .('TNX)g) — Coh(ZDT (TT)g) est exact, on obtient la factorisation
coh(ﬂT (TT NX)g) — D(C)Oh(ﬂT ("T)g). On obtient alors le diagramme commutatif
a 1s0m0rph1sme canonique pres 1dent1que a celui de droite de [5.3.5.1] olt le symbole

«0» du terme en haut 2 dr01te est remplacé par « b ». Grace a[2Z.3.9I1] on en déduit la
factorisation u+ LQ@ con xt (TNX))— LQQ coh gan) (T)) voulue. O

THEOREME 5.3.6 (Version logarithmique du théoreme de Berthelot-Kashiwara). Avec
les notations de[5.3.4) on suppose que u' est exacte. Les foncteurs u®' et our induisent
des équivalences quasi-inverses entre la catégorie des @;ﬁ (TT)@-modules cohérents
a support dans X et celle des D;n (r NX)qg-modules cohérents. Ces foncteurs ut et

g : P
uy sont acycllques sur ces categories.

Démonstration. C’est un cas particulier de[A8] O

THEOREME 5.3.7 (Version systéme inductif et logarithmique du théoréme de Ber-
thelot-Kashiwara). Avec les notations de 5.3.4) on suppose que ut est exacte. Soient

5 e LDY (DT NX)), €@ € LDY . (*DS)(T)) tel que €)[s — 0 dans
l.‘Qb,coh (g'Df]:ﬁ)(T))
1. On dispose de I’isomorphisme canonique dans l@?)‘coh(g@g (TNX)):
W) 0 ) (Fo)) 5 o), (5.3.7.1)

2. Onauf®'(E®) e l@&,coh(gﬁgg (TNX)) et 'on bénéficie de I’isomorphisme
canonique
W out) (g0 = g(®), (5.3.7.2)

3. Les foncteurs ui(.) et u!®" induisent des équivalences quasi-inverses entre
la catégorie l@&coh(g@gg(T NX)) (resp. l@?@,coh(g@gg(T NX))) et la sous-
catégorie pleine de l;Q% eon( gZD(')(T)) (resp. [:Q%g Coh(giDg:t)(T))) des com-
plexes ) tels que £ |8 — 0.
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Démonstration. Vérifions dans un premier temps I’isomorphisme[5.3.7.11 On dispose
du morphisme canonique d’adjonction u#(*)' o ui(')(.’f(’)) — F(®)_ 11 s’agit de vérifier
que cette fleche est un isomorphisme. D’apres la proposition[I.3.3] cela est local. Par
transitivité des morphismes d’adjonction, on se ramene alors au cas ol P est muni de
coordonnées locales 71, . . ., f; telles que X = V (¢1). Dans ce cas, on déduit de B23lque,
pour tout entier [ ¢ {0,1}, on a H'u#(*)' = 0 sur l@&’coh (g@gn)(T)). Comme le fonc-

i(e) f(e)
+

teur u’y * préserve la cohérence et est exact, le foncteur ut®) o u”® est donc way-out

a gauche (cela a un sens grice a I’équivalence de catégories Lg&,coh(@(;;t) (TNX)) =

Db, (LMqo(D T nX))) dem En recopiant le début de la preuve de 2.4.3] on
se rameéne alors au cas o F(*) = 1*D (T NX), pour un certain A € L. On dispose de
I’isomorphisme canonique H )" oui(m) (F Fm))y =5 F) (calcul classique, voir par
exemple [Carl6]). De plus, via la formule [CarQ9} 1.7.1], on calcule que la fleche ca-
nonique H 1" o 1A (Fm))y — 1ym+ 1! o 2D (1)) egt Je morphisme nul
(grace aB23L FHuf Mt = 1 E0n+D! — y* car le module est cohérent). On en déduit
le résultat.

Vérifions maintenant[3.3.7.2] Posons & := 1_11)1 &(®). D apres la version logarithmique
du théoreme de Berthelot-Kashiwara de [5.3.6] comme & € Dcoh(ﬂT ('T)g) etesta
support dans X, alors u*'(€) € ch’oh(D;€t ('r ﬂX)@). Soit H(®) € LDQ coh(g@gg(T N
X)) tel que u®'(€) — lim H(®). Via533] on en déduit u?, (1 (€)) lglui(')f]{(').
Comme d’aprés le théoréme de Berthelot-Kashiwara & — u’i(uﬁ’ (€)), comme

e, ui(')ﬂ-((') € l@&’coh (g@m(T)) et comme le foncteur lim est pleinement fidele

Ppi
sur l@&’coh (g@gﬁ) (T)), on en déduit £(*) ui(')ﬂ-f('). Cela entraine u*(*)' (£(*)) =
u'®lo uimi}((’) —5 _H(*). En appliquant le foncteur ui@) A ce composé, on obtient

I’isomorphismel5.3.7.2|voulu. Le troisiéme point est évident une fois validés les deux
premiers. O

COROLLAIRE 5.3.8. Avec les notations de[5.3.4) on suppose que u* est exacte. Pour
tout E®) € LDQ qc('Dg:n)), on dispose de I'isomorphisme
REH () =5 w#®) o )£y, (5.3.8.1)
Démonstration. En utilisant les isomorphismes
(OD)Eh, Wl r) o ED OS], @) s 0@ (),

on se raméne au cas ou &%) = Og;). Comme I’immersion u? est exacte, par £.3.5.1]
BI3let m on peut oublier les structures logarithmiques. Dans ce cas, comme

R} (O ( )€ l’,QQ conl gD( )( T)) (voirB.277) et est a support dans X, le théoréme de
Kashlwara sous la forme m implique que I’on dispose de 1’isomorphisme cano-

nique ui) ou®)! (RE;(OS;))) - RE;(OS;)). Comme d’apres[3.2.8.1]le morphisme
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canonique u(*)" (RE;(O%;) )) = ul®) (Og)) est un isomorphisme, on obtient le résultat
voulu. O

COROLLAIRE 5.3.9. Avec les notations de[5.3.4) on suppose que u® est exacte.
1. Pour tout complexe &*) ¢ lg(@ surcoh?(ﬁgﬁ)(T))’ on a alors u!*)'(&(*) e
l@@,surcoh,x (gg,g{t? (TQX))'

2. Les foncteurs ui(') et u*®)! induisent des équivalences quasi-inverses entre

la catégorie QQ%) surcohae(g@(agt)(T N X)) et la sous-catégorie pleine de

Q&.sumh ip(gﬁ(ﬂ;n)(T)) des complexes &®) tels que E*) |4 — 0.

Démonstration. Vérifions d’abord la premiere assertion. Soient & ¢

L_% surcoh?(@((]:t)(T)) et X' une sous-variété fermée de X. Il résulte de 533

que RFT (&) e Lg@ surcohiP(gSD((Pt) (T)). Comme ce dernier est en parti-
culier coherent et nul en dehors de X, on déduit du théoreme [5.37 que

uf®)'(RL, (E®)) € LQQ eonl gD;g(T NX)). Or, il découle de 3.2.8.11 que I'on

dispose de I 1somorph1sme canonique u(*)' o RL}, () 5 RL}, o uf(®)'(E()).

Cela implique «%*)'(&(*)) ¢ lg&’sumoh,x(g@g@ N X)) (il ne faut pas oublier de
d’abord vérifier la cohérence, ce qui résulte du cas particulier X’ = X car dans ce cas
RL} o u#(®)! = 4#(*)!). Traitons 2 présent Iassertion 2). On vérifie la stabilité de la
surcohérence par ut( ) grice a[5.2.87] (et a la stabilité de la cohérence par u )). On
en déduit alors les equlvalences quasi-inverses voulues via celles de [5.3.713]

O

5.4 SURCOHERENCE

DEFINITION 5.4.1. 1. De maniere analogue a [CarO4, 3], on définit la sous-
catégorie pleine Dsumoh(D;n( T)qg) de Dth(:DTTr ('T)g) des complexes surco-
hérents &, i.e., tels que, pour tout morphisme lisse de la forme f: P’ — P, en

notant P’ := (P, f~1(2)) et f: P* — P! le morphisme induit par f, on ait
FE) €D, (D (117 (1))
(®)

Pt
si, pour tout morphisme lisse de la forme f: P — P, en notant fPt =

(P, f~1(2)) et f*: P — P! le morphisme induit par £, on ait f4(*)!(£(*) ¢
l@&,sumoh,?/ﬁ Dg,)n (f~'(T))). On note lg@ysumh Dg)n)( )) la sous-catégorie
pleine de LQ& coh (333 (T)) des complexes surcohérents.

2. De maniére analogue, on dit que &(*) € LDQ Coh(@ (T)) est surcohérent

Remarques 5.4.2. 1. Dans la définition[3.4.Tllorsque T est vide, pour garantir que
O @ soit bien surcohérent, il est important que le morphisme lisse £¥ soit exact.
En effet, si Z est un diviseur lisse de P et si P* := (P,2), alors Op(TZ)g n’est

pas a priori D, _-cohérent.

PLQ
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2. Avec la remarque précédente, la notion de surcohérence est seulement intéres-
sante sans structure logarithmique. Par commodité de rédaction nous resterons
cependant dans cette sous-section dans le cas général logarithmique.

PROPOSITION 5.43. Soir €% € LR (DS)(T)). La propricié &) e

b 7(®) 5o N PRt b i

LDY surcon(Dopi (T)) est équivalente a la propriété lim AN Dgyreon(D s ('T)q).
Ces deux propriétés sont locales en P. On dispose de I’équivalence de catégories

hg: lg&b,surcoh(ﬁgg (T)) = Dgurcoh(gjpt (TT)Q)'

Démonstration. Cela résulte de la proposition 5.3.2] et du fait que, pour tout mor-
phisme exact et lisse f* de V-schémas formels logarithmiques lisses, le foncteur f i)t
préservent la cohérence. O

Notations 5.4.4. Soient f: P’ — P un morphisme de V-schémas formels lisses, T et
T' des diviseurs respectifs de P et P’ tels que T' = f~(T), Z et 2’ des diviseurs a
croisements normaux stricts de respectivement P et %’ tels que f~!'(Z) C Z’. On pose
Phi= (P,2), P = (P,2)) et f£: P* — P! le morphisme de V-schémas formels
logarithmiques induits par f.

THEOREME 5.4.5. Avec les notations [5.4.4] on suppose que f est strict. Pour tout

QNS @&,Sumoh(ig)(n)’ on a alors f1*)'(&(*)) ¢ lg&’sumoh ('Dg:,)ﬁ(T’)).

Démonstration. 11 s’agit de calquer la preuve du théoreme analogue de [Car04} 3.1.7].
O

THEOREME 5.4.6. Soient f: X' — X, g: Y — X deux morphismes de V-schémas
formels lisses tels que g soit lisse et f soit propre. On se donne Z (resp. Z') des
diviseurs a croisements normaux stricts de X (resp. X') tels que f~'(2) C 2. On
pose Y =X xxY, f:Y =Y, &Y — X' les deux projections canoniques. On
note T:=g~1(2), T := ¢~ 1(¥), X* = (X,2) (resp. X% := (X', 2)), Y := (Y,7),
Yt = (Y,T)) les V-schémas formels logarithmiques lisses induits et f*: X' — X¥,
g Y Xt Y Yl er gt YU X les deux morphismes de log-V-schémas
formels lisses induits. Soit &'*) € Lgb,coh(gi( )

xn
canonique dans lg%’coh(gﬁg/{j) :

). 1l existe alors un isomorphisme

gt(,)!ofi(.)(gl(.)) -~ ﬁ(')oglt(-)!(g'(ﬂ)_ (5.4.6.1)

Démonstration. Avec les hypothéses sur f et g, il résulte de 3. 1.8lque les complexes
de[3. 4.6 T]sont bien cohérents. Le morphisme g (resp. g’) se décompose en son graphe
Y (resp. ¥) suivi de la projection canonique T: X x Y — X (resp. w': X' x Y — X').
Posons 86 := X x Y, & := ¥’ x Y. On note 7! : U? — XF, yﬁ; Y¢ — $4* les morphismes
stricts de log-schémas formels dont les morphismes de schémas formels sont 7 et y;
de méme avec des primes. On note [ = f# x idy : {’* — 4* le morphisme canoni-
quement induit. Grace au théoreme 3.3.7] on se ramene a vérifier que ’on dispose
d’un isomorphisme canonique de la forme Yqu(.) o gle)! ofi(') (&'*)) = Yqu(.) ofjfm o
gH(®)'(&"*)). Concernant le terme de gauche, par transitivité des images inverses
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~

extraordinaires, on obtient I’isomorphisme canonique Yqu ) gIj "o fﬁ ( ) —
yi(' o) o h(®)! o fﬁ (&(*)). Pour celui de droite, par transitivité des images di-
rectes ou images inverses extraordmalres et en utilisant 5.2.8.7] et m on obtient
les 1som0rphlsmes canonlques y” of/t(° e ey = f”ﬁ y’ﬁ(') o) o
e ey = oYt(’ oflTj om/i(*)! (8’(’)). On se ramene ainsi a vérifier I’iso-
morphisme 7t(®) ofﬁ (&) = fiﬁ(') o/t (g/(*),
De maniere analogue a [Ber02, 2.4.2], pour tout entier i € N, on vérifie que I’on dis-
pose dans Dgc (@g’;)) de I’isomorphisme canonique

i

fﬁ m( (m)y fﬂt ﬁ('")’(g’,('"))_ (5.4.6.2)

1

Par soucis pour le lecteur, donnons les arguments principaux de Berthelot (pour prou-
ver [Ber02| 2.4.2], mais il n’y a rien a changer) dans son cours de 1997 sur les D-
modules arithmétiques. Comme les foncteurs sont way-out a gauche, comme tout

ZD%)—module est un quotient d’un module de la forme SD;:,? ®o,, M avec M un OX['

1
N N ! .
module, on se raméne A supposer que Ei(m) = ‘D;",? R0, ?;(m) pour un certain Oy-
i i !

m PR . . .
module 3’;( ). On vérifie alors les isomorphismes canoniques

£ (gllmy @i{’:;) oy, RE(0y 4 o, Fmh, (5.4.6.3)
m e S D) @, w0 () dyr ). (5.4.6.4)

Comme pour [Ber02, 2.3.1], on dispose de 1’isomorphisme de Dl ,ﬁ) -modules a

gauche Dl ,ﬁ) = n’*ﬂ( /t) ®0 f’*m*@‘ /t) Le morphisme n’*ﬂ( /t) — 9( ﬁ) induit est

1
~

p ,t)-hnealre et fait de ;*9( /11) une sous-algebre de D! /11)' De méme, f” *D 11) —
U z Ui
(m ) (m)

e fE D ® f’ *m*D( /t) Le morphisme canonique @ — n:fDXn induit alors

1%~ (M) o (m) 1%k e (1)
(mu{ﬁ/uiﬁ@)ougf @Ulp)@?pm D, _”‘)U,.’ﬁ/u,.ﬁ@%;f WiDXi;-

vt
Ui

Par un calcul en coordonnées locales, on vérifie que ce morphisme est un isomor-
phisme. Via3.4.6.4] on en déduit I’isomorphisme

f;_lﬁ(m) On/t(m)’(gl(m)) ;) Rf; ((DU/ﬁ/Uﬁ ®O fl/*n*.D (3-1’ ))[du//)(/]

= D @oy, R0y 4 ©0,, @ e >>>[dU//X/].

~

EM) = m(0%) o,

1

On déduit de [5.4.63] I’isomorphisme TE (m) f

1
i

TR fi (coXi,t/Xit ®OX; gl’_(rn)))[du//xl]. Comme T; est plat, alors 7t} o Rf; (wxi’t/xiﬁ ®on
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) REL om0y 42 Do, F) > RE(Or e G0, 1" (3]™)). Dot le
résultat. Par passage a la limite projective et compatibilité au changement de niveaux

de ces isomorphes[5.4.6.2] on obtient le théoréme. O

Remarques 5.4.7. Lorsque 1’on ne dispose pas de structure logarithmique, T. Abe a
prouvé que I’isomorphisme de changement de base[3.4.6.1lest compatible a Frobenius
(voir [Abel4, 5.7]).

THEOREME 5 4 8. Avec les notations on suppose | propre. Pour tout &) e
i) e ()
lg@ surcoh ?/ﬁ T ))’ on a alors f+ ( E lg@ surcoh ®Tt (T))

Démonstration. 11's’agit de calquer la preuve du théoreme analogue de [[Car04, 3.1.9],
i.e. cela découle du théoreme[5.2.8 2let du théoréme de changement de base[5.4.6] [

Remarques 5.4.9. Soit £(*) ¢ LDQ qc('D(° (T)). Si lﬂ ele cOh('DT (iT)g), il

semble faux que cela implique que &(*) € l_,QQ coh D' (T)). Méme sans structure
logarithmique, la stabilité de la surcohérence par 1mages dlrectes ou images inverses
extraordinaires pour les systemes inductifs est donc un outil plus puissant (et manipu-
lable) que celle de la surcohérence définie dans [CarO4]. La notion de surcohérence
pour les systemes inductifs apparait avec du recul comme la bonne notion.

A THEOREME DE BERTHELOT-KASHIWARA AVEC LOG-STRUCTURES ET COEEF-
FICIENTS

Le but de cette section est le théoréme de Berthelot-Kashiwara sous la forme [A.8]
Comme ce théoréme est donné dans un contexte log-géométrique un peu plus général,
nous nous permettons de nous écarter dans cette section des notations générales.

A.1 (Notations). Soientn > r deux entiers naturels. On désigne par A™" le log-schéma
dont I’espace sous-jacent est A”, = SpecZ|[ti,...,t,] et tel qu’une pré-log-structure soit
donné par N" — Z[ty, ... ,t,| définie par ¢; — t; pouri=1,...,r. Soit A" le Z,-schéma
formel égale a la complétion p-adique de A™".

Soient 7' un log-schéma fin et T un log-V-schéma formel. On pose A'}’r = A" Xspecz
T et Ql':’r’r = A" Xgpez, . On dispose des immersions fermées exactes canoniques :
A7 = AT et AT — AT données par £, =0,...,1, = 0.

Soit m € NU {e}. On dispose des inclusions DXZ)O/ C Dg,l)r/T C Dg,ln/T (lorsque

m = oo, la convention de Berthelot donnée dans [BerQO] signifie les opérateurs
différentiels usuels). On note di,...,0, (resp. d1,...,0s,) les dérivations (resp.
les dérivations logarithmiques) correspondant aux coordonnées locales t1,...,t, de
A%0/T (resp. coordonnées locales logarithmiques t1, Lty de A"’" /T). Le Opn-

module (pour les structures droite ou gauche) plm ,10 (resp plm ) est libre de

A)ln/T

a<t>

base (resp. 8 ™) avec i € N". On a la relatlon 8 m — "8<i><'"> oll

(m)

= tl --tin pour (11, .,In) = . Pour tout (i1,...,iy) =i € N", on pose d 8 =
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<(i15e-4,0r,0,...,0)> i
J (yrirs0-0) (m)8<(0""’0”’“"""") (. Le Oz -module (pour les structures droite ou

gauche) @A,, n T est libre de base 8 " avecie N,

On remarque alors qu’un T—morphlsme f: X — A7 équivaut a la donnée de sections
globales ey, ..., e, de Mx (le faisceau de la log-structure de X) et a,y1,...,a, de Ox.
Si f est log -étale alors @X T= = f*D Ann /T et ’on dispose du morphisme d’anneaux

(m)

f IZD(”,I),, — D™ On notera encore 8 " les sections globales de Dy T

A T X/T égales

0 viale morphisme f~ lfD n) —p™

a I'image dea AT X/T"

Lorsque m = oo, on note

<1><w>

[l ._
plutot Q(r) = Q(r)

LEMME A.2. Soit f: X — Y un morphisme de T-log-schémas lisses Le morphisms
f est log-étale si et seulement si le morphisme canonique f*Q Y/T — QX/T est un
isomorphisme.

Démonstration. D’apres [Ogul 1V.3.2.3.2 et IV.3.1.3], si le morphisme canonique
ffQ Y T Q)l( J estun isomorphisme alors f est log-étale. Réciproquement, si f est

log-étale alors f est log-lisse et alors (en utlhsant [Ogu, IV.3.2.3.1]) f*Qy/T }(/T
est injective. Puisque f est non ramifié alors Q X/Y = 0 (voir [Ogul IV.3.1.3]). Il en
résulte que f*Qy/T — Q}(/T est surjective.

(]

LEMME A.3. Soit f: X — A7 un morphisme de T-log-schémas lisses donné
par les sections globales ey,...,e, de My et ayi1,...,a, de Ox. Le mor-
phisme f est log-étale si et seulement si le Ox-module Q;(/T est libre et si

(dlogey,...,dloger,dayy1,...,day,) en forme une base.

Démonstration. D’apres f est log-étale si et seulement si le morphisme cano-
nique f*Qi?r T Q)l( Jr estun isomorphisme. Cette derniere propriété équivaut au
fait que le Ox-module ;(/T est libre et que (dlogey,...,dloge,,da,+1,...,da,) en
soit une base (pour calculer explicitement Q nr
[Ogul IV.1.1.8]).

nr il vaut mieux utiliser la remarque

O

LEMME A.4. Soitu: Z — X une immersion fermée de log-schémas lisses sur T. Soit
x un point de |Z|. Alors, en remplagant X par un ouvert contenant x si nécessaire, il
existe des entiers n > r et un diagramme cartésien de morphismes de T-log-schémas
de la forme :

X ——= A}

“J .

Z— A
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tel que les morphismes horizontaux sont log-étale et le morphisme de droite est I'im-
mersion fermée stricte canonique. De méme, en remplacant « log-schémas » par « log-
schémas formels », on obtient une version analogue.

Démonstration. La preuve est analogue a celle du théoreme [SGA1| 11.4.10] : Puisque
u est une immersion fermée stricte, en notant J I’idéal définissant u, d’apres [[Ogu,
1V.3.2.2] on obtient la suite exacte

0—=3/P = u'Qy ) — Qpp = 0. (A4.1)

Puisque Z et X sont log-lisse sur 7, d’apres [Ogu, I1V.3.2.1], Q)l(/r et Q%/T sont
localement libre. En regardant la description de Q% /T de [[Ogu, IV,1.1.6], en rem-
placant X par un ouvert contenant x si nécessaire (et Z par la trace de cet ou-
vert sur Z), on vérifie que Q'Z /7 ©st engendré comme Oz-module on vérifie que
les éléments de la forme dloga avec a une section globale de M. Ainsi, (en rem-
placant X par un ouvert contenant x si nécessaire) on trouve des sections globales
ai,...,ar de My telles que dloga,...,dloga, forment une base de Qé/r’ a signi-

fiant I'image de a via la surjection u~ "My — M. Via la suite exacte [A.Z.1] on ob-
tient des sections globales a1, ...,a, de J telles que 1 ® dlogay,...,1 ®dloga,,1 ®
da,.1,...,1 ®da, forment une base de u*Q}'(/T. Comme Q)'(/T est un Ox-module
localement libre, quitte a remplacer X par un ouvert contenant x, on peut alors sup-
poser que dloga,...,1 ®dloga,,da,+1,...,da, forment une base de Q)'(/T. Les sec-
tions ay,...,a, (resp. ai,...,a,) induisent un morphisme de 7-log-schémas lisses de
la forme f: X — A7" (resp. f': Z — A7). D’apres[A3] f et f” sont log-étales. Soit le
diagramme

dont les trois immersions fermées sont strictes et dont le carré est cartésien. Puisque f’
et f sont log-étales, il en est alors de méme de Z — Z'. Puisque les immersions fermées
sont exactes, le morphisme Z — Z' est en outre strict. Le morphisme sous-jacents de
schémas Z — Z' est alors une immersion fermée étale, et donc une immersion ouverte.
Quitte a rétrécir X si nécessaire, on peut alors conclure. O

A.5. Sot X un T-log-schéma formel log lisse. Soit B une Ox-algébre commutative.
On dira que B est complétement cohérente s’il satisfait les conditions suivantes :

(i) Pour n’importe quel entier i > 0, B; := B/m' B est un Ox,-module quasi-
cohérent et I’homomorphisme canonique B — I'&niﬁi est un isomorphisme;

(ii) pour n’importe quel ouvert affine 4l C X, I’anneau T'(4(, B) est noetherian.
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Soit B une Ox-algebre commutative complétement cohérente munie d’une structure

compatible de Dg’%—module. Alors, d’apres [Ber96b, 3.3], I’anneau B@oxiDg"/){I est
(m)

cohérent et satisfait les théorémes de type A et B. Soit € un B@oxli /,I—module
coherent (2 gauche). En utilisant le théoréeme de type A, on vérifie que I’ensemble Ll
de X des éléments x tels que €, = 0 est ouvert. Le support de € est par définition le
complémentaire de { dans X. Ainsi |4 = 0.

THEOREME A.6 (Berthelot). Soit u: Z — X une immersion fermée exacte de T-log-
schémas formels log lisses. Soit Y I’ouvert de X complémentaire a ’espace topolo-
gique sous-jacent de Z. Soit (B(’”))meN un systeme inductif de O x-algebres commu-
tatives completement cohérentes. On suppose que B est muni d’une structure com-

patible de D™ _module telle que I’homomorphisme de O x-algébres B — Bm+1)

x/T°
soit aussi un monomorphisme de Dg"/)g.-modules. On pose @(3?/)7 = 13(’")@@% @gn/)g.

On suppose que la famille (u*ﬁ(”’))meN vérifie les mémes propriétés et on pose
9(2'31/)7 = (u*ﬁ(”’))@)oZ@g’%. Soit € un @;?TyQ-module cohérent a support dans Z,
(i.e. tel que E[Y =0).

~ !
1l existe alors un entier assez grand m' > m, un Q(Zm/gr@-module cohérent F et un

isomorphisme de fbgén,{)f@-modules de la forme

W (F) = DY) e

X/T.0 E.

4(m)
Dy/ra

Démonstration. La preuve suivante reprend trés fidelement celle donnée par Berthe-
lot dans son cours a Paris de 1997 dans le cas logarithmiques et sans coefficients
(i.e. pour Bg’” = Ox). Pour la commodité du lecteur, en voici une écriture. Pour

~ /
n’importe quel Q(Zm/gr @-module cohérent G, on dispose de I’isomorphisme canonique

f}{ou!u(f/)(S) — G. Cela implique que le foncteur u&ml) est pleinement fidele. Le
théoreme est donc local et avec[A.4]1’on peut supposer que X est affine et qu’il existe

des entiers n > r et un diagramme cartésien de J-log-schémas formels de la forme :
X —

ﬁ .
L —
tel que les morphismes horizontaux sont log-étales et le morphisme de droite est I’'im-
mersion fermée exacte canonique. Quitte a faire une récurrence sur 7, on peut supposer
quen=r+1,ie 2 =V(r)out estlasection de Ox image de 1, via X — 22" "' On
reprend alors librement les notations de la fin de [A.T] concernant notamment les déri-

vations 9y 1,...,04 r,0d,. On notera simplement 0 pour d,,. Pour terminer la preuve du
théoréme, nous aurons besoin du lemme clé suivant.

nr
Ql‘T

rr
Q[‘T
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LEMME A.7 (Lemme clé de Berthelot). Soients > 1 un entier; 13;’"}7 =T(X, @QT),
R e M; (D(x/):r> une matrice. Il existe alors un entier assez grand m' > m et une matrice

Pe Ms(Dg€ /)T) satisfaisant les propriétés suivantes :
~ /
1. P=1; mod nMs(Dg?/)T), ou I est la matrice identité ;

1 m jag !
2. tP" P =P(tP I;—TR), ot R est considéré comme un élément de M (Dg?/{)r) via

Uinclusion M (Dge/)fﬂ C M; (Dge/‘)J'>

Démonstration. Puisque la preuve pour un s quelconque est identique, on peut sup-
poser s = 1. R R

0) Notations. Soit S € Dx/q®0xB(m) (on prendra garde au fait que Dx/7®oxB(m)
est seulement un B -module, on prend la structure droite de Ox-module de 535 /T
pour calculer le produit tensoriel car celui-ci est placé a gauche du produit tensoriel).

L’élément S s’écrit de maniere unique sous la formel § = };cnn 0 8 ) is AVeC a; € B(™)

(2

tendant m-adiquement vers O lorsque |i| tend vers 'infini et ol la notation Q(r) est

définie 2 la fin de[AT] Posons c;(S) := a;. Lorsque S € Dy /3 ®0, B™, la somme est
finie et on peut alors définir ord(S) comme étant le maximal des éléments |i| tels que

¢i(S) # 0. Posons [S]; ;="' Ycp, Q%E)CL(S), ol E; est le sous-ensemble (fini) de N”
des éléments i tels que vr(c;(S)) = I, olt vy signifie la valuation m-adique sur B("),
Posons 6;(S) := Z,/Slnl/ N2
Comme pour [Ber96b| 2.4.4.2], on vérifie que les propriétés suivantes :
(i) il existe un entier m’ > m tel que S € IA)%)T(QOXB(’") :
(ii) il existe un nombre réel a > 0 tel que ord(c;(S)) < a(l+ 1) pour n’importe quel
entier [ ;

(i) il existe un nombre réel a > 0 tel que ord([S];) < a(l + 1) pour n’importe quel
entier /

sont équivalentes. Si a > 0 est un réel, on dira alors que S est a-borné si, pour n’importe
quel i € N", I’inégalité suivante est satisfaite : vz (c;(S)) > ‘ L _1.0n remarque que S
est a-borné si et seulement si on a ord([S];) < a(l+ 1) pour n ’importe quel entier /.

1) En utilisant I’inégalité de gauche de [Ber96bl 2.4.3.1] (et la formule [Ber96b,
2.2.3.2] encore valable dans le cas logarithmique), on calcule que pour tout a >

p"™(p—1), il existe b > a assez grand tel que pour tout P € 13(32"/)7(%0%8(’”) on ait

vr(ci(P)) > ‘;—‘ — % pour n’importe quel entier i (il s’agit d’étudier une fonction et vé-
rifier qu’elle est minorée). On en déduit qu’il existe o assez grand (e.g. a + b) tel que

pour tout P € 5;’77@)0353(”’), P soit a-borné. On fixe a présent un tel o et on pose

B:=oa+p™.
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2) On remarque que si P € Dx/g Qoy B alors PR € 536/7@)0353(’") (en effet
Re ﬁgg%@oxB('"), comme ce dernier est un anneau, ses éléments sont en particulier
stables par multiplication a gauche par un élément de B(™)). Supposons de plus que P

[Zz]

soit B-borné. L’ opérateur P est alors une somme finie d’éléments de la forme 75128

avec b € B et |i,| < B(l +1). Comme bR € D(x/):r@O B™ (car D /) R0y B(”’)
est un anneau), d’apres 1), bR est o--borné. On peut donc 1’écrire comme une somme

d’éléments de la forme TEIIQ[ ]a avec a € B et |i;| < a(l; + 1). Ainsi, PR est égale

a une somme d’éléments de la forme 75’1”@&;)}8& )]a aveca € B™ |i,| <a(l; +1) et

lir| <B(l2+1). Comme o < B, on adonc |i;| +|ir| < o+ PB(l1 +1+1). Ainsi PR est
quasiment B-borné modulo I’ajout de a.
3) On vérifie pour n’importe quel entier naturel N la formule

P IN+P"] _ oINPT ep™ = 3Nl od D% /7

Cela implique que pour n’importe quel opérateur U € Dy /5 ®0y B(™) il existe un
opérateur Q € Dy /7 ®0 B™ tel que

lme _ Qtp'" =U mod nlA)x/g-@oxB(m)

et ord(Q) < ord(U) + p™.
4) Dans cette étape, nous construisons par récurrence sur [ > 0, des opérateurs P, €
Dzx /5 ®04 B(™) vérifiant pour n’importe quel / > 0 les conditions suivantes :

(i) Pp=1letpour/>1lonaP,=PF_; mod TCle/‘:r 0y Bm) s
(ii) P; est B-borné,
(iii) t""P = P(t"" —mR) mod ' *'Dy/3@0, B™.

Remarquons que d’apres I’ etape 2), les éléments de la congruence de la propriété (iii)
appartiennent bien a Dx/:r®0 B . On a forcément Py = 1. Soit [ € N et suppo-

1

sons construit Py, ..., Py vérifiant les conditions (i), (ii) et (iii). Posons U := —[t?" P, —
P(t"" —7R)]j41 € Dy /5 @04 B D’apres la propriété (iii) satisfaite par P;, on a
" P — Pl(t”m —7R)=0 mod ﬂ:l+15x/7®0x3(m). On en déduit la congruence :

U =P — P (" —nR) mod 2Dy )50, B™. (A7.1)

D’aprés 1’étape 2), comme P; est B-borné on vérifie que GHl(nPlR) = 71t6;(P;R) est
la somme d’éléments de la forme 751”1”2Q[l‘)]8£ )]a avec a € B, |iy] +|ip| < o+
Blli+h+1)et 1+ +15L <I+1.1 en résulte ord(U) < B(l+1)+ot D’apres la

n

partie 3) de la preuve, il existe alors Q € Dx /3 ®0, B tel que " Q -0’ =U
mod Dy /7@0,B™ et ord(Q) < ord(U) + p™. On en déduit ord(Q) < (I + 1) +
o+ p™ = B(I+2) (on rappelle que B := o+ p™). Ainsi /! Q est B-borné.
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D’aprés 1’étape 2), OR € 535/7@0353(’"). En utilisant [A.7J]l on obtient les
congruences

" (P +71Q) — (P47 Q)(t"" —nR)
=" P —P(t"" —nR) + 1 (" 0 — 07" ) + 72 QR
= —n U+t (" Q- o) mod Dy j5®0, B™
=0 mod ﬂl+25x/7®0x3(m) .

Ainsi Piyq := P, + m/t1'Q est B-borné et satisfait t”"Py; = P q(t?" — mR)
mod ﬂ:l+25x/7®03€3(m).

5) Finalement, d’aprés I’étape 4), on obtient I'élément P := lim;,. P, de
1333/7@0%3('”) qui est B-borné et vérifie 17" P = P(t”" — mR). D’apres 1'étape 0),

comme P est B-borné, il existe alors m’ > m tel que P € ﬁgg%@oxB('”) C 5&"%. Cet

opérateur P satisfait aux conditions requises. o

o ~
Revenons a présent a la preuve de Soit € un @g?)rmodule cohérent sans -

o ]

torsion tel que Eg — &. Choisissons des générateurs ey, ...,es de £. Posons ¢ :=
€]

. Puisque &/n€ est un Ox-module quasi-cohérent et & support dans Z (i.e.

€s
o

(&/RE)|Y = 0), alors 17" ¢; =0 mod n€ (augmenter m si nécessaire). Il existe donc

~ m . ~(m’ L.
une matrice R € MS(D(m) ) telle que 17" ¢ = Re. Soitm’ et P € MS(D(; )T) vérifiant les

x/T
~ !
conditions du Lemma[A7] Posons E(") := Dg" ,)J. o®pm E.Onnotel®ey,...,1®
’ X/7,Q
e, les éléments de E(m) correspondant 2 ey, ...,es. Posons alors ¢’ := P(1®¢). On

calcule t”" ¢ =t"" P(1®e) = P(t"" I, —R)(1 @ e) = P(1 ® (t"" ¢ — Re)) = 0.
Notons H'u'(E ('”/)) I’ensemble des éléments de E (™) qui sont annulés par 7. Notons

Km) e sous-ﬁg?/%. g-module de £ (") engendré par HOu! (E (m/>). Vérifions a présent

par récurrence sur i > 1 que pourtoutx € E (") §itix =0 alors x € K", Lorsquei=1,

c’est immédiat. Supposons i > 2 et la propriété vraie pour i — 1. Soit x € E(m) tel que

t'x = 0. A partir de la formule t'~! = =19 + (i — 1)¢#/=2, on obtient par multiplication

a droite par ¢ la formule 9t = £~ 10¢ + (i — 1)t"~! = ¢~1(3t 4 (i — 1)). Puisque 3¢’ - x =

0, par hypothese de récurrence, on obtient (¢ + (i — 1)) -x € K) (resp. -x € K™

et donc of - x € K)). D’or par soustraction (i — 1)x € K) et donc x € K, ce
)

~ /
qui conclut la récurrence. Comme E () est engendré comme D(;/I@-module par des

éléments annulés par /7", on en conclut que K (') = E(m) je. que E () est engendré

(m")

comme 5;//,3.@-m0dule par des éléments annulés par ¢.
Comme pour [Carl16| 2.3.2], on dispose du morphisme canonique de 522"/% @-modules
adj : u'™) 0 30! (E)) — E() (A7.2)
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donné par Y;en[0K] @ xp = Yren 0K - xy, avec xp € HOU'(EM™)) tel que

limjy e Xk = 0 (ot [95>] désigne la classe de 9<% dans le bimodule D;QZ/TQ)
0

Puisque E (m) est engendré comme D /)TQ—module par un nombre fini d’éléments

de H'(E (”’/)), on en déduit un morphisme surjectif qui se décompose de la forme

u(f/) (L) — uﬂ",) o HOu'(E™)) — E™) on L est un 5%)7,Q—module libre de rang
(

/
fini. Notons N le noyau de la surjection u+m )(L) — E()_ Comme N est aussi 2 sup-
port dans Z, en réitérant le procédé ci-dessus, quitte & augmenter m’ si nécessaire,
~ /
N est engendré comme D(;/EI @—module par un nombre fini d’éléments de Fu'(N).
' (m’

En particulier, le morphisme canonique uy )ﬂfou!(N ) — N est surjective. Puisque

HO%'(N) est un sous-module de L, alors 3%u'(N) est un 5%’"//)7 g-module cohérent et
la composée u( )J-CO '(N) =N — u(+m/)L est injective (parce que uS:",) est exact sur

la catégorie D(Z/IEJ @-modules cohérents). En particulier, u&m/)f]{() '(N) — N est aussi

injective. Puisqu’il est aussi surjectif, la fleche canonique u( )9{0 '(N) — N est donc

un1somorphlsme Ainsi, par exactitude de ", ") on obtient E") +1,)(L) /N —

Y B 0Y)) O

THEOREME A.8 (Berthelot-Kashiwara). On garde les notations de et on pose
SDTx/‘I.Q :=lim SDg?/),I@ et SDTZ/‘I.Q :=lim ZD(Z';){I@. Les foncteurs image inverse extra-

"l "l
ordinaire u' et et lmage directe uy induisent des équivalences quasi-inverses entre
la catégorie des ®3€/‘J'Q -modules cohérents a support dans Z et celle des QZ/‘J'Q

modules cohérents. Ces foncteurs u' et u,. sont acycliques sur ces catégories.

Démonstration. On se ramene 2 la situation géométrique de la preuve de [A.6l avec
n=r—1.Pour tout D} X/7.0 -module cohérent F & support dans Z, un calcul immédiat

en coordonnées locales donne H%u'u, (F) —~+ F. Grace au théoreme[A.G] il en résulte
que les foncteurs HO' et u, induisent des équivalences quasi- 1nverses entre la caté-
gorie des Dl x/7.0 —modules cohérents a support dans Z et celle des DZ /7.0 -modules
cohérents. L’acyclité de u+ découle d’un calcul facile en coordonnées locales. Il reste
a établir ’acyclité de u'. Via la formule [Car09] 1.7.1], pour tout @% /)T’Q-module

m+1) @('”JFI)

cohérent 3"(’”), en notant F' =Dyr0 ® ~ 3"(’”), on calcule que la fleche

(m)
Dzira

canonique H'u(™' o u&m(ﬁ"(”’)) — Hum Do (+m+1)(5"(”’+1>) est le morphisme nul
(grace 5231 H'u™' = H'u(m+ D! = y* pour des modules cohérents). On en déduit
que H'u' ouy (F) = 0. Comme pour i € {0,1}, on a H'u' ouy (F) = 0, on en déduit
I’acyclicité de u'. O
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B PREUVE DIRECT DE LA COHERENCE DU COEFFICIENT CONSTANT AVEC SIN-
GULARITES SURCONVERGENTES POUR LES SYSTEMES INDUCTIFS

On propose ci-dessous une preuve directe (i.e., sans passer par le théoreme 3.5.1] qui
permet de se ramener au cas déja traité par Berthelot dans [Ber96a]) du théoreme[3.3.3]
ci-dessus, dont I’énoncé est le méme que [B.2] ci-dessous. La preuve du théoreme[B.2]
reprend les étapes clés du théoreme analogue de cohérence de Berthelot de [Ber96a]
(on pourra comparer avec [Ber96al). Il s’agit en quelque sorte d’une adaptation de sa
preuve au cas des systemes inductifs. On termine 1’appendice par une vérification a la
main du théoreéme [3.3.3]ci-dessus lorsque le diviseur T est lisse (voir [B.3)).

Nous aurons d’abord besoin du lemme suivant.

LEMME B] Soient T' D T un diviseur, &) € l_,QQcoh (.)( T') et G e

I;QQ won( )n ILQQ « ). Sili lvlg( *)) est un facteur direct de li 1,13( *)
dans Db('D;,ﬁ Q) alors £®) € LDQ coh('Dg:t)(T))

Démonstration. Comme € := lllg &(®) est un facteur direct de G := @39(’) dans
Db(D;uQ), comme § € Dcoh(CD;t ('T)g), on obtient alors & € Dth(:D;r (‘T)o).
Comme le foncteur 1_11)1 est une équivalence de catégories sur les complexes

cohérents et 2 cohomologie bornée, il existe H(*) F(®) ¢ Lg@coh(@gg(T))
tels que & — li_ngf]{(') et H® @ F = g dans Lgﬁé,coh(@gg(ﬂ).
Comme §*) ¢ Q&m@gg (T')), on en déduit que le morphisme canonique

HO @ 7@ - (1)(H® @ F@)) = (F1)(H®) @ (F'T')(F*)) est un isomor-
phisme. Il en résulte que le morphisme canonique H(®) — (T77)(H(*)) est

un isomorphisme. Or, lilg(TT’)(iH(’)) — (TT’)liﬂ(iH(')) — ('1")(&). De
plus, comme & € Dcoh(iD;t(TT)@) nD®

coh

("T")(€) — & est un isomorphisme (grace a [Car09, 4.8]). Par pleine fidélité de lim
sur Lgﬁé’coh(@g,}(r)), on en déduit que (T77)(H*)) = &(*). D’ot le résultat. [

(D;n(TT’)@), le morphisme canonique

THEOREME B.2. Ona 15 )€ Lﬂ@ coh( ) ﬁL_Z\/{@,C(,h(@g)(T)).

Demonstmtzon Il est 1mmed1at que B )€ LMo, coh( T)). Vérifions a présent

) € LM con(D

Etape 1. Supposons a pre’sent que T soit un diviseur a croisements normaux. On peut
supposer P affine et muni de coordonnées locales #1,...,t; telles que T =V (¢ - -7,),
oufty,...,t, € Op désignent respectivement la réduction de t1, . .. ,¢, modulo TO5. On
proceéde alors par récurrence sur r, i.e. le nombre de composante irréductible de 7.
Notons X =V (#1), u: X — P I’'immersion fermée canonique et 7/ =V (75 -7,).

Comme d’apres le lemme[m]u(')!(ﬁg;)(T’))[l] — %g)(X NT’), comme d’apres
B211 (TX)(%S;)(T’)) — %g)(X UT’), avec I’isomorphisme 5.3.8.1] le triangle de
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localisation de @g) (T') par rapport 2 X donne la suite exacte courte :
0— BT = BY(T) = b (B (T nX)) - 0. (B.2.1)

Comme T/ N X est un diviseur a croisements normaux de X avec r — 1 composantes
irréductibles, comme la cohérence est préservée par le foncteur ug:) , on conclut alors
par hypothese de récurrence.

Etape 1I. Cas général. 1l résulte du théoreme de désingularisation de de Jong qu’il
existe un morphisme de cadres de la forme o = (f,g,h): (P, T,X,Y)— (P,T,PY)
tel que X soit lisse, T = FUT) et T NX soit un diviseur a croisements normaux
de X, f soit un morphisme propre et lisse de V-schémas formels séparés et lisses, g
soit un morphisme propre, surjectif, génériquement fini et etale de k-variétés. Posons
&) .= Rzgf(')!(@g)( )). Prouvons que (%) € LQQ con QLQQ con (')(T)).
D’aprés 2.5.8] comme cela est local en P, on peut supposer qu’il existe une im-
mersion fermée de V-schémas formels lisses u: X — P qui releve X < P. Dans

ce cas, avec [3.3.8.1] puis [5.2.1] on obtient les isomorphismes glo) =, u(;)

f(*)‘(@g)(T)) AN u&')(@g)(fﬂi)) D’apres I’étape 11, on sait @g)(fﬂi) €

l_,QQ on(DE)N L_Q?Q cOh(SD(') (TN %)) Via la factorisation de u(;) du carré de droite

dem on en déduit £(*) € l_‘QQ con( ﬂl_,QQ con( D (f))

Notons & := 133(8(’ ). Comme f est propre, alors fi ( ) € LDQ coh(@g;)) N
LY (D) (T)). On en déduit f,(€) > lim(f” () € LD . (DF)).
Comme O?(TT)@ est un facteur direct de f1 (&), par pleine fidélité du foncteur
lim: LDg) coh ~(.) (T)) — D%, (DL (TT)q), il en résulte que %g)(T) est un facteur

direct de f+ ( *)) dans la catégorie LQQ con ~(°)(T)) et donc dans IQQ(A *) ) (en
effet, le foncteur oubli du d1v1seur est plelnement fidele d’apres 3.2.6). I résulte de

B.Tlque I’on obtient B( )€ LQQ coh( (.))

ou®to

O

Remarques B.3. Lorsque T lisse, on peut vérifier par un calcul direct le théo-
réme Enfin, d’aprés 2.53.8] comme le résultat a vérifier est local, on peut sup-
poser P affine et muni de coordonnées locales ti,...,t; telles que T = V(7;), ou
f1 € Op désigne la réduction de ¢; modulo TOp. Pour tout entier m > 0, notons

%g')")(*T) = %%gﬁ")(T) C O9("T)g (pour I’injection, voir [Ber96b] 4.3.3]). Comme
%g')")(T) est un sous—@g')")—module de Op("T)qg (voir [Ber96b 4.2.4]), il en est de
méme de %g")(*T). Comme % € %g")(*T), on dispose donc de I’application cano-
nique ¢: @g") — @g")(*T) définie par la formule ¢(P) = P- (%) Notons J I’idéal
a gauche de @ST) engendré par 0111 et da,...,dy et F") = (~('n)/ﬂ)/(~('n)/3)p_tors.
Comme les éléments de J agissent de maniére triviale sur l comme B( )(*T) est

sans p-torsion, le morphisme ¢ se factorise en la fleche 3"(’”) — Bg) )(* T). On re-
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marque que comme glm @g’fg@/UQ C %ST)(T)Q (voir [Ber90, 3.2.1.31) et 4.2.2)),
alors ") @g;n) (*T). On peut donc identifier les éléments de F™) avec les éléments
fde 0p(TT)q tel qu’il existe P € @g;n) tel que f = P- (%)

Vérifions a présent que %g")(T) C Fmt) Soit f € %g")(T). Ona f= ZkeNak%
ou ar € Op converge vers 0 pour la topologie p-adique lorsque k tend[l vers

e . _ 1\kp knkpmt—1] ¥
Pinfini. Soit P = Y;~o(—1) K0, € Diyp. On calcule alors dans

O05(T)g la formule f = P- (%) Il suffit alors de vérifier que ’on a en fait

m+1__
la

P e @STH). Posons kp"t! —1 = p"*tlg + . avec 0 < rp < p™*1. On a alors

m+1_ k m+171
" N = Lot T (voir la formule [Berd96bl 2.2.3.2]). Donc P =
n k m+171
Yiso(—1)k? “*lak;—;af PR Dy apres [Ber96bl 2.4.3.1] (cette formule est
utilisée au niveau m+ 1), v, (gx!) < % < (p—f]) <k DouPc @gnﬂ).

On en déduit que @g) (T) et F*) sont isomorphes dans L_Z\/{Q(@g)).
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