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Représentation par des transvections des groupes d’Artin-Tits
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Abstract. In arecent article, C. Kassel and C. Reutenauer studied the connection between the 4
strand braid group and Sturmian morphisms in word combinatorics. The aim of the current work
is to extend this approach into a general connection between braid groups (of any index) and
episturmian morphisms, a natural generalization of sturmian morphisms. Our key tool consists
in associating with every graph a certain finite family of automorphisms of a free group. In the
case of a complete graph, we recover some well-known family of episturmian morphisms. Now,
considering the path of length n, we deduce a seemingly new representation of the braid group
By, 41 in Aut(F},). By considering some other graphs, we similarly obtain representations of
various Artin—Tits groups, in particular some affine braid groups. Our representation is faithful
for B3 and By; for other cases, the question of faithfulness remains open.
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1. Motivations et résultats

L’ étude des représentations des groupes des tresses est le theme de nombreuses publi-
cations (voir, par exemple [1], [3], [6], [15]). Nous allons définir dans cet article une
représentation des tresses, comme automorphismes de groupe libre, qui nous semble
nouvelle. Soit A un groupe d’Artin-Tits dont S est I’ensemble des générateurs, et
Fg le groupe libre sur des variables x; indexées par s € S ; nous allons définir pour
chaque s de S des automorphismes Ly et Ry de Fs en utilisant le graphe de Coxeter
du groupe A. La question centrale posée dans cet article est de savoir si le groupe
d’ Artin-Tits A peut €tre représenté (de facon fidele) a travers un homomorphisme
de groupes ¢: A — Aut(Fys) tel que pour tout s dans S, I’automorphisme ¢(s) est
égal a L, R ou leurs inverses. Dans ce cas, nous dirons que le groupe d’ Artin-Tits
A est représentable par des transvections et que ¢ est une représentation par des
transvections du groupe A. Le résultat principal de cet article est le suivant :
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Théoreme 1.1. (i) Pourtout entiern > 2, il existe une représentation par des transvec-
tions @, du groupe des tresses an + 1 brins B, 41 dans le groupe des automorphismes
du groupe libre F,.

(i) La représentation par des transvections @3 du groupe des tresses a 4 brins By
dans Aut(F5) est fidele.

(iii) Pour tout entier n > 2, le groupe des tresses affines a 4n brins Bay est
représentable par des transvections.

La représentations ¢, du groupe B, des tresses a n + 1 brins semble nouvelle.
Nous ne savons pas si elle est fidele pour n > 4, mais nous conjecturons que oui.

L’une des motivations pour ce travail provient de la théorie des nceuds. Tout en-
trelac peut étre réalisé comme la tresse fermée L (b) associée a une tresse b a n brins.
Dans ce cas, le groupe fondamental 71(S3 — L(b)) a pour présentation de groupe

(X1,....xn | a(b)(x;) = x;; i = 1,...,n) ol & est un certain homomorphisme
de B, (la représentation de Hurwitz) dans le groupe des automorphismes du groupe
libre F, a n générateurs xp, ..., X,. Une question naturelle est alors de se deman-

der quelles sont les représentations du groupe des tresses, et plus généralement des
groupes d’ Artin—Tits, dans le groupe des automorphismes d’un groupe libre de rang
fini. Masaaki Wada dans [15] s’est intéressé a cette question en recherchant par ordina-
teur les automorphismes d’un certain type, qu’il appelle automorphismes de décalage.
Notre travail peut étre vu comme une contribution a la résolution de cette question.
Dans le cas du groupe des tresses a n 4 1 brins, les représentations que nous obtenons
sont distinctes de celles décrites par Wada. Dans [14], Vladimir Shpilrain montre que
les représentations de Wada sont fideles. Nous remarquons que la méthode qu’il utilise
ne permet pas de montrer que la représentation ¢, construite dans notre article, est
fidele pour n > 4.

Notre travail a démarré a la suite de la lecture de 1’article [5] de Christian Kassel
et Christophe Reutenauer. Dans cet article, les auteurs jettent un pont entre le monde
des tresses (plus précis€ément, le groupe B4 des tresses a 4 brins) et le monde des mots
et morphismes sturmiens. Ils montrent en particulier que B4 quotienté par son centre
se plonge dans le groupe Aut(F,), c’est-a-dire dans le groupe des automorphismes
du groupe libre F5. L'image dans Aut(F5) des générateurs standards du groupe By
sont certains morphismes sturmiens (ou leur inverse) bien connus. Les tresses, d’une
part, et les morphismes sturmiens, d’autre part, sont les objets de recherches actives.
L’existence d’un tel lien amene a se poser la question de I’existence d’une connec-
tion plus générale entre les groupes des tresses et les morphismes sturmiens (ou les
morphismes épisturmiens, qui sont leur généralisation). L’ étude de cette question est
la motivation a I’origine de ce travail.

Nous allons associer a tout graphe I" (sans boucle ni aréte multiple) a » sommets, un
ensemble Ar de 27 automorphismes du groupe libre F;,, deux pour chaque sommet du
graphe. Parmi les graphes connexes, il y a deux graphes singuliers, le graphe linéaire
et le graphe complet. Nous allons voir que dans le premier cas, notre construction
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nous permet d’obtenir les représentations par transvections ¢,. Dans le second cas,
les automorphismes obtenus sont des morphismes épisturmiens (cf. Proposition 2.6).
Ceci expliquera en particulier le lien entre le groupe B4 et les morphismes sturmiens.
De plus, la représentation par des transvections ¢3 de B4 peut étre vue comme le
redressement de celle obtenue dans [5].

Notre article s’organise comme suit : la partie 2 concerne les automorphismes des
groupes libres et des monoides libres. En particulier, nous construisons la famille Ar.
Dans la partie 3, nous introduisons la notion de représentations par des transvections.
Nous étudions ensuite la fidélité des représentations ¢, obtenues pour les groupes des
tresses, et prouvons le théoreme 1.1. La partie 4 est consacrée a une application aux
groupes d’ Artin—Tits.

2. Automorphismes de transvection

Dans cette partie, nous introduisons la notion d’automorphisme de transvection as-
socié a un graphe. Nous prouvons quelques résultats généraux (voir proposition 2.7)
sur ces automorphismes, ainsi que des résultats qui nous servirons dans les parties
suivantes (voir théoreme 2.11). Nous obtenons aussi, comme cas particulier de notre
construction, le monoide des morphismes épisturmiens comme un produit semi-direct
(voir proposition 2.6).

2.1. Automorphismes du groupe libre. L’étude des automorphismes du groupe
libre est un sujet d’étude a lui seul et de nombreuses questions restent ouvertes.
Néanmoins, on connait depuis des travaux de Nielsen ([9]) et de Neumann ([8]) des
présentations du groupe des automorphismes du groupe libre a n générateurs (voir [7]
chapitre 3 paragraphe 5). On peut en particulier définir quatre familles E; ;, L; ;, R; ;
et 7; d’automorphismes élémentaires (voir définition 2.1).

Commengons par poser quelques notations. Si (a, b, .. .) est un ensemble fini de
lettres, on note F(a, b, ...) le groupe libre de base a, b, .. .. Par F, on désignera le
groupe libre de base x1, X3, . . ., X,,. De méme, on noterarespectivement F *(a, b, .. .)
et Fn+ les monoides libres de base a, b, ... et x1, X2, ..., X,. On identifie dans la
suite F*(a,b,...) asonimage dans F(a,b,...).Les éléments de F(a,b,...) sont
appelés les mots sur ’alphabet a, b, . . .. Les mots de F*(a,b,...) sont dit positifs.
Chaque mot de F(a,b,...) posséde un unique représentant réduit, c’est-a-dire une
unique représentant de longueur minimal. La longueur d’un mot de F(a,b,...) est
par définition la longueur de son représentant réduit. Enfin, on note ®(a,b,...) et
®,, les groupes d’automorphismes respectifs des groupes F(a,b,...) et Fy.

Définition 2.1. (i) Pour i dans {1, ..., n}, on définit un élément 7; de ®, en posant

T(x) =x7" et () =Xk
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pour k différent de i dans {1,...,n}.
(ii) Pour i, j dans {1,...,n} et distincts, on définit un élément E; ; de ¢, en
posant
Ei,j(xi) = Xj, Ei,j(xj) =Xx; et Ei,j(xk) = Xk
pour k distinctde i et j dans {1,...,n}.
(iii) Pour i, j dans {1,...,n} et distincts, on définit un élément L; ; de ®, en
posant
Lij(xi) =xi, Lij(xj) =xix; et Ljj(xg)=xk
pour k distinctde i et j dans {1,...,n}.
(iv) Pour i, j dans {1,...,n} et distincts, on définit un élément R; ; de ®, en
posant
Rij(xi) =xi, Ri;(x;)=xjx; et R;;(xx)=xx
pour k distinctde i et j dans {1,...,n}.

Nielsen a montré dans [9] que I’ensemble des E; ;, L; ;, R; ; et r; forme une
famille génératrice de ®,, a partir de laquelle on peut obtenir une présentation finie
de ®,. Ces générateurs sont appelés les générateurs de Nielsen de &,,.

Dans le cas n = 2, le monoide St des morphismes sturmiens est le sous-monoide
de &, engendré par E; », Ry 2 et L ([5]). Il est facile de voir que ce sous-monoide
est aussi engendré par Eq 5, L1, et Ry ;1. Dans [5], les auteurs ont montré que le
quotient du groupe des tresses B4 par son centre est isomorphe au sous-groupe de
®, engendré par Ry, R2,1, L1 et Ly 1. Si on note 0y, 03 et 03 les générateurs
standards du groupe B4, un isomorphisme envoie 01, 0 et 03 sur Lj 2, L;,ll et Ri2
respectivement.

2.2. Automorphismes associés a un graphe. Nous allons maintenant associer a
tout graphe fini sans boucle ni aréte multiple, de sommets x1, . .., x,, une famille de
2n éléments de O,,.

Pour nous, un graphe fini est un triplet (S, V,¢) ou S et V sont deux ensembles
finis, avec S non vide, et ¢ est une application de V' dans I’ensemble des parties non
vides de S a au plus deux éléments. Les éléments de S s’appellent les sommets du
graphe et les éléments de V sont les arétes. On dira que deux sommets x et y sont
reliés par une aréte sit~' ({x, y}) estnon vide. On dira que le graphe (S, V, t) est sans
boucle si aucun sommet n’est relié a lui-méme par une aréte. On dira que (S, V, t) est
sans aréte multiple si deux sommets quelconques sont reliés par au plus une aréte ;
dans ce cas, on peut identifier V' a #(}'). Si I' est un graphe sans boucle ni aréte
multiple de sommets xy, ..., X,, on note Jr(x;), ’ensemble des sommets de I reliés
a x; par une aréte. Par définition, x; est dans Jr(x;) si et seulement si x; est dans
Jr(x;). Nous dirons que le sommet x; est isolé si Jr(x;) est vide. Le graphe sera dit
connexe si pour tout couple de sommets (x, y), il existe une suite finie xo = x, ...,
X = y de sommets tels que x; et x; 4+ sont reliés par une aréte.
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Définition 2.2. Soit I" un graphe sans boucle ni aréte multiple de sommets xq, . .., Xj.
Pour i dans {1, ...,n}, on appelle iéme automorphisme de transvection a gauche de
F, associé a I, I’automorphisme L; r défini comme le produit des L; ; tels que x;
est dans Jr(x;). Autrement dit

Lir(xi) =x;, Lir(x;)=xix; et L;r(xg) = xg

pour j, k dans {1,...,n} tels que x; est dans Jr(x;) et x; n’y est pas.

On définit de facon similaire le ieme automorphisme de transvection a droite de
F, associé a I' comme I’automorphisme R; r obtenu comme le produit des R; ; tels
que x; est dans Jr(x;).

Le terme de transvection est inspiré par [11]. Lorsque le contexte sera clair, nous
écrirons J(x;), L; et R; alaplace de Jr(x;), L;r et R; r afin de ne pas alourdir les
notations.

Dans la suite de I’article, I’ensemble {L1,...,L,} U{Ry,..., Ry} estnoté Ar;
onnote ¥ (Ar) et F T (Ar) respectivement le sous-groupe et le sous-monoide de ®,,
engendrés par I’ensemble Ar.

Si on se donne un ensemble fini de sommets S et que I’on considére le graphe
complet de sommets S, les automorphismes L; et R; qu’on obtient coincident avec
les morphismes épisturmiens W; et U; définis dans [4].

Lemme 2.3. Soit I" un graphe sans boucle ni aréte multiple, de sommets x1, . .., Xp.
Soiti et j dans {1,...,n} et distincts.
(1) Si x; n’est pas dans J(x;), ona L;R; = R;L;.
(ii) Si x; n’est pas dans J(x;) et J(x;) N J(x;) = @, alors
Ll'Lj = LjLi et Rl’Rj = Rle'.
(iii) Si x; est dans J(x;) alors
LiL7'Li = L7'Li L7,
RiR7'R; = R7'Ri R},
LiR7'L; = R7'LiR; .

Démonstration. Si x; n’est pas dans J(x;) :

Li(x) Rj(x) Ll'Rj()C) RjL,-(x)

x e J(x)NJ(x)) XiX XX XiXX;j XiXXj
x &€ J(xj) U J(x;) X X X X
xeJx)ix &€ J(x;) | xix X XiX XiX

xeJx)ix&J(x) | x XX XX XX
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Si x; n’est pas dans J(x;) et J(x;) N J(x;) =0

Li(x) | Lj(x) || L;Li(x) | LiL;(x)
x &€ J(xj) U J(x;) X X X X
xeJx)ix g J(xj) | xix X XiX XiX
xeJx)xdJx)| x X;x Xjx Xjx

Si x; estdans J(x;) :

Li(x) Lj_l(x) LiLj_lLi(x) Lj_lLiLj_l(X)

x € J(x;) N J(x;) xix | xilx X;2x X;2x

x & J(x;) U J(x;) X X X by

xeJx)ix €J(xj) | xix X xj_lxix xj_lxix

xeJ(xj)x & J(x;) X xj_lx xj_lxl-_lx xj_lxl-_lx

Li(x) Rj_l(x) LiRj_lLi(x) R]-_ILZ'R]-_I(X)

x € J(x;) N J(x;) Xi X xxj_1 x,~)cj_1xxj_1xi_1 x,~xj_1)wcj_1)ci_1
x & J(xj) U J(x;) X X X b
xeJx)ix &€ J(xj) | xix b x,-xj_lx xl-xj_lx
xeJ(xj)x & J(x;) X xxj_l xxj_lxl._l xxj_lxl._l

Les deux derniers cas se déduisent de la symétrie entre L et R et des cas traités. [

Proposition 2.4. Soit I un graphe sans boucle ni aréte multiple, et de sommets
X1,...,Xp. Soit X une partie des sommets de I'. On suppose que [’ensemble
(yex J(x) est non vide, c’est-a-dire qu’il existe un sommet y de T' qui est relié
par une aréte a chaque élément de I’ensemble X .

(1) Le sous-monoide de ®,, engendré par I’ensemble {R; | x; € X} est libre, de
rang le cardinal de X. De méme, le sous-monoide de ©,, engendré par I’ensemble
{L; | x;i € X} est libre.

(i1) Supposons qu’aucune paire de sommets du graphe U n’est reliée par une
aréte. Alors, le sous-groupe de ®, engendré par I’ensemble {R; | x; € X} est
un groupe libre de rang le cardinal de X ; de méme, le sous-groupe du groupe P,
engendré par I’ensemble {L; | x; € X} est un groupe libre de rang le cardinal
de X. Si vy est dans J) etw = x'x2 . x™ est un mot de F(X), alors

R e T v
Ri1 o Rl.2 0+-+0 Rl.k (y) = yw.
Démonstration. (1) Soit X;,, Xiy, ..., Xi» Xjy > Xjs, .. ., Xj, dans X tels que R;; o R;, o
-+o Rj. = Rj, o Rj, o---0 Rj,. Choisissons y dans [,y J(x). On montre par
récurrence sur k que k = £ et que pour tout ;m, on a i, = j,. On remarque que dans
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le mot R;; o R, o---o R;, (y), toute lettre y estimmédiatement suivie de la lettre x;, .
On en déduit, par symétrie, que si k = 0 alors £ = 0 et que sinon, on a x;;, = Xj,.
On aalors Rj, o Rj;0---o R;, = Rj, o Rj; o---0 R;, dans ®,, et on conclut par
hypothese de récurrence.

(ii) On montre, de nouveau par récurrence sur k, que I’image de y par 1’automor-
phisme R;‘ o szz 0-:-0 Rf]f (y) est yw. Ceci prouve que le sous-groupe engendré
par ’ensemble {R; | x; € X} est libre. Le reste de 1’énoncé se déduit par symétrie :
Lt oL o--0 LiF(y) = x;F .. x7xi!y. O

On rappelle que si (S, V, t) est un graphe fini, alors un automorphisme de (S, V, 1)
est une bijection simpliciale f: V U S — V U §; c’est-a-dire une bijection telle
que: f(V) =1V, f(S) = S et pour toute aréte v, on a t(f(v)) = f(¢(v)). On note
Aut(T") le groupe des automorphismes du graphe I.

Proposition 2.5. Soit I un graphe sans boucle ni aréte multiple, et de sommets
X1s...,Xn. B
(i) Tout élément [ de Aut(I") induit un automorphisme f du groupe ¥ (Ar),
défini de fagon unique par f(L;) = Lriy et f(R;) = Ry().

(ii) 1l existe un morphisme de groupes de Aut(I') x ¥ (Ar) dans ®,, injectif sur
Aut(I"), et dont la restriction a ¥ (Ar) est Iidentité.

Démonstration. Le groupe Aut(I") s’identifie naturellement a un sous-groupe de per-
mutations des sommets de I', et le sous-groupe de ®, engendré par les €léments E; ;
de la définition 2.1 est naturellement isomorphe au groupe des permutations S,. On
peut donc plonger le groupe Aut(I") dans le sous-groupe de ®, engendré par les
E; ;. On peut alors faire agir les éléments de Aut(I") sur ¥ (Ar) via ce plongement.
En effet, si f est une permutation Aut(I") vue comme un élément de ®,,, alors par
simplicialité, ona f o L; o f~1(x;) = Lygy(xj)et foR;o S Hx)) = Ryriy(x)).

O

2.3. Automorphismes positifs associés a un graphe. Dans cette partie, on fixe un
graphe I' sans boucle ni aréte multiple et de sommets x, ..., Xx,, avecn > 2.

Nous allons étudier maintenant le monoide ¥ *(Ar). Au passage, nous prouverons
le théoreme 2.11 qui permettra de démontrer la proposition 4.3 dans la partie 4.

Bien que les automorphismes L; et R; soient relativement naturels, on peut s’in-
terroger sur I'intérét d’étudier le monoide # *(Ar). En fait, ce monoide apparait
naturellement dans deux domaines mathématiques : les groupes de tresses et les mor-
phismes €pisturmiens. En effet,

Proposition 2.6. Notons I le graphe complet a n sommets, alors :
(i) le monoide ¥ T (Ar) est le monoide des morphismes épisturmiens sur n lettres
qui préservent I’ordre lexicographique sur les mots infinis.
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(i1) Le monoide des morphismes épisturmiens sur n lettres est isomorphe au mo-
noide Aut(I') x F T (Ar).

Démonstration. Le (i) est une simple réécriture de la Proposition 6.2 de [13] dans le
contexte des automorphismes de transvections.

(i1) On a vu dans la partie précédente qu’on a un morphisme naturel de Aut(I") x
F (Ar) dans ®,. Lorsque le graphe I" est complet avec n sommets, le groupe Aut(I")
est simplement le groupe des permutations S, . Par définition (cf. [4]), le monoide des
morphismes épisturmiens sur # lettres est engendré par S, et A(I") lorsque I’on prend
pour I' le graphe complet. Il reste a voir que si o est dans Aut(I") et Z;, Z, dans
FT(Ar)telsque 0 Z = Z,,alors o estI'identité, et Z; = Z,. Tout automorphisme
non trivial de T (Ar) augmente strictement la longueur du mot x; . .. x,, donc si
M, ou M, sont €gaux a 1, alors le résultat est immédiat (en particulier I’intersection
du monoide # *(Ar) avec le groupe S, vu comme sous-groupe de ®,, est triviale).
On traite le cas général par récurrence sur la longueur de Z; sur I’alphabet Ar.
Supposonsque Z; = M;, ... M, etZ, = M]fl ... Mjfs, avec M; et M/ dans{L;, R;},
et ol r est la longueur de Z;. Par symétrie, on peut supposer M;, = L; .On a
0Z1 = Lgi0M;, ... M;, . Puisque I" est le graphe fermé, il s’en suit que pour
tout mot w de de F,t, toute lettre de o(Z(w)) distincte de x4(;,) est précédée par
la lettre x4(;,). Puisque 0Z1(w) = Z,(w), ceci implique facilement qu’il existe
j: tel que M j{z = L(g,). Cela implique, tout aussi facilement, que si ¢ # 1 alors
j1 =o(iy) etpourtous 1 <u <1, M]’u = Rj,. Mais, si ky, ..., k, sont différents
de o(iy) alors Ry )Rk, - .- Rk, Lo(;) = Loy Lk, --- Lk, Ro(iy) (cf. 1a preuve du
corollaire 2.12). Donc Z, = L \M j/; oM //; . Par simplifiabilité dans ®,,, on trouve
queoM;, ... M;, = M ... M etparhypothese de récurrence, o estI'identité. [

Nous verrons dans la partie 4 que le monoide % * (Ar) associé au graphe linéaire
a n sommets est isomorphe a un sous-monoide singulier du groupe des tresses By, 1.

On suppose dans la suite de cette partie qu’aucun sommet du graphe I' n’est isolé
(i.e., JT(x;) n’estjamais vide) ; dans le cas contraire, on ales égalités R; = L; = Idf,
et R;(x;) = L;j(x;) = x; pour tout j ; on peut donc oublier le sommet x;.

Proposition 2.7. Soit M;, ... M;, et M] ... M deux mots du groupe libre F(Ar)

avec M; et M/ dans {L;, R;}. Si M;, ... M;, = M]f] .. MJ’A dans ¥ T (Ar) alors :
@) onaflir,....ir} ={j1,..., js}h

(ii) il existe j € {j1..... js} tel que M} = M;,;

(iii) soitk = inf{f | M| = M;,}. Si k est différent de 1, alors pour tout { dans
Je 1
{L,...,k — 1} on al’undes cas suivants :

(@) xi, & J(x;,) et Mijy Mj, = M M;;;
(b) Xip € J(xje)’ Mil = Lil et Mj{e = Kjgs
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(©) Xi, € J(xje), Mi] = R,’l et MJ{Z = L/e'

De plus, dans le cas (b), il existem € {1,...,0—1}tel que Mjfm = R;, ; enparticulier
U # 1. De méme, dans le cas (c), il existe m € {1,...,L — 1} tel que Mj’m =L;  en
particulier £ # 1.

Pour prouver cette proposition, nous allons avoir besoin de quelques lemmes
techniques, dont les démonstrations sont immédiates et laissées au lecteur. Rappelons
que si w est un mot du groupe F(a, b, ...), on appelle support de w I’ensemble des
lettres de I’alphabet a, b, ... qui apparaissent dans 1’écriture réduite de w. On note
Supp(w) cet ensemble.

Lemme 2.8. Soit w un mot positif dans F,} eti dans {1,...,n}.
(i) Les mots L;(w) et R; (w) sont positifs.
(ii) Si x; € Supp(w), alors x; € Supp(L;(w)) et x; € Supp(R;(w)).
(iii) Si x; & Supp(w), alors

xj € Supp(Li(w)) < i = j et J(xi) N Supp(w) # 0 < x; € Supp(R; (w)).

(iv) Si Supp(w)NJ(x;) est non vide, alors toute lettre de I’ écriture réduite de L; (w)
(resp. de R;(w)) appartenant a J(x;) est immédiatement précédée (resp. suivie) de
la lettre x; dans ’écriture réduite de L; (w) (resp. de R;(w)).

Lemme 2.9. Soit w un mot positif dans I’ensemble F,\ et i dans {1,...,n}. On
suppose que W = W1X,Wo avec X, dans J(x;) et wy, wy dans Fn+ tels que Supp(wy)
ne contient pas x;

(i) Pour tout j dans {1, ... n} distinctde i, ona L;(w) = w)x,w} avec x4 dans
J(xi) et wi, w), dans F,’ tels que x; ¢ Supp(w}).
(ii) Pour tout j dans {1, ...,n}, on a Rj(w) = w|xqw5 avec x4 dans J(x;) et

w, wh dans F,}' tels que x; & Supp(w}).

Lemme 2.10. Soit w un mot positif dans I’ensemble F," et i dans {1,...,n}. On
suppose que W = W1XpZXqWy avec Wi, W2, Z des mots positifs tels que la lettre x;
n’est pas dans le support de z, et avec xp,, X4 tels que xp, & J(x;)U{x;} et x4 € J(x;).

(i) Pour tout j € {1,...,n} distinct de i, on a L;(w) = wix,xgywj tel que
wy, w5 sont des mots positifs avec x,y & J(x;) U {x;} et xgr € J(x;).
(ii) Pour tout j dans {1,...,n}, ona R;(w) = w|xpxyw) tel que w', w} sont

des mots positifs avec xpr & J(x;) U {x;} et xgr € J(x;).

Démonstration. On remarque qu’on peut supposer sans restriction que z = 1. Le
résultat est alors immédiat. O

Démonstration de la proposition 2.7. Supposons M;, ... M;, = M; ... M .
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(i) Soit iy dans iy, ...,i,. Nous montrons grace au lemme 2.8 (ii), (iii), que iy €
{1, Js}-Soitx dans Jr(x;,) ;lalettre xi estdans le supportde M;, ., ... M;, (xi)
et la lettre x;, est dans le support de M;, ... M;.(xx). Donc la lettre x;, est dans le
support de M;, ... M;, (xx). Puisque k # ig et My, ... M;, = Mj ... M] , il existe
Jje tel que la lettre x;, est dans le support de M ij 7 st (x%) mais n’est pas dans le
support de M J{£’+1 oM jfs (xx). Ceci implique qﬁe Ju est égal a iy et que ig est dans
{j1,..., js}. On en déduit I'inclusion {iy,...,i;} < {j1,...,Js}, et par symétrie
I’égalité voulue.

(i1) Supposons que M J’ # M;, pour tout j. Par symétrie, on peut supposer sans
restriction que M;, = L;,. Soit x; € Jr(x;,). Par récurrence sur I’entier s et en
appliquant le lemme 2.9 (i), (ii), le mot Mjfl .. M]’\ (xx) est de la forme wqxg w,
avec xgr € Jr(x;,) et wi, wh € F,' tels que x;, ¢ Supp(w)). Mais ceci est impos-
sible, car dans I’écriture réduite de L;, (M;, ... M;, (xi)) toute lettre dans Jr(x1) est
immédiatement précédée par la lettre x;, d’apres le lemme 2.8 (ii), (iv).

(iii) Par symétrie, on peut supposer sans restriction que M;, = L;,. Soit un
indice j; dans {ji,..., jr—1}. On doit montrer qu’on est dans le cas (a) ou le cas (b).
Supposons que cela n’est pas le cas. On est alors dans I’un des deux cas suivants :
xi, € J(xj,), Mf@ = L;,etJ(x;)NJ(x;,) # @;oubienx; € J(xj,)et Mjfe =1L
(cf. lemme 2.3 (1), (i1)).

Supposons x;; & J(x;,) et J(x;) N J(xj,) # @. Soit x; € J(x;;) N J(x},). Par
le lemme 2.8 (i), (iv), le mot M;e ... Mjfs (xx) est de la forme w;x;, xpw, avec wy
et w, dans F,". Par le lemme 2.10 (i), (ii), le mot Mjfl .. M]{x (x1) est de la forme
W1Xj Xk Wa avec wy et wy dans Fn+, Xj # x;, et xr € J(x;,) Ce qui est impossible
(cf. la conclusion de (ii)).

Supposons x;; € J(x;,) et Mj = Lj,. Par le lemme 2.8 (ii), (iii) la lettre x;,
est dans le support de M Jfk ..M ij (xj,), et en conséquence aussi dans le support de
M ]fz_l ... M] (xj,). Par le lemme 2.8 (iv), on sait que toute lettre x;, de Iécriture
réduite de M j{e ... M] (xj,) est immédiatement précédée de la lettre xj,. Puisque
M; # L, pour j € {j1...., je—1}, dans I'écriture réduite de M}, ... M; (x;,) toute
lettre x;, est précédée (pas forcément immédiatement) par le lettre x;. Ce qui est
impossible (cf. la conclusion de (ii)).

D’ou, si M;, = L;,, alors on a bien le cas (a) ou le cas (b) pour tout £ dans
{1, ...,k — 1}. Supposons toujours que M;, = L;, = Mjfk, et maintenant qu’on est
dans le cas (b), c’est-a-dire que M]’e = R, avec x;, € J(xj,) pour un £ dans
{1,...,k —1}. Par les méme arguments que ci-dessus, la lettre x;, est dans le support
de Mjfk ... Mjfs (x,), et toute lettre x;, dans I’écriture réduite de Mjfk . Mjfs (xj,) est
immédiatement précédée par le lettre x;. Mais, dans I’écriture réduite de
M ]fe ..M ]’s (xj,) toute lettre x;, estimmédiatement suivie par le lettre x;, ; plus pré-
cisément, on a Mjfe M (xj,) = ...Xi, Xj,0Xj, ... ol » désigne un mots positif,
éventuellement trivial, ne contenant pas la lettre x;, dans son support. Puisque, dans
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lemot M] ... M (x;,) toute letire x;, est précédée de la lettre x;, , et que la lettre x;,
n’est pas dans le support du mot w, on déduit du lemme 2.9 (iii) qu’il existe m dans
{1,...,£ — 1} tel que j,, = iy. Par définition de j, on a alors M]fm =R;. O

On note # *(X) le sous-monoide ®, engendré par X, pour X dans Ar.

Théoreme 2.11. Soit X une partie non vide de Ar ne contenant aucune paire L;,
R;. Le sous-monoide ¥ 7 (X) des automorphismes du groupe libre F, engendré par
X posséde la présentation de monoide suivante :

<x

En particulier, ce monoide est un monoide partiellement commutatif, et donc un
monoide d’ Artin—Tits.

LiLj = L;L;, Li,Lj € X, x; € J(x;), J(x;) N J(x;) = 0

LiRj=RjLi, L,',RJ'EX, x,-gZJ(xj) >+
(%)
RiR; = R;R;, Ri,R; € X, x; & J(x;), J(x;)) N J(x;) =0

Démonstration. Notons ~ larelation d’équivalence, sur les mots sur I’alphabet X, in-
duite par les relations de la présentation (x). Pour M dans I’ensemble Ar, on note M *
I’unique élément de Ar tel qu’ona {M, M*} = {L;, R;} pour un certain i Soit W et
Z deux mots sur I’alphabet X . Il est clair que si W ~ Z alors ils ont méme image dans
FT(X) (cf. lemme 2.3 (i), (ii)). Réciproquement, supposons que W et Z ont la méme
image dans # *(X). On montre par récurrence sur la longueur de W que W ~ Z. Si
W est le mot vide, alors il en est de méme de Z par la proposition 2.7 (ii). Supposons
que W n’est pas le mot vide et écrivons W = M W; avec M dans X. D’apres la
proposition 2.7 (ii), ona Z = M{ ... M;_ MM, ... Mg avecles M dans X . Par
hypothése, on a X ne contient aucune paire L;, R;, et en particulier tous les M i’ sont
différents de M*. on déduit alors de la proposition 2.7 (iii), que M/ M = MM/ pour
touti dans{l,...,k—1}. Dot Z ~ MM ... M12—1M12+1 ... M (cf. lemme 2.3 (i),
(ii) et proposition 2.4 (i)). Mais, ¥ T (X)) est évidemment simplifiable puisque c’est un
sous-monoide d’un groupe. Donc W' et M ... M;_ M, , ... Mg ont méme image
dans & T (X). Par hypothese de récurrence, on a alors W’ ~ My _ My ... .M et
finalement W ~ Z. O

Corollaire 2.12. Si I' est le graphe complet, alors le monoide ¥ Y (Ar) a pour
présentation

<A1" | LiLi1 ...Ll'le' = RiRil ...RikLi, k e N, ij 75 i>+.

Démonstration. Commencons par vérifier les relations de la présentation. On a bien
R;L; = L;R;. D’autre part, il est facile de voir que si j est distinct de i alors
R;R;L; = L;L;R; dans le monoide FT(Ar). En effet, on a les égalités
RiRjLi(xi) = Ll'Lle‘(xl‘) = xixjxi,RiRjLi(xj) = Ll'LjR,‘(xj) = XiXjXiXjXj,
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et pour £ distinctde i et j,ona R; R;L;(xg) = L;L;R;(x¢) = x;x;x;x¢x;xjx;. On
en déduit par récurrence sur k que les relations L; L;, ... L; R; = R;R;, ... R;, L;,
avec k dans N, sont vraies dans le groupe ®,,, et donc aussi dans le monoide ¥+ (Ar):
par exemple pour k = 2,onalasuite d’égalité¢ L; L;, L;, R; = L;L;, R; Ri—1 Li,R; =
R; R[] L,’Ri_lLizR,' = R; Ri] Ri_lLl'Ll'zR,' = R; Ril Rl-_lR,' Rile’ = R; Ril Rile‘.
Notons ~ la relation d’équivalence induite sur F*(Ar) par les relations de la pré-
sentation de 1’énoncé. Considérons deux mots W et Z du monoide libre F ™ (Ar) et
supposons qu’ils ont méme image dans ¥ T (Ar). On doit montrer qu'ona W ~ Z.
On le fait par récurrence sur la longueur de W.Si W = 1, alors il en est de méme de Z
par la proposition 2.7 (i). Supposons que L; divise W dans F™(Ar). Si L; divise
aussi Z dans F(Ar) alors on conclut par hypothése de récurrence, car le monoide
F T (Ar) est simplifiable en tant que sous-monoide d’un groupe. Sinon, d’aprés la
proposition 2.7 (i), on a, puisque le graphe est complet,

Z=RR;...R;, RR Ry, RiRi +1...RiR

i, ik +1 ikg 141 "‘RiksLi

ou les i; sont tous distincts de i. On est alors ramené au premier cas, car on a Z ~
LiLi, ... Ly RiL oo Lig, RiLi +1... RiLj, .Lj Ri.... O

Ty +1 cs—111 ks

Ce corollaire et la proposition 2.6 permettent de retrouver le résultat de la proposi-
tion 6.5 de [12], qui donne une présentation du monoide des morphismes épisturmiens.

3. Représentation du groupe des tresses

Nous allons construire dans cette section une nouvelle représentation des groupes des
tresses. Commencons par rappeler les définitions et notations relatives aux groupes
d’ Artin—Tits dont nous aurons besoin. Si u et v sont deux mots et m désigne en entier
positif, la notation [u, v)™ désignera le mot wou .., obtenu par concaténation.

m termes

3.1. Groupes d’Artin-Tits. Soit S un ensemble fini et M = (m4,)sres Une ma-
trice symétrique telle que m; s = 1 pour s dans S et m,; estdans {2,3,4,...} U{oo}
pour s et ¢ dans S et distincts. Le systeme d’ Artin—Tits associé a M est la paire (A4, S)
ou A est le groupe défini par la présentation suivante :

A= (S |[s, )"t =[t,s)", s,t €8, s #1, mgy # 00). )

Les relations [s,1)™st = [t,s)™s* sont appelées les relations de tresse et le groupe
A est appelé le groupe d’Artin-Tits associé a la matrice M. Par exemple, si S =
{51,...,8n} avec my, 5, = 3 pour |i — j| = 1etmy, s, =2 pour [i — j| > 1, alors
le groupe d’Artin—Tits associ€ est le groupe B,y des tresses a n + 1 brins. Si on
ajoute les relations s> = 1 & la présentation de groupe (), on obtient le groupe de
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Coxeter W associé a A. On dit que A est de type sphérique lorsque W est fini. Par
exemple, le groupe de Coxeter de By est le groupe symétrique S, 1, qui est fini.

Lamatrice M peut étre codée par un graphe étiqueté I's, appelé graphe de Coxeter
associé. Ses sommets sont les éléments de S, et deux sommets sont reliés par une
aréte lorsque my; > 3. Dans ce cas on indexe I’aréte par m; ;. Lorsque m;; = 3 on
omet I’indexation, pour alléger les notations. Ainsi le graphe de Coxeter du groupe
des tresses a n + 1 brins est

Figure 1. Graphe de Coxeter de B);+1.

On dit que le groupe A (ou simplement S) est indécomposable lorsque le graphe
de Coxeter associé€ est connexe.

Le groupe A possede une famille de sous-groupes remarquables, les sous-groupes
paraboliques standards. 11 s’ agit des sous-groupes qui sont engendrés par une partie
de S. Un tel sous-groupe est canoniquement un groupe d’ Artin—Tits ; son graphe de
Coxeter est le sous-graphe plein de I's dont I’ensemble des sommets est I’ensemble
des éléments de S’ qui engendre le sous-groupe.

Le groupe B, 4+ des tresses a n + 1 brins possede un élément particulier, appelé
élément de Garside, qu’on notera A,. Avec les notations de la figure 1, on a A, =
(01...0n—104) ...(0102)01. Le quasi-centre QZ(By+1) de By41, qui est le sous-
groupe {b € B,y | bSh™! = S}, est engendré par A, et le centre Z(B, 1) de
B, 41 est engendré par A%. En d’autres termes, et avec les notations de la figure 1, on
a QZ(Bnt1) = {AK |k € Z} et Z(Byt1) = {A2 | k € Z}.

Dans la suite de I’article, lorsqu’on parlera du groupe B,+1, on adoptera les
notations de la figure 1.

3.2. Représentation des groupes d’Artin-Tits.

Définition 3.1. Soit (A4, S) un systeme d’Artin—Tits. Notons s1, ..., s, les éléments
de S.

(1) On appelle 3-graphe de A le graphe I' (sans étiquette) obtenu a partir du graphe
de Coxeter de A en ne conservant que ses sommets et les arétes dont 1’étiquette est 3.

(i1) SiI" désigne le 3-graphe de A, nous dirons que le groupe A est représentable
par des transvections s’il existe une représentation ¢ de A dans Aut(Fy) telle que
@(s;)estégala L;r, R, Ll_ll ou Rl_ll Dans ce cas, nous dirons que ¢ est une
représentation de A obtenue par transvections.

Avec les notations de la définition 3.1, le sommet de I" correspondant au généra-
teur §; sera noté Xx;.
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On—1 On

Figure 2. Graphe de Coxeter de B,.

Démonstration du théoreme 1.1 (i), (ii1). (i) Avec les notations des figures 1 et 2, on
pose ¢(01) = Ly, ¢(02) = L', ¢(03) = Rz, ¢(04) = R}, ¢(0s) = Ls, ....
D’apres le lemme 2.3, on obtient bien une représentation de B, +1.

(iii) Si 7 est un multiple de 4 et 070,01 = 0,010,, on obtient encore une repré-
sentation de Bn. O

Dans la suite, nous notons ¢, la représentation de B, 4+ définie dans la preuve du
théoreéme 1.1 (i).

Dans [2], Crisp et Paris considerent la famille des groupes d’Artin—Tits de type
petit. 1l s’agit des groupes d’Artin—Tits dont la matrice associée n’a que des coeffi-
cients 2 ou 3 en dehors de la diagonale. Dans ce qui suit, nous nous intéressons a des
groupes d’ Artin—Tits dont la matrice associée n’a que des coefficients 2, 3 ou oo hors
de la diagonale. Dans ce cas, nous dirons que le systeme (A, S) (ou simplement que
le groupe A) est de type (2,3, 00). En considérant le lemme 2.3 et la proposition 2.4,
on voit facilement que ce sont les seuls groupes d’ Artin—Tits pouvant étre représenter
fidelement par des transvections.

Donner une caractérisation a partir de leurs graphes des groupes d’ Artin—Tits de
type (2, 3, o) et représentables par des transvections est certainement possible mais
tres technique et peu parlant. Nous préférons donc énoncer des conditions nécessaires
et donner des exemples afin que le lecteur se fasse une idée de ce qu’est un groupe de
type (2, 3, 0o) représentable par des transvections.

Nous rappelons qu’un graphe I" est dit biparti lorsqu’il existe une partition So U Sy
de ses sommets telle que aucune paire d’éléments de Sy, d’une part, et aucune paire
d’éléments de S, d’autre part, n’est reliée par une aréte. Nous rappelons aussi qu’un
graphe est dit de type Dy, s’il est de la forme

IR
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Proposition 3.2. Soit (A,S) un systtme d’Artin-Tits indécomposable de type
(2,3, 00). Si A est représentable par des transvections, alors :

(1) Le graphe de Coxeter I's du groupe A ne contient pas de sous-graphe plein de
type Dy.

(i1) Le 3-graphe du groupe A est biparti.

(iii) Tout sous-groupe parabolique standard du groupe A est aussi (de type
(2, 3, 00) et) représentable par des transvections.

Démonstration. Le point (iii) est immédiat. Prouvons les points (i) et (ii). Supposons
que @ est une représentation de A par des transvections et notons I' le 3-graphe du
groupe A. Soit 5; et s; dans S. En utilisant le lemme 2.3 (iii), on constate que si ¢(s;)
est le (resp. est I'inverse du) ieme automorphisme de transvection a gauche, ou a
droite, de F, associé a I' et si les sommets x; et x; sont reliés par une aréte dans I
alors, I’automorphisme ¢(s;) est I’inverse du (resp. est le) jéme automorphisme de
transvection a gauche, ou a droite, de F;, associé a I". On en déduit que si ¢(s;) est le
(resp. est I’inverse du) i éme automorphisme de transvection a gauche, ou a droite, de
F,, associéa T, alors pour tout sommet xj situ€ a un nombre impair (resp. pair ) d’arétes
de x;, ’automorphisme ¢(s%) est 'inverse du (resp. est le) kéme automorphisme de
transvection a gauche, ou a droite, de F}, associé a I'. Par conséquence, I" est bi-partite.
Maintenant, supposons que x;, X et x; sont reli€s a x; dans le graphe I'. Si ¢(s;) est
le (resp. est I’inverse du) ieme automorphisme de transvection a gauche, ou a droite,
de F}, associé a I' alors, les automorphismes ¢(s;), @(sk) et ¢(s¢) sont les inverses
respectifs des (resp. sont respectivement les) jéme, kéme et £&me automorphismes
de transvections a gauche, ou a droite, de F;, associé a I'. Mais alors ¢(s;), ¢(s¢) et
©(s¢) ne peuvent tous commuter deux a deux d’apres la proposition 2.4 (ii), puisque
le 3-graphe est bi-partite. Par conséquence, les générateurs s;, s et sy ne peuvent pas
tous commuter deux a deux. O

De I’énoncé précédent et de sa preuve nous déduisons le résultat suivant :

Corollaire 3.3. Soit (A, S) un systeme d’Artin-Tits indécomposable de type (2, 3, o0)
et représentable par des transvections.

(1) Si la matrice de Coxeter de A ne possede pas de coefficient infini alors A est
un groupe des tresses a n brins ou un groupe des tresses affine a 4n brins.

(i1) Les seuls sous-groupes paraboliques standards indécomposables du groupe
A sans relation oo sont des groupes des tresses et des groupes des tresses affines a
4n brins.

Terminons cette section par deux exemples de graphes de groupes d’ Artin—Tits
(2, 3, 00) représentable par des transvections.
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R™! L1 L L

L L1 R L R™! R L~! L

Figure 3. Deux graphes de groupes représentables par des transvections.

3.3. Fidélité de la représentation ¢,. Il estimmédiat que certaines représentations
obtenues par des transvections ne sont pas fideles. Par exemple, la représentation du
groupe libre obtenue par des transvections est triviale (notons qu’on peut obtenir une
représentation par des transvections de F» qui est fide¢le, en utilisant le résultat de la
proposition 2.4 et en regardant F, comme un sous-groupe parabolique standard du
groupe (s,t,u | sts = tst, tut = utu)). Plus généralement si le 3-graphe posse¢de
des sommets isolés, la représentation ne peut étre fidele. Le cas le plus intéressant est
sans doute celui des représentations du groupe B, 1. Dans cette partie, nous nous
concentrons sur ce cas particulier.

Théoreme 3.4. Pour tout entier n avec n > 2, la restriction de ¢, au quasi-centre
QZ(Bp+1) de By est fidele.

Pour prouver ce résultat, nous allons tout d’abord établir un certain nombre de
résultats techniques. Dans la suite de cette partie, pour b dans le groupe B, 4+ et x
dans le groupe libre F,, on écrit b(x) pour ¢, (b)(x). Pour k dans N avec k > 1, on
pose 8y = 010> ...0%.

Lemme 3.5. Soit n dans N avecn > 3.
(1)

(i) Pour tout i dans {1,...,n — 1}, ona 8,(x;) = x; .

(i1) De plus

8n(Xn) = (xnx, 5 .. xax; (e xs X, axas) sin = 0[4],
8n(xXn) = (enx, by o xsxs Dxg (axg L xn—sx ) sin = 1[4],
On(xpn) = (x,,_lx;_13 . ..xsxgl)xlxz(le)% .. .xn__lzxn) sin = 2[4],
Sn(Xn) = (0,2 X0z . xg T xa)xs I s (s Xy x X)) sin = 3[4].

Démonstration. Le point (i) est un calcul que nous laissons au lecteur. Pour montrer
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(ii), nous remarquons 8, (x,) = 8,—1(x,) et que

8n_1(Xn) = ann_z(xn_l) sin = 0[4 y

Sn—1(Xn) = Op—2(xp—1)x, sin=2[4

’

]
Sn—1(xn) = xn‘gn—Z(x;_ll) sin = 1[4],
]
]

-1 P
Sn—1(xp) = Op—2(x,21)xn sin = 3[4].
Le résultat en découle par récurrence sur n. O

Proposition 3.6. Soit n dans N avec n > 2. Alors

(i)ona

An(xn) = (enx 2y oo xaxy DT Gonx Ly o xgxy ! sin = 0[4],
Ap(xn) = (enx 2y xsx3 D (nx, Ly o xsx3 ) 7! sin = 1[4],
Ap(xy) = (x2x21x6 .. .x;_lzxn)_lxl(xzxf% .. .x;_lzx,,) sin = 2[4],
Ay(xy) = (X3x5_1x7 .. .x,:_lzxn)_lxl_l(x3x5_1x7 . ..x;_lzxn) sin = 3[4].

_ 1)k
(1) Ay (xy) = x,(, D™ onk est la partie entiére de 7.

Démonstration. (i)Rappelonsqu’ona A, = (01 ...0,)(0102)01 = 8,0n—1...6201.
Par conséquence, ona A, (x,) = 6,6,—1(xy). Puisque §,—1(x,) = 8,(x,), le résultat
découle du lemme 3.5 (i), (ii) : nous traitons le cas n = 0[4] et laissons les autres cas
au lecteur. On a alors,

An(xn) = 8n8n—1(xn)
=6y ((x,,x;_l2 ... X4x2_1)(x1_1)C3 .. .xn__l?,xn_l))
= 6, (x,)6n ((x,;_l2 .. .X4x2_1)(XI_IX3 .. .xn__13xn_1))
= (x,,x;_l2 e x4x2_1)(x1_1x3 .. .x;_l?,xn_l)
St oxsxs D Ooxg e
= (enx, s oxaxy DT o, L xex DT

(i1) s’obtient par récurrence sur n en utilisant le lemme 3.5 (i) et les égalités

Ay =68,6n—1...0261 = $nlAp—1. O
Remarque 3.7. Des résultats précédents, nous pouvons déduire facilement A, (x;)
pouri € {2,...,n — 1}. Par exemple, pouri = 0[4], on a
1k —(=1)k —1k —(—1k 1t
An(xi) = (x;(z K xn£2 ) ---x;(1—i)+4 n£i+)2 )xlg—i)-l—l

—Df  —(=DF (-DF  —(=Dky-1
(xr(l ) Xn—2 "'xn—i+4xn—i+2)

avec { = E(%) etk = E(%), ou E(x) désigne la partie entiére de x.
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Lemme 3.8. Soit €, netvdans {—1,1} et Y(c n,vy: F2 — F> définie par x > y© et
y = yYx"y~". Pour tout entier positif k on a Z(lﬂ(k€ . v)(y)) =2k + 1 ou £ désigne
la longueur sur I'alphabet {x, y,x~ 1, y~1}.

Démonstration. Nous montrons pour tout entier k, et par récurrence sur k, que :
W2k .

w(ke,n’v)(y) = z{"' 2% ...z, 2 avec p; dans {—1, 1} pour tout /, et tel que zp; = x

et zp;+1 = y. Ceci prouve le lemme. Pour k = O etk = 1, ’hypothése de récurrence

est vraie. Supposons k > 2 et I’affirmation vraie au rang kK — 1. Alors w(ke_nlv)(y) =

yflx&y53 ... Xok—pyE2k—1 avec & dans {—1, 1} pour tout i dans {1,...,2k —1}.On
a alors

w(ke,n,v)(y) = W(s,n,v)(W(ks,_nl,v) )
= w(yflezy& B 'x$2k—2y§2k—l)
= yvx”xsly_"y&y"x’lx%y—v o yézk—zyvanEzk_l yY

— yvxrlX& ygzxnx& N .yfzk—zanSZk—l y7v.

Ce qui prouve I’hypothese de récurrence au rang k et le lemme. O

Nous pouvons maintenant démontrer le théoreme 3.4 :

Le sous-groupe Q Z(B,,) estengendré par A,,. Donc, pour prouver le théoréme 3.4,
il suffit de montrer que pour tout entier positif non nul k, les éléments Afl (xn) et x, sont
différents. Soit ¢ : F, — F(x, y) le morphisme de groupes défini par ¥ (x1) = x,
¥ (xy) = yetpouri dans{2,...,n—1}, ¥ (x;) = 1. Supposons n = 0[4]. D’apres la
proposition 3.6,ona ¥ 0@, (A,) = V¥1,—1,1)°0¥ ol Y(1,—1,1) est défini comme dans le
lemme 3.8. Donc, pour tout entier positif non nul k£, on a w(Aﬁ (xp)) = Wé,_l’l)(y).

Mais Iﬂ(kl ) 1)(y) est différent de y d’aprés le lemme 3.8. Donc A% (x,) ne peut pas
gtre égal a x,,. Les casn = 1, 2, 3[4] sont similaires et nous laissons la vérification au
lecteur. O

Du théoréme 2.11 nous déduisons maintenant le théoréme 1.1 (ii) ; ¢’est-a-dire
que la représentation ¢3 de B4, obtenue en envoyant o7, 0, et 03 respectivement sur
Ly, L;l et R3, est fidele (Il découle facilement de ce résultat que la représentation
par des transvections ¢, de B3 est aussi fidele).

Démonstration du théoréme 1.1 (ii). Considérons F(y1, y2),le groupe libre de rang 2
de base y1, y2. Soit I' la graphe constitué d’une seule aréte reliant les sommets y;
et y». Dans le lemme 2.6 de [5], Kassel et Reutenauer remarquent qu’on définit un
morphisme ¢ de B4 dans Aut(F,) enposant¢(01) = L1, ¢(02) = Lz_’lF etp(o3) =
R r.Deplus, ils prouvent que le noyau de ¢ est le centre de B4 (cf. [5] corollaire 2.9).
Posons ¥ : F3 — F(y1, y2) définit par ¢ (x1) = ¥ (x3) = y1 et ¥(x3) = y2. On
vérifie facilement, sur o7, 03 et 03, que ¥ est un opérateur d’entrelacement (surjectif)
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entre @3 et ¢, c’est-a-dire que pour toute tresse b dans Bg,ona opz(b) = ¢(b)oyr. 1l
en découle que Ker ¢3 est inclus dans Ker ¢, c’est-a-dire le centre de B4. Maintenant,
il est clair que le centre de B4 est inclus dans son quasi-centre. D’ou, Ker ¢ = {1}
d’apres le théoreme 3.4. O

Motivé par le théoréeme 1.1 (ii) et la preuve de la proposition 4.2 ci-apres, nous
conjecturons que

Conjecture 3.9. Pour tout entier n au moins égal a 2, le groupe B, 1 posseéde une
représentation par des transvections qui est fidéle.

La représentation candidate est, bien entendu, la représentation ¢,. Nous remar-
quons que la méthode utilisée par Vladimir Shpilrain dans [14] pour montrer que les
représentations de Wada sont fideles ne semble pas pouvoir étre utilisée pour montrer
que la représentation ¢, est fidele.

Dans le cas général, on peut se demander quelles sont les groupes d’ Artin—Tits
qui possede une représentation par des transvections fidele. En nous inspirant de la
construction de la représentation ¢, de Bj4;, nous pouvons donner une condition
nécessaire :

Définition 3.10. Soit (A, S) un systeme d’ Artin—Tits de type (2, 3, 00). On dira que
le groupe A est bien représentable par des transvections si son 3-graphe est sans point
isolé et qu’il possede une représentation par des transvections ¢ telle que pour tous
s, t dans S avec mg; = 00, le sous-groupe de ®, engendré par ¢(s) et ¢(¢) est un
groupe libre de rang 2 de base (¢(s), ¢(¢)). Dans ce cas, on dira que ¢ est une bonne
représentation par des transvections du groupe A.

La définition 3.10 doit étre rapprochée du lemme 2.3 et de la proposition 2.4.
D’apres ces lemmes, on voit que si le groupe A est de type (2, 3, 00) et bien représen-
table par des transvections, alors pour tous éléments s;, s; de S tels que m; ; = oo, il
existe un €lément si de S tel que m; x = m; ;. = 3. D’autre part, si ¢ est une bonne re-
présentation etm; ; = 0o, alors onal’un des cas suivants : (¢(s;), ¢(s;)) = (Lj, L$)
avec € = £1, ou (¢(s7). ¢(sj)) = (Rf, Rf) avec € = £1.

Les groupes des tresses, les groupes des tresses affines a 4n brins sont de type
(2, 3, 00) et bien représentables par des transvections. Il existe cependant des groupes
d’ Artin-Tits de type (2, 3, 00), représentable par des transvections, sans point isolé
dans leur 3-graphe et qui ne sont pas bien représentables par des transvections. Le
premier graphe de la figure 3 donne un exemple du graphe de Coxeter d’un tel groupe.

Le résultat suivant découle des définitions :

Proposition 3.11. Soif (A, S) un systeme d’Artin-Tits de type (2, 3, 00). On suppose
que le groupe A est représentable par des transvections. Si le groupe A posséde une
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représentation par des transvections fidele, alors le groupe A est bien représentable
par des transvections.

Démonstration. Supposons que ¢ est une représentation, par des transvections, fidele
du groupe A. Alors par définition, ¢ est une bonne représentation du groupe A. [

4. Application

On rappelle que la notation [u, v)™ désigne le mot uvuvu ... de longueur m obtenu
par concaténation des lettres (ou plus généralement, des mots) u et v a été définie au
début de la partie 3.

Dans cette derniere partie nous nous intéressons a la question suivante :

Que peut on dire du sous-monoide d’un groupe d’ Artin—Tits engendré par
une partie des générateurs standards et par I’inverse des autres générateurs
standards ? Plus précisément, peut on donner une présentation finie de ce
monoide ?

Il est assez facile de voir que si on note o; et o, les générateurs standards du
groupe des tresses a trois brins Bs, alors le sous-monoide de B3 engendré par o; et
o7y 1 est un monoide libre de base o7 et 0, 1 Nous pensons que dans la cas général

ona:

Conjecture 4.1. Soit (A, S) un systeme d’Artin-Tits associé a la matrice de Coxeter
(ms,t)ses et So U St une partition de S.

Le sous-monoide de A engendré par SoUS ! possede la présentation (de monoide)
suivante :

st =¢"1g s€ 8o, t €Sy, mgy =2 +

So U ST [s,t)mst = [t,5)mst s,t € 8o, S Ft, Mgy # 00
[s7hehymse = =l g7 Ymsr gt € Sy, s £ t, mgy # 00

La vérification par des méthodes combinatoires classiques de la validité de la pré-
sentation donnée dans la conjecture 4.1 semble assez difficile, méme dans le cas du
groupe des tresses a quatre brins ! Dans cette partie, nous allons déduire la propo-
sition 4.2 du théoreme 2.11. Cette proposition va dans le sens de la conjecture 4.1.
Ainsi, notre représentation se révele un outil efficace pour prouver des résultats dont
la preuve semble difficile par les méthodes combinatoires classiques de I’étude des
groupes et monoides d’ Artin—Tits.

L’intérét de la question posée réside dans sa similitude avec deux conjectures énon-
cées, il y aura bientdt quarante ans, par Jacques Tits. La premiere conjecture, prouvée
depuis par John Crisp et Luis Paris ([2]), donne une présentation du sous-groupe d’un
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groupe d’Artin—Tits engendré par les carrés des générateurs de la présentation stan-
dard du groupe. En fait, Crisp et Paris ont déterminé la présentation d’un sous-groupe
engendré par un ensemble quelconque de puissances strictes (ou leurs inverses) des
générateurs standards du groupe des tresses. La seconde conjecture, prouvée par Luis
Paris dans [10], donne une présentation du sous-monoide d’un groupe d’ Artin—Tits
engendré par les générateurs standards.

Proposition 4.2. Soit (A, S) un systeme d’Artin-Tits de type (2,3, 00) qui est bien
représentable par des transvections, et So U S1 une partition bi-partite, relativement
au 3-graphe, de S. Alors le sous-monoide de A engendré par So U ST ! possede la
présentation suivante :

(So U Sl_1 | s€t” = tVs¢, s¢,tV € So U Sl_1 etmg, =2)7T. (1)

Démonstration. On peut sans restriction, supposer le graphe de Coxeter de A connexe.
Puisque A est bien représentable, ceci implique que le 3-graphe de A est aussi connexe
(cf. le commentaire qui suit la définition 3.10). Notons G* le sous-monoide de A
engendré par So U S7! et " le 3-graphe de A. Les relations de la présentation (}) sont
vraies dans A et donc dans G . Soit ¢ une bonne représentation par des transvections
de A. Soit s; dans Sp, ete € {—1, 1} tel que ¢(s;) = L ou ¢(s;) = R;. Puisque pour
tout xx dans 'ensemble Jr(x;) onam;, = 3, ona@(sg) = L€ oup(sg) = R.*.
Puisque le graphe I" est connexe et bi-partite, de proche en proche, on trouve que pour
tout s; de So, ona¢(s;) = L; oup(s;) = Rj, et que pour tout s de Sy ona p(sg) =
L€ ou ¢(sg) = R €. Quitte a remplacer ¢ par s; > (¢(s;))~!, on peut supposer
que € = 1. Posons X = ¢(Sg) U ¢(S1)~!. Par construction X ne contient aucune
paire L;, R;, et d’apres le théoreme 2.11, le monoide ¥ ™ (X) a pour présentation
la présentation (x) de ce théoreme. Mais, puisque ¢ est une bonne représentation, si
m;,j = o0o,onaJr(x;) N Jr(x;) # @ et on ne peut avoir (¢(s;), ¢(s;)) = (R], L}f)
avec €,V = %1 (c¢f. le commentaire suivant la définition 3.10). On en déduit que le
monoide ¥ T (X) a pour présentation

<X

On en déduit un morphisme de monoides ¥ de ¥ 7 (X) dans A qui envoie ¢(s;) sur
si, pour s; dans Sp, et qui envoie ¢(s;) ! sur sj_1 pour s; dans ;. L’image de ¥ est
G et ¢ o Y est I'identité. Donc le monoide G est isomorphe a F 1 (X). O

RiR; = R;R; pourR;,R; € Xetm;; =2

RiL; = L;R; pourRi,LjeXetmi,j=2>+
L;L;j =L;L; pourlL; L;ecXetm;; =2

Dans le cas particulier du groupe des tresses, nous obtenons :

Corollaire 4.3. Soit B, 1 le groupe des tresses a n + 1 brins muni de la présentation
donnée par la figure 1. Considérons les deux ensembles So = {o2; | 1 < 2i < n}
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et S1 = {02i41 | 1 <2i + 1 < n}. Alors le sous-monoide de B,y engendré par
SoUS 1 posseéde la présentation suivante :

_ _ .. +
oo =070 pouro; € So,0; € Syetli—j|>1
S()USI_I 00 = 0;0; pourOiGS(),OjES()
i -1 _—1,-1 _ _
0; 0, =0;0; pouro; € S1,07 € S;

Le résultat de la proposition 4.2 s’applique aussi au groupe des tresses affines Ban
et au second exemple de la figure 3.
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