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1. Introduction

Soit S une surface lisse compacte connexe orientable, de genre g > 2. La com-
pacti�cation de �urston de l’espace de Teichmüller Teich.S/ de S est l’adhérence
du plongement Teich.S/ ! P.RC

…1.S// dé�ni par les distances de translation.
Cette compacti�cation est homéomorphe à la boule fermée de dimension 6g � 6,
munie d’une action continue du groupe modulaire MCG.S/, et elle a permis à
�urston de classer à isotopie près les di�éomorphismes de S (voir par exem-
ple [14]).

Tout espace symétrique de type non compact classique peut être vu comme un
espace de réseaux marqués d’un espace euclidien ou hermitien (voir par exem-
ple [4]). Soit m > 1 un entier, on appelle réseau marqué de covolume 1 de
Rm tout morphisme injectif de Z-modules f W Zm ! Rm dont l’image est dis-
crète et de covolume 1. L’espace des classes d’isométrie de tels réseaux mar-
qués est naturellement homéomorphe à l’espace symétrique de type non compact
Em D SLm.R/=SOm.R/. On peut dé�nir une compacti�cation de �urston de
cet espace, grâce aux distances de translation (où Rm est muni de la norme eucli-
dienne usuelle) :

� W Em �! P.RC
Zm

/;

Œf W Zm ! Rm� 7�! Œu 7! kf .u/k �:

�éorème. L’application � est un plongement, dont on nomme l’adhérence Em
T

de l’image la compacti�cation de �urston de l’espace symétrique Em. Cette com-
pacti�cation est isomorphe (de manière SLm.Z/-équivariante) à la compacti�ca-

tion de Satake Em
S

associée à la représentation tautologique de SLm.R/ sur Rm.

Ceci répond à une question posée par Frédéric Paulin lors d’un exposé Bour-
baki (voir [30]). Nous démontrons en fait un résultat plus général (théorème 4.1)
pour l’espace symétrique de SLm.K/, où K est le corps R, C ou le corps gauche
H des quaternions de Hamilton, ainsi que pour des sous-espaces de réseaux auto-
duaux, ce qui permet de traiter le cas de tous les espaces symétriques de type non
compact classiques. De plus, nous étendons ce théorème au cas du groupe de Lie
exceptionnelE6.�26/ (théorème 6.4), qui est la forme réelle non compacte de rang
réel 2 du groupe de Lie complexe exceptionnel E6.

Puis nous appliquons cette construction pour dé�nir une compacti�cation à la
�urston de l’espace de Torelli. L’espace de Torelli Tor.S/ de la surface S est
l’espace des classes d’isotopie de surfaces hyperboliques munies d’un marquage
de leur cohomologie par celle de S . L’espace de Torelli Tor.S/ est le quotient de
l’espace de Teichmüller par le groupe de Torelli T .S/, qui est le sous-groupe du
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groupe modulaire de S constitué des classes d’isotopie de di�éomorphismes de S
ayant une action triviale en homologie. Un théorème de Mess (voir [28]) énonce
qu’en genre 2, le groupe de Torelli est un groupe libre sur une in�nité dénombrable
de générateurs. En genre supérieur ou égal à 3, le groupe de Torelli est de type �ni
(voir [22]), mais l’une des grandes questions est de savoir s’il est de présentation
�nie (voir [13]).

Dans l’espoir de mieux comprendre le type d’homotopie de l’espace de Torelli,
nous allons en dé�nir une compacti�cation naturelle. Considérons une surface
hyperboliqueX marquée par h W S ! X . Le théorème de Hodge identi�e l’espace
H 1.X;R/ avec l’espace des 1-formes di�érentielles harmoniques sur X , espace
qui est muni du produit scalaire L2 : notons k � kX la norme euclidienne associée
sur H 1.X;R/. Considérons alors l’application

 W Tor.S/ �! RC
H 1.S;Z/;

ŒX; h� 7�! ¹! 7! kh�.!/kXº;

et N W Tor.S/ ! P.RC
H 1.S;Z// son application quotient. Nous démontrons dans

la partie 7 que l’application N est un revêtement de degré 2 sur son image, rami�é
sur le lieu hyperelliptique de Tor.S/. En considérant l’adhérence de l’image de N 
dans l’espace compact P.RC

H 1.S;Z//, nous dé�nissons une compacti�cation de
l’espace de Torelli, que nous appelons compacti�cation de �urston de Tor.S/.

Nous allons comparer notre compacti�cation à une autre compacti�cation na-
turelle de l’espace de Torelli. L’application période envoie l’espace de Torelli
Tor.S/ dans l’espace symétrique Sp2g.R/=SU.g/. L’adhérence de l’image de
l’application période dans la compacti�cation de Satake de Sp2g .R/=SU.g/ asso-
ciée à la représentation standard de Sp2g.R/ sur R2g dé�nit une compacti�cation
de l’espace de Torelli, que nous appelerons compacti�cation de Satake de Tor.S/.

�éorème. Les compacti�cations de �urston et de Satake de l’espace de Torelli
sont isomorphes de manière Sp2g.Z/-équivariante.

De plus, nous décrivons une partie de bord de cette compacti�cation : nous
allons décrire l’adhérence de l’image de  (et il serait intéressant d’avoir une
description analogue, au moins à homotopie près, pour N ).

Considérons Ksep.S/ le complexe des courbes séparantes de S : les sommets
de ce complexe simplicial sont les classes d’homotopie de courbes fermées simples
séparantes non triviales, et les (k-1)-simplexes sont les k-uplets �D ¹Œ
1�; : : : ; Œ
k�º
de classes de telles courbes deux à deux disjointes et non homotopes. Notons éga-
lement †Ksep.S/ l’ensemble des simplexes de Ksep.S/.
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Si � est un tel (k-1)-simplexe, considérons les k+1 composantes connexes de
Sn [k

j D1 
j , et �xons pour chacune d’elles un homéomorphisme avec Sj nPj , où
Sj est une surface compacte lisse sans bord de genre gj > 1, et où Pj � Sj est un
ensemble �ni de points. Notons

 � W Tor� .S/ D
k
Y

j D0

Tor.Sj / �! RC
H 1.S;Z/;

.ŒXj ; hj �/06j 6k 7�!
°

! D
k
X

j D0

��
j !j 7�!

�

k
X

j D0

kh�1
j

�
.!j /k2

�
1
2
±

;

où !j 2 H 1.Sj ;Z/, et où �j W S ! Sj est l’application d’écrasement des Sj 0 , pour
j 0 ¤ j (voir partie 8.3).

�éorème. L’adhérence de l’image de l’application  dans l’espace RC
H 1.S;Z/

est la réunion disjointe des strates

 .Tor.S// D  .Tor.S// t
G

�2†Ksep.S/

 �.Tor� .S//:

Dans une première partie, nous rappelons quelques résultats élémentaires
d’algèbre linéaire quaternionique (voir [6]). Puis nous dé�nissons la compacti-
�cation de �urston de l’espace des réseaux marqués d’un espace euclidien, her-
mitien complexe ou quaternionique. Ensuite, nous établissons l’isomorphisme
avec la compacti�cation de Satake. Dans une quatrième partie, nous étendons ce
résultat aux espaces de réseaux autoduaux.

Ensuite, nous montrons que ces résultats s’appliquent à l’espace de Torelli.
En�n, nous décrivons la strati�cation d’une partie du bord de cette compacti�ca-
tion.

Je tiens à remercier chaleureusement Frédéric Paulin pour les nombreux con-
seils qu’il m’a donnés sur cet article. Je tiens également à remercier Daniel Mas-
sart, qui m’a expliqué les liens entre les normes stable et L2.

2. Un peu d’algèbre linéaire quaternionique

Soit K le corps (commutatif) R, C ou le corps (gauche) des quaternions de
Hamilton H (de base vectorielle réelle 1; i; j; k, où i2 D j 2 D �1 et ij D �j i D
k). Si x 2 K, notons Nx son conjugué et tr.x/ sa trace réduite (avec Nx D x si
K D R, Nx D a � ib si x D a C ib 2 K D C et Nx D a � ib � jc � kd

si x D a C ib C jc C kd 2 K D H). Nous avons des inclusions naturelles
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R � C � H. Pour la théorie générale des formes sesquilinéaires sur des espaces
vectoriels de dimension �nie sur des corps gauches, nous renvoyons à [6].

Fixons un entierm > 1. L’espace vectorielKm sera toujours considéré à droite,
et l’action linéaire des matrices de Mm.K/ sur Km à gauche. Munissons l’espace
vectoriel Km de sa structure hermitienne standard hx; yi D

Pm
iD1 Sxiyi .

SiM 2 Mm.K/, notons xM la matrice de coe�cients les conjugués de ceux de
M , et M� D t xM l’adjointe de M : elle véri�e .MN/� D N �M�. Une matrice
M est dite hermitienne si M� D M , et unitaire siMM� D Im (ce qui équivaut à
M�M D Im), où Im désigne la matrice identité de Mm.K/.

Rappelons une dé�nition du déterminant de Dieudonné d’une matrice à
coe�cients dans H (voir par exemple [2, § IV.1, p. 149]). Pour cela, considé-
rons l’application � de Mm.H/ dans M2m.C/ qui à une matrice M D AC jB , où
A;B 2 Mm.C/ associe la matrice par blocs

�

A � xB
B xA

�

2 M2m.C/:

C’est un homomorphisme injectif de R-algèbres à droite, équivariant pour
l’adjoint. Remarquons de plus que le déterminant de �.M/ est un nombre réel
positif. Ceci permet de dé�nir det.M/ D

p

det.�.M//, le déterminant de Dieu-
donné de M . La matrice M est alors inversible si et seulement si det.M/ ¤ 0,
et si N 2 Mm.H/ alors det.MN/ D det.M/ det.N /. Cela permet de dé�nir
le sous-groupe SLm.H/ de GLm.H/. Ce sous-groupe peut également être dé�ni
intrinsèquement : c’est le sous-groupe de GLm.H/ constitué des automorphismes
linéaires de Hm qui préservent une mesure de Haar de Hm.

Notons Um.K/ le groupe unitaire de Km : c’est le sous-groupe de GLm.K/

constitué des matrices unitaires. Notons de plus SUm.K/ D Um.K/ \ SLm.K/

le groupe spécial unitaire de Km. Remarquons que lorsque K D H, le groupe
SUm.H/ est égal à Um.H/, et également à l’image réciproque par l’application �
du sous-groupe U2m.C/. Le groupe SUm.K/ est un sous-groupe compact maximal
du groupe de Lie SLm.K/.

Les résultats suivants sont bien connus, ou analogues à des résultats bien
connus (voir par exemple [17] pour des démonstrations complètes).

Lemme 2.1 (diagonalisation des matrices hermitiennes). Soit M 2 Mm.H/ une
matrice hermitienne positive. Alors il existe une matrice unitaire U 2 Um.H/ et
une matrice diagonale positive réelle D 2 Mm.R/ telles que M D UDU�1.

Lemme 2.2 (décomposition polaire). Soit M 2 Mm.K/. Alors il existe une ma-
trice unitaireU 2 Um.K/ et une unique matrice hermitienne positiveP 2 Mm.K/

telles que M D PU .
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Nous aurons également besoin d’identités de polarisation, la première étant
immédiate.

Lemme 2.3 (identité de polarisation complexe). Soit � D a C ib 2 CnR. Alors
pour tous u; v 2 Cm, nous avons

hu j vi D 1

4

��

1C ia

b

�

.kuC vk2 � ku� vk2/ � i

b
.kuC v�k2 � ku � v�k2/

�

:

Lemme 2.4 (identité de polarisation quaternionique). Soit .q1; : : : ; q4/ une
R-base de H. Alors il existe quatre quaternions .�1; : : : ; �4/ 2 H8 tels que, pour
tous u; v 2 Hm, nous ayons

hu j vi D
4
X

lD1

.kuC vqlk2 � ku � vqlk2/�l :

Nous aurons également besoin du lemme suivant.

Lemme 2.5. Soient M et M 0 deux matrices de Mm.K/ telles que, pour tout
u 2 Km, nous ayons kM.u/k D kM 0.u/k. Alors il existe K 2 Um.K/ tel que
KM D M 0.

3. Compacti�cation de l’espace des réseaux hermitiens marqués

Si K D R, notons O D Z. Si K D C, notons O un ordre de l’anneau des
entiers d’un corps de nombres quadratique imaginaire (par exemple O D ZŒi �).
En�n si K D H, notons O un ordre dans une algèbre de quaternions A sur Q

non déployée sur R – et nous identi�erons alors A ˝Q R et H – (par exemple
O D ZŒ1; i; j; 1CiCj Ck

2
�). Ainsi O est un Z-réseau de l’espace vectoriel réel K, et

est un anneau contenant 1.
On appelle réseau (ou O-réseau lorsque l’on veut préciser O) de Km tout

O-module à droite engendré par une K-base de Km. On l’appelle réseau euclidien
si K D R, hermitien complexe si K D C et hermitien quaternionien si K D H.
On appelle covolume d’un réseau � le volume du quotient Km=� pour la me-
sure localement égale à la mesure de Haar sur Km, normalisée de sorte que le
covolume du réseau standard O

m soit égal à 1. Un réseau marqué de Km est un
morphisme de O-modules à droite de Om dans Km dont l’image est un réseau.
Le groupe GLm.O/ agit à gauche par précomposition par l’adjoint, et le groupe
de Lie GLm.K/ agit à droite par postcomposition par l’adjoint sur l’ensemble des
réseaux marqués de Km.
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Notons Em l’espace symétrique de type non compact du groupe de Lie quasi-
simple SLm.K/, c’est-à-dire l’espace homogène Em D SLm.K/=SUm.K/, où
SUm.K/ désigne le groupe spécial unitaire de Km, muni de l’action à gauche
par translations de SLm.K/ et d’une métrique riemannienne invariante par cette
action.

Puisque O est un ordre, tout morphisme de O-modules à droite de O
m dans

Km s’étend uniquement en un endomorphisme de l’espace vectoriel à droite Km,
et réciproquement tout endomorphisme de Km se restreint en un morphisme de
O-modules à droite de O

m dans Km. Ainsi nous utiliserons les mêmes notations
pour ces deux points de vue, sans risque de confusion.

Notons SL1
m.K/ le sous-groupe de GLm.K/ constitué des automorphismes de

Km dont le déterminant est de module 1. L’ensemble des réseaux marqués de Km

de covolume 1, muni de la topologie induite par la topologie produit sur .Km/O
m

,
est muni de l’action à droite continue et simplement transitive de SL1

m.K/ par
postcomposition par l’adjoint, et est muni de l’action à gauche de SLm.O/ par
précomposition par l’adjoint.

Notons E
0
m l’ensemble des classes d’isométrie (positive ou non) de réseaux

marqués de Km de covolume 1, muni de la topologie quotient : deux réseaux mar-
qués f et f 0 sont identi�és s’il existe g 2 Um.K/ tel que g ı f D f 0. L’homéo-
morphisme entre l’espace des réseaux marqués et SL1

m.K/ passe au quotient en
un homéomorphisme entre l’espace E0

m et l’espace homogène SL1
m.K/=Um.K/ D

SLm.K/=SUm.K/ D Em, qui est de plus SLm.O/-équivariant. Nous noterons do-
rénavant Em tant l’espace des classes d’isométrie de réseaux marqués que l’espace
symétrique, sans risque de confusion.

Rappelons ce qu’est une compacti�cation d’un espace topologique X locale-
ment compact : c’est la donnée d’une paire .K; i/, oùK est un espace topologique
compact et i W X ! K est un plongement d’image ouverte et dense. Si G est un
groupe agissant continûment sur X , on dit que .K; i/ est une G-compacti�cation
si l’action de G sur i.X/, conjuguée par i de l’action de G sur X , s’étend conti-
nûment àK. Cette extension est alors unique. On dit que deux (G-) compacti�ca-
tions .K; i/ et .K 0; i 0/ de X sont (G-) isomorphes s’il existe un homéomorphisme
(G-équivariant) f de K sur K 0 tel que i 0 D f ı i .

Nous allons dé�nir une compacti�cation de �urston des espaces symétriques
Em, analogue à la compacti�cation de �urston des espaces de Teichmüller. Rap-
pelons comment celle-ci est construite (voir par exemple [14], [29]). Si E est un
ensemble, notons P.RC

E / l’espace topologique quotient de l’espace RC
E n¹0º,

muni de la topologie produit, par les homothéties de rapport strictement positif.
Si S est une surface compacte connexe orientée de genre supérieur ou égal à 2
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et si � est son groupe fondamental, l’espace de Teichmüller de S est l’ensemble
des classes d’isométrie équivariante d’actions isométriques propres et libres de
� sur le plan hyperbolique réel H2

R (voir par exemple [30]). La compacti�cation
de �urston de l’espace de Teichmüller de S est alors l’adhérence de l’image du
plongement dans P.RC

�/, qui à la classe d’une telle action de � sur H2
R associe la

classe de l’application qui à un élément 
 de � associe la distance de translation
`.
/ D infx2H2

R

d.x; 
x/ de 
 dans H2
R.

Nous allons modi�er cette dé�nition en remplaçant la surface S par le tore
Km=Om, et le groupe � par Om, le groupe fondamental du tore. Notons � l’appli-
cation de Em dans P.RC

Om

/ qui à la classe d’isométrie équivariante d’un réseau
marqué associe la classe d’homothétie de sa fonction distance de translation : un
réseau marqué étant un morphisme de O-modules à droite f de O

m dans Km,
notons �.Œf �/ la classe d’homothétie de l’application

O
m �! RC;

u 7�! kf .u/k;

où k � k désigne la norme hermitienne de Km.

Lemme 3.1. L’application � est bien dé�nie et continue.

Remarquons que puisque les espaces topologiques Em et P.RC
O

m

/ sont mé-
trisables, on peut utiliser les critères séquentiels pour démontrer des propriétés
topologiques de ces espaces.

Démonstration. Composer un réseau marqué f au but par une isométrie de Km

ne change pas kf .u/k, pour tout u 2 O
m. Donc l’application � est bien dé�nie.

Soit .fn/n2N une suite de réseaux marqués de covolume 1, qui converge vers
un réseau marqué f de covolume 1. Alors la continuité de la norme assure que,
pour tout u 2 O

m, la suite .kfn.u/k/n2N converge vers kf .u/k. Ainsi la suite
.�.Œfn�//n2N converge vers �.Œf �/. Donc l’application � est continue.

Lemme 3.2. L’adhérence de l’image de � est l’ensemble des classes d’homothétie
d’applications

f̀ W Om �! RC;

u 7�! kf .u/k;

où f est un endomorphisme non nul de Km. L’image de � est l’ensemble des
classes d’homothétie d’applications f̀ pour lesquelles f est inversible.
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Démonstration. Soit .fn/n2N une suite de réseaux marqués de covolume 1, telle
que la suite .�.Œfn�//n2N converge vers la classe d’homothétie d’une application
` W Om ! RC.

Quitte à extraire, la suite .fnK/n2N converge vers fK dans l’espace projectif
à droite des endomorphismes de Km, où f est un endomorphisme de Km non
nul. Or, pour tout v 2 Km et tout � 2 K, nous avons kv�k D kvkj�j. Alors,
à homothétie réelle près, pour tout u 2 O

m, la suite .kfn.u/k/n2N converge vers
`.u/ D kf .u/k. Donc ` D f̀ est bien du type décrit.

Réciproquement, soit f un endomorphisme de Km non nul, et soit fn D f C
1

nC1
id, pour tout entier n > n0 tel que fn soit inversible. Alors l’endomoprhisme

j det.fn/j
1
mfn appartient à SL1

m.K/, donc dé�nit un morphisme de O-modules de
O

m dans Km dont l’image est de covolume 1. De plus, la suite .�.Œfn�//n>n0

converge vers la classe d’homothétie de l’application f̀ qui à u 2 Om associe
kf .u/k dans P.RC

O
m

/.
Il est clair que l’image de � est incluse dans l’ensemble des classes

d’homothétie d’applications f̀ pour lesquelles f est inversible. Réciproquement,
si f est un endomorphisme inversible de Km, alors à une homothétie réelle près
on peut supposer que j detf j D 1, et donc R�

C f̀ D �.Œf �/, où f W Om ! Km est
bien un morphisme de O-modules dont l’image est de covolume 1.

Lemme 3.3. L’image de � est ouverte dans son adhérence.

Démonstration. Soit f un morphisme de O-modules de Om dans Km dont l’ima-
ge est de covolume 1. Soit .fn/n2N une suite d’endomorphismes non nuls de Km,
telle que la suite .R�

C f̀n
/n2N converge vers �.Œf �/. À des homothéties réelles près

et quitte à extraire, on peut supposer que la suite .fn/n2N converge vers un endo-
morphisme g de Km non nul. Dans ce cas, il est immédiat que la suite . f̀n

/n2N

converge vers `g dans RC
Om

. Donc R�
C`g D �.Œf �/, et puisque f est inver-

sible, la fonction `g ne s’annule qu’en 0 2 O
m, et donc l’endomorphisme g est

inversible. L’ensemble des endomorphismes inversibles de Km étant ouvert, on
en déduit qu’à partir d’un certain rang les endomorphismes fn sont inversibles, et
donc R�

C f̀n
D �.Œfn�/ appartient à l’image de � : celle-ci est donc ouverte dans

son adhérence.

Lemme 3.4. L’adhérence de l’image de � est compacte dans P.RC
Om

/.

Démonstration. Soit .`n/n2N une suite dans l’adhérence de l’image de �. D’après
le lemme 3.2, il existe pour tout n 2 N un endomorphisme fn de Km non nul tel
que, pour tout u 2 O

m, nous ayons `n.u/ D f̀n
.u/ D kfn.u/k. Par compacité
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de l’espace projectif à droite des endomorphismes de Km, quitte à extraire et à
homothéties réelles près, on peut supposer que la suite .fn/n2N converge vers un
endomorphisme f de Km non nul. Alors la suite .R�

C`n/n2N converge vers la
classe d’homothétie de l’application f̀ , et cette limite appartient à l’adhérence
de l’image de �.

Pour démontrer l’injectivité de l’application �, nous avons besoin d’un renfor-
cement du lemme 2.5.

Lemme 3.5. Soient f et f 0 des endomorphismes de Km tels que, pour tout u 2
O

m, nous ayons kf .u/k D kf 0.u/k. Alors il existe k 2 Um.K/ tel que kf D f 0.

Démonstration. Soit d 2 ¹1; 2; 4º la dimension de K sur R, et soit .e1; : : : ; edm/

une R-base de Km formée par m copies d’une Z-base de O : ainsi, tous les éle-
ments de cette base appartiennent à O

m. Soit u 2 Km, et soit u D
Pdm

j D1 ejuj sa
décomposition dans cette base : les scalaires uj sont donc réels. Alors

kf .u/k2 D









dm
X

j D1

f .ejuj /









2

D
dm
X

j;kD1

hf .ej /uj j f .ek/uki

D
dm
X

j;kD1

ujukhf .ej / j f .ek/i:

Or, par l’identité de polarisation pour le corps K (voir le lemme 2.3 ou 2.4), et par
l’hypothèse sur f et f 0, nous savons que

hf .ej / j f .ek/i D hf 0.ej / j f 0.ek/i; pour tous j; k 2 J1; dmK.

On en déduit donc que kf .u/k D kf 0.u/k, et ceci pour tout u 2 Km. D’après le
lemme 2.5, on en déduit qu’il existe k 2 Um.K/ tel que kf D f 0.
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Proposition 3.6. L’application � est un plongement.

Démonstration. Montrons que l’application � est injective : soient f et f 0 deux
réseaux marqués de covolume 1, tels que �.Œf �/ D �.Œf 0�/. Il existe donc un réel
strictement positif � tel que pour tout u 2 Om, nous ayons kf .u/k D �kf 0.u/k D
k�f 0.u/k. D’après le lemme 3.5, on en déduit qu’il existe k 2 Um.K/ tel que kf D
�f 0. Or det.kf / D det.k/ det.f / est de module 1, et det.�f 0/ D �m det.f 0/ D �m

est un réel strictement positif, donc � D 1. Ainsi kf D f 0, donc Œf � D Œf 0� dans
Em : l’application � est injective.

Montrons que l’application � est propre : soit .fn/n2N une suite de réseaux
marqués de covolume 1, telle que la suite .�.Œfn�//n2N converge vers �.Œf �/, où
f est un réseau marqué de covolume 1. Il existe donc une suite de réels strictement
positifs .�n/n2N telle que, pour tout u 2 O

m, la suite .�nkfn.u/k/n2N converge
vers kf .u/k. Ainsi la suite d’endomorphismes .�nfn/n2N est bornée : quitte à ex-
traire, on peut supposer qu’elle converge vers un endomorphisme g de Km. Alors,
pour tout u 2 O

m, la suite .k�nfn.u/k/n2N converge vers kg.u/k D kf .u/k.
D’après le lemme 3.5, on en déduit qu’il existe k 2 Um.K/ tel que kg D f , et
en particulier g a un déterminant de module 1. Puisque la suite .j det.�nfn/j D
�m

n /n2N converge vers j detgj D 1, on en déduit que la suite .�n/n2N converge vers
1. Donc la suite .fn/n2N converge vers g D k�1f , et la suite .Œfn�/n2N converge
vers Œg� D Œf � dans l’espace Em. L’application � est ainsi propre.

L’application �, continue, injective et propre, est donc un plongement.

L’adhérence de l’image de � dans P.RC
O

m

/ fournit une compacti�cation de
Em, donc de l’espace symétrique Em, que l’on appelle compacti�cation de �urs-

ton, et que l’on note Em
T

. Notons que c’est une SLm.O/-compacti�cation, c’est-à-
dire que l’action de SLm.O/ s’étend continûment au bord de Em, où SLm.O/ agit
sur P.RC

O
m

/ à gauche par précomposition par l’adjoint et passage au quotient
RC

O
m ! P.RC

O
m

/.

Cette compacti�cation est en fait munie d’une action continue à gauche de
SLm.K/ : pour le voir, on pourrait remplacer dans la construction qui précède Om

par Km. Nous allons expliciter directement l’action de SLm.K/ sur Em
T

: soit g 2
SLm.K/, et soit R�

C` 2 Em
T

. D’après le lemme 3.2, il existe un endomorphisme f
de Km non nul tel que, pour tout u 2 Om, nous ayons `.u/ D kf .u/k. Dé�nissons
alors g �R�

C` comme la classe d’homothétie de l’application qui à u 2 O
m associe

kf .g�.u//k. C’est une action continue, qui étend l’action de SLm.O/ à gauche
par précomposition par l’adjoint.
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4. Comparaison à la compacti�cation de Satake

Nous voulons comparer la compacti�cation de �urston dé�nie ci-dessus à
l’une des compacti�cations de Satake. Rappelons la construction de ces compac-
ti�cations [31]. Soit G un groupe de Lie réel connexe semi-simple de centre �ni
sans facteur compact, et soit � W G ! SL.V / une représentation linéaire irréduc-
tible et de noyau �ni deG dans unK-module à droite de dimension �nie V . SoitK
un sous-groupe compact maximal de G contenant Ker �. Puisque K est compact,
il existe un produit scalaire hermitien sur V tel que �.K/ � SU.V /. Si h� désigne
l’adjoint d’un élément h de SL.V / pour le produit scalaire hermitien de V , alors
l’involution de Cartan de SL.V / associée à SU.V / est h 7! .h�/�1. Si g 2 G est
tel que �.g/ D .�.g/�/�1, alors �.g/ 2 SU.V /, donc g 2 ��1.SU.V // D K car
K est maximal.

Notons P.Sym.V // l’espace projectif de l’espace vectoriel réel des applica-
tions linéaires hermitiennes de V dans V . Cet espace est muni d’une action natu-
relle de G à gauche, dé�nie par :

g � Rh D R�.g/h�.g/�; pour tous g 2 G;Rh 2 P.Sym.V //:

D’après [31], l’application de G=K dans P.Sym.V // qui à gK associe
R�.g/�.g/� est un plongement, dont l’adhérence de l’image est appelée la com-
pacti�cation de Satake de G=K associée à la représentation �. L’action de G sur
P.Sym.V // préserve l’image de ce plongement, qui est de plus équivariant pour
les actions de G : c’est donc une G-compacti�cation de G=K.

Considérons ici le groupeG D SLm.K/, et le sous-groupeK D SUm.K/. Soit
� D id la représentation tautologique de SLm.K/ pour l’action linéaire à gauche
de SLm.K/ sur le K-module à droite V D Km. Le plongement de Satake associé
à � est

SLm.K/=SUm.K/ �! P.Sym.Km//;


 SUm.K/ 7�! R

�:

Notons Em
S

l’adhérence de son image, c’est-à-dire la compacti�cation de Satake
de Em associée à la représentation �.

�éorème 4.1. Les deux compacti�cations Em
T

etEm
S

sont SLm.K/-isomorphes.

Démonstration. La compacti�cation de Satake Em
S

, adhérence des classes
d’homothétie des matrices hermitiennes dé�nies positives, est l’ensemble des
classes d’homothétie des matrices hermitiennes positives non nulles : en e�et,
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soit a une matrice hermitienne positive non nulle. Alors, pour n > n0, la ma-
trice a C 1

nC1
Im est hermitienne, positive et inversible, donc dé�nie positive.

Ainsi .a C 1
nC1

Im/n>n0
est une suite de matrices hermitiennes dé�nies positives

convergeant vers a. Par ailleurs, l’ensemble des matrices hermitiennes positives

est fermé. Nous identi�erons donc Em
S

avec l’espace des classes d’homothétie de
matrices hermitiennes positives non nulles.

Dé�nissons une application � W Em
S ! P.RC

Om

/. Soit a une matrice hermi-
tienne positive non nulle. Par diagonalisation (voir le lemme 2.1 si K D H), la
matrice a admet une unique racine carrée hermitienne positive que l’on notera

p
a,

c’est-à-dire telle que
p
a

2 D a. Remarquons que si � 2 RC, alors
p
�a D

p
�

p
a.

Dé�nissons l’application

O�.a/ W Om �! RC;

u 7�! k
p
a.u/k;

ce qui permet de poser

� W Em
S �! P.RC

O
m

/;

Ra 7�! R�
C

O�.a/;

application qui est bien dé�nie.

Montrons que l’image de � est égale à Em
T

. D’après la dé�nition de � et le
lemme 3.2, elle est incluse dedans. Maintenant, soit f un endomorphisme non
nul de Km, et soit f̀ W u 7! kf uk. Montrons alors que O�.f �f / D f̀ , ce qui
conclura par le lemme 3.2. Soit u 2 Om, et soit f D kp une décomposition
polaire de f : k 2 Um.K/ et p est un endomorphisme hermitien positif non nul.
Alors

p

f �f D
p

p�k�kp D
p

p2 D p, donc O�.f �f /.u/ D k
p

f �f uk D
kpuk D kkpuk D kf uk D f̀ .u/.

Cette application est SLm.K/-équivariante : soit a une matrice hermitienne
positive non nulle, et soit g 2 SLm.K/. D’après la décomposition polaire (voir le
lemme 2.2 si K D H), il existe une matrice unitaire k et une matrice hermitienne
positive p non nulle telles que g

p
a D pk. Soit u 2 O

m, alors

O�.g � a/.u/ D O�.gag�/.u/ D k
p

gag�.u/k:

Or gag� D g
p
a.g

p
a/� D .pk/.pk/� D pp� D p2, donc

p
gag� D p. Ainsi

O�.g � a/.u/ D kpuk D kp�uk D kk
p
ag�uk D k

p
ag�uk D .g � O�.a//.u/;

où nous renvoyons à la �n de la partie 3 pour la dé�nition de l’action de SLm.K/

sur Em
T

. Nous avons ainsi �.g � Ra/ D g � �.Ra/.
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L’application qui à une matrice hermitienne positive a associe sa racine carrée
hermitienne positive

p
a est continue, et par continuité de la norme on en déduit

que, à u 2 O
m �xé, l’application qui à a associe O�.a/.u/ est continue. Puisque

l’espace P.RC
O

m

/ est muni de la topologie quotient de la topologie produit sur
RC

O
m

, il s’ensuit que l’application O� est continue. On en déduit que l’application
quotient � est continue.

Montrons en�n que l’application � est injective : soient a et a0 des matrices
hermitiennes positives non nulles telle que �.Ra/ D �.Ra0/. À une homothétie
de rapport strictement positif près, on peut supposer que O�.a/ D O�.a0/. Ainsi, pour
tout u 2 O

m, nous avons k
p
auk D k

p
a0uk. D’après le lemme 3.5, on en déduit

qu’il existe k 2 Um.K/ tel que k
p
a D

p
a0. Par unicité dans la décomposition

polaire, on conclut que
p
a D

p
a0, d’où a D a0. Ainsi l’application � est injective.

Ainsi l’application � est une bijection continue et SLm.K/-équivariante de

l’espace compact Em
S

sur l’espace séparé Em
T

, donc est un homéomorphisme
SLm.K/-équivariant.

5. Compacti�cation d’espaces de réseaux autoduaux

Pour les prérequis de cette partie, on renvoie à [4]. Fixons � D idR si K D R,
� D idC ou la conjugaison si K D C, et � la conjugaison si K D H. Fixons b
une forme �-sesquilinéaire à gauche sur Km non dégénérée, hermitienne ou anti-
hermitienne. Dans une base adaptée, la forme b est dé�nie par

b.x; y/ Dt x�Jy; pour tous x; y 2 Km;

où J 2 Um.K/ \ GLm.O/.
Notons SU.b/ le sous-groupe de GLm.K/ constitué des automorphismes de

Km qui préservent b : puisque J est unitaire, le groupe SU.b/ est autoadjoint.
Si ƒ est un O-réseau de Km, on dé�nit son dual par rapport à b par :

ƒ�b D ¹y 2 Km W pour tout x 2 ƒ; b.x; y/ 2 Oº:

On dit que le réseau ƒ est autodual (pour b) si ƒ�b D ƒ. Par exemple, le réseau
O

m est autodual.
Soit ƒ0 D Om le O-réseau standard autodual de covolume 1, marqué par

l’identité f0 W Om ! ƒ0.
Pour l’action à droite de SLm.K/ sur l’espace des réseaux marqués par post-

composition par l’adjoint, l’orbite du réseau marqué f0 par SU.b/ est constituée
de réseaux autoduaux. En e�et, soit g 2 SU.b/, et considérons y 2 .g�ƒ0/

�b.
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Nous savons donc que pour tout x 2 g�ƒ0; b.x; y/ 2 O. Pour tout x 2 ƒ0,
nous avons b.g�x; y/ D b.x; g��1y/ 2 O. Donc g��1y 2 ƒ�b

0 D ƒ0. Ainsi
.g�ƒ0/

�b D g�ƒ0.

Dans l’identi�cation entre l’espace Em des classes d’isométrie de réseaux mar-
qués de covolume 1 et l’espace symétrique SLm.K/=SUm.K/, l’ensemble des
classes d’isométrie de réseaux marqués dans l’orbite de f0 sous SU.b/ s’identi�e
alors à l’espace homogène SU.b/SUm.K/=SUm.K/D SU.b/=.SU.b/\SUm.K//.
Notons Eb

m ce sous-espace de Em.

On supposera que le groupe SU.b/ n’est pas compact, de sorte que l’espace
homogène E

b
m n’est pas compact. Lorsque l’on restreint le plongement � de Em

dans Em
T au sous-espaceEb

m, l’adhérence de son image dé�nit la compacti�cation

de �urston Eb
m

T

de l’espace E
b
m.

Lorsque l’on restreint le plongement Em dans Em
S au sous-espace Eb

m, l’adhé-

rence de son image dé�nit la compacti�cation de Satake Eb
m

S

de l’espace E
b
m.

Le groupe SU.b/ est un groupe de Lie réel simple non compact. Alors la com-
pacti�cation de Satake dé�nie ci-dessus est naturellement isomorphe à la com-
pacti�cation de Satake associée à la représentation � de SU.b/ dans SLm.K/, res-
triction de l’identité de SLm.K/.

Proposition 5.1. La compacti�cation de �urston Eb
m

T

de l’espace des réseaux

marqués autoduaux est SU.b/-isomorphe à la compacti�cation de Satake Eb
m

S

.

Démonstration. L’homéomorphisme SLm.K/-équivariant (voir le théorème 4.1)

entre Em
T

et Em
S

induit un homéomorphisme SU.b/-équivariant entre Eb
m

T

et

Eb
m

S

.

Dans la suite, nous aurons besoin de savoir que dans le cas de l’espace vectoriel
réel R2g muni de la forme symplectique standard

b.x; x0/ D
g
X

j D1

xjx
0
gCj � xgCjx

0
j ;

tout réseau autodual pour b est dans l’orbite du réseau Z2g .

Lemme 5.2. Tout réseau autodual pour b de R2g est l’image par un élément de
Sp2g.R/ du réseau standard Z2g .
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Démonstration. Soit ƒ un réseau autodual de R2g de covolume 1. Soit A 2
SL2g .R/ une matrice telle que ƒ D A � Z2g . Le réseau ƒ étant autodual pour
la forme symplectique b qui a pour matrice

J D
�

0 �Ig

Ig 0

�

;

on en déduit que le réseau tAJA � Z2g est dual du réseau Z2g pour le produit
scalaire standard surR2g . Or on sait que le réseauZ2g est autodual pour le produit
scalaire standard, donc tAJA � Z2g D Z2g : en particulier tAJA 2 SL2g.Z/. C’est
la matrice d’une forme symplectique à coe�cients entiers, donc par réduction il
existe une matrice B 2 GL2g .Q/ telle que tB tAJAB D J . Ainsi la matrice AB
appartient à Sp2g.R/.

Quitte à prendre l’image du réseau ƒ par .AB/�1 2 Sp2g.R/, on suppose que
le réseauƒ D .AB/�1A �Z2g D B�1 �Z2g est commensurable à Z2g . Le fait que
ƒ soit autodual impose alors qu’il s’écrive

ƒ D
g
M

j D1

�

Zrj ej ˚ Z
1

rj
egCj

�

;

où r1; : : : ; rg sont des rationnels non nuls. Puisque la matrice

C D Diag.r�1
1 ; : : : ; r�1

g ; r1; : : : ; rg/

appartient à Sp2g.R/ et que C �ƒ D Z2g , ceci conclut le lemme.

6. Cas du groupe de Lie exceptionnel E6.�26/

Notons O désigne l’algèbre non associative des octonions de Cayley (voir [3, 1,
24, 10]). Le groupe SL3.O/ (dont nous rappelons la dé�nition ci-dessous) est une
forme réelle non compacte de rang réel 2 du groupe de Lie complexe exceptionnel
E6, notée E6.�26/. Montrons comment les résultats précédents s’étendent à ce
groupe. Considérons la base orthonormée canonique .e0 D 1; e1; : : : ; e7/ de la
R-algèbre O (voir [3, Table 1, p. 6] pour la table de multiplication).

C’est une algèbre non associative à division, munie de la conjugaison

O �! O;

x D x0e0 C
7
X

iD1

xiei 7�! Nx D x0e0 �
7
X

iD1

xiei :
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La norme euclidienne de O véri�e kxk D
p

Nxx D
p
x Nx et kxyk D kxkkyk. Pour

tout octonion x 2 O, on dé�nit de plus sa partie réelle Rex D xC Nx
2

et sa partie
imaginaire Im x D x� Nx

2
.

Soitm un entier au moins égal à 2. L’espace vectoriel réelOm est naturellement
muni d’une structure euclidienne, pour le produit scalaire

hu; vi D
m
X

iD1

Re.Suivi/; où u; v 2 Om:

Considérons Mm.O/ l’espace vectoriel réel des matrices carrées de taille m à co-
e�cients dans O. En tant qu’ensemble d’endomorphismes R-linéaires de Om,
muni de la composition des endomorphismes, c’est une algèbre associative. Par
contre, la multiplication n’est pas obtenue avec la formule usuelle du produit ma-
triciel. Considérons le groupe GLm.O/ des matrices de Mm.O/ qui induisent un
isomorphisme de Om.

L’adjoint M� d’une matrice M 2 Mm.O/ pour le produit scalaire de Om est
alors la matrice transposée et conjuguée de M . On dit que la matrice M est her-
mitienne si M D M�, et on note hm.O/ l’espace vectoriel réel des matrices her-
mitiennes. Une matrice hermitienne M est dite positive (resp. dé�nie positive) si
pour tout x 2 Omn¹0º, nous avons hx;Mxi > 0 (resp. hx;Mxi > 0).

Une matrice M 2 Mm.O/ est dite unitaire si MM� D Im. Le sous-groupe
Um.O/ de GLm.O/ constitué des matrices unitaires est un sous-groupe compact
maximal de GLm.O/.

Les résultats d’algèbre linéaire de la partie 2 se généralisent dans ce cadre,
montrons comment.

Le sous-espace vectoriel de O engendré par 1; e1; e2 et e4 est une algèbre asso-
ciative isomorphe au corps gauche H : nous identi�erons ainsi i avec e1, j avec e2

et k avec e4. Une base réelle de O est alors donnée par .1; i; j; k; e3; ie3; je3; ke3/.
Le sous-espace vectoriel de O engendré par 1 et e3 est une algèbre commutative
isomorphe à C, et nous identi�erons les deux : une C-base de O est alors donnée
par .1; i; j; k/. Considérons l’isomorphisme C-linéaire à droite

ˇ W Om �! C4m D .C4/m;

.xl C iyl C jzl C kwl /l2J1;mK 7�! .xl ; yl ; zl ; wl/l2J1;mK:

Considérons alors l’application

� W Mm.O/ �! M4m.C/;

M 7�! .u 2 C4m 7�! ˇ.M.ˇ�1.u/// 2 C4m/;

c’est un plongement deC-algèbres à droite associatives, équivariant pour l’adjoint.
L’application � réalise le sous-groupe GLm.O/ comme un sous-groupe algébrique
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autoadjoint de GL4m.C/ : d’après [21, �eorem 7.1, p. 224], l’orbite de ce sous-
groupe dans l’espace symétrique de GL4m.C/ est un sous-espace symétrique,
donc la décomposition polaire et la décomposition de Cartan y sont internes. En
particulier, la diagonalisation des matrices hermitiennes inversibles y est interne,
donc par densité on en déduit la diagonalisation des matrices hermitiennes quel-
conques. Nous pouvons donc énoncer les deux résultats suivants.

Lemme 6.1 (diagonalisation des matrices hermitiennes octonioniques). Pour toute
matrice hermitienneM 2 hm.O/, il existe une matrice unitaire U 2 Um.O/ et une
matrice diagonale réelle D 2 Mm.R/ telles que M D UDU�1.

Lemme 6.2 (décomposition polaire octonionique). Soit M 2 Mm.O/. Alors il
existe une matrice unitaireU 2 Um.O/ et une unique matrice hermitienne positive
P 2 hm.O/ telles que M D PU .

On dispose également d’une identité de polarisation (voir par exemple [17]
pour une démonstration).

Lemme 6.3 (identité de polarisation octonionique). Soit .q1; : : : ; q8/ une R-base
de O. Alors il existe huit réels .�1; : : : ; �8/ 2 R8 tels que, pour tous u; v 2 Om,
nous ayons

hujvi D
8
X

lD1

.kuC vqlk2 � ku � vqlk2/�l :

Dé�nissons SLm.O/ le sous-groupe de GLm.O/ constitué des matrices qui pré-
servent une mesure de Haar sur Om. On peut également dé�nir le déterminant
d’une matrice hermitienne, auquel cas c’est aussi le sous-groupe qui préserve le
déterminant, pour l’action suivante :

g �M D gM CMg� pour tous g 2 GLm.O/;M 2 hm.O/:

Voici les formules dé�nissant le déterminant des matrices hermitiennes dans les
cas m D 2 et m D 3.

� Lorsque m D 2, les matrices hermitiennes s’écrivent

h2.O/ D
²�

˛ x

Nx ˇ

�

; x 2 O; ˛; ˇ 2 R

³

:

On dé�nit alors le déterminant par la formule

det

�

˛ x

Nx ˇ

�

D ˛ˇ � jxj2:
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� Lorsque m D 3, les matrices hermitiennes s’écrivent

h3.O/ D

8

<

:

0

@

˛ Nz Ny
z ˇ x

y Nx 


1

A ; x; y; z 2 O; ˛; ˇ; 
 2 R

9

=

;

:

On dé�nit alors le déterminant par la formule

det

0

@

˛ Nz Ny
z ˇ x

y Nx 


1

A D ˛ˇ
 �
�

˛jxj2 C ˇjyj2 C 
 jzj2
�

C 2Re.xyz/:

Lorsquem D 2, le groupe de Lie réel SL2.O/ est isomorphe au groupe simple
Spin.9; 1/, revêtement universel du groupe SO0.9; 1/. C’est un groupe classique,
dont l’espace symétrique est l’espace des classes d’isométrie de réseaux ortho-
gonaux de R10 pour une forme quadratique de signature .9; 1/, donc son cas est
traité dans la partie 5.

Dorénavant nous nous placerons dans le cas m D 3. Alors le groupe de Lie
simple G D SL3.O/ est une forme réelle non compacte de rang réel 2 du groupe
de Lie complexe exceptionnelE6, notéeE6.�26/. Le sous-groupeK D SU3.O/ D
SL3.O/\ U3.O/ est un sous-groupe compact maximal de SL3.O/, isomorphe au
groupe F4.�52/, la forme réelle compacte du groupe de Lie complexe exception-
nel F4.

Notons O un ordre (non associatif) de O, c’est-à-dire le sous-groupe additif
engendré par une base réelle de O et stable par multiplication, contenant l’anneau
des entiers ZŒe0; : : : ; e7� (il existe 16 tels ordres, voir par exemple [10, �eorem1,
p. 100]). Appelons O-réseau marqué de O3 toute application O-équivariante à
droite f W O3 ! O3 telle que le R-espace vectoriel engendré par l’image soit égal
à O3. Le covolume d’un réseau marqué est le covolume de son image dans O3,
pour une mesure de Haar sur O3 normalisée de sorte que le covolume de O

3 soit
égal à 1.

À toute matrice hermitienneM de h3.O/ dé�nie positive de déterminant 1, on
associe la classe d’isométrie du O-réseau marqué f W O3 ! O3 de covolume 1 qui
à u 2 O

3 associe kM�f .u/k. À toute classe d’isométrie d’un O-réseau marqué
f W O3 ! O3 de covolume 1, on associe la classe à droite modulo SU3.O/ d’une
matrice M 2 SL3.O/ telle que pour tout u 2 O

3 nous ayons f .u/ D M�.u/,
donc d’après la décomposition polaire de G on associe une unique matrice her-
mitienne de h3.O/ dé�nie positive de déterminant 1. Ainsi l’espaceX des classes
d’isométrie deO-réseaux marqués de covolume 1 de O3 s’identi�e au sous-espace
de h3.O/ constitué des matrices hermitiennes dé�nies positives de déterminant 1,
et ce sont deux modèles de l’espace symétrique du groupe G.
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Considérons l’application

� W X �! P.RC
O

3

/;

Œf W O3 7�! O3� 7�! Œu 7�! kf .u/k�:

Appliquons alors la même preuve que celle de la proposition 3.6, en remplaçant
« endomorphisme » par « endomorphisme R-linéaire O

3-équivariant à droite ».
On en déduit que l’application � est un plongement, et on appelle l’adhérence de
son image la compacti�cation de �urston xXT de X .

Par ailleurs, la compacti�cation de Satake de X associée à la représentation
� W G ! EndR.h3.O// dé�nie par g � M D gM C Mg� est l’adhérence xXS de
l’image de X dans l’espace projectif réel P.h3.O// de h3.O/.

La preuve du théorème 4.1 est vraie dans ce cadre, et permet d’énoncer le
résultat suivant.

�éorème 6.4. Les deux compacti�cations xXT et xXS de l’espace symétrique X
du groupe de Lie exceptionnel E6.�26/ sont SL3.O/-isomorphes.

7. Compacti�cation de �urston de l’espace de Torelli

Le but de cette partie est de construire une compacti�cation de l’espace de
Torelli d’une surface S analogue à la compacti�cation de �urston de l’espace de
Teichmüller de S . Pour les dé�nitions de base, nous renvoyons à [13], [5] et [32].

Soient g > 0 et q > 0 des entiers tels que 2 � 2g � q < 0. Fixons S une
surface lisse compacte connexe orientée de genre g, munie d’une partie �xée P
de cardinal q, dont les éléments sont appelés les points marqués de S . Dans le cas
où q D 0, on omettra la notation P dans ce qui suit.

Notons Di�C.S; P / le groupe des di�éomorphismes de S préservant l’orien-
tation, �xant P point par point, muni de la topologie compacte-ouverte.

Notons Di�H 1.S; P / le sous-groupe des di�éomorphismes de S préservant
l’orientation, �xant P point par point, induisant l’identité sur H 1.SnP;R/.

Notons Di�0.S; P / le sous-groupe des di�éomorphismes de S préservant
l’orientation, isotopes à l’identité par une isotopie �xant P .

Nous avons les inclusions Di�0.S; P / � Di�H 1.S; P / � Di�C.S; P /.
Notons Teich.S; P / l’espace de Teichmüller de S : c’est l’ensemble des classes

d’équivalence de couples .X; h/, oùX est une surface hyperbolique orientée com-
plète d’aire �nie et h W SnP ! X est un di�éomorphisme préservant l’orientation
(appelé un marquage). Deux couples .X; h/ et .X 0; h0/ sont équivalents s’il existe
une isométrie préservant l’orientation s W X ! X 0 telle que h0 soit égal à s ı h
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modulo Di�0.S; P /, c’est-à-dire que telle que h0 soit isotope à s ı h. Le groupe
Di�C.S; P / agit sur Teich.S; P / par précomposition du marquage, de noyau
d’action Di�0.S; P /. Le groupe modulaire MCG.S; P /, qui est égal au quotient
Di�C.S; P /=Di�0.S; P /, agit ainsi �dèlement sur Teich.S; P /.

Notons Tor.S; P / l’espace de Torelli de S : c’est l’ensemble des classes
d’équivalence de couples .X; h/, oùX est une surface hyperbolique orientée com-
plète d’aire �nie et h W SnP ! X est un di�éomorphisme préservant l’orientation.
Deux couples .X; h/ et .X 0; h0/ sont équivalents s’il existe une isométrie préser-
vant l’orientation s W X ! X 0 telle que h0 soit égal à s ı h modulo Di�H 1.S; P /.
Ceci revient à demander l’égalité h0� D h� ı s� W H 1.X 0;R/ ! H 1.SnP;R/.

Notons Mod.S; P / l’espace des modules de S : c’est l’ensemble des classes
d’équivalence de couples .X; h/, oùX est une surface hyperbolique orientée com-
plète d’aire �nie et h W SnP ! X est un di�éomorphisme préservant l’orientation.
Deux couples .X; h/ et .X 0; h0/ sont équivalents si X et X 0 sont isométriques.

Munissons l’espace de Teichmüller Teich.S; P / de la topologie quotient de la
topologie induite par celle de �.˝2TS/, où à chaque couple .X; h/ on associe
h��X , en notant �X la métrique riemannienne hyperbolique de X . L’espace de
Teichmüller admet alors une structure naturelle de variété complexe di�éomorphe
à R6g�6C2q [14, Proposition 3, p. 133].

L’espace de Torelli Tor.S; P / est le quotient de Teich.S; P / par le groupe de
Torelli T .S; P / D Di�C

� .S; P /=Di�C
0 .S; P /. Le groupe de Torelli étant sans

torsion [18], on munit Tor.S; P / de la structure de variété quotient induite par
celle de Teich.S; P /.

L’espace des modules Mod.S; P / est le quotient de Teich.S; P / par le groupe
modulaire MCG.S; P /. On munit Mod.S; P / de la topologie d’orbifold complexe
quotient de celle de Teich.S; P /. C’est aussi le quotient de l’espace de Torelli par
le groupe MCG.S; P /=T .S; P /D Di�C.S; P /=Di�C

� .S; P /.

La forme d’intersection algébrique est une forme symplectique non dégéné-
rée sur H 1.S;Z/, ce qui permet de dé�nir un morphisme du groupe modulaire
MCG.S; P / à valeurs dans le groupe symplectique Sp2g.Z/. Le noyau de ce mor-
phisme est le sous-groupe de Torelli T .S; P /, et ce morphisme est surjectif donc
le groupe quotient MCG.S; P /=T .S; P / est isomorphe à Sp2g .Z/, voire [13].

Soit X une surface hyperbolique connexe, orientée, d’aire �nie, de genre g,
avec q pointes, marquée par un di�éomorphisme préservant l’orientation
h W SnP ! X . Le premier groupe de cohomologie H 1.X;R/ est un espace vec-
toriel réel, considérons le sous-espace vectorielH 1

c .X;R/ deH 1.X;R/ constitué
des classes de cohomologie de 1-formes di�érentielles fermées à support com-
pact. Considérons l’inclusion � W SnP ! S , elle induit un isomorphisme �� entre
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H 1.S;R/ et H 1
c .SnP;R/. Ainsi h�1� ı �� est un isomorphisme entre H 1.S;R/

et H 1
c .X;R/, donc ce dernier est de dimension réelle 2g.

Cet espace vectoriel est également isomorphe au premier groupe de cohomo-
logie L2 réduite de X , ainsi qu’à l’espace vectoriel des 1-formes di�érentielles
harmoniques sur X (dans le cas compact c’est le théorème de Hodge, dans le cas
général voir [27] et [9, Corollary 1.6, p. 7 et �eorem 2.16, p. 27]). Nous utilise-
rons ici ces trois points de vue, et lorsqu’il faudra choisir un représentant d’une
classe de cohomologie à support compact, nous choisirons l’unique représentant
harmonique.

Sur l’espaceH 1
c .X;R/ vu comme premier groupe de cohomologieL2 réduite,

nous disposons du produit scalaire L2, noté h�; �iX . On peut également voir ce
produit scalaire grâce à l’étoile de Hodge �X . L’étoile de Hodge est une anti-
involution de l’espace vectoriel des 1-formes di�érentielles réelles sur X , dé�nie
comme la précomposition, sur chaque plan tangent, par la rotation d’un quart
de tour dans le sens positif (c’est-à-dire la multiplication par i , pour la struc-
ture complexe sur X correspondante). L’étoile de Hodge dé�nit par restriction
une involution sur l’espace des 1-formes di�érentielles harmoniques H 1

c .X;R/.
Le produit scalaire surH 1

c .X;R/ s’exprime alors ainsi :

h!; !0iX D
Z

X

! ^ �X!
0; pour tous !; !0 2 H 1

c .X;R/.

On notera k � kX la norme euclidienne (L2) associée sur H 1
c .X;R/.

Par ailleurs, la forme d’intersection algébrique Int sur H 1
c .X;R/ (image de

la forme d’intersection algébrique sur H 1.S;R/) est alternée et non dégénérée,
et est donnée par

Int.!; !0/ D
Z

X

! ^ !0 D h!;� �X !0iX ; pour tous !; !0 2 H 1
c .X;R/:

Remarquons que l’espace vectoriel H 1
c .X;R/, muni de ce produit scalaire et

de la forme d’intersection, est isomorphe isométriquement symplectiquement à
l’espace euclidien R2g , muni de la forme symplectique standard

b.x; x0/ D
g
X

j D1

xjx
0
gCj � xgCjx

0
j :

Choisissons un tel isomorphisme linéaire isométrique symplectique

'X W H 1
c .X;R/ �! R2g :

Le sous-groupe de GL2g .R/ préservant la forme b est U.b/ D Sp2g .R/.
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ConsidéronsEb
2g l’espace des réseaux de covolume 1 de l’espace euclidienR2g,

autoduaux pour la forme symplectique b, marqués par Z2g , à isométrie près.
Il s’identi�e à l’espace symétrique hermitien E

b
2g D Sp2g.R/=SU.g/, d’après

le lemme 5.2. Fixons une base symplectique de H 1.S;Z/, ce qui nous permettra
d’identi�er H 1.S;Z/ avec Z2g .

L’application période de l’espace de Torelli à valeurs dans l’espace symétrique
Sp2g.R/=SU.g/, ou son application induite de l’espace des modules dans l’espace
localement symétrique Sp2g.Z/n Sp2g.R/=SU.g/, est un objet très classique (voir
par exemple [15], [11], [28], [13]). La nouvelle formulation ci-dessous facilitera
notre compacti�cation de l’espace de Torelli, et nous ferons le lien avec la dé�ni-
tion classique très prochainement. Cette formulation a de plus l’avantage d’inclure
le cas non compact (i.e. P ¤ ;).

Si ŒX; h� 2 Tor.S; P /, alors 'X ıh�1�ı�� W H 1.S;Z/ ! R2g est un morphisme
de groupes. Dé�nissons l’application période

p W Tor.S; P / �! E
b
2g ;

ŒX; h� 7�! Œ'X ı h�1� ı ��jH 1.S;Z/�:

Lemme 7.1. L’application période est bien dé�nie et continue.

Démonstration. Puisque les applications linéaires �� W H 1.S;R/!H 1
c .SnP;R/,

h�1� W H 1
c .SnP;R/ ! H 1

c .X;R/ et 'X W H 1
c .X;R/ ! R2g sont des isomor-

phismes linéaires, l’image 'X ı h�1� ı ��.H 1.S;Z// est un réseau de R2g .

Véri�ons que ce réseau 'X ı h�1� ı ��.H1.S;Z// de R2g est bien autodual
par rapport à b. Soit c 2 H 1.S;R/ tel que, pour tout d 2 H 1.S;Z/, nous
ayons b.'X ı h�1� ı ��.c/; 'X ı h�1� ı ��.d// 2 Z. Fixons d 2 H 1.S;Z/.
Puisque 'X W H 1

c .X;R/ ! R2g préserve les formes symplectiques, on sait que
Int.h�1� ı ��.c/; h�1� ı ��.d// 2 Z. L’isomorphisme h�1�

entre H 1
c .SnP;R/

et H 1
c .X;R/ provient d’un di�éomorphisme préservant l’orientation h�1 entre

X et SnP , donc préserve les formes d’intersection; ainsi Int.��.c/; ��.d// 2 Z.
En�n, pour les formes di�érentielles ��.c/ et ��.d/ à support compact, leur nombre
d’intersection sur SnP et sur S est le même, donc Int.c; d/ 2 Z. Or on sait que
le réseau standard Z2g D H 1.S;Z/ de R2g est autodual pour la forme symplec-
tique, donc c 2 H 1.S;Z/. Ainsi le réseau 'X ı h�1� ı ��.H1.S;Z// de R2g est
autodual par rapport à b.
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De plus, d’après le lemme 5.2, il est dans l’orbite de Z2g sous Sp2g .R/, donc
il est de covolume 1.

Supposons que ŒX 0; h0� soit égal à ŒX; h� dans l’espace de Torelli, alors il existe
une isométrie préservant l’orientation s W X ! X 0 telle que h�1� D s� ı h0�1�

:
H 1.SnP;R/ ! H 1

c .X;R/: Or l’application s� W H 1
c .X

0;R/ ! H 1
c .X;R/ est une

isométrie linéaire préservant la forme d’intersection, donc les deux réseaux mar-
qués 'X ı h�1� ı ��jH 1.S;Z/ et 'X 0 ı h0�1� ı ��jH 1.S;Z/ sont isométriques symplec-
tiquement, et égaux dans Eb

2g .
Remarquons également que l’application p ne dépend pas du choix de

l’isomorphisme isométrique symplectique 'X W H 1
c .X;R/ ! R2g : deux tels

isomorphismes di�èrent par composition au but d’une isométrie symplectique de
R2g , ce qui donne une même image dans l’espace E

b
2g .

Montrons que l’application p est continue. Soit .ŒXn; hn�/n2N une suite conver-
geant vers ŒX; h� dans Tor.S; P /. Dans le �bré localement trivial donné par
H 1

c .�;R/ au-dessus de l’espace de Torelli Tor.S; P /, la suite .H 1
c .Xn;R//n2N

converge vers H 1
c .X;R/. Ceci nous permet donc d’identi�er chaque H 1

c .Xn;R/

avec H 1
c .X;R/.

La forme d’intersection sur h�1
n

� ı ��.H 1.S;Z// � H 1
c .Xn;R/ est donnée

par l’image de la forme d’intersection sur H 1.S;Z/. Puisque la suite .Xn/n2N

converge vers X dans l’espace des modules Mod.S; P /, la suite des involutions
de Hodge .�Xn

/n2N converge vers l’involution de Hodge �X surH 1
c .X;R/. Ainsi

la suite des produits scalaires .h�; �iXn
/n2N converge vers h�; �iX .

Il reste à prouver que la suite des marquages converge : on sait que la suite
.hn/n2N converge vers hmodulo Di�C

H 1.S; P /, donc la suite .h�1
n

�
/n2N converge

vers h�1�
pour la topologie des applications linéaires de H 1

c .SnP;R/ dans
H 1

c .Xn;R/ identi�é à H 1
c .X;R/.

Nous avons démontré que la suite .p.ŒXn; hn�//n2N convergeait vers p.ŒX; h�/ :
l’application période est donc continue.

�éorème 7.2 (Gri�ths). Dans le cas compact (P D ;), l’application p est
holomorphe. L’adhérence de son image p.Tor.S// est une sous-variété analytique
complexe fermée de E

b
2g , et l’image p.Tor.S// est le complémentaire dans son

adhérence d’une sous-variété analytique complexe fermée.

Démonstration. Rappelons la dé�nition classique de l’application période (voir
[13, Chapter 3, §2.1]). Nommons .˛1; : : : ; ˛g ; ˇ1; : : : ; ˇg/ la base deH 1.S;Z/ qui
s’envoie sur la base canonique de Z2g par l’isomorphisme �xé entre H 1.S;Z/ et
Z2g . Considérons la base symplectique .a1; : : : ; ag ; b1; : : : ; bg/ deH1.S;Z/ obte-
nue par dualité de Poincaré. Fixons ŒX; h� 2 Tor.S/. Soit .!1; : : : ; !g ; !

0
1; : : : ; !

0
g/
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une base de H 1
c .X;R/, image de la base canonique de R2g par un isomorphisme

isométrique respectant la forme symplectique, et choisissons pour 'X cet isomor-
phisme.

Comme nous sommes ici dans le cas compact (P D ;), l’application h� est
dé�nie deH1.S;R/ dansH1.X;R/. La matrice période de ŒX; h� est alors dé�nie
comme la matrice par blocs

� D

0

B

B

B

B

B

@

 

Z

h�.aj /

!k

!

j;k2J1;gK

 

Z

h�.aj /

!0
k

!

j;k2J1;gK
 

Z

h�.bj /

!k

!

j;k2J1;gK

 

Z

h�.bj /

!0
k

!

j;k2J1;gK

1

C

C

C

C

C

A

2 M2g .R/:

Puisque .!1; : : : ; !g ; !
0
1; : : : ; !

0
g/ est une base symplectique de H 1

c .X;R/, on en
déduit que � 2 Sp2g.R/. Cette matrice ne dépend que du choix de la base
.!1; : : : ; !g ; !

0
1; : : : ; !

0
g/, et deux choix de telles bases di�èrent par l’action d’une

isométrie deH 1
c .X;R/ préservant la forme d’intersection, c’est-à-dire par l’action

de Sp2g.R/ \ SO2g .R/ D SU.g/. Ainsi la matrice période appartient à l’espace
symétrique E

b
2g D Sp2g.R/=SU.g/ : cela dé�nit l’application période classique

Tor.S/ ! E
b
2g .

Explicitons l’identi�cation entre l’espace Eb
2g des réseaux marqués autoduaux

de R2g de covolume 1 et l’espace symétrique Sp2g .R/=SU.g/, décrite au début
de la partie 3, dans notre cas particulier. La classe d’isométrie d’un réseau marqué
f W Z2g ! R2g autodual pour b et de covolume 1, s’identi�e à la transposée de la
matrice de l’isomorphisme linéaire f de R2g , modulo multiplication par SU.g/
à droite. Dans le cas de la classe du réseau marqué p.ŒX; h�/, la matrice ainsi
obtenue est

�0 D
 

.hh�1�
. j̨ /; !ki/j;k2J1;gK .hh�1�

. j̨ /; !
0
k
i/j;k2J1;gK

.hh�1�
. ǰ /; !ki/j;k2J1;gK .hh�1�

. ǰ /; !
0
k
i/j;k2J1;gK

!

2 M2g .R/:

Or chaque produit scalaire est égal à une intégrale intervenant dans la matrice � :
par exemple, pour tous j; k 2 J1; gK, nous avons

hh�1�
. j̨ /; !ki D Int.h�1�

. j̨ /; �X!k/ D
Z

h�.aj /

�X!k D
Z

h�.aj /

!0
k ;

par dualité de Poincaré. Dans les autres cas il faut utiliser la relation �X!
0
k

D �!k,
et on remarque alors que �0 D �J 0, où J 0 est la matrice par blocs

J 0 D
�

0 �Ig

Ig 0

�

2 SU.g/:
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Ainsi les deux dé�nitions de l’application période sont les mêmes.
D’après [15, Proposition 9.3, p. 156], l’application période est holomorphe. De

plus, d’après [15, �eorem 9.6], l’adhérence de l’image de l’application période
est une sous-variété analytique complexe fermée, qui contient Imp comme com-
plémentaire d’une sous-variété analytique complexe fermée.

�éorème 7.3 (Torelli). Dans le cas compact (P D ;), l’application p est un
revêtement rami�é de degré 2 sur son image, rami�é sur le lieu hyperelliptique de
Tor.S/.

Démonstration. La forme forte du théorème de Torelli, formulée dans [28, �eo-
rem 1, p. 783], énonce que l’application période est un revêtement rami�é de degré
2 sur son image, rami�é sur le lieu hyperelliptique de Tor.S/.

Considérons l’application (introduite en introduction dans le cas P D ;)

 W Tor.S; P / �! RC
H 1.S;Z/;

ŒX; h� 7�! .c 7! kh�1� ı ��.c/kX/;

et son image après composition par l’application canonique

RC
H 1.S;Z/ �! P.RC

H 1.S;Z//;

c’est-à-dire
N W Tor.S; P / �! P.RC

H 1.S;Z//;

ŒX; h� 7�! Œc 7�! kh�1� ı ��.c/kX �:

Les applications  et N sont Sp2g .Z/-équivariantes pour les actions de Sp2g .Z/

(s’identi�ant à MCG.S; P /=T .S; P /) sur Tor.S; P / et de Sp2g .Z/ sur Z2g D
H 1.S;Z/.

L’application N est égale à la composition � ı p, où � W Eb
2g ! P.RC

H 1.S;Z//

est le plongement de la proposition 3.6.
Dans le cas compact (P D ;), d’après le théorème 7.3, l’application N est un

revêtement rami�é d’ordre deux sur son image. Dans le cas non compact, d’après
le lemme 7.1, l’application N est continue.

Notons Tor.S; P / [ ¹1º la compacti�cation d’Alexandrov de Tor.S; P /, et
considérons le plongement diagonal de Tor.S; P / dans

P.R
H1.S;Z/
C / � .Tor.S; P /[ ¹1º/

donné par le produit de N et de l’inclusion. Appelons compacti�cation de �urston

de l’espace de Torelli, notée Tor.S; P /
T

, l’adhérence de l’image de ce plongement.
C’est une Sp2g.Z/-compacti�cation.
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D’autre part, considérons le plongement diagonal de Tor.S/ dans le produit

E
b
2g

S

� .Tor.S/ [ ¹1º/ donné par le produit de p et de l’inclusion. Appelons

compacti�cation de Satake de l’espace de Torelli, notée Tor.S/
S

, l’adhérence de
l’image de ce plongement. C’est une Sp2g.Z/-compacti�cation.

�éorème 7.4. Les compacti�cations de �urston et de Satake (notées Tor.S; P /
T

et Tor.S; P /
S

) de l’espace de Torelli sont Sp2g.Z/-isomorphes.

Démonstration. Il su�t de remarquer que les deux compacti�cations du sous-
espace p.Tor.S; P // � E

b
2g , où p.Tor.S; P // est plongé dans les deux compac-

ti�cations E
b
2g

T

et Eb
2g

S

, sont Sp2g.Z/-isomorphes : c’est une conséquence du
théorème 4.1.

8. Strati�cation d’une partie du bord de l’espace de Torelli

Une strati�cation naturelle du bord d’une compacti�cation permet de mieux
en comprendre la structure, comme dans les travaux de Harvey sur l’espace des
modules (voir [19] et [20]). Nous allons décrire une strati�cation naturelle d’une
partie du bord de la compacti�cation de �urston de l’espace de Torelli.

Dans toute cette partie, nous �xerons comme au début la partie 7 une surface
S lisse compacte connexe orientée de genre g, et P une partie �nie �xée de S de
cardinal q, telle que 2g � 2C q > 0.

8.1. Comparaison entre norme stable et norme euclidienne. Fixons une sur-
face hyperbolique X d’aire �nie connexe orientée. Appelons systole séparante
(resp. non séparante) de X la borne inférieure (qui est atteinte) des longueurs
des courbes fermées simples de X non homotopes à zéro, qui ne bordent pas une
unique pointe, et séparantes (resp. non séparantes). Notons sns.X/ la systole non
séparante de X .

Pour les rappels qui suivent, nous renvoyons à la thèse de Daniel Massart [25].
Dé�nissons une norme naturelle sur H1.X;R/, la norme stable (voir [16] et

[26]). Si 
 est une courbe fermée simple non homotope à zéro surX , notons lg.
/
la longueur hyperbolique de l’unique géodésique dans la classe d’homotopie libre
de 
 . Soit c 2 H1.X;R/. Alors on peut représenter c par un 1-cycle singulier de
la forme

P

i2I xi˛i , où I est �ni, xi 2 R (et xi 2 Z si c 2 H1.X;Z/) et ˛i est une
courbe fermée simple non homologue à zéro sur X , qu’on appelle multicourbe.
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On appelle support d’une telle multicourbe la réunion des courbes ˛i pour les-
quelles xi ¤ 0. Dé�nissons alors la norme stable de c par

kcks D inf
cDŒ

P

i2I xi 
i �

X

jxi j lg.
i /;

où
Pn

i2I xi
i parcourt toutes les multicourbes dans la classe d’homologie de c.
Notons �X W H1.X;R/ ! H 1.X;R/ l’isomorphisme de dualité de Poincaré.

Dé�nissons la norme stable sur H 1.X;R/ par k!kX;1 D k��1
X .!/ks, où ! 2

H 1.X;R/. Nous avons par ailleurs dé�ni une norme euclidienne sur H 1
c .X;R/,

notons-la k � kX;2.
Dans sa thèse [25], Daniel Massart compare les deux normes précédemment

introduites.

�éorème 8.1 (Massart). Il existe deux constantes strictement positives a et b, ne
dépendant que du genre de X , telles que pour tout ! 2 H 1

c .X;R/ nous ayons

ak!kX;1 6 k!kX;2 6
b

sns.X/2
k!kX;1:

Démonstration. Dans la partie 4.2 de [25], ce théorème est énoncé pour une sur-
face hyperbolique compacte sans bord. Pour la première inégalité, D. Massart
utilise la densité des formes de Strebel dans l’ensemble des 1-formes di�éren-
tielles harmoniques, et ce résultat est encore vrai pour une surface de volume �ni
(voir [12]). Par ailleurs, la deuxième inégalité n’utilise même pas l’hypothèse de
courbure, et elle reste vraie pour une surface de volume �ni.

Nous allons nous servir de ce théorème pour étudier l’image de Tor.S; P / par
l’application  .

Lemme 8.2. Soit .ŒXn; hn�/n2N une suite dans Tor.S; P / telle que la suite
. .ŒXn; hn�//n2N soit bornée dans RC

H 1.S;Z/. Alors la systole non séparante
.sns.Xn//n2N est minorée par une constante strictement positive.

Démonstration. Par contraposée, supposons que la systole non séparante de
.Xn/n2N tende vers 0 : pour tout n 2 N, soit donc 
n une géodésique fermée
simple de Xn non séparante et non cuspidale, dont la longueur lg.
n/ D sns.Xn/

tend vers zéro. La courbe 
n est non triviale et non cuspidale, donc a un nombre
d’intersection non nul avec l’un des générateurs de

��1
Xn
.H 1

c .Xn;Z// D hn� ı ��1
SnP ı ��.H 1.S;Z//;
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images des éléments de la base choisie de H 1.S;Z/. Quitte à extraire, on peut
supposer qu’il existe ! 2 H 1.S;Z/ tel que le nombre d’intersection algébrique
de 
n avec hn� ı��1

SnP
ı ��.!/ soit non nul pour tout n. D’après [7, Corollary 4.1.2,

p. 95], on en déduit que la longueur d’un représentant minimal de hn�ı��1
SnP

ı��.!/
est minorée par 2 argsh

��

sh. lg.
n/

2

���1�
, ce qui tend vers l’in�ni lorsque n tend

vers C1. Ainsi la norme stable khn� ı ��1
SnP

ı ��.!/ks tend vers l’in�ni lorsque n
tend vers C1.

Or, d’après le théorème 8.1, on sait que

kh�1
n

� ı ��.!/kXn;2 > akh�1
n

� ı ��.!/kXn;1

> akh�1
n

� ı ��.!/kXn;1

> akhn� ı ��1
SnP ı ��.!/ks �!

n!C1
C1;

donc la suite de fonctions de longueur . .ŒXn; hn�//n2N n’est pas bornée.

Lemme 8.3. Soit .ŒXn; hn�/n2N une suite dans Tor.S; P / telle que la suite
. .ŒXn; hn�//n2N converge vers ` dansRC

H 1.S;Z/. Alors la suite .p.ŒXn; hn�//n2N

converge dans Eb
2g , et en particulier la fonction de longueur ` est propre.

Démonstration. D’après le lemme 8.2, on sait que la systole non séparante
sns.Xn/ est minorée par une constante d > 0. Ainsi d’après le théorème 8.1,
pour tout ! 2 H 1.S;Z/ non nul et tout n 2 N, nous avons

 .ŒXn; hn�/.!/ D kh�1
n

� ı ��.!/kXn;2 > akh�1
n

� ı ��.!/ > ad > 0:

Ainsi la systole du réseau 'Xn
ıhn

�1�
.H 1.S;Z// de R2g de covolume 1 est mino-

rée par ad , donc d’après le critère de Mahler (voir [23]) on peut supposer quitte
à extraire que cette suite de réseaux de R2g non marqués converge vers un réseau
ƒ � R2g de covolume 1 et de systole minorée par ad . Ce réseau ƒ est autodual
pour la forme symplectique b standard de R2g . Puisque la suite de fonctions de
longueur . .ŒXn; hn�//n2N converge, on en déduit quitte à extraire que la suite de
réseaux marqués .'Xn

ıhn
�1�jH 1.S;Z//n2N converge vers le réseau marqué .ƒ; h/,

où h W H 1.S;Z/ ! ƒ est un marquage. Ainsi la suite .p.ŒXn; hn�//n2N converge
vers Œƒ; h� dans Eb

2g .
En particulier, la suite de fonctions de longueur . .ŒXn; hn�//n2N converge

vers ` D �.Œƒ; h�/, qui est une application propre.

8.2. Le complexe des courbes séparantes. Pour plus de détails sur cette partie,
on pourra consulter [13, Chapter 3, § 2.4]. Comme au début la partie 7, on consi-
dère une surface S lisse compacte connexe orientée de genre g, et P une partie
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�nie �xée de S de cardinal q. On dit qu’une courbe fermée simple 
 dans SnP
est séparante si Sn.P [ 
/ n’est pas connexe. On dit que 
 est cuspidale si elle
borde un disque épointé dans SnP , et triviale si elle borde un disque dans SnP .

Dé�nissons le complexe des courbes séparantes Ksep.S; P / de S . Les som-
mets de Ksep.S; P / sont les classes d’isotopie de courbes fermées simples sépa-
rantes de SnP non cuspidales et non triviales. Les classes d’isotopie de telles
courbes 
1; : : : ; 
k forment un (k-1)-simplexe de Ksep.S; P / si ces courbes sont
disjointes et si leurs classes d’isotopie sont distinctes.

Notons †Ksep.S; P / l’ensemble des simplexes de Ksep.S; P /.

8.3. Description des strates. Soit � D ¹Œ
1�; : : : ; Œ
k�º un (k-1)-simplexe de
Ksep.S; P /. Alors Sn.P [

Sk
j D1 
j / a kC1 composantes connexes. À di�éomor-

phisme préservant l’orientation près (�xé), ces composantes s’écrivent
.Sj nPj /j 2J0;kK, où Sj est une surface lisse compacte connexe orientée de genre
gj et Pj � Sj est un ensemble de cardinal qj �ni, tels que 2 � 2gj � q � j < 0.
De plus, on a les égalités

Pk
j D0 gj D g et

Pk
j D0 qj D 2kCq. Pour tout j 2 J0; kK,

notons l’inclusion �j W Sj nPj ! Sj . Voir la �gure 1.


1 
2

S0=P0 S1=P1 S2=P2

Figure 1. Découpage de la surface S .

Considérons, pour tout j 2 J0; kK, l’application �j W S ! Sj qui écrase chaque
Sj 0 , pour j 0 ¤ j . Considérons alors l’application

�� W
k
M

j D0

H 1.Sj ;R/ �! H 1.S;R/;

.!j /j 2J0;kK 7�!
k
X

j D0

�j
�.!j /;

elle s’appelle le scindement symplectique de H 1.S;R/ associé à � . Remarquons
qu’elle dé�nit aussi un scindement symplectique de

Lk
j D0H

1.Sj ;Z/!H 1.S;Z/,
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encore noté �� . Il est dit symplectique car cette décomposition est orthogonale
pour la forme d’intersection.

Considérons, pour tout j 2 J0; kK, l’application  j de Tor.Sj ; Pj / à valeurs

dans RC
H 1.Sj ;Z/, dé�nie pour le théorème 7.4.

Appelons strate au bord de l’espace de Torelli de S associée au simplexe �
la variété di�érentielle produit Tor� .S; P / D

Qk
j D0 Tor.Sj ; Pj /. Nous allons la

relier à l’espace de Torelli total Tor.S; P / grâce à l’application

 � W Tor� .S; P / �! RC
H 1.S;Z/;

.ŒXj ; hj �/j 2J0;kK 7�!
°

! 7�!
�

k
X

j D0

 j .ŒXj ; hj �/ ı .�� �1/j .!/
2
�

1
2
±

:

�éorème 8.4. L’adhérence de l’image de l’application  dans l’espace
RC

H 1.S;Z/ est la réunion disjointe

 .Tor.S; P // D  .Tor.S; P // t
G

�2†Ksep.S;P /

 �.Tor� .S; P //:

Démonstration. Soit .ŒXn; hn�/n2N une suite de Tor.S; P / telle que la suite
. .ŒXn; hn�//n2N converge vers ` 2 @ .Tor.S; P //. D’après le lemme 8.2, on sait
que la systole non séparante .sns.Xn//n2N est minorée par une constante stricte-
ment positive.

Supposons que la systole de la suite .Xn/n2N soit minorée par une constante
strictement positive, alors d’après par exemple [8, Corollary I.3.1.7, p. 63], on
sait que la suite .Xn/n2N est bornée dans l’espace des modules Mod.S/. Quitte
à extraire, on peut donc supposer que la suite .Xn/n2N converge vers une surface
hyperbolique X dans Mod.S/. Puisque la suite .ŒXn; hn�/n2N part à l’in�ni dans
Tor.S; P /, on en déduit que c’est la suite de marquages .hn/n2N qui part à l’in�ni :
il existe donc ! 2 H1.S;Z/ tel que la suite .h�1

n
� ı ��.!//n2N parte à l’in�ni, donc

telle que la norme stable .kh�1
n

� ı ��.!/kXn;1/n2N tende vers l’in�ni (en e�et,
la surface hyperbolique X a un nombre �ni de géodésiques fermées simples de
longueur majorée). En conséquence, d’après le théorème 8.1, on en déduit que la
norme euclidienne .kh�1

n
� ı ��.!/kXn;2/n2N tend vers l’in�ni, et donc la suite de

fonctions de longueur . .ŒXn; hn�//n2N ne peut converger.
On en déduit donc que la systole séparante de la suite .Xn/n2N tend vers zéro.

Fixons ı > 0 su�samment petit, inférieur à la constante de Margulis du plan hy-
perbolique (voir par exemple [8, �eorem I.2.2.2, p. 50]), et inférieur aux systoles
non séparantes des surfaces .Xn/n2N. Considéronshn�.�n/ l’ensemble des classes
d’homologie de géodésiques fermées simples séparantes de Xn de longueur au
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plus ı. Ces géodésiques sont disjointes, donc �n est un simplexe du complexe
Ksep.S; P / des courbes séparantes. Quitte à extraire et quitte à diminuer ı, on
peut supposer que �n est un .k � 1/-simplexe dont la longueur de chacune des
courbes tend vers zéro.

Quitte à précomposer les marquages hn W SnP ! Xn par des éléments de
Di�C

H 1.S; P /, comme il n’y a qu’un nombre �ni d’orbites de simplexes de
Ksep.S; P / sous l’action de Di�C

H 1.S; P /, on peut supposer que le simplexe
.�n/n2N est constant, égal à � . Choisissons un représentant Q� de � .

Notons .S0nP0/; : : : ; .SknPk/ les composantes connexes de Sn Q� . Fixons un
indice j 2 J0; kK, et notons Xn;j la j ème composante connexe de Xnnhn.�/,
où l’on a choisi les représentants géodésiques des courbes de hn.�/ : c’est une
surface hyperbolique non complète d’aire �nie. Quitte à changer le marquage
hn W SnP ! X par un di�éoméorphisme isotope à l’identité, on peut supposer
que hn envoie les courbes de Q� sur les représentants géodésiques de hn.�/. Ainsi,
l’application hn;j D hnjSj nPj

W Sj nPj ! Xn;j est un di�éomorphisme. Alors,
pour n’importe quel pointage de Xn;j dans sa partie épaisse, la suite de surfaces
hyperboliques ouvertes pointées .Xn;j /n2N converge vers une surface hyperbo-
lique X1;j pour la topologie de Gromov-Hausdor�, quitte à extraire. En e�et, la
systole de Xn;j est minorée par ı. Puisque la longueur des courbes au bord de
Xn;j tend vers 0, la surface X1;j est complète. De plus, quitte à changer les mar-
quages hn;j W Sj nPj ! Xn;j par des di�éomorphismes isotopes à l’identité, on
peut supposer que la suite de marquages .hn;j /n2N converge vers un di�éomor-
phisme h1;j W Sj nPj ! X1;j .

Fixons j 2 J0; kK, et !j 2 H 1.Sj ;Z/. Montrons que

kh�1
n

� ı �� ı ��
j .!j /kXn;2 �!

n!C1
kh�1

1;j

� ı �� ı ��
j .!j /kX1;j ;2:

Pour tout n 2 N, notons �n D h�1
n

� ı �� ı ��
j .!j / 2 H 1

c .Xn;R/. Rappelons-nous
que par convention �n désigne également l’unique 1-forme di�érentielle harmo-
nique dans cette classe de cohomologie. Puisque �Xn

.�n/ peut être représenté
par l’image par hn d’une multicourbe c incluse dans Sj nPj , et que la systole
de la surface Xn;j D hn.Sj nPj / est minorée par ı, d’après le théorème 8.1, on
sait que la norme euclidienne de �n est majorée par k�nkXn;2 6

b
ı log.ı/

k�nkXn;1.
Or la multicourbe c est la somme formelle d’un nombre �ni de courbes fermées
simples ci de Sj nPj , or puisque la suite de marquages .hn;j /n2N converge vers
h1;j W Sj nPj ! X1;j , la suite des longueurs .lg.hn;j .ci ///n2N converge vers
lg.h1;j .ci //, donc est bornée. Ainsi la norme stable k�nkXn;1 de �n est bornée,
donc la norme euclidienne k�nkXn;2 également.
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Ainsi, pour tout j 0 2 J0; kK, la restriction �n;j 0 de �n à Xn;j 0 converge quitte à
extraire vers une 1-forme di�érentielle harmonique �1;j 0 sur X1;j 0 . Si j 0 ¤ j ,
alors �n;j 0 est cohomologue à zéro pour tout n 2 N, donc �1;j 0 est cohomologue
à zéro. Puisque la surface est complète, on en déduit que �1;j 0 D 0. Si j 0 D j ,
alors �n;j est cohomologue à h�1

n;j

� ı �� ı ��
j .!j /, donc on en déduit que �1;j est

cohomologue à h�1
1;j

� ı �� ı ��
j .!j /. Par conséquent, pour les normes L2, nous

avons

k�nk2
Xn;2 D

k
X

j 0D0

k�n;j 0k2 �!
n!C1

k
X

j 0D0

k�1;j 0k2 D k�1;j k2

D kh�1
1;j

� ı �� ı ��
j .!j /k2

X1;j ;2:

Nous avons donc démontré que

 .ŒXn; hn�/.�
�
j .!j // �!

n!C1
 j .ŒX1;j ; h1;j �/.!j /:

Ceci prouve donc que la suite . .ŒXn; hn�//n2N converge dans RC
H 1.S;Z/ vers

 �.ŒX1;j ; h1;j �j 2J0;kK/ 2  � .Tor� .S; P //:

Réciproquement, prouvons que  � .Tor�.S// �  .Tor.S// pour tout .k � 1/-
simplexe � de Ksep.S/ : soit .ŒXj ; hj �/j 2J0;kK 2 Tor� .S/. Fixons un entier j 2
J0; kK, les points marqués Pj de Sj sont de deux types : ceux qui correspondent à
un point marqué de P � S (nous les noterons P 1

j ), et ceux qui correspondent à
une courbe fermée simple de Q� (nous les noterons P 2

j ).
Il existe une suite de surfaces hyperboliques .Xn;j /n2N complètes d’aire

�nie avec CardP 2
j pointes, et avec CardP 1

j composantes de bord totalement
géodésique, chacune ayant pour longueur 1

nC1
, marquées par hn;j W Sj nPj !

Xn;j n@Xn;j , telle que la suite de surfaces marquées .ŒXn;j ; hn;j �/n2N converge
vers la surface marquée ŒXj ; hj � au sens suivant : pour tout compactK de Sj nPj ,
la suite d’espaces métriques compacts .hn;j .K//n2N converge vers hj .K/ au sens
de Gromov–Hausdor�.

Pour tout j 2 J1; kK, la courbe 
j de Q� borde les surfaces Sj �1nPj �1 et Sj nPj .
Pour tout n 2 N, il existe une composante de bord de Xn;j �1 et une de Xn;j

qui correspondent à 
j : puisque ces deux composantes ont la même longueur
1

nC1
, on peut recoller ces deux composantes ensemble. Notons Xn le résultat du

recollement des kC1 surfacesXn;0; : : : ; Xn;k, et hn W SnP ! Xn un marquage qui
coïncide avec chacun des hn;j W Sj nPj ! Xn;j n@Xn;j hors d’un petit voisinage
de Q� .
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Alors d’après l’étude qui précède, la suite . .ŒXn; hn�//n2N converge vers
 � .ŒXj ; hj �j 2J0;kK/ dans RC

H 1.S;Z/.
En�n, prouvons que les strates  �.Tor� .S; P // sont disjointes. Si on se donne

` 2 RC
H 1.S;Z/ et � 2 †Ksep.S; P /, on dit que ` se scinde selon �� si :

`.�� .!0; : : : ; !k//
2 D

k
X

j D0

`.�� .0; : : : ; !j ; : : : ; 0//
2;

pour tous .!0; : : : ; !k/ 2
Qk

j D0H
1.Sj ;Z/, On dit que ` se scinde s’il existe un

simplexe � 2 †Ksep.S; P / tel que ` se scinde selon �� .
Si ` 2  � .Tor� .S//, alors il est immédiat ` se scinde selon �� . Montrons que

` ne se scinde pas plus �nement que �� , c’est-à-dire qu’il n’existe aucun simplexe
� 0 2 †Ksep.S; P / contenant strictement � tel que ` se scinde selon �� 0 . Cela
revient à prouver que, pour tout simplexe � 2 †Ksep.S; P /, aucune fonction de
longueur ` 2  .Tor.S; P // ne se scinde selon �� : c’est le contenu du lemme 8.5
qui suit.

Lemme 8.5. Aucune fonction de longueur de  .Tor.S; P // ne se scinde.

Démonstration. Supposons qu’il existe ŒX; h� 2 Tor.S; P / tel que la fonction de
longueur ` D  .ŒX; h�/ se scinde selon �� , où � D ¹Œ
�º et 
 est une courbe
fermée simple séparante et non cuspidale de SnP telle que h.
/ soit géodésique.

Notons S1nP1 et S2nP2 les deux composantes connexes de Sn.P [ 
/.
Montrons que h�1� ı ��1

� .H 1.S1;R// et h�1� ı ��1
� .H 1.S2;R// sont orthogo-

naux pour le produit scalaire de H 1
c .X;R/ : soient !1 2 H 1.S1;R/

et !2 2 H 1.S2;R/. Alors `.��1
� .!1 C !2//

2 D kh�1� ı ��1
� .!1 C !2/k2

X est
égal à

kh�1� ı ��1
� .!1/k2

X C 2hh�1� ı ��1
� .!1/; h

�1� ı ��1
� .!2/iX C kh�1� ı ��1

� .!2/k2
X ;

mais aussi à

`.h�1�ı��1
� .!1//

2C`.h�1�ı��1
� .!1//

2 D kh�1�ı��1
� .!1/k2

XCkh�1�ı��1
� .!2/k2

X ;

ainsi hh�1� ı ��1
� .!1/; h

�1� ı ��1
� .!2/iX D 0.

On en déduit que l’étoile de Hodge �X préserve h�1� ı ��1
� .H 1.S1;R// et

h�1� ı ��1
� .H 1.S2;R// : en e�et, soient !1 2 H 1.S1;R/ et !2 2 H 1.S2;R/.

Alors

h�Xh
�1� ı ��1

� .!1/; h
�1� ı ��1

� .!2/i D Int.h�1� ı ��1
� .!1/; h

�1� ı ��1
� .!2// D 0;
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donc �Xh
�1� ı ��1

� .!1/ appartient à l’orthogonal de h�1� ı ��1
� .H 1.S2;R//, qui

est égal à h�1� ı ��1
� .H 1.S1;R//.

La surface X est conformément équivalente à une surface hyperbolique com-
pacte connexe orientéeX 0 (marquée par h0 W S ! X 0), privée de q points (marqués
par P ). D’après l’invariance conforme (voir par exemple [9, Proposition 2.15,
p. 27]), l’application qui à une 1-forme di�érentielle harmonique sur X 0 associe
sa restriction àX est un isomorphisme deH 1.X 0;R/ dansH 1

c .X;R/. Par ailleurs,
l’étoile de Hodge ne dépend que de la structure complexe, donc l’isomorphisme
entre H 1.X 0;R/ et H 1

c .X;R/ préserve les étoiles de Hodge. Ainsi nous savons
que l’étoile de Hodge �X 0 préserve les sous-espaces h0�1� ı ��1

� .H 1.S1;R// et
h0�1� ı ��1

� .H 1.S2;R// de H 1.X 0;R/. Montrons que la fonction de longueur

`0 D  0.ŒX 0; h0�/ se scinde selon �� , avec  0 W Tor.S; ;/ ! RC
H 1.S;Z/.

Soient !1 2 H 1.S1;Z/ et !2 2 H 1.S2;Z/. Alors `0.�� .!1; !2//
2 est égal à

kh0�1�ı�� .!1; 0/k2C2hh0�1�ı�� .!1; 0/; h
0�1�ı�� .0; !2/iCkh0�1�ı�� .0; !2/k2:

Or

hh0�1� ı �� .!1; 0/; h
0�1� ı �� .0; !2/i

D Int.h0�1� ı �� .!1; 0/; �X 0h0�1� ı �� .0; !2//

D 0;

car h�1� ı ��1
� .H 1.S1;R// et h�1� ı ��1

� .H 1.S2;R// sont stables par �X 0 et sont
orthogonaux pour la forme d’intersection. Ainsi

`0.�� .!1; !2//
2 D `0.�� .!1; 0//

2 C `0.�� .0; !2//
2;

donc `0 se scinde selon �� .
Dé�nissons alors l’élément t de Sp2g.Z/ D Aut.H 1.S;Z// par

t W H 1.S;Z/ �! H 1.S;Z/;

! 7�! �� ı ..IdH 1.S1;Z//˚ .� IdH 1.S2;Z/// ı �� �1.!/

D �� ..�
�1
� /1.!/;�.��1

� /2.!//:

:

Puisque la fonction de longueur `0 scinde selon �� , il est immédiat que pour tout
! 2 H 1.S;Z/ nous avons `0.t .!// D `0.!/.

L’action de Sp2g .Z/ surRC
H 1.S;Z/ est dé�nie par précomposition par l’adjoint,

donc t� � `0 D `0 ı t D `0. Ainsi  .t� � ŒX 0; h0�/ D  .ŒX 0; h0�/ dans RC
H 1.S;Z/,

donc p0.t� � ŒX 0; h0�/ D p0.ŒX 0; h0�/ dans Eb
2g par injectivité de l’application � de

E
b
2g dans P.RC

H 1.S;Z//. Par compacité de X 0 on peut appliquer le théorème 7.3,
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donc on déduit que t� � ŒX 0; h0� est égal soit à ŒX 0; h0�, soit à l’image de ŒX 0; h0� par
l’involution hyperelliptique de l’espace de Torelli. Puisque l’involution hyperel-
liptique de Tor.S; ;/ est induite par l’élément � Id 2 Sp2g .Z/, quitte à échanger
les indices de S1 et S2, on peut supposer que t� � ŒX 0; h0� D ŒX 0; h0� dans Tor.S; ;/.

Considérons un di�éomorphisme � de S préservant l’orientation tel que l’ima-
ge de � dans Sp2g .Z/ soit égale à t�, et tel que de plus � � ŒX 0; h0� D ŒX 0; h0� dans
l’espace de Teichmüller. À isotopie près, on peut supposer que le di�éomorphisme
h ı � ı h�1 est une isométrie de X . Puisque �� préserve h0�1� ı ��1

� .H 1.S1;R//

et h0�1� ı ��1
� .H 1.S2;R//, on en déduit que � préserve la classe d’homotopie de

la courbe 
 , or h ı � ı h�1 est une isométrie donc stabilise la géodésique h.
/.
Le di�éomorphisme � stabilise les deux composantes connexes S1nP 0

1 et
S2nP 0

2 de Sn
 , notons �1 et �2 les di�éomorphismes de S1nP 0
1 et S2nP 0

2 induits.
Puisque P 0

1 et P 0
2 sont des singletons, à isotopie près on peut supposer que �1 et

�2 s’étendent en des di�éomorphismes de S1 et S2 respectivement. Le di�éomor-
phisme �1 induit l’identité sur H 1.S1;Z/, donc sa classe d’isotopie appartient au
groupe de Torelli T .S1; P1/. Or ce groupe est sans torsion, et comme � est une in-
volution nous avons �2

1 D �1, donc �1 appartient à Di�0.S1; P1/. Ainsi l’isométrie
hı � ıh�1 restreinte à X1 est isotope à l’identité, donc est égale à l’identité de X1.
Ainsi l’isométrie h ı � ı h�1 est égale à l’identité de X . Or cette isométrie induit
� Id sur H 1

c .X2;Z/ : c’est une contradiction.
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