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Représentations non unitaires, morphisme de Baum—Connes et
complétions inconditionnelles

Maria Paula Gomez Aparicio

Résumé. Nous montrons la bijectivité du morphisme de Baum—Connes tordu par une représen-
tation non unitaire, défini dans [GAOS], pour une grande classe de groupes vérifiant la conjecture
de Baum—Connes et qui contient en particulier tous les groupes de Lie réels semi-simples, tous
les groupes hyperboliques, ainsi que des groupes infinis discrets ayant la propriété (T) de Kazh-
dan. Nous définissons une opération de tensorisation par une représentation de dimension finie
non unitaire sur le membre de gauche du morphisme de Baum—Connes et nous montrons que
son analogue en K-théorie est forcément défini sur la K-théorie des algebres de groupe tordues
introduites dans [GAO7Db].

Abstract. We show that the Baum—Connes morphism twisted by a non-unitary representation,
defined in [GAOS], is an isomorphism for a large class of groups satisfying the Baum—Connes
conjecture. Such class contains all the real semi-simple Lie groups, all hyperbolic groups
and many infinite discrete groups having Kazhdan’s property (T). We define a tensorisation
by a non-unitary finite dimensional representation on the left-hand side of the Baum—Connes
morphism and we show that its analogue in K-theory must be defined on the K-theory of the
twisted group algebras introduced in [GAO7b].
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Introduction

Soit G un groupe localement compact et p une représentation de G, pas nécessairement
unitaire, sur un espace de dimension finie V. Dans [GAO7b] (voir aussi [GAOS] et
[GAOQ7a]), nous avons défini un analogue tordu par p de la C*-algebre réduite de
G, que nous avons noté A~ (G), en considérant la complétion de 1’espace vectoriel
C.(G) des fonctions continues a support compact sur G pour la norme donnée par la
formule

1/ 142y = 1(Ae ® P)(Nlgw26)0v):
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pour tout f € C.(G) et oul Ag est le représentation réguliere gauche de G. Nous
avons ensuite défini un morphisme

Hpr: KP(G) — K(AL(G)),

qui coincide avec le morphisme de Baum—Connes u, (cf. [BCH94]), si p est unitaire.
Nous avons alors montré que 1, , est injectif pour tout groupe G pour lequel il existe
un élément y de Kasparov (cf. [GAO8], Théoreme 3.8, et [Tu99] pour la définition
d’un élément y). Nous avons en plus montré que si cet élément y est égal a 1 dans
KKg(C,C), alors ju,,r est un isomorphisme (cf. [GAO8], [Théoreme 3.7]). L’exis-
tence d’un élément y de Kasparov a été montrée pour une classe tres large de groupes,
notée € dans [Laf02] (voir aussi [GAO8] et [GA07a]), qui contient en particulier tous
les groupes de Lie semi-simples, ainsi que tous les sous-groupes fermés d’un groupe
de Lie semi-simple. Cette classe contient donc, en particulier, des groupes ayant la
propriété (T) de Kazhdan (cf. [Kaz67], [dIHV89]). Cependant, des qu’un groupe lo-
calement compact G a la propriété (T), la représentation triviale étant isolée dans le
dual unitaire de G, il est impossible de construire une homotopie entre un élément
y de Kasparov et 1 dans KK (C, C). Ceci implique que les résultats de [GAO08] ne
sont pas suffisants pour montrer la surjectivité de u, , pour des groupes ayant la pro-
priété (T). Dans cet article, nous allons montrer que le morphisme de Baum—Connes
tordu ji,,» est un isomorphisme pour beaucoup de groupes contenus dans la classe €
et ayant la propriété (T). Plus précis€ément, nous allons montrer le théoreme suivant

Théoreme 1. Soit G un groupe localement compact satisfaisant les deux conditions
suivantes :

(1) il existe une complétion inconditionnelle de C.(G) qui est une sous-algebre de
CX(G) dense et stable par calcul fonctionnel holomorphe (ou plus précisément
faiblement pleine dans C) (G), voir Définition 2.2) ;

(2) pour toute complétion inconditionnelle B(G) de C.(G) le morphisme
ug: K°°(G) - K(8B(G)), défini par Lafforgue (cf. [Laf02)]), est un isomor-
phisme.

Soit p une représentation de dimension finie de G. Alors le morphisme de Baum—
Connes tordu par p
Hor: KP(G) — K(AL(G))

est un isomorphisme.
On rappelle que Lafforgue dans [Laf02], Théoreme 0.02, a démontré que, pour
toute complétion inconditionnelle 83 (G), le morphisme
ng: K'P(G) - K(B(G))

est bijectif pour une classe de groupes qu’il note €’. On rappelle ici que la classe €’ est
constituée par les groupes a-T-menables et par tous les groupes localement compacts
agissant de facon continue, isométrique et propre sur un des espaces suivants :
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* sur une variété riemannienne complete simplement connexe, dont la courbure
sectionnelle est négative ou nulle et bornée inférieurement, et dont la dérivée du
tenseur de courbure (suivant la connexion induite de la connexion de Levi-Civita
sur le fibré tangent) est bornée, ou

¢ sur un immeuble affine de Bruhat-Tits uniformément localement fini, ou

 sur un espace métrique uniformément localement fini, faiblement géodésique,
faiblement bolique et vérifiant une condition supplémentaire de bolicité forte.

Cette classe contient, en particulier, tous les groupes de Lie semi-simples réels, ainsi
que tous les sous-groupes fermés d’un groupe de Lie semi-simple réel.

D’autre part, si G est un groupe de Lie semi-simple réel, Lafforgue a construit une
variante de I’algebre de Schwartz généralisée S (G) (cf. [Laf02]), qui est une sous-
algebre dense et stable par calcul fonctionnel holomorphe dans C;* (G ). Ceci implique
que le morphisme

K($(G)) — K(C}(G)).

induit par I’inclusion, est un isomorphisme, et le Théoréme 1 implique que le mor-
phisme p, , est aussi un isomorphisme. De plus, on obtient alors que (i, est un
isomorphisme pour tout groupe de la classe €’ ayant la propriété (RD) ; dans ce cas
c’est une variante de 1’algebre de Jolissaint associée a G [Jol90] qui est une com-
plétion inconditionnelle faiblement pleine dans C*(G). En particulier, i, , est un
isomorphisme pour tout groupe hyperbolique et pour tous les sous-groupes discrets et
cocompacts de SL3(F'), olt F estun corps local, de SL3(H) etde E¢(—26) (cf. [Laf00],
[Cha03], [dIHV89]).

Les résultats de cet article completent les résultats de [GAOS]. Le morphisme
de Baum—Connes tordu est alors un isomorphisme pour la plupart des groupes pour
lesquels on sait montrer la conjecture de Baum—Connes et on peut méme espérer
que les deux soient vérifiés toujours au méme temps. Nous espérons ainsi que le
morphisme de Baum—Connes tordu par n’importe quelle représentation de dimension
finie, soit un isomorphisme au moins pour tout groupe appartenant a la classe €.

D’autre part, dans [Val88], Valette a défini une action de I’anneau des représen-
tations de dimension finie de G, que nous notons Rf (G), sur le membre de gauche
du morphisme de Baum—Connes, K'°P(G), qui généralise I’action induite par produit
tensoriel par une représentation de dimension finie dans le cas des groupes compacts.
Dans le cas des groupes de Lie connexes, il définit une action de Rr (G) sur I’image
de I’élément y de Kasparov dans K(C(G)) qu’il interprete ensuite en termes de
foncteurs de Zuckerman. En général, pour toute représentation de dimension finie
(p, V) de G, on aimerait définir un endomorphisme de K(C,*(G)) qui soit analogue
au morphisme induit par produit tensoriel par p sur I’anneau des représentations de
G. Ceci définirait un espece d’analogue en K-théorie des foncteurs de translation
de Zuckerman' (cf. [Zuc77], [KV95], Chapter VII). Cependant, comme p n’est pas

'Dans le cadre de la K-théorie les foncteurs de Zuckerman ont été considérés par Bost.
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supposée unitaire, le produit tensoriel par p induit un morphisme de C.(G) dans
C}(G) ® End(V) qui n’est pas défini sur C;*(G) et dont le domaine de définition est
1’algebre tordue A7 (G). On a donc un morphisme d’algébres de Banach de 4f(G)
dans C}(G) ® End(V), qui, par équivalence de Morita, induit un morphisme en
K-théorie

Ap: K(AP(G)) — K(CF(G)).

De plus, I’action de R (G) sur K™P(G) est définie de fagon trés naturelle. Dans le
cas des représentations unitaires, cette action a été définie par Kasparov (cf. [Kas88]).
Dans le cas général, pour toute représentation de dimension finie p de G nous allons
définir un endomorphisme

Y,: K(G) — K'°(G),

qui, dans le cas ou G est compact coincide avec le produit tensoriel par p. L’action
de Rr(G) sur K'P(G) induite par Y, coincide avec I’action définie par Valette dans
[Val88] (voir Proposition 3.6).

Le but de la deuxieme partie de cet article est de montrer le théoréme suivant

Théoreme 2. Soit G un groupe localement compact et p une représentation non
unitaire de dimension finie de G. Alors le diagramme suivant

K“P(G) —2% K(AL(G))

| |

K“(G) —> K(C}(G))
est commutatif.

Nous allons en effet montrer un résultat plus fort qui est un analogue du Théoreme 2
a coefficients dans une G-C*-algebre A quelconque (cf. Théoreme 3.7).

La preuve du Théoréme 2 est basée sur un résultat analogue pour les algebres L!.
On rappelle que pour tout groupe localement compact G, 1’algébre L1(G) est une
complétion inconditionnelle de C.(G) qui est une sous-algebre dense de C,*(G). De
méme, si on définit I’algébre L!**(G) comme la complétion de C.(G) pour la norme

1f 1oy = /G | £l p(&)llEnacvy dg-

on obtient une complétion inconditionnelle de C,.(G) qui est une sous-algebre dense
de 1’algébre tordue +4F(G). Nous allons montrer que p définit un élément de
KK®"(L1-(G), L'(G)) et donc un morphisme

S([pD): K(LP(G)) — K(L'(G)),
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ot ’on note X : KK (L(G), L'"*(G)) — Hom(K(L'(G)), K(L'*(G))) le mor-
phisme qui donne I’action de la K K -théorie banachique sur la K-théorie (cf. [Laf02],
Proposition 1.2.9).

D’autre part, soient

prie: KP°(G) = K(LYP(G)) et pupi: K°P(G) - K(L'(G)),

les morphismes analogues du morphisme de Baum—Connes pour les algebres L' (G)
et L1(G) qui ont étés définis par Lafforgue dans [Laf02], Section 1.7. Le résultat sur
les algebres L! que nous allons démontrer est le suivant

Théoreme 3. Le diagramme suivant

K*P(G) =¥ K(L'*(G))

TpJ/ iﬁ([p])

1298
K'**(G) —= K(L'(G))
est commutatif.

Plus généralement, nous allons montrer un analogue du Théoréme 3 a coefficients
dans une G-C*-algebre A (voir Théoréme 3.13). La démonstration du Théoréme 3
repose sur la commutativité du diagramme page 29, que nous allons alors démontrer.

Remerciements. Les résultats de cet article, ainsi que ceux de [GAO8], font partie
des travaux présentés pour 1’obtention de mon doctorat réalisé sous la direction de
Vincent Lafforgue. Je voudrais le remercier de m’avoir suggéré ce sujet, ainsi que
pour tous ses conseils. Je remercie aussi Alain Valette pour m’avoir indiqué [Val88]
et pour ses commentaires.

1. Rappels et notations

Soit G un groupe localement compact et soit dg une mesure de Haar a gauche sur G.
On note A la fonction modulaire de G, ¢’est-a-dire que dg~! = A(g)~'dg pour tout
geaq.

On appelle longueur sur G toute fonction £: G — [0, +00[ continue et telle que
£(8182) = £(g1) + £(g2), pour tout g1, &2 € G.

Etant donnée une G-C*-algebre A, pourtout g € G eta € A, onnote g - a, ou
g(a), I’action de g sur a. On considere 1’espace vectoriel des fonctions continues a
support compact sur G a valeurs dans A4, que 1’on note C,. (G, A), muni de la structure
d’algebre involutive dont la multiplication est donnée par la formule

(f1* f2)(g) = /G fl(gl)gl(fz(gl_lg)) dgy,
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pour f1, f> € C.(G, A) et I’involution par la formule

f () =g(f(g N Ag™),

pour f € C.(G, A), g € G.Intuitivement, on représente tout €lément f de C.(G, A)
par I’intégrale formelle f ¢ J(g)eg dg, ol eg est une lettre formelle qui satisfait les
conditions suivantes

gy =gy, €3 =(eg) =€, et egae;' =g-a,
pour tout g € G et pour touta € A.
Soient A et B des G-C*-algebres. Pour toute longueur £ sur G, on note ¢ le
morphisme
t: KKG(A, B) > KKg") (A, B),

défini dans [Laf02], Proposition 1.6.1.

Si A, B et D sont des G-algebres de Banach, on note A ®” D le produit tensoriel
projectif de A et D, c’est-a-dire le complété-séparé du produit tensoriel algébrique
A ®2%g D pour la plus grande semi-norme | - || telle que |[a @ d|| < ||la||l4 || ||p, pour
touta € Aetd € D. On note alors op le morphisme

p: KK%"(A, B) > KKg&"(A®" D, B ®" D),

défini dans [Laf02], Définition 1.2.2.
De plus, on note ¥ le morphisme

¥ : KK" (A, B) — Hom(K(A), K(B)),

défini dans [Laf02], Proposition 1.2.9, et qui induit I’action de la KK-théorie bana-
chique sur la K-théorie.

Soit p une représentation de G sur un espace vectoriel complexe V' de dimension
finie et muni d’une structure hermitienne. Dans [GA08], nous avons défini des produits
croisés tordus par la représentation p en considérant 1’application suivante

C.(G,A) - C.(G, A) ® End(V),
| 1 @ecdg > [ 1@e;  ple) de,
On rappelle la définition des produits croisés tordus.
Définition 1.1. Le produit croisé (resp. produit croisé réduit) de A et G tordu par la

représentation p, noté A xP G (resp. A x£ G), est le complété (sépar€) de C.(G, A)
pour la norme

| [ et e

- e
AxPG H/Ga(g)eg ® p(g)dg C*(G,A)®End(V)
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(resp. || - Il (6, 4)@End(v)) 00 C*(G, A) ® End(V) (resp. C (G, A) ® End(V)) est
le produit tensoriel minimal de C*-algebres.
Si A = C, alors on note

AP(G):=Cx"G et APG):=Cx"G.

Remarque 1.2. L algebre A (G) coincide avec le complété-séparé de C.(G) par la
norme

1£ 1= 1(A¢ ® p)(Newr2@)0v):
oll Ag est la représentation régulieére gauche de G. De méme, pour toute fonction f
dans C.(G),
I/ ey = sup [[(m @ p)(N)leEev):

(m,H)

ou (m, H) parcourt I’ensemble des représentations unitaires de G.

Soient A et B des G-C*-algebres. On note j, et j,  les morphismes de descente
tordus

jo: KKG(A, B) — KK™ (A x” G, B x* G),
jor: KKG(A, B) — KK"™ (A x? G, B x* G),

définis dans [GA08], Définition 2.9.

Considérons maintenant £G I’espace classifiant pour les actions propres de G.
Pour toute G-C*-algebre A4, on note K'?(G, A) la K-homologie G-équivariante de
E G avaleurs dans A introduite dans [BCH94], c’est-a-dire

top T
K™(G, A) = lim KK G (Co(X), 4),

ou la limite inductive est prise parmi les G -espace propres X qui sont des sous-espaces
fermés de E G tels que X/ G est compact. On rappelle qu’un G-espace X tel que X/ G
soit compact est appelé un espace G-compact.

Dans [GAO08], Définition 2.17, nous avons défini deux morphismes de groupes

ui: K'P(G,A) > K(Ax" G) et pi,.: K'(G,A) —> K(A %2 G).

Rappelons ici cette construction. Soit X est un espace G-propre et G-compact. Soit ¢
une fonction continue 2 support compact sur X, i valeurs dans R* et telle que, pour
tout x € X, [, c(g7'x)dg = 1 (on rappelle qu’une fonction avec ces propriétés
existe parce que X /G est compact, voir [Tu99]). On considere la fonction sur G x X

p(g.x) := Ve(x)e(g™lx),

qui définit un projecteur de C.(G,Co(X)). On note p, (resp. p, ) I’élément de
K(Co(X) x* G) (resp. K(Co(X) x£ G)) défini par ce projecteur.
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Soit x € KKg(Co(X), A). Alors Mﬁ et ;Lﬁr sont donnés, a passage a la limite
inductive pres, par les formules

1y (x¥) = Z(p))(pp) et puh,(x) = (i ())(Ppr),

¥ KK"™(Co(X) % G, A x” G) — Hom(K(Co(X) x° G), K(A %" G))

est donné par I’action de KK sur la K-théorie ; de méme pour les produits croisés
tordus réduits.

Si A = C, onnote pu, (resp. [Lp,) le morphisme M% (resp. ;,LE,) pour simplifier
les notations. Nous allons montrer que (i, €st un isomorphisme pour une large classe
de groupes vérifiant la conjecture de Baum—Connes et qui contient des groupes ayant
la propriété (T).

Tout le long de cet article, un groupe localement compact G sera toujours dénom-
brable a I’infini. Une représentation p de dimension finie de G sera une représentation
de G sur un espace vectoriel complexe de dimension finie muni d’une norme hermi-
tienne. On note (7, H) toute représentation de G sur un espace H quand on veut
préciser I'espace sur lequel G agit. Si A4 est une C*-algébre, on note A son algebre
unitarisée.

2. Morphisme de Baum—Connes tordu

2.1. Complétions inconditionnelles. On rappelle la définition de complétion in-
conditionnelle introduite dans [Laf02].

Définition 2.1. Soit G un groupe localement compact. Une algebre de Banach B8(G)
est une complétion inconditionnelle de C.(G), si elle contient C.(G) comme sous-
algebre dense et si, quels que soient f1, f> € C.(G) tels que | f1(g)| < | f2(g)| pour
tout g € G,ona | fillaw) = |l f2ll8G), autrement dit, si pour tout /' € C¢(G),
I/ Il 8(c) ne dépend que de (g = | f(g))-

Définition 2.2. Soit B une algebre de Banach et C une sous-algebre dense. Soit
A une sous-algebre de B qui est une complétion de C pour une norme telle que
x|l < ||x|l4 pour tout x € C. L’algébre A est une sous-algebre faiblement pleine
de B relativement a C, si pour tout n € N* et pour tout x € M,,(C),

My (4)(X) = v, (B) (X)),

ou r denote le rayon spectral.
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Remarque 2.3. Par définition une sous-algebre faiblement pleine d’une algebre de
Banach est dense.

L’intérét de cette notion est donné par la proposition suivante démontrée dans
[Laf02], Lemme 1.7.2.

Proposition 2.4. Soient A, B, C comme dans la Définition 2.2. Notons 6: C — B
et 01: C — A les inclusions évidentes. Soit T ['unique morphisme d’algébres de
Banach de A dans B tel que T o 01 = 0. Si A est une sous-algebre faiblement pleine
de B alors le morphisme induit par t en K-théorie,

4. K(A) - K(B),
est surjectif.

Remarque 2.5. La notion de faiblement pleine est un peu plus faible que le fait d’étre
dense et stable par calcul fonctionnel holomorphe, mais, grace a la Proposition 2.4,
elle est suffisante pour nos propos. On peut comparer cette notion avec la notion
de sous-algebre dense et pleine définie dans [Laf02], Définition 4.4.5. Voir aussi le
Théoreme A.2.1 et la Proposition A.2.2 de [Bos90].

On veut montrer le théoréme suivant.

Théoreme 2.6. Soit G un groupe localement compact et (p, V') une représentation
de dimension finie de G. Soit C.(G) ’espace des fonctions continues a support
compact sur G. S’il existe une sous-algebre faiblement pleine de C(G) qui est une
complétion inconditionnelle de C.(G), alors il existe une sous-algébre faiblement
pleine de AY(G) qui est aussi une complétion inconditionnelle de C.(G).

Soient G un groupe localement compact et (p, 1) une représentation de dimension
finie de G. Supposons qu’il existe $3(G) une complétion inconditionnelle de C.(G)
qui est une sous-algebre faiblement pleine de C*(G) et notons i I’inclusion. Soit
B(G,End(V)) la complétion de C.(G, End(V')) pour la norme

I/l 8G.Endvy) = llg = I (&) lEnaon | 8(6)-

pour f € C.(G,End(V)).

D’apres [Laf02], Proposition 1.6.4, il existe un morphisme injectif d’algebres de
Banach de 8(G, End(V)) dans C;*(G, End(}V)) prolongeant Id¢c, (G,na(v))- On note
T ce morphisme.

Lemme 2.7. L’algebre de Banach 8B(G,End(V)) est une sous-algébre faiblement
pleine de C}(G,End(V)).
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Démonstration. Soit m = dimg(V). Comme B(G) est faiblement pleine dans
CY(G),ona
M (8(6) (X) = T, (60 (%),

pour tout 7 € N* et pour tout x € M, (C.(G)). Donc, pour tout k € N*, et pour tout
x € Mgm(Ce(G)),

My (M (B(6))) (X) = Iy (M, (G (G))) ()
Or,
B(G,End(V)) = Mp(B(G)) et C*(G,End(V)) =~ Mu(C(G)).

isomorphismes d’algebres de Banach (resp. de C*-algebres) a équivalence de norme
pres. Ceci implique alors que 1’algebre B(G,End(V)) est faiblement pleine dans
CX(G,End(V)). O

Considérons maintenant la complétion de C.(G) pour la norme donnée par :

1/ l8o6) = llg = 1/ (@Ille(@) lenan)  3¢6)-

pour f € C.(G). On note cette algebre B°(G) et on remarque que c’est une com-
plétion inconditionnelle de C,(G).

Théoreme 2.8. L’algébre B°(G) est une sous-algébre faiblement pleine de AL (G).

Démonstration. On considere 1’application suivante

Ce(G) = Ce(G.End(V)),  f = (g f(2)p(2)),

et on note 7; le morphisme d’algebres de Banach de B”(G) dans B(G,End(V))
qu’elle induit.

Soit 75 : Ay (G) — C*(G) ® End(V) le morphisme isométrique induit par I’ap-
plication f +— fG f(g)eg ® p(g)dg. On ale diagramme commutatif suivant :

B(G,End(V)) ——= C}(G,End(V)) — C*(G) ® End(V)

B°(G) v A7 (G),

ot : BP(G) — AFL(G) est 'unique morphisme continu d’algébres de Banach
prolongeant Id¢,. (). On veut montrer que ¥ est un morphisme faiblement plein.

Le morphisme 71 : B°(G) — B(G, End(V)) estisométrique, donc pour tout pour
toutn € N* et x € M, (C.(G)),

'M,, (82(G)) (X) = M, (B(G,End(V))) Mau (71)(x)).
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De plus, comme B(G) est pleine dans C*(G), le Lemme 2.7 implique

™M, (8(G,End(V))) Mn (1) (X)) = 7\, (c* (G, End(v))) Mn (T © T1) (X)),

et par commutativité du diagramme on a

"M, (CF (GEnd(V))) Ma (T © T1) (X)) = ',y (¢ (6)@End(v)) Mn (T2 © ) (X)).
Or, comme 7, est isométrique le membre de droite de la derniere égalité est égal a
M, 42(G)) Mn () (X)), d’ ot I'égalité
™M (82(G)(X) = T, a2(6y) Mn (V) (X)) = 1y, (42(6)) (%)
la derniere égalité provenant du fait que x € M, (C.(G)) et que M,, () prolonge
Idw, c.6)- H

2.2. Applications a Baum—Connes tordu. On donne maintenant une proposition
qui nous permettra d’appliquer les résultats précédents a 1’étude de la bijectivité du
morphisme de Baum—Connes tordu réduit. Etant donné une G-C*-algebre B et une
complétion inconditionnelle B(G), on note BP(G, B) la complétion de C.(G, B)
pour la norme

I/ 82,8 = g = £ (©Blp(&) s 86

pour f € C.(G, B).

Proposition 2.9. Pour toute G-C*-algeébre B, on a le diagramme commutatif suivant

B

K" (G, B) ~2" K(8°(G, B))

¥B.x
%B.\rA l

K(B x¢ G),

ou Mgp est la variante du morphisme de Baum—Connes a coefficients définie dans
[Laf02], Section 1.7.1, pour les complétions inconditionnelles, et Yp: B°(G, B) —
AL (G, B) est I'unique morphisme d’algébres de Banach prolongeant Iidentité.,

Démonstration. La démonstration est analogue a celle de la Proposition 1.7.6 de
[Laf02]. Soit A une G-C*-algebre et soit

Ya: B°(G. A) - A x G,

le morphisme d’algebres de Banach prolongeant I’identité sur C. (G, A). On rappelle
que I’on note ¢ I’application

11 KKG(A, B) — KK¥"(A, B),
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définie par Lafforgue (cf. [Laf02], Proposition 1.6.1). On a alors que, pour tout élément
o € KKg(A, B),
VB« (jge (@) = Y1 (jf (@)
dans KK®™(B*(G, A), B x¢ G).
En effet, on construit une homotopie entre les éléments Vg «(j,(t(x))) et
Vi(jf (@) de E®™(BP(G, A), B %! G), a I'aide de cones (voir [Laf02], [GA08]).
Soit (E, T') un représentant de o dans KK g (A4, B). On considere 1’application

C(G,EY®C.(G,B) = C.(G,E), x®@br x-b.

Gréce au Lemme 1.6.6 de [Laf02], on montre facilement qu’elle peut étre prolongée
en un morphisme de B x? G-modules de Banach a droite

7: BP(G.E)” %
B8

6 B x? G — (E x£ G)~,

qui est de norme inférieure ou égale a 1. On pose

€(r)” :={(h.x) € (E % G)[0,1] x Y5«(jze (@)™ [ 1(0) = T(x)},

le cone associé a ce morphisme. De méme, on définit €(7)~, comme le cone associé
au morphisme

T: Bx? G ®;%) BP(G,E) — (E x?G)~.
Soit €(z, T'), I’opérateur sur € () défini par

C(r.T) (h.e ®b) = ((8.1) = T(h(1)(g)). (g = T(e(g)) ® b),

pourh € (ExfG)™[0,1]etx = e®b € Y «(jzer(t())) ; de méme pour €(z, T)~.
On a alors que (€(7), €(z, T)) appartient 2 E®*(B°(G, A), (B x¢ G)[0, 1]). En
effet, soit ® I’application

d: C.(G, K(E)) = £(€(1)),
S > ((h,x) = (t = Sp(h(1)), ¥5.4(S)x),

ou 3;, et S sont les élément de Lpurc(E Xy G) et de £ go(G)(BP(G, E)) respecti-
vement, définis a partirde S € C.(G, K (E) dans [GAO08], Définition 2.5, et [Laf02],
Lemme 1.5.6. On rappelle que pour x € C.(G, E”) et € C.(G,E~)ona

5,7 ()(g) = /G 57 (s(x (s~ 9))) ds.
5°©@ = [ 6797 S G0 ds
de méme pour S.

On montre alors que I’'image de @ est contenue dans les opérateurs compacts de
€ (1), en remarquant les deux faits suivants :
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(1) Si E est un G-(A, B)-bimodule de Banach et S = (Sg)gec appartient a
C.(G, K(E)), alors

1Sl £cexta) = 1&g = I1SellxE) P Endv) L1 (6)
= llg = ISgllxE) lL10(6)s

ot on note L?(G) la complétion de C.(G) pour la norme L' pondérée

1) = /G £ @)110(&) lsmacr dg.

qui est une complétion inconditionnelle de C,(G).
(2) Dans le Lemme 1.5.6 de [Laf02], on peut choisir les y; et les &; tels que
g = 11Sg = SocllxE)lao@) + 18 = IS = SoglxElLiee) =&
11 est ensuite facil de voir que, pour a € B°(G, A) et g € G,
®(Sy) =[a,€(z, T)],
D(S,) = a(l - (€(z, T))),
D(S3) = a(g(C(z,T)) —C(r.T)),
oupoura € C.(G,A)et g € G,
S1:=0—a®)(T)—-T)+[a@).T]),
Sy = (t = a(t)t(l1 — T?)),
S3 = (t—a()((gT)—T)),
de sorte que S; € C.(G, K(E)) pouri = 1,...,3. On adonc que
[a.€(x.T)), a(l—(€(x,T))?) et a(@C(x,T))—C€(T)),

appartiennent a I’image de ® (voir aussi [GAO8], Lemme 2.7 et Lemme 2.14). 1
est clair que €(z,T) réalise une homotopie entre les éléments ¥p «(j,(t(x))) et
Vi (jf () dans E*(B°(G, A). B x} G).

En particulier, pour tout sous-espace X de E G fermé et G-compact, on a I’égalité

VB, (jae (L) = V¢ x) UF (@)

dans KK"(B°(G, Co(X)), B x? G) pour tout « € KK (Co(X), B). Ceci implique
alors que pp, = ¥« o Lgo. O

Nous pouvons maintenant montrer le résultat principal de cette section qui est
donné par le théoréeme suivant
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Théoreme 2.10. Soit G un groupe localement compact satisfaisant les deux condi-
tions suivantes :

(1) il existe une complétion inconditionnelle de C.(G) qui est une sous-algebre
faiblement pleine de C¥(G);

(2) pour toute complétion inconditionnelle B(G) de C.(G) le morphisme défini par
Lafforgue g : K'*(G) — K(B(G)) est un isomorphisme.

Soit p une représentation de dimension finie de G. Alors le morphisme de Baum—
Connes réduit tordu par rapport a p,

Wor: K'P(G) — K(AL(G)),
est un isomorphisme.

Démonstration. Soit 8(G) une complétion inconditionnelle de C.(G) faiblement
pleine dans C;*(G). Soit 8°(G) la complétion inconditionnelle de C.(G) définie
comme ci-dessus. Alors, d’apres le Théoreme 2.8, le morphisme d’algebres de Banach
V: B°(G) — AY(G) induit un isomorphisme en K-théorie. De plus, d’apres la
Proposition 2.9, ptp = ¥« o ge, donc (i, est bien un isomorphisme. O

Dans [Laf02], Lafforgue a démontré que les groupes appartenant 2 la classe €’
vérifient la condition 2 du Théoreme 2.10 (cf. [Laf02], Théoreme 0.0.2). De plus,
il a montré que si G est un groupe de Lie réductif réel, une variante de 1’algebre de
Schwartz généralisée (cf. [Laf02], Chapitre 4), qui est une complétion inconditionnelle
de C.(G), est aussi une sous-algebre de Banach faiblement pleine de C,* (G). De plus,
si un groupe discret I' a la propriété (RD), une variante de I’algebre de Jolissaint,
H*(T"), qui est aussi une complétion inconditionnelle, est une sous-algebre de Banach
faiblement pleine de C;* (I'). On a alors le corollaire suivant :

Corollaire 2.11. Pour toute représentation de dimension finie p, le morphisme de
Baum—Connes réduit tordu L, est un isomorphisme pour les groupes suivants :

* les groupes réductifs réels,

* les groupes discrets appartenant a la classe €’ et possédant la propriété (RD). En
particulier, les sous-groupes discrets cocompacts de Sp(n, 1), F4(—20), SL3(F)
ou F est un corps local, SL3(H) et E¢(—26), et tous les groupes hyperboliques.

3. Action de p sur K'P(G) par produit tensoriel

3.1. Définitions et énoncé du théoréme principal. On note Ry (G) I’anneau des
représentations de dimension finie de G. Etant donné un groupe localement compact
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G et une représentation de dimension finie (p, V) de G, nous allons considérer la
longueur £ sur G définie de la fagon suivante : pour tout g € G, on pose

£(g) := max(log(|lp(g ") lenav))- log(ll p(&) lEnd(v)))-

On a alors
lo(g)vlly < e @ vy,

pour tout v € V et pour tout g € G. Le couple (V,0) définit alors un élément de
E?;afz (C, ©) (cf. [Lat02], Définition 1.2.2). On note [V] sa classe dans KK‘Z?“e (C,0).

Proposition 3.1. Soit A une G-C*-algebre. La représentation (p, V') de G définit un
morphisme de groupes A, » de K(A xf G) dans K(C}(G, A)).

Démonstration. Soit C;F(G, A)®V le C¥(G, A) ® C-module hilbertien construit par
produit tensoriel externe. D’aprés la définition de A x¢ G, il est clair que 1’application

eg > (h®@vi>eg xh @ p(g)v),
pourtout g € G, h € C.(G, A) et v € V, induit un morphisme d’algebres de Banach
A ><If G — iC;"(G,A)(Cr*(G’ A) ® V)

Le produit tensoriel hilbertien C*(G, A) ® V est alors un (4 x7 G,CX(G, A))-
bimodule de Banach (cf. [Laf02]), et le couple (C;*(G,A) ® V,0) définit alors
un élément de E®(A xf G,C}(G, A)). On note [C*(G, A) ® V] sa classe dans
KK®™ (A % G,CX(G, A)). Soit

Y1 KK™™ (4 x* G, C(G, A)) — Hom(K(A x* G), K(C}*(G. A))).

donné par I’action de la K K-théorie banachique sur la K-théorie (cf. [Laf02], Propo-
sition 1.2.9). On a alors un morphisme

S(CH(G, A Q@ V]): K(A %X G) - K(C}(G, A)),
que 'on note A, ;. O

Remarque 3.2. Lareprésentation (p, V') étant de dimension finie, on aurait pu définir
le morphisme précédent de la maniere suivante : soit t le morphisme d’algebres de
Banach de A x? G dans C*(G, A) ® End(V) induit par I’application

eg > eg Q p(g).

On note 74 le morphisme de groupes induit par v de K(A4 x? G) dans
K(C} (G, A) ® End(V)). Comme

C} (G, A) @ End(V) ~ M, (C} (G, A)),
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ol n est la dimension de I’espace vectoriel V', alors, par équivalence de Morita, T
induit un morphisme

70 K(A x? G) — K(C} (G, A)).
I1 est facile de voir que 74 est égal au morphisme A, défini par la Proposition 3.1.

Remarque 3.3. De facon analogue, (p, V') définit un morphisme de groupes
Ap: K(A %P G) — K(C*(G, A)),
ou A x” G est le produit croisé tordu maximal.

D’autre part, on peut définir une action de Rp(G) sur K'?(G). Dans le cas des
représentations unitaires, cette action a été définie par Kasparov. En effet, pour tout
groupe localement compact G, 1’anneau des représentations de Kasparov KK g (C, C),
défini dans [Kas88] et noté R(G),? est le groupe abélien formé des classes d”’homoto-
pie de représentations de Fredholm unitaires de G, sur lequel le produit de Kasparov
définit une structure d’anneau commutatif ; pour toutes G-C*-algebres A4 et B, il dé-
finit une structure de R(G)-module sur le groupe KK g (A, B). Comme 1’anneau des
représentations unitaires de dimension finie de G s’envoie dans R(G),? le groupe
KK (A, B) est muni d’une structure de R g (G)-module. En particulier, si X est un
espace G-propre et G-compact, le groupe KK g(Co(X ), C) est muni d’une structure
de module sur R(G). En passant a la limite inductive, il est clair que le produit de
Kasparov définit alors une structure de R(G)-module sur K" (G), ce qui définit une
action de I’anneau des représentations unitaires de dimension finie de G sur K*P(G).
Nous allons généraliser cette action au cas des représentations non unitaires de G.

Supposons d’abord que G soit un groupe de Lie connexe et K un sous-groupe
compact maximal de G tels que I’espace G/K soit une variété de dimension paire
munie d’une structure spin® G-équivariante. Dans ce cas, il est clair que K'P(G) est
muni d’une structure de module sur R (G). En effet, K'°P(G) est isomorphe 4 R(K),
I’anneau des représentations unitaires de K et toute représentation de dimension finie
p non unitaire définit un endomorphisme de R(K) : comme K estun groupe compact,
la restriction de p sur K est équivalente a une représentation unitaire de K et donc
p|k définit un élément de R(K). Le produit tensoriel par p|x,

R(K) = R(K), [o]+ [plx ® 0],

induit un endomorphisme Y, de K'°P(G) qui définit I’action de R (G) sur K'P(G).

Considérons maintenant un groupe localement compact G quelconque et soit X
un espace G-propre et G-compact. Soit V le fibré triviale G-équivariant au dessus de
X de fibre V. On a alors le lemme suivant

2R(G) est constitué de représentations unitaires de G.
3Dans le cas oit G est un groupe compact, cette application est un isomorphisme (voir par exemple
[Hig98], paragraph 8).
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Lemme 3.4. Le fibré 'V peut étre muni d’une structure hermitienne G-invariante.

Démonstration. Soith € C.(X,R™) une fonction 2 support compact sur X telle que
I b(g7'x)dg = 1 pour tout x € X. Soit K le support de b qui est une partie
compacte de X. On munit V' d’une structure hermitienne quelconque au dessus de K
que I'onnote (-, - )1, pour tout x € K. Soient x € X et vy, v, appartenant a la fibre
de V au dessus de x notée V,. On pose :

(01, v2)2x 1= /G b(g~'x) (p(g ™ )vr. P&~ 02y g1 dg.

Ceci définit une structure hermitienne G-invariante au dessus de V. En effet, pour
g1€G,x € Xetv,vy € Vy

g1{v1.v2)2.x = (o(g7 V1. p(87 v2)y g1,y
:/Gb(g‘lgIIX)(p(g_lgfl)vl’p(g‘lgfl)vzh,g—‘g;‘xdg

- /G b ) (oY1 p(h Y2yt dg
= (U1, V2)2,x- O

On considére maintenant 1’espace Co(X, V) des sections de V qui s’annulent a
I’infini, ot 'V est muni de la structure hermitienne G-invariante, { -, - ),, définie
ci-dessus.

Lemme 3.5. Le couple (Co(X, V), 0) définit un élément de Eg(Co(X), Co(X)). On
note [Co(X, V)] sa classe dans KK g(Co(X), Co(X)).

Démonstration. L’algebre Co(X) agit sur Co(X, V) (a gauche et a droite) par multi-
plication point par point. On définit un produit scalaire sur Cy(X, V) a valeurs dans
Co(X) de la fagon suivante : étant données s; et s, deux sections de 'V qui s’annulent
a l’infini, on pose

(s1,52) = (x = (51(x), 52(x))2,x)-

Ce produit scalaire fait de Co (X, V) un Cy (X )-module hilbertien G -équivariant. L’ac-
tion de Cy(X) a gauche commute avec I’action a droite trivialement.
O

Maintenant, si A est une G-C*-algebre, comme [Co(X, V)] est un élément de
KK (Co(X), Co(X)), le produit de Kasparov par [Co(X, V)] induit un morphisme
de groupes

[Co(X,M]®cy(x)
KKG(Co(X), A) ——— > KK (Co(X), A).
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En passant a la limite inductive on obtient un morphisme
Y,: K'°(G, A) - K'P(G, A).

Proposition 3.6. L’action de Rr (G) sur K'P(G) définie par Y, coincide avec I’ac-
tion définie par Valette dans [Val88].

Démonstration. Soit X un G-espace et soit R(G, X) I’ensemble des classes d’homo-
topie de fibrés G-équivariants sur X. On rappelle que dans [Val88] Valette a défini,
une application

ay: R(G,X) - KKg(Co(X), Co(X)).

En composant avec le produit de Kasparov on obtient alors une structure de R(G, X)-

module sur KK g (Co(X),C). Si X = {pt}, ceci définit une action de Rr(G) sur

K"“P(G) : soit (p, V) € Rp(G) et notons [p] sa classe dans R(G, {pt}).* Soit X un

espace G-propre et G-compact et soit x un élément de KK g (Co(X), C). On pose,
p-x = x &c apr([p])

Soit V le fibré trivial G-équivariant de fibre V' au dessus de X muni de structure her-
mitienne G-invariante donnée par le Lemme 3.4. Le Lemme 1.6 de [Val88] implique

ax (V) = ox (ape([p])).
ouoy: KKg(C,C) > KKg(Co(X),Co(X)). On a alors

p-x =XxQcC apt([p])
= Gx(Olpt([P])) Aco(x) X
= ax (V) ®cyx) X-

De plus, d’apres le Lemme 2.1 de [Val88], comme X est muni d’une structure G-
invariante, ay (V) = [Co(X, V)] dans KK G (Co(X), Co(X)) et donc Y,(x) = p - x.
O

Nous allons démontrer le théoréme suivant

Théoréeme 3.7. Le morphisme de groupes de K'°(G, A) dans lui-méme induit par le
produit de Kasparov par [Co(X, V)] rend commutatifs les deux diagrammes suivants :

A A
K (G, A) 27~ K(A x° G) KP(G, A) — = K(A x* G)
Tpi \LAD,,- et Tpl iAp
K(G, A) —> K(C}(G. A)) K©P(G, A) —> K(C*(G, A)).
wi w

La preuve du Théoréme 3.7 repose sur un résultat analogue pour les algebres L 1.

4R(G,{pt}) fait appel a des représentations de dimension finie non nécessairement unitaires donc il
n’est pas égal 2 R(G) = KK (C, C).
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3.2. Algebres L. Rappels et notations. Etant donnés un groupe localement com-
pact G et une G-C*-algebre A, on rappelle que I’application identité sur I’espace des
fonctions continues a support compact sur G a valeurs dans 4, C.(G, A), se prolonge
enun morphisme d’algebres de Banachde L!(G, A) dans C*(G, A) (resp. C*(G, A)),
et donc L'(G, A) est une sous-algebre dense de C*(G, A) (resp. C*(G, A)). De
méme, si on note L (G, A) la complétion de C..(G, A) pour la norme

1f 10,4 :/G”f(g)”A”p(g)”End(V) dg.

pour f € C.(G, A), alors I’application identité de C.(G, A) se prolonge en un mor-
phisme d’algébres de Banach de L!**(G, A) dans le produit croisé tordu 4 x¢ G
(resp. Ax?G),etdonc L' (G, A) estune sous-algebre dense de Ax} G (resp. AxG).

Remarque 3.8. Si p est une représentation unitaire, alors, pour toute G-C*-algébre
A, LY*(G, A) = LY(G, A).

On rappelle que les algebres L!(G) et L'*(G) sont des complétions incon-
ditionnelles de C.(G) et donc que Lafforgue a défini dans [Laf02], Proposition-
Définition 1.5.5, des morphismes de descente pour ces algebres :

joi: KK (A, B) — KK™"(L"*(G, A). L'(G. B)).
Jjrie: KKE (A, B) = KK"™"(L'*(G, A), L'*(G, B)),

pour A et B des G-C*-algebres et pour £ la longueur sur G définit par la norme de p.

Pour simplifier les notations, pour toutes G-C*-algebre A et B, nous allons définir
un troisieme morphisme de « descente »,

jo: KKG(A, B) — KK"™(L"*(G, A), L"*(G, B)),

comme la composée de ¢t et j 1.0, c’est-a-dire j, := j 1.0 ot. Ce morphisme est1’ana-
logue sur L!* du morphisme de descente tordu défini dans [GA08], Définition 2.9.

Soit X une partie G-compacte de EG. Soit ¢ une fonction continue a support
compact sur X et a valeurs dans R telle que, pour tout x € X, [, c(g7x)dg = 1.
Soit p la fonction sur G x X définie par la formule

p(g.x) = Ve(x)e(g™1x).

La fonction p définit alors un projecteur de C.(G, Co(X)), que I’on note p par abus
de notation. On note A, 1’élément de K(L1*(G, Co(X))) qu’il définit.
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On rappelle alors que, pour toute G-C*-algebre A4, la variante du morphisme de
Baum-Connes 2 valeurs dans K(L'?(G, A)) définie par Lafforgue dans [Laf02],
Section 1.7, est donnée, a passage a la limite inductive pres, par le morphisme

1ot KKG(Co(X), A) — K(L"*(G, A)),
défini par la formule
1o (@) = Z(p@)(A)),
pour tout élément o dans KK g (Co(X), A).

Pour montrer qu’un énoncé analogue a I’énoncé du Théoreme 3.7 pour les algebres
L' implique le Théoréme 3.7, on aura besoin du lemme de compatibilité suivant.

Lemme 3.9. Les diagrammes

to Mil"’ 1 t Mfl'p 1
K"*?(G,A) —= K(L"*(G, A)) K"“P(G,A) — K(L"*(G, A))
\ \Li* “ \ li;
:U“//;l,r M{;‘
K(A x? G) K(A %" G),

oni: LY(G,A) = A X G (resp. i’: LY"P(G, A) — A xP G) est le prolongement
de I’application identité sur C.(G, A), sont commutatifs.

Démonstration. La démonstration est analogue a la démonstration de la Proposi-
tion 2.9. O

Remarque 3.10. Le Lemme 3.9 et la Remarque 3.8 impliquent en particulier que si
p est une représentation unitaire alors u;‘,r = u;" (resp. pcﬁ = u*) pour toute G-
C*-algebre A et donc le morphisme de Baum—Connes tordu par une représentation
unitaire coincide avec le morphisme de Baum—Connes classique.

3.3. Démonstration du Théoreme 3.7. Soit X une partie fermée G-compacte de
E G. Nous allons montrer le théoréme suivant

Théoreme 3.11. Pour toute G-C*-algebre A, le morphisme, noté Y, qui a un élé-
menta € KKG(Co(X), A) associe [Co(X, V)] ®c,x) @ dans KK G(Co(X), A), rend
commutatif le diagramme suivant :

A
KKG(Co(X), A) 2 K(A %P G)

mi |

KKG(Co(X). 4) ——= K(C}(G. ).
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La preuve repose sur un résultat analogue pour les algébres L' que nous allons
énoncer plus bas et qui implique aussi la commutativité du diagramme du Théo-
reme 3.7 pour les produits croisés maximaux de facon analogue. Pour énoncer le
résultat pour les algebres L, nous avons besoin de la définition-proposition suivante.

Proposition 3.12. Pour toute G-C*-algebre A, la représentation (p, V') de G définit
un morphisme de groupes

K(LY" (G, A)) - K(L'(G, A)).
Démonstration. En effet, [V] € Kth‘:‘e(C,C) et donc j;1(04([V])) appartient a
KK"™ (L1 (G, A), L' (G, A)). On a alors,
S (ea((VD): K(LY(G, A)) = K(L'(G, 4)),
ou, dans ce cas,
Y : KK"(LYP(G, A), LY (G, A)) — Hom(K(LY*(G, A)), K(L'(G, A))). O

Le théoréme suivant est 1’analogue pour les algeébres L! du Théoreme 3.11.

Théoreme 3.13. Pour toute G-C*-algebre A et pour toute partie G-compacte X de
EG, le diagramme

KK (Co(X). 4) 22 K(L19(G, 4))

TDJ/ iz(le @a((VD))

KKg(Co(X), A) 7) K(L'(G, A))

est commutatif.

Démonstration du Théoreme 3.11. Montrons d’abord que le Théoréme 3.13 implique
le Théoréme 3.11. Soient

ir: LY(G,A) — C*(G,A) et iy: L"*(G, A) — A% G,
les inclusions naturelles qui prolongent I’application identité sur C. (G, A). La fonc-
torialité de ¥ implique que le morphisme A, , de K(A x; G) dans K(C}(G, A))
rend commutatif le diagramme suivant :
i2 %
K(LY“*(G, A)) —— K(A x} G)
20U (aA([V])))l iAlJ.r
K(L(G. 4)) —— K(C(G. A)).
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En effet, il est facile de voir que

i; (GG, A) ® V]) = i1« (jp1(oa([V])),
dans KK*™(L*(G, A), C}(G, A)). D o,

2((C}(G. 4) ® VDiz = i (E(C}(G. 4) @ V)))
= X5 ([CX(G,A) ® V])
= X (i1« (jp1 (0a([V]))
= i1+ (S (VD))
et comme par définition A, , = X ([C;(G) ® V]), alors le diagramme est commutatif

ce qui prouve que le Théoreme 3.13 implique le Théoreme 3.11. Il en est de méme
dans le cas des produits croisés maximaux. O

Pour montrer Théoreme 3.13, nous allons maintenant montrer la commutativité du
diagramme page 29. La démonstration repose sur le lemme et la proposition suivants.

Lemme 3.14. Les éléments 1([Co(X,V)]) et ocy,x)([V]) sont égaux dans
KK (Co(X), Co(X)).

Ce lemme implique que les éléments j; 1 (1([Co(X, V)])) et jp1(ocyx)([V])) sont
égaux dans KK*™(L1*(G, Co(X)), L'(G, Co(X))); ils agissent alors de la méme
maniére sur A, € K(L'"*(G, Co(X))), c’est-a-dire

ZU (Co(X. VIDN(Ap) = Z(jr1 (coxy ([VD)(Ap).

Démonstration. Nous allons montrer que ¢([Co (X, V)]) et oc,x)([V]) sont homo-
topes dans E'g;a‘z (Co(X), Co(X)).
Soit s une fonction sur X a valeurs dans V' qui s’annule a I’infini. On pose :

Isllo == lIsllcox.vy = sup [s(x)llv,
xeX

Isllt == lIsllcox, vy = sup ls(x)lv.
xeX

Soit #;, pour ¢ € [0, 1], I’espace de Hilbert des fonctions sur X a valeurs dans V' qui
s’annulent a I’infini pour la norme

Islle = zlislly + (X =2)lIs]lo-

Alors, # = (Ht)iepo,1] € E?%(CO(X),CO(X)[O, 1]). 1l est clair que J¢ réalise
I’homotopie cherchée. O
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Proposition 3.15. Soient A et B des C*-algebres et soit o un élément de KK g (A, B).
Alors le diagramme

.
K(LY2(G. A)) — 2 k(L12(G. B))
Z(jp1(oa ([V])))l iE(J'Ll (e(VD))
K(L'(G. A)) K(L'(G. B)

—_—
20,1 @)

est commutatif.

Démonstration du Théoréeme 3.13. Notons [V] := [Co(X, V)] pour simplifier les no-
tations. Soit « un élément de KK g (Co(X), A). La compatibilité de ¥ avec le produit
de Kasparov (voir [Laf02], Proposition 1.6.10) implique les égalités suivantes

pri((VI®a) = Z(jp (VI ® 0)(A) = Z(jp1 (@) o (1 ((([VD)(A),

ol A est I’élément de K(L'(G, Cy(X))) défini par p.
Mais d’apres le Lemme 3.14 on a

E(jp1 (@) o Z(Li ([VDN(A) = Z(jp1 (@) o Z(jp1(ac,x)[VDI(A).

De plus la Proposition 3.15 appliquée a Co(X) et a A implique que le dernier membre
de cette égalité est égal a

E(jr1(0a((V])) o Z(jo(@)(A).

On a alors,
pri((VI® a) = X(jp1 (1)) o Z(jp1(ocyx)[VD)(A)
= Z(jr1(0a([V])) o Z(jp(@))(A)
= 2 (ea((VD)) o ppio(e)
et c’est exactement ce qu’on voulait démontrer. O

Démonstration de la Proposition 3.15. Soita € KKg(A, B).D’aprés Lemme 1.6.11
de [Laf02], il existe une G-C*-algebre que I’on note A;, deux morphismes G-
équivariants 8: A; — Aetn: Ay — B etunélément oy dans KK (A4, A1), tels que
0* (1) = Id4, dans KKG (A1, A1), O0x(a1) = Id4 dans KKg (A, A), et 0% () = [n]
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dans KK (A, B). On peut écrire alors le diagramme en KK-théorie

ou les fleches en pointillés désignent des €éléments en KK-théorie qui ne sont pas
nécessairement donnés par des morphismes d’algebres.

Lemme 3.16. Comme [V] € KK%‘,“I (C, ©), on a alors les deux égalités suivantes
0*(oa([V])) = Ox(0a, ([V]) et n*(aB([V]) = n«(04, ([V]),

dans KK?’HZ(AI, A) et KK%”HZ(Al, B).
Démonstration. Le lemme découle de la fonctorialité de KK, O

On rappelle que ’on note j, = j 1., ot pour simplifier les notations. Le fait
que X, jr1 et j;1., soient fonctoriels nous permet, d’une part, d’écrire le diagramme

suivant :

K(L'(G, Ay))

j,o(e)* .fp(n)*
‘/z(jp(a)) \

K(L'“(G, A)) K(L"*(G, B))

20,1004, VD)

201 (aVD) 201 (VD)
K(LY(G. A1) |

1 1
K(L(G.4) 201 (@) K(L(G. B))

et d’autre part de montrer que j; 1(¢(6))« et j,(6)« sont inversibles (voir démonstra-
tion du Lemme 1.6.11 de [Laf02]). On va montrer que ce diagramme est commutatif

en le découpant en morceaux.
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Lemme 3.17. On a les égalités suivantes :

Jorem)s o jp (@) = (i @)

et
Jom o jpO)" = T(jp(@)).
Démonstration. Par fonctorialité et par définition de n et de 0 :

E(jrr (@) o jr1(e(0)« = Z(jp1 () (jr1 (t(@))))
= X1 ((0*())))
= X1 ) = jr1((m)«.

La deuxiéme égalité se démontre de fagon completement analogue. O

Lemme 3.18. On a les égalités suivantes :

(1 @a(VI)) o jrie (@0« = jr1((8))x o Z(jp1 (04, (V1))

et
S @B(VD)) o jrrem)s = jpi((m)s« © E(jp1 (o4, ([VD)).

Démonstration. La fonctorialité et le Lemme 3.16 permettent d’avoir les égalités
suivantes :

(1 @a(VD)) o jrie (@)« = Z(jp1 (0" (0a(V])))
= X (jp1 (0« (04, ([V]D)))
= Jp1 ()« 0 Z(jp1 (04, ([V]))
et d’autre part :
Jpi@m)« o Z(jp1(oa, (VD)) = Z(jr1 (n« (04, (V1))
=X (es(VD))
= X1 (@B(VD)) o jp1((m)«. O
Maintenant on est prét pour conclure. D’apres les deux lemmes précédents, on a :
Z(jp1 (@) e Z(jri(@a(VD)) e jpie(t(6))«
= X1 (@) o jp1 (t(8)« o Z(jr1 (04, ([V])),
et ceci implique donc que
Z(jp1 (@) o Z(jri(ea((V]))
= jrr ) o T(ig1 (@4, (VD)) o jp1.o(e(0))y
= (1 @8(VD)) 0 jrio (t()s © jr1o (1(O));
= X1 (VD)) o Z(jr1.0 ((@))).

Et ceci termine la démonstration de la Proposition 3.15. O
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Nous écrivons ici un diagramme récapitulatif.

(Vv ‘9), DY

(A1) 11Nz

(VD)o 1 DI <—— (VW D)oy DA (((X)°D ‘D) g1 T) ) WOH

“@V)0)

V)

(v 9)1 DY “(((X)% ‘D) gy DI)WOH <———+—— ((V ‘D) DY (X)) ‘D) DY

(Ao 11Nz

(vV)©)

(([A1X920) 1712

(VD) DY “((X)% ‘D)D) WoH <—— (¥ (X)2D)2¥y

(a0

ywoy

101710

‘X

9rox

¥ (X)00) 23y
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