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Dualité de Van den Bergh et structure de Batalin—Vilkoviskii
sur les algebres de Calabi—Yau

Thierry Lambre

Résumé. Nous montrons que la notion de calcul de Tamarkin—-Tsygan a dualité permet de
construire des structures de Batalin—Vilkoviskii dans un cadre général. Nous montrons que
la dualité de Van den Bergh des algebres est un calcul de Tamarkin—-Tsygan a dualité. Ceci
permet notamment de retrouver la structure BV des algebres de Calabi—Yau mise en évidence
par V. Ginzburg.

Abstract. The abstract notion of Tamarkin—-Tsygan calculus with duality gives Batalin—
Vilkoviskil structures in a general setting. We apply this technique to the case of Van den
Bergh duality for algebras to prove that Calabi—Yau algebras are BV-algebras.
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Introduction

V. Ginzburg a montré récemment que les algébres de Calabi—Yau sont des algébres
de Batalin—Vilkoviskii (en abrégé, BV-algebres).

Théoreéme ([Gi], 3.4.3). Soit A une algébre de Calabi—Yau et soit (H*(A, A), U, [, ])
l’algebre de cohomologie de Hochschild de A, munie de sa structure d’algébre de
Gerstenhaber. 1l existe un générateur A du crochet de Gerstenhaber [, |, ¢’est-a-dire
qu’il existe une application A: H*(A, A) — H* (A, A) satisfaisant a la relation

[e. B] = A(a U B) = (=) UA(B) — Aw) U B
pourtouto € HP (A, A) et B € HY(A, A).

Afin de commenter ce résultat, introduisons quelques notations.
Notons B: H.(A, A) = H.+1(A, A) le bord de Connes en homologie de Hoch-
schild ([C], [L]). Soit d la dimension cohomologique de I’algeébre de Calabi—Yau et
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soit
VdB: H*(A,A) - Hy_4(A, A)

I’'isomorphisme de dualité de Van der Bergh ([VdB]).
Soienta € H?(A, A), B € HY1(A, A) etz € H,(A, A). La contraction

ot Hr (A, A) — H,_,(A, A)

est définie par 1,(z) = z N « (le symbole N désigne ici le cap-produit, voir para-
graphe 2).
Les deux ingrédients essentiels de la démonstration du théoréme de V. Ginzburg
sont les suivants.
1) La contraction satisfait 1’identité remarquable suivante de Tamarkin—-Tsygan
([T-TD.
la,8] = [[B, Lot]gr’ Lﬂ]gr’ (TT)

ot dans le membre de droite de cette expression, les crochets [ , |, désignent des
commutateurs gradués.

2) Linverse D = (VdB)~! de I’isomorphisme de dualité de Van den Bergh
satisfait I’identité remarquable de Ginzburg ([Gi], 3.4.3).

D(zNa)=D(z)Ua. (G)

Soit d ladimension de I’algebre de Calabi—Yau. A partir des identités remarquables
(TT) et (G), il est facile de vérifier qu’en posant

A = (-1)?DBD!,
on a la relation de Batalin—Vilkoviskii
[, 8] = Al@ U B) — (=D)Pa U A(B) — A(a) U B. (BV)

Autrement dit le théoréme de V. Ginzburg affirme que le conjugué du bord de
Connes en homologie de Hochschild par I’inverse de I’isomorphisme de dualité de Van
der Bergh est un générateur du crochet de Gerstenhaber de I’algebre de cohomologie
de Hochschild H*(A, A) de I’algebre de Cabali—Yau A.

Nous énoncons et employons dans ce texte une généralisation de ce phénomene
pour les calculs de Tamarkin—-Tsygan a dualité, objets satisfaisant dans un certain
cadre de généralité les relations (TT) et (G).

Théoreme 1.6. Soit (H™*, Hy, k, ¢) un calcul de Tamarkin-Tsygan a dualité, de classe
fondamentale ¢ € Hy (voir définition 1.3). Notons D = (¢ N —)~! Uinverse de
Uisomorphisme de dualité. Alors un générateur du crochet de Gerstenhaber de H*
est A = (—=1)¢ DD~ et I’algébre de Gerstenhaber H* est une BV -algébre.
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Pour exploiter ce résultat général dans le cadre de la dualité de Van den Bergh des
algebres, nous montrons que 1’isomorphisme de dualité de Van den Bergh s’exprime
comme le cap-produit par une certaine classe fondamentale canoniquement associée
aux algebres considérées.

Théoreme 4.2. Soit A une algébre a dualité de Van den Bergh, de module dualisant
D = H(A, A°), de classe fondamentale c € Hy(A, D). Alors, pour tout A¢-module
M et pour tout entier p > 0, le cap-produit

cN—:HP(A,M) > Hj_,(A,D ®4 M)
est un isomorphisme.

Les résultats 1.6 et 4.2 permettent de fournir une démonstration du théoreme de
V. Ginzburg.

Dans diverses situations analogues, une dualité en terme de cap-produit est bien
connue. C’est le cas notamment en cohomologie des groupes ([B-E]) mais aussi dans
un cadre de géométrie de Poisson (voir par exemple [H] et [X]). Dans ces différents
contextes (groupes, algebres ou géométrie de Poisson), le cap-produit par une certaine
classe fondamentale est un isomorphisme.

En ce sens, les algebres de Calabi—Yau apparaissent comme 1’analogue algébrique
des groupes a dualité de Poincaré orientables. Pour se convaincre de la pertinence de
cette affirmation, il peut étre utile de s’aider du dictionnaire analogique suivant.

Groupes a dualité  Algebres a dualité
Z A
Z[G] A° = A Qi AP

Cohomologie des groupes Cohomologie des algebres
H?(G,M) = Exté[G](Z, M) HP(A,M)= Extﬁe(A, M)

Groupe de type FP  Algebre de type FP

Dimension cohomologique

Module dualisant
D = Ext}5(Z. Z[G]) D = Ext§. (4, 4°)

Classe fondamentale
H;(G, D) = HomZ[G](SO,!O) H;(A, D) =~ Homye (D, D)
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Théoreme de dualité
Bieri-Eckmann (1973) Van den Bergh (1998)
si G de type FP  si A de type FP
si G de dimension cohomologique d si A de dimension cohomologique d

si Exty61(Z, Z[G]) = 0,i #d  siExtye(4,4°) =0,i #0

si O est sans torsion sur Z  si D est A°-inversible

alors

le cap-produit par la classe fondamentale est un isomorphisme

Groupe a dualité de Poincaré orientable ~Algebre de Calabi—Yau
D = Z comme Z[G]-module D =~ A comme A°-module
avec action triviale de G avec action triviale de A°¢

Ce texte est organisé comme suit.

1. Structure BV pour les calculs de Tamarkin—Tsygan a dualité.

2. Rappels sur les structures multiplicatives en théorie de Hochschild.
3. Algebres de type FP.

4. Dualité de Van den Bergh.

5. Une démonstration du théoréme de V. Ginzburg.

6. Une démonstration d’un résultat de M. Kontsevich.

1. Structure BV pour les calculs de Tamarkin-Tsygan a dualité

Définition 1.1. Soit H* = P, H” un k-espace vectoriel gradué. On note £* le
k-espace vectoriel gradué décalé, £¥ = HP*!. Pour @ € H?, on pose |a| = p et
deg(a) = p — 1.

On dit que H* est une algébre de Gerstenhaber s’il existe des opérations U et [, ]
telles que :

1) (H*,U) est une algébre graduée commutative, ¢’est-a-dire une algebre dans
laquelle on a la relation @ U g = (—1)/*HBIg U .

2) (£*,[, ]) est une algebre de Lie graduée, c’est-a-dire qu’on a la relation
d’antisymétrie graduée

o, B] = (=1)te@ BB g
et I’identité de Jacobi graduée
(—1)te@ ey B, y]]+(—1)kePee@g [y g]]4(—1)eW 4By [o, B]] = 0.

3)Pourtouta € £7, [a, —] est une dérivation de degré deg(«) de 1’algebre graduée
commutative (H*, U), ¢’est-a-dire qu’on a la relation

. BUY] = [0, BlUy + (=D)*EWIB U [, y].
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Définition 1.2. Un calcul de Tamarkin-Tsygan est la donnée d’un triplet (H*, H, k)
d’espaces vectoriels gradués satisfaisant aux conditions a), b) et ¢) ci-dessous.
a) (H*,U, [, ]) est une algébre de Gerstenhaber telle que k C H°.
b) H. est un (H*,U)-module gradué, c’est-a-dire qu’il existe une application
k-linéaire
H? @ H — H—p, a®zHzNa,
telle que pour z € H, et € HP, en posant t4(z) = (—=1)"? z N« , on a la relation

lg O LB = lqUB-
¢) Il existe une application k : Hy — H, 1 telle que k2 = 0 et telle qu’en posant

Lo = [k, ta]er = Klo — (=Dl gk,
la relation suivante est satisfaite :

[La,Lﬂ]gr = l[a,B]- (TT)

Remarque. Dans un calcul de Tamarkin-Tsygan (H*, H,, k), I’espace vectoriel
gradué H estun (£*,[, ])-module de Lie gradué pour I’opération

P71 % Hy > Hy—(p-1), a®z— Lo(2),

c’est-a-direqu’onalarelation Liy g) = [Lo, Lgler = Lo Lg—(—1)3@de® o1,

Définition 1.3. Soit (H™*, Hy, k) un calcul de Tamarkin-Tsygan. On dit que ce calcul
est un calcul de Tamarkin—Tsygan a dualité s’il existe c € Hg telquec N1 = c et
tel que pour tout entier p,

cn —: Hp—>Hd_p

est un isomorphisme.

Cet isomorphisme est appelé isomorphisme de dualité. L’élément ¢ est appelé
classe fondamentale du calcul de Tamarkin—Tsygan a dualité.

Proposition 1.4 (Formule de Ginzburg, [Gi], 3.4.3 ()). Soit (H*, H«, k, ¢) un calcul
de Tamarkin-Tsygan & dualité, de classe fondamentale ¢ € Hy. Soit D = (c N —)~!
Uinverse de 'isomorphisme de dualité. Alors pour tout oo € H? et tout z € Hy, dans
H,_p, onal’égalité

DzNa)=D(Ez)Ua. (G)

Démonstration. Soit z € H,. Par I'isomorphisme de dualité, il existe € H?™ tel
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que z = ¢ N B, ce qui s’écrit encore D(z) = B. Pour tout « € H?, on a donc

zNa=(NP)Na
= (1)t (c N B)
= (D)7 gy (c)
= (=D 0p(0)
— (_l)rp+d(d—r)(_1)(p+d—r)dc N (O( U ﬂ)
= (—1yP+d@=+(ptd=nd (_\pd=) . 1 (B U q)
=cN((D()Uaw),

ce qui s’écrit encore D(z Na) = D(z) U a.

O

Lemme 1.5. Soit (H*, Hy, k, ¢) un calcul de Tamarkin-Tsygan a dualité, de classe
fondamentale ¢ € Hy. Soit D = (c N =)~ linverse de I’isomorphisme de dualité.

On définit A: H* — H*™! par
A= (-1)?DkD™.
Soient z € Hy, o € HP? et B € HY. Alors on a la relation

D(z) U e, B]

= (-D“ A(D(z) Ua U B) — (=1)Prd+D+d=ry y A(D(z) U B)
— (DY TMAMDE)Ua) U B — (=PI 14T A(D(2)) U (@ U B).

Démonstration. D’apres la formule de Ginzburg (G), on a
D(z N e, B]) = D(2) U [a, B].
Par ailleurs, z N [, B] = (—1)PF4=D7 (, 51(2). On a donc
D(z N e, B]) = (=DPFV"D( )(2)).
La relation (TT) de 1.2 s’écrit

e8] = [y tagrs t8]er

d’ou

D(z N, Bl) = (~DPH D" Dt () = (~)*47 (4= B~ C = D)

avec A = Dkigug(z), B = (=1)?Digkig(z), C = (—1)(1’_1)‘1Dtﬂma(z) et

D = (=P DED Dy, ek (2).
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Calculons successivement ces quatre termes en utilisant sans cesse la relation
AD = (—1)¢ D ainsi que la formule de Ginzburg. Les calculs conduisent 2

A = Dictgup(z) = (=1)? (=DHP+D"AD N (2 U B)))
= (=)t P+DTA(D(z) U U B).
De maniere analogue
B = (1) D(ta(kip(2)))
= (=D?D"HIPD(kig (2) Na)
= (=1)P=aFVP(D ip(z)) N
= (=1)PT=a+tDP (1) AD(15(2)) U
— (_1)p+(r—q+1)p+d (-D"ADzN B U«
— (_1)p+(r—q+1)p+d+rq A(D(z)UB) U«
— (_1)p+(r—q+1)p+d+rq(_1)(d—r+q—1)pa U A(D(z) U B)
= (=1)PFdrtratdy y A(D(z) U B).
De maniere analogue, on obtient
C = (—=1)’P D+ A(D(z) Ua) U B.
Enfin, on a
D = (—1)(p_1)(q+1)DlauﬁK(Z)
— (_1)(P—1)(q+1)(_1)(r+1)(17+t1)D(K(Z) N (U B))
— (_1)(17—1)(q+1)+(r+1)(P+q)D(K(Z)) U(xUp)
— (—1)(1’_1)(‘1+1)+(’+1)(1’+‘1)(—1)dA(D(z)) U (x U B).

Ces quatre calculs achevent la démonstration du lemme 1.5. O

Corollaire 1.6. Soit (H*, Hy, «,c) un calcul de Tamarkin—-Tsygan a dualité. Alors
H* est une BV-algébre. Plus précisément, en supposant ¢ € Hy et en notant D =
(c N =)~ Uinverse de I’isomorphisme de dualité, un générateur du crochet de Ger-
stenhaber de H™ est

A = (-1)?DkD™!

et la relation
[, 8] = Al U B) — (=1)Pa U A(B) — A(x) U B

est satisfaite.
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Démonstration. On applique la formule 1.5 a z = ¢, classe fondamentale du calcul
de Tamarkin-Tsygan. Grace a ¢ € Hy, D(c) = 1 et A(1) = 0, on aboutit a

[, B] = Al@ U B) — (=D)Pa U A(B) — Ala) U B.

ce qui montre que A est un générateur du crochet de Gerstenhaber de H *. O

2. Rappels sur les structures multiplicatives en théorie de Hochschild

Soient k un corps et A une k-algebre. On pose A° = A®y A°P. Soit M un A°-module a
gauche. La cohomologie et ’homologie de Hochschild de A a valeur dans M sont res-
pectivement données par H*(A, M) = Ext}. (A, M) et H,(A, M) = Torfe (A, M).
On sait qu’en posant C?(A4, M) = Homy(A®?, M), on obtient H?(A,M) =
HP(C*(A,M),b) ou b: CP(A,M) — CP*1(A, M) est le bord de Hochschild
défini pour f € C*(A, M) par

bf(ay.....ap11) = aif(az,....ap+1) — flaraz.a3,....ap41) + -+
e + (_l)pf(a17 e vap—17apap+l)
+ (=DM f(ay, .. S Ap)dp4i-

De maniére analogue, en posant C,(A, M) = M ®; A®",ona H,(A,M) =
H,.(Cx(A,M),b)oub: C,(A, M) — C,_1(A, M) est donné par la formule

b(m,aq,...,a;) = (may,as,...,ay)— (m,a1az,as,...,a;) +---

R (_1)r_1f(ma ai,... 7ar—27ar—1ar)
+ (=D (arm,ayq,...,a,—1).

Rappelons les définitions des différents produits présents.
Le cup-produit. Il s’agit d’une application k-linéaire
U: HP(A, M) ®; H1(A,N) - HPT9(A,M ®4 N).

Ecrivons o € HP(A, M) sous la forme o = cl(f) et de méme € H9(A, N)
sous la forme 8 = cl(g) ou f € CP(A,M) et g € C4(A, N) sont des b-cocycles.
On définit ’élément f U g de CPT4(A, M ®4 N) par la formule

fugar,....aptq) = (DP9 f(ar,...,ap) @4 g(ap+1.-..Ap+q)-

Laformule b(fUg) = bf Ug+(—1)? f Ubg montre que f Ug estun b-cocycle
des que f et g le sont, ce qui permet définir « U B comme la classe de cohomologie
du b-cocycle f U g.
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Le cap-produit. Il s’agit d’une application k-linéaire
N: Hr(A,N) @k H? (A, M) — H;—,(A,N ®4 M).

Ecrivons z € H,(A, N) sous la forme z = cl(Z) o0 Z = (n,ay,...,a,) est un
b-cycle de Cr(A, N). Ecrivons @ € H?(A, M) sous la forme o = cl(f) ol f estun
b-cocycle de C?(A, M). Définissons I’élément Z N f de C,—,(A, N ®4 M) par la
relation

INf =D ®4 flar,....ap),dpti,- ... ar).

Larelationb(Z)N f =zNbf + (—1)Pbh(z N f) montre que Z N f est un b-cycle
de C— (A, N ®4 M). Ceci permet de définir z N = cl(Z N f') comme la classe
d’homologie de ce cycle.

Le cup-produit et le cap-produit sont reli€s par la formule suivante, de démons-
tration immédiate a partir des définitions ci-dessus.

Dans H,_(p44)(A, N ®4 M ®4 M’) on al’égalité

zNna)yNnp=znN(@UP).

pourz € H,(A,N),x € HP(A,M) et € H1(A, M').

Le crochet de Gerstenhaber. Soient « € H?(A, A) et B € H9(A, A). Ecrivons
a =cl(f)etB = cl(g) avec f et g cocycles respectifs de C? (A, A) etde C1(A, A).
Pour définir le crochet de Gerstenhaber [, 8] € HPT971(A, A) de o et B, on introduit
les applications k-linéaires f o; g: A®PT4~1 — A définies pour 1 <i < p par

foiglar,....aprq—1) = flar,....ai—1,8(i,...,0i+q—1),Qitg: .. Ap—1+4q)-
On pose ensuite
21y G—D(g—1)
fog= 2 (=D VeV fo g
i=1
et enfin
[f.g]l=fog—(-)P P Dgo 1

Gerstenhaber a montré la formule

b(fog)=fobg)+(=DT'b(f)og+ (DT (gU f— (=P fUg).

Ceci montre que le crochet [f, g] € C?T471(A, A) de deux cocycles f et g est
également un cocycle. La classe de cohomologie du cocycle [ f, g] est par définition
le crochet [a, B] des classes « et 8.

M. Gerstenhaber a montré

Théoréme 2.1 ([Ge]). L’algébre de cohomologie de Hochschild H*(A, A) est une
algebre de Gerstenhaber.
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Le bord de Connes ([C], [L]). Lebord B: C,(A, A) — C,_1(A, A) est donné par
la formule

r .
B(ag.ay....a;) = Y (—=1)"(1,aj,...,ar,a¢0....,a;—1).
j=0
Compte tenu de la relation Bb + bB = 0, le bord de Connes induit un morphisme
de k-espaces vectoriels, qu’on note également B par abus de language :
B: H.(A,A) — H,+1(4, A).
D’apres un résultat de D. Tamarkin et B. Tsygan, on a

Théoreéme 2.2 ([T-T]). Le triplet (H*(A, A), H«(A, A), B) est un calcul de Tamar-
kin-Tsygan.

3. Algebres de type FP

Définition 3.1. Soient k un corps et A un k-algebre associative. On dit que A est une
algebre de type FP si ’algebre A admet une résolution projective de longueur finie
par des A®-modules projectifs de type fini.

Pour une algebre A de type FP, la dimension cohomologique de A est
d = pdimye (A4).

On pose
D = H4, A°%).

Rappelons ([B-T]) que le k-espace vectoriel D = H? (A, A¢) est un A°-module
a gauche.
On vérifie sans difficulté la proposition suivante.

Proposition 3.2. Le cap-produit
Hy(A, D) ®r H (A, A°) > Ho(A, D ®4 A°), zQa > zNa,
Sfournit un morphisme k-linéaire

Hi(A, D) - Homye (D, D), zrzN-—.

Proposition 3.3. Soit A une algébre de type FP de dimension cohomologique d. Pour
tout A¢-module M, I’application

Hij(A,M) - Homye(D, M), z+— (zN-)|op,

est un isomorphisme de k-espace vectoriels.
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Démonstration. Le cap-produit
Hy(A, M) ® H (A, A°) — Ho(A, M ®4 A°) = M
fournit un morphisme
H;(A,M) - Hom(D, M), z— (zN-)|p,

et on vérifie facilement que 1’application z N — est A®-linéaire.
Soit P, une A¢-résolution projective de type fini de A, de longueur d. On a

Hi(A,M) = H;(Px ®4¢ M).
En particulier on a la suite exacte courte
0— Hj(AL M) — P; Qe M — P;_1 ®@4e M. (D

Posons P* = Homye (Px, A¢). Ona H'(P*) = H'(A, A®). En particulier, on a
la suite exacte courte

Pl 5 P4 HY(A4,4°) = D — 0. )

Par application du foncteur Homge (—, M) a la suite exacte courte (2), on obtient
la suite exacte

0 — Homye (D, M) — Homye (P, M) — Homye (P4, M). (3)
Puisque les P; sont projectifs de type fini, on a des isomorphismes
Homye (P!, M) =~ P; Q¢ M
et la suite exacte (3) s’écrit donc
0 — Homye(D, M) —> Py Qqe M — Pyg_1 Qqe M. “)
Les suites exactes (1) et (4) fournissent I’isomorphisme
H;(A, M) =~ Homye (D, M). O
Remarque. Pour M = D, la proposition 3.3 montre que
Hj(A, D) - Homye (D, D), zrzN-—,

est un isomorphisme. Ceci conduit a la définition suivante.
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Définition 3.4. Soit A une algebre de type FP, de dimension cohomologique d.
L’unique élément ¢ de H; (A, D) tel que

(cN-)|p =idyp

s’appelle la classe fondamentale de 1’algebre A.

Proposition 3.5. Soit A une algebre de type FP, de dimension cohomologique d, de
classe fondamentale c € Hz(A, D). Pour tout A¢-module M, le cap-produit

cN—: HY(A; M) - Ho(A, D @4 M)
est un isomorphisme.

Démonstration. Si M = A¢ est libre de rang 1, par définition de la classe fondamen-
tale le cap-produit ¢ N — est ’application id: & — D.

Pour traiter le cas des modules libres, on regarde ¢ N — comme une transformation
naturelle du foncteur H% (A, —) vers le foncteur Hy(A, D ®4 —). Ces deux foncteurs
sont additifs. En outre, comme tout foncteur Tor, le foncteur Hy(A, D ® 4—) commute
aux limites directes. Puisque A est de type FP, le foncteur Extfl’e (A, —) commute
également aux limites directes ([Br], VIII, 4.8, p. 196). Ceci montre que si M est
un A¢-module libre, le cap-produit ¢ N —: Hd(A, M) — Hy(A,D ®4 M) est un
isomorphisme.

Enfin, si M est un A°-module quelconque, on obtient le résultat griace a une suite
exacte F/' - F - M — 0,00 F et F’ sont libres. O

4. Dualité de Van den Bergh

Définition 4.1. Soit A une algebre de type FP de dimension cohomologique d. On
dit que A est une algébre a dualité de Van den Bergh si H' (A, A¢) = 0 pouri # d
etsi D = H?(A, A°) est un A°-module inversible.

Dans ce cas, O est appelé le module dualisant de 1’algebre a dualité de Van den
Bergh A.

Théoreme 4.2. Soit A une algébre a dualité de Van den Bergh, de module dualisant
D = H%(A, A°), de classe fondamentale c € Hy(A, D). Alors, pour tout A¢-module
M et pour tout entier p > 0, le cap-produit

cN—:HP(A,M) - Hij_,(A, D ®4 M)

est un isomorphisme.
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Démonstration. Introduisons les foncteurs H; = H; (A, D®4—) et T; = H* 7 (A, —).
De maniere évidente, le foncteur 7; est un foncteur homologique.

Premiére étape : Grace 3 H' (A, A°) = 0 pour i # d, montrons que le foncteur
T; est effagable pour i > O ([Br], IIL, 6, p. 72). Par hypothése, on a 7; (A¢) = 0 pour
i > 0. Par additivité du foncteur T;, on en déduit 7;(L) = O pour i > O et L libre de
rang fini, donc T;(P) = 0, pour i > 0 et P projectif de type fini. D’apres [Br], VIII,
4.6, p. 195, T; commute aux limites directes. On en déduit 7; (L) = 0, pouri > 0 et
L libre et donc aussi 7;(P) = 0 pouri > 0 et P projectif.

Deuxieme étape : Grace a D inversible, montrons a présent que H; est un foncteur
homologique. Soit

O->M —-M-—>M'—0

une suite exacte courte de A°-modules. Puisque D est inversible, O est un A-module
projectif a droite, donc plat. On a par conséquent la suite exacte courte de A°-modules

0->DIUM > DUM - DRy M — 0.
Cette suite exacte courte fournit la suite exacte longue

o> Hig1(A. D@4 M") - Hi(A, D @4 M') > Hi(A,. D ®4 M)
e Hi(A,@@A M//) — Hi—1(A, D ®4 M/) > e

c’est-a-dire qu’on a la suite exacte longue
o= Hipy(M") — Hi(M') — Hi(M) — H;{(M") - Hi_y(M") — ---

ce qui montre que H; est un foncteur homologique.

Troisieme étape : Montrons a présent que H; est un foncteur effacable pouri > 0.
Puisque D est A®-inversible, il est A-projectif a gauche. Donc si P est un A°-module
projectif, D ®4 P est encore projectif et par conséquent H;(P) = H;(A, D ®4 P)
est nul pouri > 0.

Quatrieme étape : D’apres la proposition 3.5, ¢ N —: Ty — Hj est un isomor-
phisme.

Cinquiéme étape : Par décalage d’indice (cf. [Br], III, 7.3, p. 75), on déduit de tout
ce qui préceéde que pour touti > 0, ¢ N —: T; — H; est un isomorphisme. 0

5. Une démonstration du théoréeme de V. Ginzburg

Définition 5.1. On dit que 1’algébre A est une algebre de Calabi—Yau de dimension
d si A est une algebre a dualité de Van den Bergh de dimension cohomologique d
dont le module dualisant D = H? (A, A°) est un A°-module isomorphe i A.
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Soit A une algebre de Calabi—Yau de dimension d. Posons H* = H*(A, A) et
H, = H.«(A, A). Soit B le bord de Connes. D’apres le résultat de Tamarkin et
Tsygan rappelé en 2.2, (H*, Hy, B) est un calcul de Tamarkin-Tsygan. Soit ¢ €
H;(A, D) la classe fondamentale de I’algebre A. Du théoreme 4.2, nous déduisons
que (H™*, Hy, B, c) est un calcul de Tamarkin-Tsygan a dualité. Compte tenu du
théoreme 1.6, on a donc montré

Théoréme 5.2 (V. Ginzburg). Une algebre de Calabi—Yau est une BV-algébre. Plus
précisément, soit A une algébre de Calabi-Yau de dimension d, de classe fonda-
mentale c. Soit D = ¢ N — l'isomorphisme de dualité de Van den Bergh. Alors
A := (=1)? DBD™! est un générateur du crochet de Gerstenhaber de H*(A, A),
c’est-a-dire que pour tout « € HP (A, A) et tout B € H1(A, A), on a I’égalité

[a. B] = Alw U B) = (=1)Pa U A(B) — Aa) U B.

6. Une démonstration d’un résultat de M. Kontsevich

V. Ginzburg attribue le résultat suivant a M. Kontsevich.

Théoreme 6.1 ([Gi], 6.1.1). Soit X une variété orientée asphérique de dimension 3.
Alors Cmr1 (X)), algébre du groupe fondamental de X est une algébre de Calabi—Yau
de dimension 3.

Nous proposons une démonstration de ce résultat sous la forme suivante.

Lemme 6.2. Soit G un groupe a dualité de Poincaré. On suppose G orientable de
dimension cohomologique d. Soit k un corps de caractéristique zéro ou premiére
a Uordre du groupe G. Alors I’algébre du groupe A = k[G] est une algébre de
Calabi-Yau de dimension d.

Pour démontrer ce lemme, rappelons le vocabulaire des groupes a dualité de Poin-
caré ([B-E], [Br], VIIL § 10).

On dit qu’un groupe G est de type FP si Z admet une Z[G]-résolution de lon-
gueur finie par des Z[G]-modules projectifs de type fini. Dans ce cas, la dimension
cohomologique d du groupe G estd = pdimyg) Z.

Le groupe G de type FP, de dimension cohomologique d est a dualité de Poincaré
si ExtiZ[G](Z, Z[G]) = 0pouri # Oetsi Dg = ExtdZ[G] (Z, Z|G]) estun Z-module
isomorphe a Z. Le Z[G]-module D¢ s’appelle le module dualisant du groupe G.

Le groupe G est a dualité de Poincaré orientable s’il est a dualité de Poincaré et si
son module dualisant D¢ est un Z[G]-module isomorphe au Z[G]-module trivial Z.
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Proposition 6.3. Soient G un groupe, k un corps de caractéristique zéro ou premiére
al’ordre de G, et soit A I’algebre du groupe k[G]. On suppose que G est un groupe de
type FP de dimension cohomologique d. Alors I’algebre A est une algébre de type FP
de dimension cohomologique d et pour tout i on a des isomorphismes de A¢-modules

Extye (4, A) = Exty,(Z. Z[G)]) ®z A.

En particulier, si G est a dualité de Poincaré de module dualisant Dg, alors A est
une algébre a dualité de Van den Bergh dont le module dualisant Dy est A€-isomorphe
a g ®z A.

Démonstration. Puisque k est de caractéristique zéro ou premiere a I’ordre de G, A
est un Z[G]-module plat. Le foncteur

— ®z1614: Z[G]-Mod — A-Mod
est donc exact. Puisque A est un k-module projectif, il est plat. Le foncteur
— ®kA: A-Mod — A®2-Mod

est également exact. Le foncteur composé — ®z(61A®? est donc exact. Puisque G
est de type FP, de dimension d, il existe une Z[G]-résolution de longueur d

0> Pj—-— Ppo>Z 0

du Z[G]-module trivial Z par des Z-modules projectifs de type fini. Par application
du foncteur exact — ®z5)A%? et compte tenu de I’isomorphisme de k-algebres 4¢ =
A®2 on obtient une A¢-résolution de longueur d de A par des A°-modules projectifs
de type fini. Ceci montre que A est de type FP, de dimension cohomologique d .

Les isomorphismes

Extye (4, A°) = Exty1(Z, Z[G]) ®z(6) A°
= Exty1(Z. Z[G]) ®z(c) A®*
= Exty(5)(Z.Z[G)) ®7 4
acheévent la démonstration de la proposition 6.3. O

Démonstration du lemme 6.2. D’apres 6.3, puisque G est a dualité de Poincaré, A =
k[G] est a dualité de Van den Bergh et

Dy = Dg Q7 A.

Puisque G est orientable, ’action de G sur Dg = Z est triviale et on a donc un
isomorphime de A®-modules D4 = A, ce qui montre que A est Calabi—Yau.
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Remarques. De 6.2 et 5.1, on déduit que sous les hypotheses 6.2, 1’algebre de co-
homologie de Hochschild de A = k[G] est une BV-algebre. Dans le cas des variétés
orientées asphériques de dimension ¢, D. Vaintrob [V] a montré le lien entre cette
structure BV sur H*(A, A) et la structure BV de Chas—Sullivan sur 1’homologie
singuliere H(£(X)) de I’espace des lacets libres sur X .

Si G est a dualité de Poincaré non orientable,1’algébre A = k[G] est toujours une
algebre a dualité de Van den Bergh mais puisque 1’opération de G sur Dg = Z n’est
pas triviale, le module dualisant 4 de I’algébre A est un A°-module isomorphe au
module tordu , A (c’est-a-dire g-x-h = ¢(g)xh), ot ¢ est]’isomorphime ¢: A — A
défini par ¢(g) = ngg avecng = g- 1.
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