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Résumé. Cet article montre la conjecture de Baum—Connes a coefficients pour les groupes
hyperboliques. Plus précisément I’injectivité de 1’application de Baum—Connes a été établie
par Kasparov et Skandalis et on montre la surjectivité.

Abstract. This paper gives a proof of the Baum—Connes conjecture with coefficients for

hyperbolic groups. More precisely the injectivity of the Baum—Connes map was etablished by
Kasparov and Skandalis and we prove the surjectivity.
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Le but de cet article est de montrer la conjecture de Baum—Connes a coefficients pour
les groupes hyperboliques au sens de Gromov [Gro87], [CDP90], [GdIH90].

Soit G un groupe localement compact. La conjecture de Baum—Connes, formulée
en 1982 [BC82] affirme que

1Sy KiP(G) — Ki(Cty(G))

est un isomorphisme de groupes abéliens. La conjecture de Baum—Connes a coeffi-
cients [BCH94] affirme que pour toute G-C*-algebre A,

nZt s KiP(G. A) — Ki(Cy(G. A))

est un isomorphisme de groupes abéliens.

Pour les groupes hyperboliques, 1’injectivité de [Lred a été montrée par Kaspa-
rov et Skandalis [KS94], [KS03]. La conjecture sans coefficients a été démontrée
dans [Laf02] et [MYO02]. La conjecture a coefficients commutatifs a été¢ démontrée
dans [Laf07] (mais la méthode de [Laf07] ne permet pas de montrer la conjecture de
Baum—Connes a coefficients commutatifs pour un produit de deux groupes hyperbo-
liques).

Pour énoncer le théoreme principal nous avons besoin de quelques définitions.

Définition 0.1. Soit § > 0. Un espace métrique (X, d) est dit §-hyperbolique si pour
tout quadruplet (x, y, z, t) de points de X on a

d(x,z)+d(y,t) <max(d(x,y)+d(z,t),d(x,t)+d(y,z))+6. (Hs(x,y,z,t))

Définition 0.2. Soit§ > 0. Unespace métrique (X, d) est dit faiblement §-géodésique
si pour tous x,y € X et pour tout s € [0,d(x,y) + ] il existe z € X tel que
d(x,z) <setd(z,y) <d(x,y)—s+56.

Un espace métrique (X, d) est dit hyperbolique (resp. faiblement géodésique) s’il
existe § > 0 tel que (X, d) soit §-hyperbolique (resp. faiblement §-géodésique).
Lorsque x € X etr € R4, onnote B(x,r) ={y e X |d(x,y) <r}.

Définition 0.3. Un espace métrique (X, d) est dit uniformément localement fini si
pour tout » € Ry il existe K € N tel que, pour tout x € X, B(x, r) contienne au
plus K points.

Le théoreme principal est le suivant.

Théoréme 0.4. Soit G un groupe localement compact agissant de fagon isomé-
trique, continue et propre sur un espace métrique hyperbolique, faiblement géodé-
sique et uniformément localement fini. Alors G vérifie la con]ecture de Baum—Connes
a coeﬂiczem‘s c’est-a-dire que pour toute G-C*-algebre A, /"Lred : tC'p(G A) —
K. (C*,(G, A)) est une bijection.

red
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On rappelle que I'injectivité de ;,LgaA est démontrée dans [KS94], [KSO03].

Tout groupe hyperbolique I" muni de la métrique d invariante a gauche associée a
la longueur des mots déterminée par un systeme fini de générateurs est un espace mé-
trique hyperbolique, faiblement géodésique et uniformément localement fini. Donc le
théoreme 0.4 implique la conjecture de Baum—Connes a coefficients pour les groupes
hyperboliques.

On aimerait remplacer dans le théoreme 0.4 I’hypothese “uniformement locale-
ment fini” par I’hypotheése “a géométrie grossiere bornée” qui est strictement plus
faible (on renvoie a [KS03] pour cette notion et on note que dans [KS03] I’injectivité
de ,ugéA est démontrée sous cette hypothese plus faible). Cependant cela rendrait la
démonstration encore plus technique et nous y avons renonce.

On aimerait aussi traiter le cas général des groupoides hyperboliques, au moins a
base compacte, mais cela serait tres difficile, car il faudrait adapter la construction de
cet article (qui est assez combinatoire) aux techniques de Jean-Louis Tu dans [Tu99],
consistant a pondérer par des coefficients tendant vers 0 les éléments du groupoide qui
sont pres de disparaitre. En revanche, la conjecture sans coefficients pour ces grou-
poides est beaucoup plus accessible par les méthodes de [Laf07], elle est d’ailleurs
démontrée dans certains cas dans [Laf07].

D’apres [HLSO02] la conjecture de Baum—Connes a coefficients est fausse pour
certains groupes aléatoires construits par Gromov dans [Gro03]. Ces groupes sont
des limites inductives de groupes hyperboliques, la limite étant indexée par N, et
les morphismes de transition étant surjectifs. Comme le membre de gauche de la
conjecture de Baum—Connes commute aux limites inductives, on voit bien que ces
contre-exemples sont “dus” au fait que C,5; n’est pas fonctoriel en les morphismes de
groupes (non nécessairement injectifs). Plus précisément si G — H estun morphisme
de groupes, et A une H-C*-algebre, donc aussi une G-C*-algebre, le morphisme
C.(G, A) — C.(H, A) ne se prolonge pas en général par continuité en un morphisme
Cii(G,A) — Cri(H, A).

Voici maintenant quelques indications sur la démonstration du théoreme 0.4, qui
occupe tout I’article. On commence par des rappels sur la méthode “Dirac-dual Di-
rac”, inventée par Kasparov puis développée par Kasparov et Skandalis, et Higson
et Kasparov. Cette méthode s’applique a une tres large classe € de groupes loca-
lement compacts, dont la définition est rappelée dans I’introduction de [Laf02], et
qui contient en particulier les groupes hyperboliques, les sous-groupes fermés des
groupes réductifs sur un corps local, et les groupes ayant la propriété de Haagerup,
c’est-a-dire possédant une action affine continue et propre sur un espace de Hilbert.
Pour tout groupe G dans la classe €, on possede un idempotent y € KKg(C, C) tel
que pour toute G-C*-algebre A, Mg&A soit injectif et que I’image de I’action de y sur
K«(C2,(G, A)) soit égale al’image de /,LrC:&A. Donc si G appartient a €, la conjecture
de Baum—Connes a coefficients pour G équivaut au fait que y agit par I’identité sur
K«(C3,(G, A)). Si G a la propriété de Haagerup, Higson et Kasparov ont montré

re

dans [HKO1] que y = 1 dans KK (C, ©).
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Soit G un groupe hyperbolique. Comme certains groupes hyperboliques ont la
propriété (T) de Kazhdan, on ne peut pas espérer montrer que y = 1 dans KK (C, C).
D’un autre c6té on sait d’apres [Laf02] que y est égal a 1 dans KKt(’;aj’s ¢(C, C) pour tout
s > 0: cela permet de montrer la conjecture sans coefficients grace a la propriété (RD)
de Jolissaint [Laf02], et aussi a coefficients commutatifs grace a un autre argument
de stabilité par calcul fonctionnel holomorphe un peu plus subtil [Laf07], mais cela
ne permet pas de montrer la conjecture a coefficients arbitraires.

L’idée pour montrer la conjecture de Baum—Connes a coefficients pour les groupes
hyperboliques est que ceux-ci, méme s’ils ont la propriété (T), ne vérifient pas la pro-
priété (T) renforcée au sens de la définition 0.1 de [Laf08]. De fagcon un peu imprécise
un groupe localement compact G n’a pas la propriété (T) renforcée s’il existe une
longueur £ sur G (comme dans la définition 1.1) telle que pour tout s > 0 il existe
C € R4 tel que la représentation triviale ne soit pas isolée parmi les représentations
continues 77 de G dans des espaces de Hilbert vérifiant || (g)|| < e€+5¢®) pour tout
g € G. Le théoreme 1.4 de [Laf08] affirme que si un groupe localement compact
possede la propriété (T) renforcée toute action continue et isométrique de ce groupe
sur un espace métrique hyperbolique, faiblement géodésique et uniformément locale-
ment fini a des orbites bornées. La démonstration du théoréeme 1.4 de [LafO8] montre
méme que pour un groupe hyperbolique I' muni de la longueur £ associée a un sys-
teme fini de générateurs, il existe un polynome P tel que la représentation triviale ne
soit pas isolée parmi les représentations 7 de I' dans des espaces de Hilbert vérifiant
l7(2)|| < P((g)) pour tout g € I'. Notons que Ozawa [Oza08] a montré que les
groupes hyperboliques sont faiblement moyennables, ce qui amene a se demander si
dans la phrase précédente on ne pourrait pas prendre pour P un polyndme constant.
Cependant cela n’apporterait rien pour la conjecture de Baum—Connes car la seule
chose qui compte est que P soit une fonction sous-exponentielle.

Pour montrer le théoréme 0.4 nous construisons une homotopie de 1 a y en utilisant
des représentations (continues) de G dans des espaces de Hilbert qui ne sont pas
unitaires mais a croissance exponentielle arbitrairement petite. Plus précisément nous
fixons une longueur £ sur G et nous montrons que pour tout s > 0 il existe C € Ry
tel que I’on puisse construire une homotopie de 1 a y en utilisant des représentations
m de G dans des espaces de Hilbert qui vérifient

C+si(g)

lr(g)] <e pour tout g € G. (1)

Le théoreme 1.3 affirme I’existence pour tout s > 0 d’une telle homotopie et le
théoreme 1.2 (qui repose sur des idées de Nigel Higson) montre que cela implique
la conjecture de Baum—Connes a coefficients pour G. La preuve du théoreme 1.3 est
ramenée a celle du théoréme 1.5 ot I’on suppose que G agit proprement sur un espace
hyperbolique X vérifiant certaines propriétés supplémentaires (essentiellement que
la métrique est associée a une structure de graphe). La preuve du théoréme 1.5 repose
sur I’acyclicité du complexe d’homologie simpliciale

0 Cl) 2 el 2 clm) g



6 V. Lafforgue

du complexe de Rips, oli ’ensemble A, des faces de dimension p — 1 est formé des
parties de X de cardinal p et de diametre < N, pour N assez grand. On fixe un point
base x € X. La partie difficile est la construction de J, : CA») — C@r+1) te] que
0Jx + Jxd = 1 et de normes de Hilbert sur C4») vérifiant (1) et telles que 9 et
Jx soient continus. L’homotopie de 1 vers y se fait alors en conjuguant d + J, par
e"’b, ol p’(a) est égal 2 d(x,a) 2 une constante pres et est obtenu par un procédé
de moyenne garantissant 1’équivariance a compacts pres des opérateurs conjugués.
Le lecteur qui voudrait se faire une idée rapide de la construction est invité a lire les
paragraphes 1 et 2, I’introduction du paragraphe 3, et les sous-paragraphes 4.1 et 4.2.

La méthode que nous utilisons est semblable a celle utilisée par Pierre Julg pour
montrer la conjecture de Baum—Connes a coefficients pour Sp(#n, 1) (voir [Jul02]).
En fait I’idée de Julg d’utiliser des représentations non unitaires dans des espaces de
Hilbert est trés ancienne : dans [Jul97] Julg proposait de construire une homotopie
de 1 a y en utilisant des représentations uniformément bornées de Sp(n, 1). L’idée
d’utiliser des représentations non pas uniformément bornées mais a petite croissance
exponentielle a été dégagée lors de discussions avec Julg et Higson en 1999.

Pour conclure voici un petit apercu du statut actuel de la conjecture de Baum—
Connes a coefficients BCcoetr pour des groupes G de la classe € :

— “non T” : si G ala propriété de Haagerup, G vérifie BC.qer d’apres [HKO1] ;

— “T possible mais non T renforcé” : BC et €st vraisi G = Sp(n, 1) d’apres [Jul02]
ou si G est un groupe hyperbolique par le présent article ;

— “Trenforcé” : dans ce cas, qui comprend probablement tous les groupes simples
sur des corps locaux de rang déployé > 2 (et au moins ceux qui contiennent
un SL3 d’apres [Laf08]), BCeoer €st totalement ouvert et ne pourra étre résolu
qu’avec des idées nouvelles comme le principe d’Oka (on renvoie a [Laf09]
pour plus de détails).

Je remercie Georges Skandalis pour son aide et toutes les discussions que j’ai eues
avec lui. Je remercie aussi Miguel Bermudez pour m’avoir indiqué le logiciel JPicEdit,
avec lequel les dessins ont été réalisés, et Thomas Delzant pour m’avoir parlé du
lemme d’approximation par les arbres, qui simplifie certaines démonstrations. Enfin
je remercie vivement le rapporteur qui a tout lu en détail et indiqué de nombreuses
corrections.

1. Structure de la démonstration

Le but de ce paragraphe est de ramener la démonstration du théoréme 0.4 a celle
du théoréme 1.5. Les paragraphes 3, 4 et 5 seront consacrés a la démonstration du
théoréme 1.5.

Le théoreme 1.2 ci-dessous affirme en gros que pour un groupe G agissant pro-
prement sur un espace hyperbolique, I’existence d’homotopies de 1 a y, utilisant
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des représentations dans des espaces de Hilbert dont la croissance est contrdlée par
une exponentielle arbitrairement petite, implique la surjectivité de 1’application de
Baum—Connes a coefficients (I’injectivité est déja connue grace a [KS03]).

Définition 1.1. Soit G un groupe localement compact. On appelle longueur sur G une
fonction continue £: G — R, vérifiant £(g™!) = £(g) et £(g1g2) < £(g1) + £(g2)
pour tous g, g1, 82 € G.

Soit G un groupe localement compact et £ une longueur sur G. Pour toutes G-C *-
algebres A et B on définit Eg (A, B) comme ]’ensemble des classes d’isomorphisme
de (E, m, T)ou E estun (A, B)-bimodule hilbertien Z /27 -gradué muni d’une action
continue de G vérifiant ||(g)| < ¢*®) pour tout g € G, et d’un opérateur T
borné impair tel que pour tout a € A les opérateurs [a, T] et a(T? — 1) soient
compacts et que I’application g — a(g(T) — T) soit une application normiquement
continue de G dans Kpg(E). On définit ensuite KKg ¢(A4, B) comme 1’ensemble
des classes d’homotopie dans Eg ¢(A, B) : deux éléments sont homotopes si ils
sont les évaluations en 0 et 1 d’un élément de Eg ¢(A, B[0, 1]). On rappelle que
B[0,1] = C([0, 1], B) muni de la norme du sup. On peut montrer que la somme
directe munit KK ¢(A4, B) d’une structure de groupe abélien.

Enparticulier Eg ¢(C, C) est]’ensemble des classes d’isomorphisme de (H, w, T')
ol H estun espace de Hilbert Z /27 -gradué muni d’une action continue de G vérifiant
[7(g)|| < e*® pour tout g € G, et d’un opérateur T borné impair tel que (72 — 1)
soit compact et que 1’application g + g(T') — T soit une application normiquement
continue de G dans KX (H).

Théoréme 1.2. Soit G un groupe localement compact agissant de fagcon isométrique,
continue et propre sur un espace métrique (X, d) hyperbolique, faiblement géodé-
sique et uniformément localement fini. Soit y € KK (C, C) I’élément défini sous ces
hypotheses par Kasparov et Skandalis [KS03]. Soit x un point de X et £ la longueur
sur G définie par £(g) = d(x, gx). Supposons que pour tout s > 0 il existe C € R4
tel que I'image de 1 — y dans KK s¢+¢ (C, C) soit nulle. Alors G vérifie la conjec-
ture de Baum—Connes a coefficients, c’est-a-dire que pour toute G-C*-algébre A,
MrGeéA c KXP(G, A) > K, (Ceq(G, A)) est une bijection.

Ce théoreme est le corollaire 2.12 de [Laf09], dont la preuve repose sur des idées
de Higson. En fait nous avons remplacé I’hypothese “a géométrie grossiere bornée”
du corollaire 2.12 de [Laf09] par I’hypothese “uniformément localement fini” qui est
strictement plus forte, car nous appliquerons ce théoréme a des espaces uniformément
localement finis et qu’il n’est donc pas nécessaire de rappeler la notion de géométrie
grossiere bornée.

Grace au théoreme 1.2, le théoreme 0.4 est une conséquence du théoréme suivant.
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Théoreme 1.3. Soit G un groupe localement compact agissant de fagon isométrique,
continue et propre sur un espace métrique (X, d) hyperbolique, faiblement géodé-
sique et uniformément localement fini. Soit y € KKg (C, C) I’élément défini sous ces
hypothéses par Kasparov et Skandalis [KS03]. Soit x € X et £ la longueur sur G
définie par £(g) = d(x, gx). Alors pour tout s > 0 il existe C € R tel que l'image
de 1 —y dans KKg s¢+c (C, C) est nulle.

Remarque. Le théoreme 1.3 est encore vrai sans 1’hypothese de propreté de 1’action
de G sur X (nous avons inclus cette hypothése pour que y soit un “élément y” pour
G). De toute fagon le théoréme avec 1’hypothese de propreté de I’action implique
le théoréme sans cette hypothése car le groupe des automorphismes de (X, d) est
localement compact et agit proprement sur X .

Nous allons voir maintenant que le théoreme 1.3 résulte du théoréme 1.5 ci-
dessous qui utilise des hypotheses plus fortes sur I’espace métrique (X, d).

Définition 1.4. On dit qu’un espace métrique (X, d) est un bon espace hyperbolique
discret si

— d prend ses valeurs dans N et est géodésique, c’est-a-dire vérifie
Va,b e X,Vk €{0,...,d(a,b)},3c € X, d(a,c) =k,d(c,b) = d(a,b)—k,

autrement dit d provient d’une structure de graphe connexe sur X,

— (X, d) estuniformément localement fini (comme d est géodésique, cela équivaut
adire que le nombre de points a distance 1 d’un point, est borné indépendamment
du point),

— (X, d) est hyperbolique.

Remarquons que si G est un groupe hyperbolique, et d est la distance invariante a
gauche associée a la longueur des mots, pour un systéme fini de générateurs, (G, d)
est un bon espace hyperbolique discret, muni d’une action isométrique de G par
translations a gauche (d provient de la structure de graphe de Cayley sur G associée
a ce systeme de générateurs).

Soit § € RY, et (X, d) un espace métrique §-hyperbolique, faiblement §-géodé-
sique, uniformément localement fini, et muni d’une action isométrique d’un groupe
G. Munissons X de la distance suivante :

d'(a,b) =min{i € N | Jay,...,a;, telsqueag = a, a; = b,

etVj ef{0,...,i —1}, d(aj,aj_H) <4+ 1}

Autrement dit d’ provient de la structure de graphe sur X pour laquelle deux points
distincts x, y € X sont voisins sid(x, y) < 6+ 1. On a alors les propriétés suivantes :

— TP’action de G sur (X, d’) est isométrique,
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— d’ est quasi-isométrique a d : onad < (§ + 1)d’, et, en utilisant le fait que
(X, d) est faiblement §-géodésique, on montre facilement que d’ < d + 1,

— (X, d’) est un bon espace hyperbolique discret.

L hyperbolicité de (X, d’) résulte de la conservation de 1’hyperbolicité par quasi-
isométrie pour des espaces faiblement géodésiques. Pour les espaces géodésiques la
démonstration figure dans [GdIH90], [CDP90] et pour les espaces faiblement géodé-
siques il n’y a pas grand chose a modifier. On peut aussi invoquer le théoréeme 3.18
de [Vai05] ainsi que la remarque 3.19 de [VaiO5] appliquée a (X, d) et al’espace total
du graphe considéré précédemment (je remercie Yves Stalder qui m’a indiqué cette
référence).

Donc le théoreme 1.3 pour (X, d) résulte du théoreme 1.5 ci-dessous appliqué a
(X,d").

Théoréme 1.5. Soit G un groupe localement compact agissant de fagcon isométrique,
continue et propre sur un espace métrique (X, d) qui est un bon espace hyperbolique
discret. Soit y € KKg(C, C) I’élément défini sous ces hypothéses par Kasparov et
Skandalis [KS03]. Soit x € X et £ la longueur sur G définie par £(g) = d(x, gx).
Alors pourtout s > Qil existe C € Ry tel que l'image de 1 —y dans KK g s¢+c (C, C)
est nulle.

Pour montrer le théoreme 0.4 nous sommes donc ramenés a montrer le théo-
reme 1.5. Les paragraphes 3, 4 et 5 sont consacrés a la démonstration du théoreme 1.5.

2. Le cas des arbres

Le but de ce paragraphe est de démontrer le théoréme 1.5 dans le cas ou X est un arbre,
afin d’introduire dans un cas simple les idées de la démonstration du théoreme 1.5. Soit
X un arbre et g un entier tel que chaque sommet de I’arbre ait au plus g 4 1 voisins. Soit
G un groupe localement compact agissant de fagon isométrique, continue et propre
sur X. Soit y € KKg(C, C) I’élément y de Julg et Valette, dont la construction est
rappelée ci-dessous. Soit x € X et £ la longueur sur G définie par £(g) = d(x, gx).
La proposition suivante est le théoreme 1.5 dans le cas ou X est un arbre.

Proposition 2.1. Pour tout s > 0 il existe C € Ry tel que I’image de 1 — y dans
KKg st+c (C, C) est nulle.

Bien siir Julg et Valette ont montré dans [JV84] que y = 1 dans KK (C, ©),
sans aucune hypothese sur I’arbre (c’est-a-dire un résultat plus fort en partant d’une
hypothese plus faible).

Rappelons la construction de 1’élément y de Julg et Valette. Notons A; = X
’ensemble des sommets de I’arbre et A, I’ensemble des arétes. Notons CA1) I’en-
semble des combinaisons finies d’éléments de A;. Pour simplifier les notations, nous
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choisissons pour chaque aréte une orientation, ce qui permet d’identifier C(A2) gy
sous-espace vectoriel de A2(CA1)) engendré par les e, A e, pour {a,b} € A,. De
méme £2(A,) s’identifie au sous-espace vectoriel fermé de A%(£?(A1)) engendré
par les e, A ep pour {a,b} € A,.

L’élément y € KK (C, C) (associé au choix de x comme origine) est représenté
par I’espace de Hilbert Z /27 -gradué £2(A1) @ £(A,) et par Iopérateur T = (9 %),
otu: £2(Ay) — £2(Ay) etv: £2(Ay) — £?(A;) sont définis de la facon suivante :
si {a, b} est une aréte telle que b se trouve sur la géodésique entre x et a, alors
uU(eg Aep) = —egetv(ey) = —eg Aep etenfinv(ey) = 0.On voitque | —vou =0
et que 1 — u o v est le projecteur orthogonal sur ex. De plus, si g € G, g(u) —u et
g(v) — v sont de rang fini. Dans la suite nous écrirons toujours 7 = u + v au lieu de

T=(3%)

Démonstration de la proposition 2.1. Nous allons montrer que pour tout s > 0 il
existe C € Ry tel que I'image de 1 — y dans KKg 25¢+c (C, C) soit nulle. Soit
s € R% . En fait nous allons montrer qu’il existe un polynéme P et une homotopie de
1 a y faisant intervenir des représentations 7 de G dans des espaces de Hilbert tels
que [|7(g)l| < P(£(g))e ).

Notons 9: C(42) — €A1 ’opérateur bord de 1’homologie simpliciale. Pour
toute aréte {a, b} on a d(e; A ep) = ep — e4. Alors 0 est injectif et son image est de
codimension 1. Pour le montrer définissons /: C21) — C(42) dela facon suivante :

pour tout point a € X, notons n = d(a, x) etay, ..., a, la suite de points reliant a a
x (c’est-a-dire que a9 = a, a, = x eta; est voisinde a;—j pourtouti € {1,...,n})
et posons h(e;) = —(eqy Ae€q, + -+ eq,_, Neg,). Enparticulier i(ey) = 0. Alors

hod=1Idg, etldga,) —dohestderang 1.

Plus généralement pour tout ¢t € [0, 1] on définit des opérateurs u; : c®2)
CAD et v,: CAD - €42 de sorte que u; = 0, v; = h, et ug et vo soient
les restrictions de u et v & C2) € £2(A,) et CAD c (2(A;). La formule est la
suivante : pour toute aréte {a, b} telle que b se trouve sur la géodésique entre x et a

on pose U;(eg A ep) = —(eq — tep). Pour tout point @ € X, on note n = d(a, x) et
ay, ..., dan lasuite de points reliant @ a x (c’est-a-dire que a9 = a, a, = x et a; est
voisin de a;_1 pour touti € {1,...,n}) et on pose
2 -1
vi(eq) = —(€gy A €a; +tea, Nea, +1°€qy Negy + -+ 1" "eq, | Nea,).

Nous allons compléter C(22) et C21) pour certaines normes de Hilbert telles que
()|l < P(£(g))e*®) pour un certain polyndme P et telles que les opérateurs u,
et v, soient continus, uniformément en ¢ € [0, 1].

Rappelons que dans [Laf02] nous introduisons les espaces £} (A1) et £ (Az)

comme les complétés de CA1) et C(42) pour les normes £! pondérées suivantes :

H Z f(a)ea||£)lc,s(A1) = ZA: |f(a)|esd(x,a)

aclA;
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et

“ Z fla,b)eq Nep ”gl (M) = Z |f(a7b)|eSd(x’a)'
{a.b}eAy {a.b}eAy
begéod(x.a) begéod(x.a)

On voit que pour tout 7 € [0,1] on a [[usllpr (ayel ay) = 1+ 1€ et

Ioeleer anet sany = A —te™)7

Rappelons la construction de [Laf02] qui montre que I’'image de 1 — y dans
KK??,“SK(C,(E) est nulle. On note Ex (A1) la C-paire (CO,x,s(AI)’E}C,S(Al)), ol
co,x,s (A1) estle complété de = SUPgeq, | f(a)|es4(@) et
oule crochetentre ¢ x s (A1) et £ (A1) estdonné par ( f, f') =D qen, fS(@) f(a).
On introduit de la méme fagon la C-paire E (A3). Pour toute C-paire £ =
(E=,E™) on note E[0,1] la C-paire
(E=[0,1], EZ[0, 1]) (ou E<[0,1] = C(]O, 1], E<) muni de la norme du sup, et de
méme pour E7[0, 1]). Alors (Ex s(A1)[0,1] & Ex s(A2)[0, 1], (s + v¢)refo,17) dé-
finit un élément de Eg"‘;e((t, CJ[0, 1]). D’autre part (Ex s(A1) @ Exs(A2),u1 + v1)
est €gal a 1 dans KK%‘,"SK(C, C) grace au lemme 1.4.2 de [Laf02] et (Ex (A1) &
Ey s(Az),up+vp) estégalay dans KK'Z;"“M (C, ©) (pour I’homotopie entre ces deux

éléments, on garde les opérateurs, on complete C21) pour la norme 7 || - || Exs(Ap) T+
(1 = - ll¢2¢a,)> on considere la C-paire formée de cet espace de Banach et du
complété de CA1) pour la norme duale et on fait de méme pour A,). Par conséquent
on voit que I’image de 1 — y dans KK%‘“X ((C, C) est nulle.

Pour montrer que I’image de 1 — y dans KK 25¢+c (C, C) est nulle (avec C une
constante assez grande), la premiére idée qui vient est de remplacer les normes £!
par des normes £2 pour avoir des espaces de Hilbert.

Nous définissons donc £3 ((Ap) et Ei’s (A,) comme les complétés de CAD et
C(A2) pour les normes £? pondérées suivantes :

|| > f(a)eangz (A = ZA |f(a)|262sd(x,a)

acA

et

| Y fabhearalh o= X If@bedeo.
ta.bjen, 2 ta.byes
begéod(x,a) begéod(x,a)

Il est clair que u;: Ei,s (Ay) — Ei,S(AI) est continu (et que sa norme est majorée
de facon uniforme en t), mais ce n’est pas le cas de v;, si s est petit et ¢ proche de 1,
pour la raison suivante.

Soit {z, z’} une aréte de X (telle que z’ € géod(x, z)) et

SZ,Z/: Z f(ayb)ea N ep = f(Z7Z/)
{a.bleA,
begéod(x.a)
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la forme linéaire sur Ei ;(A2) qui donne le coefficient de cette aréte. Cette forme
linéaire est de norme e ~¢*-2)_Or la forme linéaire v, (§;,2/) = &7 2700, surﬁ)zc,s(Al)
est

Y f@ear>—( ¥ 1759 f(a)).

a tel que
z€géod(x.a)

Si chaque sommet de I’arbre a exactement ¢ + 1 voisins, en notant k = d(x, z) on
a ”tvt(éz,z’)”?)zc Ay = Y sk 120 em2mgnk On voit donc que cette forme
linéaire ’v,(éz,z;) n’est bornée que sie™’r, /g < 1.

Nous allons compléter C(A1) et C(42) pour d’autres normes de Hilbert de telle
sorte que les opérateurs u; et v, soient continus pour ¢ € [0, 1].

Pour toutn € N, onnote S? = {a € X | d(x,a) = n} lasphere de rayon n et de
centre x. Pour k,n € N avec k < n et pour tout z € Sf on note If’k’x ={aeS!|
z € géod(x,a)} de sorte que S? = UZGS§ Izn’k’x est une partition de la sphere S7.
Lorsque k = n c’est la partition par les singletons et lorsque k£ = 0 c’est la partition
grossiere.

TN

S/ N\
S —~
( X I kox
z
N
\\ //

On définit alors Hy s(A1) comme I’espace de Hilbert, complétion de c@n pour
la norme

IS r@aly o= 5" 5 21 5 s@f

k=0 ZGS)’C( ae]?'k'x

Alors pour tout ¢ € [0, 1], vs: Hy (A1) — Ei’s(Az) est continu. En effet v, =
> jen Vr,j Ol v, ; est défini de la maniére suivante : pour tout point @ € X, en
notant n = d(a, x) et ap,...,a, la suite de points reliant a a x (c’est-a-dire que
ag =a,a, = x eta; estvoisinde a;—; pourtouti € {1,...,n}), onpose v, ;(eq) =
—tfeaj Neg;, st j <n—1letvj(eg) = 0sij > n.On vérifie facilement que
vy,; est continu de Hy s(Ay) vers KJZC’S(AZ) de norme inférieure ou égale a the I,

2
E,%.X(AZ)

€;.,quennotantk = d(x,z),"v; j (£, ) estle produit par —¢/ de la forme linéaire
— Jtkkx f(a)etque | - || est une somme pondérée des carrés de
ael? 4 Hy (A1) p
telles formes linéaires.

Laraison est que || - || est une somme pondérée des carrés des formes linéaires
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Bien siir d et plus généralement u, : E}C’ s(A2) = Hy (A1) ne sont plus continus
et nous devons remplacer Ei’ s(A2) par un espace analogue a Hy s(Aq).
Pourk € N,n € N*aveck <nmetz € S)’Cc on pose

JIRX — f(a,b) | {a,b} € Ay, a € S, be S, z € géod(x,a)}.
On remarque que |, sk J7 KX est une partition de I’ensemble des arétes a distance
n —1de x. Lorsque k = n c’est la partition par les singletons et lorsque k = 0 c’est
la partition grossiere.
On définit alors H, s(A,) comme la complétion de C42) pour la norme

| ¥ fabaraly =Y Y T T fabf

pesionted) k=0zest (@p)esl
Il estalors tres facile de voir que pour tout £ € [0, 1], les opérateurs u; : Hy s(Az) —
Hy s(Ap) etvy: Hys(A1) — Hyxs(A2) sont continus, de normes majorées unifor-
mément en 7. Pour v, la raison est la suivante : I'image par ‘v;,; de la forme linéaire
fe> (@byeikx f(a, b) qui apparait dans la formule ci-dessus est égale au pro-

duit par —¢/ de la forme linéaire f > > 4egn+ikx f(@)quiapparait dans la formule

pour | - ||§1x,s(Al) et on en déduit facilement ||v; ;|| £(a, (A1), Hx s (A2)) < 177
Pour conclure il ne reste donc plus qu’a établir le résultat suivant : il existe un
polynome P tel que pour tout s > O les représentations de G sur Hy  (Aj) et
H, (A) vérifient || (g)|| < P(£(g))e*“® pour tout g € G.
Démontrons ce résultat pour Hy s(A1). Soit g € G. On pose x” = g(x), si bien
que d(x,x") = £(g). Il résulte de la définition de Hy s(A1) que I’on a une isométrie
Ors: Hys(A1) = 2({(n,k,2),0 <k <n,z € S}) définie par

®x,s(§ f(a)ea) = (esn > f(a))(n,k,z)'

aelllkx

Pour tout f € C®D ona (&) f oy yan) = IIflH, 5a,)- D autre part on a une
isométrie O,/ s de Hy s(Ay) dans £2({(n’, k', z"),0 <k’ <n',z' € S)]C‘,/})
Le lemme suivant permet de comparer les normes de Hy ; et de Hy/ 4.

Lemme 2.2. Pour (n,k,z) € {(n,k,z) | 0 < k <n,z € S)’f} on peut écrire
Izn’k’x comme une réunion disjointe finie d’au plus (¢ — 1)(d(x, x") + 1) + 2 parties
IZ",/’k/’x/ pour (n',k',z') € {(n',k',z') |0 < k' <n', 2’ € S}, de sorte que pour
chaque (n',k’,z’) la partie Izn,/’k/’x/ intervienne au plus d(x, x’) + 2 fois dans ces
décompositions (c’est-a-dire que I’ensemble des (n, k, z) tels que la partie 1 Z",/’k/’x,

s

. . . o nk,x . . e e )
intervienne dans la décomposition de 1, est fini et de cardinal inférieur ou égal

ad(x,x’)+2).
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Ce lemme est le lemme 1.5 de [LafO8] mais nous en rappelons la démonstration
(avec une petite correction).

. . . , . <. ’ nk,x _ yn’ k' x
Démonstration. Si z n’appartient pas a géod(x,x’), on a I =1, avec
=z, k' =d(x',z),n =n+ k' —k.Siz appartient a géod(x, x’), on peut écrire

n,k,x P ...
I; comme la réunion disjointe

7 7 7
— des 1], k' ,avec z’' n’appartenant pas & géod(x, x") mais a distance 1 d’un point
de géod(z,x'), k' = d(x',z')etn’ = n—d(x,x") + 2(k’ — 1), sous réserve
quen’ >0,

Y /7
— etdu singleton Izk, K — {z'}, o0z’ € géod(z, x’) vérified(x, z’) = n, etavec

k' =d(x',z"),sin <d(x,x").

nk,x _ yn' k' x
IZ = IZ’ In’,k’,x’

X z X/

. ’ ’ /
{2y =150

Le dessin illustre les deux cas envisagés dans la démonstration (le dessin de gauche
correspond au cas ol z & géod(x, x’) et les deux dessins de droite correspondent au
cas ol z € géod(x, x')). O

Fin de la démonstration de la proposition 2.1 en admettant le lemme 2.3. Soit A la
matrice de

G K. 2y 0<k' <n' 2 €Sk}
dans

CHnk2) [0k =<n zeSE
’ . 'k x! . . . ..
dont le coefficient vaut ) si I, k"% intervient dans la décomposition de 17°5*
dans le lemme précédent, et O sinon. On a alors A o @,/ ; = ® ;. Dans chaque ligne
de Ailyaauplus (g —1)(d(x, x")+ 1) +2 coefficients non nuls, dans chaque colonne
au plus d(x, x") + 2 et ces coefficients ont une valeur absolue inférieure ou égale a
esd(X) (car pour n et n’ comme dans le lemme avec [ ;, KX intervenant dans la
décomposition de IZ"’k’x, onaln—n'| <d(x,x’)). D aprés le lemme 2.3 ci-dessous,
une matrice telle que dans chaque ligne il y ait au plus C; coefficients non nuls, dans
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chaque colonne au plus C et que ses coefficients aient une norme inférieure ou égale
a C3 a une norme d’opérateur inférieure ou égale a /C; C,C3. Donc

14l < Vg = D@(x.x") + 1) + 2/d(x, x7) + 2679,
Pour tout f € C4V ona I/ ey < IANNS |, , et done

7 (@) f o, = Alllz(@) flla,, , = 1AL oy -

On voit que 7(g) est continu de H ; dans lui-mé&me, de norme inférieure ou égale a
Vg =D + 1) +2/E(g) + 2.

On termine maintenant la démonstration de la proposition 2.1. On décide que
H, ¢(Ay) est pair et Hy s(A») impair, et alors

((Hx,s(A1) © Hy,s(A2))[0, 1], (s + vi)iefo,1)

appartient a KKg 250+ (C, C[0, 1]) pour une constante C assez grande, et réa-
lise I’homotopie entre 1 et y : en effet (Hy (A1) & Hys(A2),u1 + v1) est égal
a 1 dans KKg 25¢+¢c(C, C) par la proposition 1.4.2 de [Laf02] et (Hy (A1) &
H, s(A3),up + vg) est homotope a ((2(A1) @ €2(A3), ug + vo) qui représente .
Comme d’habitude cette homotopie est réalisée en introduisant les normes intermé-

diaires \/l|| : ||%1x T A=0]- ||?2, et en conservant 1’opérateur ug + vy pendant
I’homotopie. O

Lemme 2.3. Soit B une C*-algébre, (E;)icy des B-modules hilbertiens et E =
@D Ei. Pouri,j € I on sedonne a;j € £p(E;, E;). Alors si

sup (Xjerllaijles e ) e Sug’(ziez laij 252, ,E0)
ic je

sont finies, A = (ai;)i,jer appartient a £p(E) et on a
141 ) = (3P (Zyer s Iacs 50)) (30 (Lier laijllzacs; 50)- @)
i€ je

En particulier si A, considérée comme une matrice par blocs, posséde au plus C;
blocs non nuls dans chaque ligne et Cy blocs non nuls dans chaque colonne et si ces
blocs ont une norme inférieure ou égale a Cs, alors || Al g z(g) < +/C1C2Cs.
Démonstration. 11 suffit de montrer I’inégalité (2) pour / fini. Comme

A Sju?(ZjeI laijll ez E;.E0)
1€

est une norme d’algebre sur £p(E), on a alors pour tout n € N*, en notant
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(A*A)" = (bij)i,jer,
AN, &) = I(A* A" [l £52)
< 111(sup (Xjer 1B 25 5,.50) )
iel

n n
< 111(sup (Xjerllaillene;.£0)) (sup (Lier laijllencs;.£0)) -
iel jel
d’ou I’inégalité (2) en faisant tendre n vers I’infini. O

Remarque. Les espaces H, (A1) ressemblent aux espaces de Hilbert introduits par
Julg et Valette dans [JV84] pour construire I’homotopie entre y et 1. Plus précisément
on rappelle que pour A €]0, +oo[ Julg et Valette notent H; le complété de CA1) pour
le produit scalaire (Sﬁ, Eé) = ¢ M@b) oy Sj est la fonction qui vaut 1 en a et 0
ailleurs. Nous écrirons ici H ){ V" au lieu de H;, pour éviter les confusions. Alors pour
tout A > Oettoutn € N, et f € CAV supporté sur S?,ona

IIfIIquJV bZS" e 44D f(a) f(b)

_ (l_e—zx)e—z)tn 3 o2Mk 3 | 3 f(a)’2+e—zxn| 3 f(a)’2

1<k<n zesk aeI:"’k’x aeSy

,0, ; 3
1" on voit que cette formule ressemble a la formule pour

et comme ST =
—22) et e2*k empéche de les

I/ ||i,)C .(A,)> bien que la présence des facteurs (1-—e

identifier, quelles que soient les valeurs de s et de A. Plus précisément les restrictions
2 2 s . c , .

de || - || HIV et | |l He (A a I’espace des fonctions supportées sur S7 s’expriment

comme des sommes des carrés des mémes formes linéaires f +— Y aellkx f(a),
mais avec des pondérations un peu différentes. D’autre part les opérateurs u; + v,
que nous utilisons sont quasiment les mémes que ceux introduits par Julg et Valette.
On notera cependant que, dans [JV84], C(42) est complété pour la norme de £2(A,)
alors que nous le complétons pour la norme de Hy s(A3).

3. Construction des espaces et des opérateurs

Ce paragraphe et les deux suivants sont consacrés a la démonstration du théroreme 1.5.
Soit G un groupe localement compact agissant de facon isométrique, continue
et propre sur un espace métrique (X, d) qui est un bon espace hyperbolique discret.
Soit § € N* tel que (X, d) soit §-hyperbolique. Dans toute la suite de cet article
on utilisera les notations suivantes : si A et B sont des parties finies de X, on note
d(A,B) = mingeg pep d(a,b) et dnax(A, B) = maxgeq pep d(a,b). Si A est un
singleton {x} on note d(x, B) et dm.x(x, B) au lieu de d({x}, B) et dmax({x}, B).
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Soit x € X et £ la longueur sur G définie par £(g) = d(x, gx). Le point x sert
d’origine dans la construction. Cependant on utilisera en d’autres points que x les
constructions faites pour x (notamment pour vérifier les propriétés d’équivariance).
On utilisera aussi x comme variable dans certains lemmes.

Soit y € KK (C, C) I’élément défini sous ces hypothéses par Kasparov et Skan-
dalis [KS03]. Soit s €]0, 1]. On va construire, pour une certaine constante C assez
grande, une homotopie de 1 a y dans Eg »5¢+c (C, C[0, 1]). Cette homotopie sera
composée d’une partie difficile (partant de 1), et d’une partie facile (aboutissant a
y) dont la construction est reléguée au paragraphe 5. Le but de ce paragraphe est de
construire des espaces vectoriels et des opérateurs pour la partie difficile de I’homo-
topie. Dans le paragraphe 4 nous construirons les normes sur ces espaces.

On commence par fixer un entier N tel que

N est assez grand en fonction de §. (Hy)

Plus précisément nous utiliserons un nombre fini de fois I’inégalité N > C§, avec
C un entier.

On note K un entier tel que pour tout point a de X le nombre de points de X a
distance 1 de a soit inférieur ou égal a K. Dans toute la suite on notera C(§), C(§, K),
C(5,K,N), ... des constantes qui ne dépendent que des variables indiquées, mais
varient d’une formule a I’autre.

On note A I’ensemble des parties de X dont le diametre est inférieur ou égal
a N. On note pn.x le cardinal maximal d’une partie de X de diametre < N. On a
Pmax < C(8, K, N).Pour p € {1, ..., pmaxj onnote A, I’ensemble des parties de X a
p €léments de diametre < N.Onnote C X e C-espace vectoriel formé des fonctions
a support fini de X dans C, dont la base canonique est notée (e,)zex . On choisit une
orientation de chaque simplexe associé a un élément de A \ {@}, ce qui permet de noter,
pour tout p € {1,..., pmax}» C47) le sous-espace vectoriel de A?(CX)) engendré
parleseg, A---Aeg, pouriay,...,ap} € Ap.PourS = {ay,....a,} € A, onnotera
aussies = Fe4, A---Aeg, (suivant]’orientation choisie pour ce simplexe). Ces choix
d’orientation ont simplement pour but d’alléger les notations. On a cA) = cH,
On note encore Ag = {@}, C20) = C = A CHX))eteyg = 1.

On note CX I’espace des fonctions de X dans C, qui est le dual algébrique de

C) Pour tout p€{0,..., pmax — 1} onnote 9: C@pr+1) — C(A2) [a contraction
agauche par (..., 1,1,...) € CX, c’est-a-dire que pour {ay, ...,a,} € Apt1,0na
4 .
deay N--"Nea,) = D (=1)eag A= Nea;_y Neg; .y A+ Neg,.
i=0

En d’autres termes 9: C(AD — C40) = C est défini par (Y ey f(a)es) =

i d d
Y pex f(@) et (CAD « €@ — ... « C@rmn)) est le complexe d’homologie
simpliciale.
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Le complexe suivant est exact :

0 Cl) 2 cndcenl 2 )

En fait nous allons construire, pour tout point x € X, un premier parametrix H,
pour ce complexe (le méme que dans [Laf02]), puis un deuxieme parametrix u,
puis un troisieéme parametrix Jx qui est un mélange de Hy et uy, et c’est celui-la qui
nous servira. Ici comme dans la suite on emploie le terme “parametrix” plutdt que
“homotopie” pour éviter que ce mot ait un double sens. Pour construire I’homoto-
pie de 1 a y on commencera par représenter I'image de 1 dans KKg 25¢+c(C, C)
(avec C assez grand) par I’opérateur d + J, agissant sur le complété de @5":“‘{ C@»)
pour certaines normes de Hilbert || - ||, , trés compliquées construites au para-

. . . . . b
graphe suivant, puis on déformera 1’opérateur d + J en le conjuguant par e™% on
o> @52‘{ Cr) — @52‘{ CA») est défini par 0°(es) = p’(S)es et ol p’. est
une variante moyennée de la distance a x : c’est la partie difficile de I’homotopie,
qui est I’objet de ce paragraphe et du suivant. Pour 7 assez grand I’opérateur 0 + J,

b . ; .
0% est continu sur @5:‘? €2(Ap), ce qui permet de remplacer les

conjugué par e*
normes compliquées par les normes ¢ et d’arriver ensuite 2 y : ¢’est la partie facile
de I’homotopie, qui est traitée au paragraphe 5.

L’opérateur J, vérifiera les deux conditions suivantes, qui ne sont pas formulées
de maniéere précise et servent seulement d’heuristique pour la construction de J. Il

existe une constante C telle que

(C1) J, rapproche de I’ origine, plus précisément si Sg, S, ..., S, est une suite sans
répétition d’éléments de A telle que es; , | apparait avec un coefficient non nul
dans d(es, ) oudans Jx(es;), lasuite Sp, S1, ..., S, se rapproche de x en restant
a distance < C de la réunion des géodésiques entre x et les points de S,

(C2) Jx estune intégrale sur un parametre o d’opérateurs Jy o tels qu’il existe des
parties Yx o5 (pour S € A) vérifiant les propriétés suivantes :
— Yy o5 estune partie finie de X, ne dépendant que de x, o, S, de cardinal
< C, et contenant x et .S,
— tousles pointsde Yy o s sontadistance < C delaréunion des géodésiques
entre x et les points de S,
— les distances entre les points de Y o s sont déterminées a C pres par
x,a, S (ce qui fait que le nombre de possibilités pour 1’ensemble des
distances entre les points de Yy o,s est borné par une constante)

— pour 7" € A, le coefficient de er dans Jx (es) est nul si T n’est pas
inclus dans Yy 4.5 et il ne dépend que de la connaissance des distances
entre les points de Yy 4 5, ¢’est-a-dire, plus précisément : si on se donne

S = {Cll, o ,ap_l}, T = {bl, . ,bp} C Yx,a,Sy x',
S = {a/l, ce. ,a;_l} et T' = {b/, R ,b;,} C Yy s



La conjecture de Baum—Connes a coefficients pour les groupes hyperboliques 19

tels qu’il existe une isométrie de Yy o s dans Y,/ 4 s/ qui envoie
I / / / /
X,da1,...,4p_1, by,... . by surx’, Ay, ... dy_q, 1,...,bp,

alors le coefficient de epr N -e- Aep dans Jy g (ea/l AN Aey l) est
-
€gal au coefficient de ey, A -+ A ep, dans Jx g(€q; A A e,,pfl).

Dans la condition (C2) la donnée des points de S sert a lever I’ambiguité de signe
sur es et de méme pour T, S/, T'.

Ces propriétés (C1) et (C2) serviront pour montrer la continuité de J,. D apres
la formule (31) ci-dessous, pour f € C@») on aura

1 15, = ;Kzléz(f)lz,

ou la somme porte sur certaines classes d’équivalences Z d’uplets (ay,...,ap.Y),
avec {ai,...,ap} € AetY une partie finie de X dont tous les points sont a distance
< C de la réunion des géodésiques entre x et les points de {a1,...,a,} (la somme
sur Z est infinie et le cardinal de ¥ ne dépend que de Z mais n’est pas borné indé-
pendamment de Z). La relation d’équivalence est telle que Z détermine les distances
entre les points de {x} U {ay,...,a,} UY.Enfin kz € R estune pondération et

EZ(f): Z f(al’--wap)

(a1 ,...,a,,,Y)eZ

ol f(ay,...,ap) désigne le coefficient de ez, A --- A eq, dans f. De plus si Z est
comme ci-dessus et Jy o est comme dans (C2),”J, o (§2z) sera une combinaison finie
de formes linéaires §z/, avec Z’ une classe d’équivalence de (ay, ... ,a,_;,Y’) tels
qu’il existe (ay,...,ap,Y) € Z vérifiant
— eq; A -+ A €q, peut apparaitre dans J,C,O,(ea/l A A ea},,l)’ en particulier
ai,...,ap sont a distance < C de la réunion des géodésiques entre x et les
s / /
points de {aj, ... ,ap_l},

— Y’ contient Y U {ai, ... ,ap} U Yx,a,{a’l,...

a1}

Donc ||| ez;'em sera choisie de telle sorte que si £z apparait dans la formule pour ||- || QZ%,X’S ,
ces nouvelles formes linéaires £z apparaissent aussi dans la formule pour || - || _
La condition (C2) fournit une constante C’ telle que  J o (§z) soit une combinaison
d’au plus C’ formes linéaires £ 7/, ce qui permettra d’appliquer Cauchy—Schwarz pour
majorer |z (Jx(f))|? par une combinaison des |£z/(f)|?>. Comme J sera une
intégrale de tels opérateurs Jy o on montrera, en utilisant encore Cauchy—Schwarz,
que || Jx fllg,s < Cll fllz,, pour une certaine constante C. La formule (31) pour
Il ||§€x , que nous donnerons plus loin est plus ou moins déterminée par la condition

que si une forme linéaire £z figure dans la formule pour || - ||§€X ,» les formes lincaires

€z servant & décomposer ' Jy o(£z) doivent apparaitre dans | - ||§,€x , (ainsi que

R .. , boa _.pb b __gb
la méme condition pour les autres opérateurs comme e%% de =% et e™0x J o),



20 V. Lafforgue

La condition (1) garantit que ce procédé ne diverge pas, en particulier que pour

feC@) > kzlEz(f)I? < oo.
Nous allons voir que H satisfait (C1) mais pas (C2). Inversement u, satisfera

(C2) mais pas (C1). Heureusement J, vérifiera (C1) et (C2).

3.1. Construction du premier parametrix H,. Dans toute la suite nous aurons
besoin de la notation suivante.

Définition 3.1. Si (Y, d) est un espace métrique, ¢ € R4, et x,y € Y, on note
e-géod(x, y) I’ensemble des points z de Y telsque d(x,z) +d(z,y) <d(x,y)+e.
On note géod(x, y) au lieu de 0- géod(x, y).

Donc géod(x, y) désigne simplement 1’ensemble des points z de Y tels que
d(x,z)+d(z,y) =d(x, ).

Les deux lemmes suivants sont valables pour tout espace métrique car ils n’uti-
lisent que I’inégalité triangulaire.

Lemme 3.2. Soient (Y, d) un espace métrique, x,x’,y,y’,z,z' € Y eta € Ry tels
que z € a-géod(x, y). Alors

z' e (e +2d(x,x") +2d(y,y') + 2d(z,z'))- géod(x', y').
Démonstration. Cela résulte des inégalités évidentes
dix',z)) <d(x,z)+d(x,x")+d(z,2), d(z',y) <d(z,y) +d(y,y)+d(z,Z)
etd(x’,y) >d(x,y)—d(x,x)—d(y,y). O
Lemme 3.3. Soient (Y, d) un espace métrique, x,a,b,c € Y et a, B € Ry tels que
b € a-géod(x,a) et c € B-géod(x,b). Alors
a) ¢ € (o« + B)-géod(x,a),

b) b € (a + B)-géod(a,c),
c) sidb,c)>a+ B,d(a,c)>d(a,b).

Démonstration. On a
d(a,b)y+d(b,c)+d(c,x) <d(a,b)+db,x)+ B <d(a,x)+a+ 8,

d’ou I’on déduit a) et b) a 1’aide des inégalités triangulaires pour les triangles abc et
acx respectivement. Enfin c¢) résulte immédiatement de b). O



La conjecture de Baum—Connes a coefficients pour les groupes hyperboliques 21
Voici maintenant un lemme qui utilise le fait que (X, d) est §-hyperbolique.

Lemme 3.4. Soient x,a,b,c € X.
a) Soit B € N tel que b € B-géod(a,c). Alors

d(x,b) <max(d(x,a) —d(a,b),d(x,c) —d(c,b)) + B8 + 6. (Hsﬂ(x,a,b,c))
b) En particulier si b appartient a géod(a, c) on a

d(x,b) < max (d(x,a) —d(a,b),d(x,c) — a’(c,b)) + 4. (Hg)(x,a,b,c))

a

\,

=

X b

’ C

Démonstration. Le a) est une conséquence directe de la propriété d’hyperbolicité
(Hg(x,a,b,c)) de la définition 0.1 et b) est le cas particulier de a) ou 8 = 0. O

Nous devons commencer par rappeler certains lemmes de [KS03] et [Laf02].
Comme nous avons affaire a des espaces hyperboliques et géodésiques, et non pas
seulement boliques et faiblement géodésiques, les €énoncés et les démonstrations des
lemmes se simplifient, et nous repartirons donc de zéro. En plus nous éliminerons les
parametres k et ¢ de [Laf02].

On rappelle que A est I’ensemble des parties de X dont le diametre est inférieur
ouégala N.Pour S € A\ {0} on note

Us= (| B@.N)={zeX|{z}US €A}

acs

Lemme 3.5 (cf. le lemme 6.2 de [KS03], et le lemme 2.1.4 de [Laf02]). Soientx € X
et S € A\{@}. Pourz,z’ € Usona

d(z,2') = (d(x,z) —d(x,Us)) + (d(x,2') — d(x,Us)) + 48.

En particulier le diamétre de {z € Us | d(x,z) < d(x,Us) + 8} est inférieur ou
égal a 66.

Gréce a (Hy) on peut supposer N > 64§, ce que I’on fait. Le lemme 3.5 implique
alors que le diametre de {z € Us | d(x,z) < d(x,Us) + &} est inférieur ou égal
aN.

Démonstration. On commence par un résultat trivial.
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Lemme 3.6. Soit x € X, r € N, z1,z3 € B(x,r) et zo € géod(zy,z3) avec
d(z1,z2) = 8 et d(z3,23) > 8. Alors z; € B(x,r).

Démonstration. Par (HSO (x,z1,22,23)) on a
d(x,zp) <max(d(x,z1) —d(z1,22),d(x,z3) —d(z2,23)) + 6. O
Fin de la démonstration du lemme 3.5. Soient z1, z3 € Ug avec
d(z1,23) = (d(x,z1) —d(x,Us)) + (d(x,z3) —d(x, Us)) + 48.
Nous allons aboutir a une contradiction. Il existe z, € géod(zy, z3) tel que
d(z1,22) = (d(x,z1) —d(x, Us)) + 26.

Alors on a d(z3,22) > (d(x,z3) — d(x,Us)) + 28. D’apres le lemme 3.6, on a
zp € Ug. Mais par (Hg(x,21,22,23)) onad(x,zz) < d(x,Us) — 8, d’olt une
contradiction. 0

Lemme 3.7 (cf. le lemme 6.3 de [KS03] et le lemme 2.1.5 de [Laf02]). Soient x € X
et S, T € A\ {0}. Supposons que tout point a dans la différence symétrique de S et
T vérifie d(x,a) < d(x,Us) + N —56. Alors

a) d(x7 UT) = d(xv US);

b) pour tout b dans la différence symétrique de Us et Ur,

d(x,b) > d(x,Ug) + 6.

Démonstration. Nous suivons la preuve du lemme 6.3 de [KS03]. Par récurrence sur
le cardinal de la différence symétrique de S et 7" on peut supposer que la différence
symétrique de S et 7" est un singleton {a}.

Supposons d’abord a € T. Alors Ur C Us. Comme T = S U {a} appartient a
A, a € Ug. Parlelemme 3.5, d(a,{z € Us | d(x,z) < d(x,Us) + 8}) < N.Donc

{zeUs|d(x,z) <d(x,Us) + 68 CUr CUs

et les assertions a) et b) du lemme en résultent.

Supposons maintenanta € S. Alors Us C Ur etcomme S = T U {a} appartient
a A, a € Ur. 1l suffit de montrer a) car en échangeant les rdles de S et T, b) en
résulte. Raisonnons par 1’absurde et supposons d(x, Ur) < d(x, Ug). Soit b € Ur
tel que d(x,b) = d(x,Ur). On aalors b &€ Ug donc d(a,b) > N. On rappelle que
N > 66.Soitc € géod(a,b),d(a,c) = N—368.Parlelemme 3.6,commea,b € Ur,
d(a,c) > 6,d(b,c) > §etc € géod(a,b),onac € Ur. Mais d(a,c) < N donc
¢ € Us.Or (Hgo(x,a,c,b)) donne

d(x,c) <max(d(x,a) —d(a,c),d(x,b) —d(b,c)) + 6§ < d(x,Us),

ce qui est contradictoire. O
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Pour x € X, S € A\ {@}, on définit
Asx = {z € Us | d(x.2) < d(x.Us) + 8}
etpourr € N,
Ysr =1{z € Us | 3y € 6-géod(x,2). d(x.y) <r. d(y.z) = d(y.Us)}.

y
/

z Us

\

Il est clair que r +— Yg x , est une application croissante, ¢’est-a-dire que si r < r’
onaYgx, CYsx,. Deplus Yg xoestnonvide. Sir < d(x,Us) ona

Ysxr=1{z € Us | Iy € §-géod(x,2), d(x.y) =r. d(y.z) = d(y.Us)}. (3)

En effet pour z € Ysx, et y € §-géod(x, z) vérifiant d(x,y) < retd(y,z) =
d(y,Us),{d(x,y’) | y' € géod(y, z)} est un intervalle contenant d(x, y) et d(x, z),
et comme d(x,y) < retd(x,z) > d(x,Us) > r, il existe y' € géod(y, z) tel
que d(x,y") = retalors d(y',z) = d(y',Us) et y' € §-géod(x, z) par le a) du
lemme 3.3.

Plus tard on aura besoin des conventions : Ag x = Ay} x = B(x,8) et Yg x, =
Y(x},x,r» qui est égal a {x} pour r = 0.

Cet ensemble Yg x , est tres proche de celui défini par Kasparov et Skandalis
dans [KSO03], il sert pour I’astuce des ensembles emboités.

Comme le diametre de Ug est inférieur ou égal a 2N, il est clair que Ug donc
aussi Ag x et Ys x r, ont des cardinaux bornés par C(§, K, N). En fait le lemme 3.5
montre que le diametre de A x est inférieur ou égal a 65, donc son cardinal est borné
par C(8, K).

Lemme 3.8. Sir <d(x,Us)—Nousir =0,0onaYsx, C As x et
YS,x,r = {Z € AS,X | ay € 6- géOd()C,Z), d(xv y) =T, d(y,Z) = d(yvAS,x)}‘
Démonstration. Sir = 0, c’est évident. Supposons donc r < d(x,Us) — N. Soit

z € Ys xr.Gricea(3)onaz € Ugetilexiste y € §-géod(x,z),telqued(x,y) =r
etd(y,z) =d(y,Us).Onad(x,z) > d(x,Us) > r + N donc d(y,z) > N.
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On va montrer que d(x,z) < d(x,Us) + 6. Soitz’ € Us.Onad(z,z') < 2N et
d(y,z') = d(y,z) = N.Par (Hs(x,y,z,z)) ona

d(x,z) <max(d(x,z') +d(y,z) —d(y,z"),d(x,y) +d(z,z') —d(y.z")) + 6.
Mais d(x,z') +d(y,z) —d(y,z") <d(x,z') et
d(x,y)+d(z,z')—d(y,z') <r + 2N — N < d(x, Us).
Donc d(x,z) < d(x,z’) 4+ & pour tout z’ € Usg. On a montré Ys . , C Ag .

Soit maintenant z € Ag x et y € §-géod(x,z) telsque d(x,y) =retd(y,z) =
d(y, As,x). On veut montrer d(y, As x) = d(y, Us). Si ce n’est pas vrai, il existe
z' € Us \ Asx telsque d(y,z') = d(y,Us). Comme d(x,z') > d(x,Us) + § >
d(x,z)etd(y,z’) <d(y,z),onay € §-géod(x,z'). Alors z’ € Ys x, C As.x, ce

qui amene une contradiction. O

L’astuce des ensembles emboités repose sur le lemme suivant.
Lemme 3.9. Sir <d(x,Us) —d(x,x") =68, ona¥Ysxr CYsx ri2d(x,x')+-

Démonstration du lemme 3.9 en admettant le lemme 3.11. Soit z € Yg . Par hy-
pothese il existe y € §-géod(x,z),d(x,y) <r,d(y,z) =d(y,Us).Ona

d(y,z) 2d(x,z) —d(x,y) = d(x,Us) —r = d(x,x") + 6.
Soit y’ € géod(y,z),d(y,y") = d(x,x") + 6.
/

Us
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Alors d(y’,z) = d(y’,Us), et par le lemme 3.11 (avec ¢ = §) on a y’ €
§-géod(x’, z). Enfin

dix',y) <dKx'.x)+d(x,y)+d(y,y) <r+2d(x,x")+6. O

Lemme 3.10. Pour tout ¢ > 0 et x,z,y,y € X, si y € s-géod(x,z), ¥y €
géod(y,z), d(y,y’) > &/2, alors y' € §-géod(x, z).

Démonstration. Par (H)(x,y,y’,z)) ona
d(x7 y/) S max(d(x, y) - d(yv y'),d(x,z) - d(Z7 y/)) + 5
Doud(x,y) +d(y,z) <max(d(x,y)—d(y,y") +d(', z),d(x,z)) +§.Or

d(x,y)—d(y.y)+d(y'.z) = (d(x,y) + d(y.2)) —2d(y.y")
<d(x,z)+e—2d(y,y).

Doncd(x,y")+d(y',z) <d(x,z) + 4. O

Lemme 3.11. Pour tous ¢ > 0, x,x',z,y,y’ € X, si y € e-géod(x,z), y' €
géod(y,z), d(y,y') = &/2 + d(x,x"), alors y' € §-géod(x’, z).

Démonstration. D’apréslelemme 3.2,y € (e+2d(x, x’))- géod(x’, z). On applique
alors le lemme 3.10 a (x', z, y, y’) au lieu de (x,z, y,y’) et ¢ 4+ 2d(x, x’) au lieu
de ¢. O

Dans [KS03] Kasparov et Skandalis définissent une mesure ¥s x de masse 1 en
normalisant une moyenne paramétrée par r des fonctions caractéristiques de Yg x .
Nous allons faire de méme, a ceci pres que nous prendrons plutét une moyenne sur
r de la fonction caractéristique de Y x , normalisée. Pour tout ensemble non vide A
on note v4 = ﬁLA X4, 0u y4 est la fonction caractéristique de A.

On pose alors

1 max(0,d(x,Us)—N—1)

max(1,d(x,Us) — N)

1ﬂS,x =

1)Y.S‘,x,r'
r=0

D’apres le lemme 3.8 le support de ¥ x est inclus dans Ag .
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Plus loin nous aurons besoin de la notation suivante : on définit
VSxt = VY ¢ ma@ug)—ny Pour? €[0,1]
de sorte que Ys x = fol Y5 x.:dt. Dans tout cet article on note E( - ) la partie entiere.
Lemme 3.12. Pour tout t € [0, 1], le support de Y5 x ¢ est inclus dans Ags x.

Démonstration. Cela résulte immédiatement du lemme 3.8. O
Pour r € {0, ..., max(0,d(x,Us) — N)}, on a, grace au lemme 3.8,
Ysxr =1z € Asx | 3y € 8-géod(x.z2). d(x.y) = r. d(y.z) = d(y. Asx)}-
Donc Y x » ne dépend que de la connaissance des points de
SUAsxU{y |3z € Asx, y € 5-géod(x,z), d(x,y) =r} U {x} 4

et des distances mutuelles entre tous ces points. De fagon plus précise, si x’ et S sont
tels qu’il existe une isométrie de (4) vers I’ensemble correspondant pour x’ et S’, qui
envoie x et S sur x” et S’, alors Ys/ /, C As’x est'image de Y5, C Ag.x par
cette isométrie.

En anticipant un peu justifions I’intérét de cette propriété. D’apres la démonstra-
tion du lemme 3.20, I’ensemble (4) est inclus dans I’ensemble figurant dans I’énoncé
du lemme 3.20 et on déduit du lemme 3.13 que le cardinal de (4) est borné par une
constante C (8, K, N), et de plus la connaissance de r et de d(x, Us) détermine les
distances entre les points de (4) & une constante C(§, N) prés. Donc connaissant r et
d(x,Us), il n’y a qu’un nombre fini, borné par C(8, K, N), de possibilités pour la
donnée de toutes les distances entre les points de (4). Enfin ¥s » est une moyenne
entre 0 et max(0,d(x,Us) — N — 1) de vy, .. Au contraire avec la définition de
Kasparov et Skandalis, ot la normalisation est faite aprés la moyennne, le calcul de
Y¥s,x nécessiterait la connaissance simultanée de tous les points y tels qu’il existe
z € Ag x vérifiant y € §- géod(x, z).

Le lemme suivant, que nous venons d’utiliser, servira a de nombreuses reprises.

Lemme 3.13. Pour tout r € N il existe C dépendant seulement de §, K et r tel que
pour x,y € X, on ait,

— pourtout! €{0,...,d(x,y) +r}, #{z e r-géod(x,y) | d(x,z) =1} <C,
— etff(r-géod(x,y)) < C(d(x,y) + 1).
Démonstration. Pour x,y € X on pose d = d(x,y) et on choisit xo = x,

X1,...,Xqg = y des points de géod(x, y) telsque d(x, x;) = i.Soitz € r-géod(x, y)
eti = min(d, d(x,z)). Alors par (Hg)(z, X,X;,y))ona

d(z,x;) < max(d(z,x)—d(x,x;),d(z,y) —d(y,x;)))+8§<r+36
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card(x,x;) =i,d(x;,y) =d—i,d(x,z) € [i,i+r]etd(z,y) e [d—i,d—i+r].
Onpose C =1+ K + K2+ --- + K™ Alors max,ey 1B(x.r +§8) < C. On
voit que la premiére assertion est vraie et pour la deuxieme assertion on remarque
que - géod(x, y) C U;izo B(xi,r +§). O

Par I’astuce des ensembles emboités nous allons montrer que pour x,x" € X,
|¥s.x — ¥s.x |1 tend vers O en dehors des parties finies de A (ou || - ||; désigne la
masse totale d’une mesure). Cela résulte du lemme suivant qui est plus fort.

Lemme 3.14. Il existe C = C(8, K, N) tel que la mesure de I’ensemble dest € [0, 1]
Cd(x,x’)

tels que wS,x,t 75 ws,x’,t soit S l—l—d—(x,S)
Démonstration. Le lemme est vrai si x = x’, donc on suppose d(x,x’) > 1. On
prendra C > 2N + 2 si bien que % > 1sid(x,S) <d(x,x")+ 2N. Donc
on suppose

d(x,S)>d(x,x") +2N +1,

et il suffit de montrer le lemme sous cette hypothese.
On a alors

min(d(x,Us) — N,d(x',Us) — N) > d(x,S) —2N —d(x,x") > 1.

Comme le cardinal de Yg ., est non nul et borné par une constante Cp =
C(3, K, N), et que I’application r — Y , , est croissante, I’intervalle

[0,d(x,Us)— N —1]

se découpe en au plus Cy intervalles ou I’application r +— Yg x , est constante. Il
résulte dulemme 3.9 que I’applicationr — Y5 ,/ , coincide avec la précédente sur des
intervalles (éventuellement vides) obtenus a partir des précédents en raccourcissant
chaque extrémité de 2d (x, x’) + 6.

Il en résulte que 1’application croissante

t = Y x E(t(d(x,Us)—N))

prend au plus Cy valeurs et pour chaque valeur I’image inverse est un intervalle, et
I’image inverse de cette méme valeur par 1’application

t = Ys x EGt(d(x',Us)—N))

M des extré-

est un autre intervalle dont les extrémités différent au plus de = ERIEI

mités du premier. En effet pour ¢, ¢' € [0, 1], I’inégalité
[E(t(d(x,Us) — N)) —E(t'(d(x",Us) — N))| <2d(x,x") +§

implique |t — '] < % car |d(x,Us) —d(x’,Us)| < d(x,x’) et on utilise

le fait que d(x,Us) — N > d(x,S) —2N.
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On en déduit que la mesure de ’ensemble des ¢ € [0, 1] tels que p,((x,a) #

. . z ~ 4
Wre(x', a) est inférieure ou égale a 2C0%3((i ()fg’)x_);;f“). Enfin on a

2Co(3d(x,x) + 8 +1) _ 2Co(4+ )N +2)d(x, x')
d(x,S)—2N 1 +d(x.5)

car on a suppos€ d(x,x’) > 1 et d(x,S) > 2N + 1. On prend alors C =
2Co(4 + 8)(2N + 2). O

On définit un opérateur %, de degré 1 sur @53‘3 C@») par la formule suivante :

hx(es) = V¥s.x Nes.

Plus loin nous aurons besoin de la notation suivante : pour ¢ € [0, 1], &, s est 1’opé-
rateur défini par

hyt(es) = ¥sxs Nes, (5)
de sorte que iy = fol hyx dt. On note que pour tout ¢ € [0, 1], hx s (eg) = ex.

Lemme 3.15. Il existe C = C(8, K, N) tel que lamesure de I’ensemble dest € [0, 1]

tels que (hy; — hy t)(es) # 0 soit < lc_:léfxxs))
Démonstration. Cela résulte immédiatement de (5) et du lemme 3.14. O

Le lemme suivant servira tout a fait a la fin de ’article.
Lemme 3.16. Ona h? = 0.

Démonstration. D’apres les lemmes 3.7 et 3.12, si er apparait dans /. (es) on a
AT = As x. Le lemme 3.8 montre alors que Y7,x = Vs x. O

Nous voulons montrer que 1’opérateur 04y + /0 est inversible de @53{; C(@r)
dans lui-méme. En effet H, = h,(dhy, + h,0)~! sera alors un parametrix pour 9,
c’est-a-dire que I’on aura 0H, + H,d = 1. Pour cela nous introduisons, comme dans
le paragraphe 2.5.1 de [Laf02], la “distance moyenne tronquée de S a x” :

£:(8) = (X max(d(x, Us). d(x,a) = §) + (pmax — £5)d(x, Us)).
a€s

si § # @ et (0) = 0. Cette distance est tronquée au sens ou tous les points de S

dont la distance a x est comprise entre d(x, Us) et d(x, Us) + § contribuent de la

méme fagon. On a clairement d(x, Us) < {x(S) <d(x,Us) + N — 6.

Lemme 3.17. Pourtout S € A ona

d(es) € @ Cer, hyx(es) € @ Cer.
T tel que §x(T)<&x(S) T tel que &x(T)<&x(S)
(-dh-hiege @  Cer
T tel que &x (T)<Ex (S)— =568

Pmax
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Démonstration. La premiere assertion est €vidente. La deuxiéme assertion est vraie
car le support de g x est inclus dans Ag x, en vertu du lemme 3.12 et pour 7' =
SU{a}aveca € As yonad(x,Ur) = d(x,Ug) d’apres le lemme 3.7. Pour montrer
la derniere assertion on remarque que

(1 —0hyx —hxd)(es) = > £(Vs.x — ¥s\{a}x) A €5\{a}-

acs

Sid(x,a) <d(x,Us)+ N —58,onad(x,Us\(qy) = d(x,Us) et Ag\(a},x = As,x
par le lemme 3.7, d’oll ¥s5\(q),x = ¥s.x parle lemme 3.8. Sid(x,a) > d(x,Us) +
N — 568, comme les supports de V5 et ¥5\(q},x sont inclus dans Ag x et Ag\(q},x»
(Vs,x — ¥s\{a},x) I\ €5\{q} €St une combinaison de eg\ (4}u(p} avec

d(x,b) < max(d(x,Us\(ay) +6.d(x,Us) +8) = d(x,Us) + 6,

ce qui fait que £ (S \ {a} U {b}) < &x(S) — =95 O

Dmax

Définition 3.18. Pour p € {1, ..., pnax} €t f = ZSGA,, f(S)es, on note

supp(f) = U S.

S tel que f(S)#0

Onah, = fol hydt etles lemmes suivants permettent, pour f € [0, 1] et S € A,
d’estimer le support de /i (es) et de savoir de quoi /i (es) dépend.

Lemme 3.19. Soit x € X et S € A\ {0}.
a) Pour tout t € [0, 1] le support de hy s (es) est inclus dans S U Ag .
b)Ona

Asx C(B(x,25)NUs)U |J {y €38-géod(x,a)|d(y,a) €[N — 25, N]}.

acsS
a¢ B(x,28)

En particulier on a toujours As x C |J,eg 46-géod(x, a).

Démonstration. Comme hy ;(es) = ¥'s xr A es, le a) résulte du lemme 3.12. Pour
montrer le b) on rappelle que Asx = {y € Us | d(x,y) < d(x,Us) + §}. Soit
y € As,x n’appartenant pas a B(x,2§). Soit z € géod(x, y) tel que d(y,z) = 26.
Comme d(x,Us) > d(x,y) —§etd(x,z) = d(x,y) —25,onaz ¢ Ug. Donc il
existea € S tel que d(a,z) > N.
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X z 26 y
Us

\\\/’/,
Comme d(y,z) = 28,onad(a,y) > N — 25. Ensuite (Hg’(a,x,z, y)) donne
d(a,z) <max(d(a,y)—268,d(a,x) —d(x,y) + 28) + 6.
Comme d(a,z) > N etd(a,y) < N on a nécessairement
d(a,z) <d(a,x) —d(x,y) + 34, (6)
etcomme d(a,y) < N < d(a,z)onendéduit y € 36-géod(x,a).Par (6) on a aussi
d(x,a)>d(x,y)+ N —-3§>N —35§>2§

eta € B(x,28). La seconde assertion de b) résulte immédiatement de la premiére :
comme S est non vide, B(x,28) C |, cg 46- géod(x,a). O

Lemme 3.20. Pourt € [0,1] et S € A, hy(es) ne dépend que de la connaissance

des points de
B(x,26) US U |J{y € 35-géod(x,a) | d(y,a) €N —26, N]}

acsS

U J{y €568-géod(x,a) | d(x,y) €td(x,S)—2N —1,td(x, S)]} @

acs
etdes distances entre tous ces points. Plus précisément, sionnote S = {ay, . .. ,ap_l},
siT = {by,...,bp} estinclus dans (7) (sans quoi le coefficient de eT dans hy ;(es)
estnul), et six' € X, " = {a},....a,_ ,} et T' = {by,...,b,} sont tels qu’il
existe une isométrie de (7) dans ’ensemble correspondant pour x" et S’, qui envoie
X, di,...,dp—1, b1, ... by surx’, a/l,...,a;,_l, b/l,...,b;,, alors le coefficient de

epy N-e- Nep, dans hy ¢(eqy N+ Aeq,_,) est égal au coefficient de epr Ao Aep
dans hx’,t(ea’l AN Neg ).
-~

Démonstration. On rappelle que Y5 x; = vy ., avec
r =max(0,E(z(d(x, Us) — N)))
et que, d’apres le lemme 3.8,

Ysxr =1z € Asx |y € §-géod(x,z2), d(x,y) =71, d(y,z) = d(y, As,x)}.
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Donc Ys x » ne dépend que de la connaissance des points de
SUAsxU{y |3z € Asx, y € 5-géod(x,z), d(x,y) =r} U {x}
et des distances entre tous ces points. D’apres le lemme 3.19,

Asx C B(x,28) U |J{y € 35-géod(x,a) | d(y,a) €]N — 26, N]}.
aces
Soit maintenant z € Agx et y € §-géod(x,z) tel que d(x,y) = r. D’apres le
lemme 3.19, il existe @ € S tel que z € 46-géod(x,a). Or y € §-géod(x, z) et
z € 46-géod(x, a) impliquent y € 56- géod(x, a) par le a) du lemme 3.3. Comme
d(x,Us) e [d(x,S)—N,d(x,S)|onar € [td(x,S)—2N —1,td(x, S)]. O

Le lemme suivant est un lemme général sur les espaces hyperboliques, qui géné-
ralise le lemme 3.10.

Lemme 3.21. Soient a,f € N et x,a,b,c € X tels que b € «-géod(a, x), ¢ €
B-géod(b, x). Alors

¢ € (max(a + 2B —2d(b,c), B) + 8)-géod(a, x),

- . . 18
en particulier ¢ € (B + 6)- géod(a, x) si d(b,c) > 5.

Démonstration. En effet (H Sﬂ (a,b,c,x)) s’écrit
d(a,c) <max(d(a,b)—d(b,c),d(a,x)—d(x,c))+ B+,
d’ou I’on déduit
d(a,c)+d(c,x)—d(a,x) <max(d(a,b)—d(b,c)+d(c,x)—d(a,x),00+ 8+
et d’autre part
d(a,b) +d(b,c)+d(c,x) <d(a,b)+db,x)+ B <d(a,x)+a+p. O

Nous allons montrer qu’en appliquant d et 4, de facon répétée a es (pour S €
A\ {@}), on reste a distance bornée de la réunion des géodésiques reliant x aux points
de S.

Lemme 3.22. Soitn € N et Sy, ..., S, une suite d’éléments de A telle que pour
touti, es; | apparait avec un coefficient non nul dans d(es;) ou dans hy (es;). Alors
pour tout point y, € S, n’appartenant ni a B(x,28) ni a Sy, il existe yg € So
n’appartenant pas a B(x,268) tel que y,, € 46-géod(x, yo) et d(yo, yn) > N —26.
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Démonstration. D’apres le lemme 3.19 il existe y,—; € Sy—1,..., Yo € Sp n’appar-
tenant pas a B(x, 28) tels que y; = y; 41 ou bien

Vig1 € 36-géod(x,y;) et d(yi,yig1) > N —26.

Par récurrence sur i € {l,...,n} on montre y; € 45-géod(x, yo) en appliquant le
lemme 3.21 a (g, yi—1, yi) au lieu de (a, b, c) et (46,36) au lieu de («, B) et en
utilisant le fait que N —28 > 78§/2. On suppose N > 94, ce qui est permis par (Hy).
D’apres le ¢) dulemme 3.3 appliqué a (vo, yi, yi+1) aulieude (a, b, c) eta (48, 38) au
lieude («, B),onad(yo, yi) < d(yo, yi+1) pourtouti,etcomme d(yg, y;) > N—26
si i est le plus petit entier tel que y; # yo on en déduit d(yg, y,) > N — 26. O

Il résulte dulemme 3.20 que pour x € X et S € A\{@},1aconnaissancede . (es)
dépend seulement de celle des points de | J g 56- géod(x, a). Grice au lemme 3.22,
on en déduit le corollaire suivant.

Corollaire 3.23. Si Sy, ..., S, est une suite d’éléments de A telle que Sy # @ et
que pour tout i, es; | apparait avec un coefficient c¢; non nul dans d(es;) ou dans
hx(es;), alors So U---U S, C UaeSO 48- géod(x, a) et la connaissance de tous les
¢i ne dépend que de la connaissance des points de | ;¢ o 98- géod(x, a) (et de leurs
distances mutuelles).

Démonstration. Si x, a, b, ¢ sont tels que b € 46- géod(x,a) et ¢ € 55-géod(x, b)
alors ¢ € 96- géod(x, a) par le a) du lemme 3.3. O

On rappelle que 0/, + hyd est inversible de @1’:2‘6 C») dans lui-méme et que
I’on a posé Hy = hy(0hy + hyd)~ L.

Corollaire 3.24. Pour p € {1, ..., pmax} et S € Ap, le support de Hy(es) est inclus
dans | J,,cg 46- géod(x,a) et Hy(es) ne dépend que de la connaissance des points
de | J,cg 96- géod(x, a) (et de leurs distances mutuelles).

Démonstration. C’est une conséquence immédiate du corollaire 3.23. O
On note par ailleurs que Hy(eg) = ex.
3.2. Une conséquence de la constructionde H,. Pour laconstruction du deuxieme

parametrix u,, nous aurons besoin du lemme suivant qui est une variante du lemme
2.5.6 de [Laf02]. On rappelle que pour f = ZSeAp f(S)es, on note supp(f) =

Us tel que £(s)0 S

Lemme 3.25. Pour tout p € {1, ..., pmax}, il existe une application G-équivariante
mais non nécessairement linéaire

®p: {f € CAP 3, 1(f) = 0} — CArtD

telle que pour tout f dans I’ensemble de départ de ®p,
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= 0p(Pp(f) = 1,
- ®,(Af) = AD,(f) pour A € C,

— supp(®,(f)) est inclus dans Uy’ZeSupp(f) 468-géod(y, z),
— ®,(f) ne dépend que de f et de la connaissance des points de

U 98-géod(y,2) 8)
¥,z€supp(f)

et de leurs distances mutuelles, autrement dit si ' est une autre fonction une
isométrie de (8) vers Uy,ZESupp( £y 98- géod(y, z) envoyant f sur f' envoie
Dp(f) sur Dp(f),
et telle que pour tout R € Ry il existe C € Ry ne dépendant que de §, K, N,
R, tel que pour tout f € CA») ayec dp—1(f) = 0 et diam(supp(f)) < R on ait
Do (et = Clflera,)-

Démonstration. On donne une formule explicite pour ®,, qui est la méme que
dans [Laf02] :

1
Op(f) = —— 3 Ha(f).
2w (1) | 2
Pour montrer les propriétés de ®,, on applique le corollaire 3.24. O

Pour la suite de I’article, on fixe de telles applications ®,.

3.3. Construction d’un deuxiéme paramétrix u,. Le paramétrix H, ne nous
convient pas car nous ne savons pas construire de normes sur @52‘3 C®») telles

qu’il soit continu ainsi que 9 et que ||7(g)|| < P(£(g))e**® pour un certain po-
lyndome P. En fait nous avions déja un probleme dans [Laf02], puisqu’il avait fallu
prendre I’opérateur H, associ€ a une valeur plus grande de N et le modifier grice
au lemme 2.5.6. Ici le probléme est encore aggravé : pour a € X le coefficient dans
H, (e,) d’une aréte contenant x dépend au moins de la connaissance de tous les points
de 95- géod(x, a), et le nombre de possibilités pour les distances entre tous ces points
est une exponentielle en d(x, a), comme le montre I’exemple suivant.

Exemple. Soit I' le produit libre de Z /3Z avec Z. On note e; et e, les générateurs
de Z/3Z et Z. Soit £ 1a longueur des mots sur I et soit X = I" muni de la distance
d(a,b) = £(a~'b). Alors pour tout a € X, la réunion des cycles de longueur 3
passant par a contient ae; et ael_l mais ni ae, et ae, . Donc la classe d’isométrie
de 94- géod(x, a) détermine I’emplacement de eiFl etes ! dans I’écriture de x~'a
comme mot réduit, et il y a 2¢®) possibilités.

Autrement dit H, ne vérifie pas la condition (C2) (en revanche H, vérifie la
condition (C1) grace au lemme 3.17 et au corollaire 3.24).
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Nous allons maintenant construire un nouveau parametrix u, vérifiant la condi-
tion (C2) (mais pas la condition (C1)). Nous commencgons par définir, pour tous
x,ae Xetre{l,...,d(x,a)— 1} une mesure i, (x,a) de masse 1, supportée par
{y € 6-géod(x,a) | d(a,y) = r}. D’apres le lemme 3.13, le cardinal de cet en-
semble est borné par une constante C (8, K). Nous voulons que la propriété suivante
soit satisfaite :

Vp>0,Ve>0,3IR>0,sid(x,x') <petr <d(a,x)— R,

alors ||y (x',a) — pr(x,a)|l1 <e.

€))

Dans la propriété ci-dessus, la condition que d(a, x) — r est suffisamment grand est
évidemment la plus faible possible, car d(a, x) — r est essentiellement la distance
entre x et les points du support de . (x, a) et cette distance doit nécessairement étre
grande pour que u,(x,a) varie peu en fonction de x.

On rappelle que pour toute partie A non vide de X, on note v4 la mesure de masse
1 égale au produit par (4)~! de la fonction caractéristique de A.

Voici la formule :

1 d(a,x)—r—1
xX,d) = ——— v oupourk <d(a,x)—r onpose
pr(x.a) = G ];) Ay qri OUPOUr k < d(a, x) p

Axark =1y |d(a,y) =r, Iz € §-géod(x,a), d(a,z) =r + k, y € géod(z,a)}.

y
r
N \a

On a donc

1
/’Lr(x’a) = / ur,t(x,a)dt ou ur’;(x,a) = VAx.a.rE@(da.x)—r) -
0

D’apres le a) du lemme 3.3, Ay 4,k C {y € 6-géod(x,a).d(a,y) = r} et
d’apres le lemme 3.13 le cardinal de ces ensembles est borné par une constante de
la forme C(8, K). Pour tout k < d(a,x) —r, Ax,ark est non vide, puisque X est
géodésique.

Lemme 3.26. a) Pour toutk € {1,...,d(x,a) —r}ona Ax g,k C Axark—1-
b) Pour x' € X et k € N vérifiant d(x,x') + 8 < k < d(x,a) —r on a
Ax,a,r,k C Ax’,a,r,k—d(x,x/)—S-
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Démonstration. Montrons a). Soient y, z tels que
d(a,y)=r, z € 6-géod(x,a), d(a,z)=r+k, y e géod(z,a). (10)
Il existe un point z’ € géod(y, z) a distance 1 de z. Alors z’ vérifie
da,z)y=r+k—1, y e géod(z',a)

et z/ € §- géod(x, a) par le a) du lemme 3.3.
Montrons b). Soient y, z vérifiant (10). Comme d(y,z) = k > d(x,x") + 6, il
existe z’ € géod(y, z) a distance d(x, x’) + & de z.

Alors z/' vérified(a,z’) = r+k—d(x,x')—38,y € géod(z’, a) de fagon évidente
et z/ € §-géod(x’,a) d’apres le lemme 3.11 appliqué a (x, x’,a, z, z’) au lieu de
(x,x",z,y,y’) et § au lieu de &. O

La propriété (9) résulte immédiatement du lemme suivant.

Lemme 3.27. Il existe C = C(§, K) tel que poura, x,x’ € X etr € Nvérifiantr <

min(d(a, x), d(a, x")) la mesure de I’ensemble des t € [0, 1] tels que j1,;(x,a) #

’ Cd(x,x)
//Lr,t(x ,(l) est f W

Démonstration. On utilise encore 1’astuce des ensembles emboités. Si Cy = C(§, K)
majore le cardinal des ensembles Ay 4 ,x pour tous a, X, r, k, I’application décrois-
sante k +— Ay 4k de {0,...,d(x,a) — r} dans I’ensemble des parties non vides
de X prend au plus Cy valeurs, et pour chaque valeur, I’image inverse est un inter-
valle, et I’'image inverse de cette méme valeur par I’application k +— Ay, de
{0,...,d(x’,a) —r} dans I’ensemble des parties de X est un autre intervalle dont les
extrémités different au plus de d(x, x’) + § des extrémités du premier (il peut &tre
vide si la longueur du premier intervalle est inférieure ou égale a 2(d(x, x") + §)).
Comme |d(a, x) — d(a,x’)| < d(x,x’), il en résulte que I’application décroissante
t — Ax.arEG(dax)—r)) prend au plus Cy valeurs et pour chaque valeur 1’'image
inverse est un intervalle, et I'image inverse de cette méme valeur par I’applica-
tion f — Ay 4 rE¢(d(a,x)—r) €St un autre intervalle dont les extrémités different

au plus de % des extrémités du premier. En effet pour ¢,¢" € [0, 1] vé-

E(t(d(a,x) —r)) —E('(d(a,x") —r))| < d(x,x’) + 5 ona

rifiant 1’inégalité
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[t —1'| < % On en déduit que la mesure de I’ensemble des ¢ € [0, 1] tels

que [y (x,a) # pre (X', a) estinférieure ou égale a ZCO(Zj((ax xx)/)’:“l) Elle est donc

inférieure ou égale a %x))d_(fx) car elle est nulle si x = x’. On peut prendre

C =2Co(8 +3). O

Cette formule pour pu,(x,a) parait artificiellement compliquée mais son gros
avantage pour nous est que jir(x, a) est une certaine moyenne sur k de vq, ,, , et
que Ay 4,k ne dépend que de la connaissance des points de

{a,x} U{y € §-géod(x,a) | d(a,y) =r} U{z € §-géod(x,a) | d(a,z) =r + k}

et de leurs distances mutuelles. Or le nombre de ces points est borné par une constante
C (6, K) et les distances entre ces points sont égales a 0 ou d(x,a) oud(x,a) —r ou
d(x,a)—r —k our ouk our+k aune constante C(8) pres. Donc lorsque d(a, x), r
et k sont fixés, le nombre de ces points et la donnée de leurs distances mutuelles
n’admettent qu’un nombre fini de possibilités, borné par C(§, K).

On pose enfin o (x,a) = €4 et fLy(x,q),:(X,a) = e pour tout ¢ € [0, 1].

Nous mettons la remarque précédente sous forme d’un lemme, qui servira ensuite.

Lemme 3.28. Pour x,a € X, r € {0,....d(a,x)} ett € [0,1], pr(x,a) est
supporté par
{y € §-géod(x,a) | d(a,y) =r}

et dépend seulement de la connaissance des points de

{a,x} U{y € §-géod(x,a) | d(a,y) =r}
U {z € §-géod(x,a) | d(a,z) = r + E(t(d(a,x) —r))}

et de leurs distances mutuelles.

Démonstration. La preuve est incluse dans la remarque précédente. (|

Nous allons maintenant construire un nouveau parametrix u, pour d. Dans les
trois pages qui suivent nous écrivons u%: CAr-1) — C(») au lieu de u, pour
rendre plus claire la construction, qui se fait par récurrence sur p. Autrement dit on
va construire des morphismes

u é’mdx

C(AO) C(Al) (]:(AZ) Q:(Apmax

tels que u2 9 + ult! = Idc(ap) pour tout p € {0, ..., Pmax ).

En fait on aura
D
u? :/ uy  dt
tef0,1]
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et uﬁ,, sera construit en méme temps qu’une famille indéxée par r € N d’endomor-
phismes (Uf,r,t)pz 1 du complexe

0 cln dcan ol 2 c@m) g

qui consistent en gros a rapprocher de 1’origine x d’une longueur r, a I’aide des me-
sures iyt (x, a). On aura U)I:,O,t = Id¢(ap) etquand r tend vers I’infini v;’,m : C@)
C(®») tendra vers une limite vf,oo,, €gale a Idg-(ap si p = 0, au morphisme de
rang 1 de CA1 donné par e, — e, si p = letaOsi p > 1 (autrement dit
vp oo, st indépendant de # et associ€ a la contraction de X sur x). Pour r € N* et

p > 2 on va construire ux rt : C@r—1) — C@») te] qu’en posant ux re = 0onait

vﬁ,r_l,t - vf,,,, = x,,,,a + Buf?:’,',} pour tout p. On en déduira que
Id—v ( Z ux,t)a+a( Z uxr,) pour tout p. (11)
r=1

On posera alors ufz, =y uf e pour p > 2et u}c ,(eg) = ey, de sorte que I’on

p+1 0

aura duy, u?,0 = Idg(ap pour tout p (grace a (11) et au fait que Bu = Uy oot

etul 8—vxoot)
p P D

On passe maintenant a la construction des opérateurs ux, Uy ;, Uy ., €t vfc’,r,,.
anit gl - OO A 1 _ 1 _ 1
On définit ul: C40) — CAV par ul(ey) = e, et on pose Uy = Uy

Voici la formule pour u2: CA1 — C(42)

) 1d(x,a)
uy(eq) = > u)zcjr,l(ea)dt
0 r=1
ol
12, (ea) = @1(ttr—1,4(x.a) — i, (x. a)). (12)

1l est évident que du2(e,) = eq — ex = (1 —uld)(eq).

Voici maintenant la formule pour u3 C(A2) — C®3), Par commodité nous
étendons la fonction r — (X, a) par ;L,,,(x,a) = ey sir > d(x,a). La formule
est, pour {a,b} € Ay :

s 1 max(d(x,a),d(x,b))
uy(eq Nep) = / 2 ”i,r,t(e“ A ep)dt
0

r=1
ou
uy 1 (ea Aep) = Paleqa Aep + Prleq — p1e(x.a)) — Pr(ep — p1,(x, b)) (13)
- ¢l(l'l“l,l(x7b) - /’Ll,l(x7a)))a

etpourr > 1,
ui,r’,(ea Aep)
= q)Z(ch(/‘Lr—l,t(xa b) — pr—1,(x,a)) + @r(pr—1,:(x,a) — prs(x,a)) (14)
- q)l (/’Lr—l,l (X, b) - /Lr,t (X, b)) - <I>1 (/’Lr,t (X, b) - /Lr,t (X, (1)))
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On vérifie que (u3 + u2d)(eq A ep) = eq A ep.
Afin de motiver la construction pour les plus grandes valeurs de p on va ré-
écrire les formules (12), (13), (14) a I’aide des opérateurs v}c,m - CAD 5 CAD ¢t

v2, o €42 — CA2) définis par

U)lc,o,t(ea) = eq,
v} ,i(ea) = phri(x.a),
vyzc,(),t (ea Nep) = eq N ep,
v, (ea Nep) = P1(vy ., (0(eq A ep)) = iy (X, D) = pirs(x.a)).

On a alors

2 1 1
Uy rt (eq) = cI)l(vx,r—l,t (ea) — Uy,rt (ea)),

3 2 2 2
ux,r,t (ea AN eb) = ¢2(vx,r—1,t (ea A eb) - vx,r,t (ed A eb) - ux,r,t (a(ea A eb)))

N vylc,l,t(ea) U;lc,z,t(ea)
U1, (ea) ] Ut (€a)
a - ]
eq A ep vZ . (ea Aep) .
X
b

Le dessin illustre les calculs précédents. Les 4 petits cercles contiennent les supports
de v} . (eq) = pre(x.a) et vy, (ep) = pur (x.b) pour r = 1,2 (en réalité ces
supports ne seront pas disjoints mais on 1’a supposé pour la clarté du dessin). Les six
éléments v . ;(eq Aep), us . (eq), u% . ,(ep) (pour r = 1,2) sont des combinaisons
d’arétes comme il est indiqué sur le dessin. Enfin les deux éléments ui,r’t(ea A ep)
(pour r = 1, 2), qui ne sont pas représentés sur le dessin, sont des combinaisons de
triangles remplissant les deux grands carrés.

En général on définit u%: CAr—1) — C®») pour p € {1,..., pmax} par récur-
rence ascendante sur p. La récurrence part de p = 1 et fournit les formules ci-dessus



La conjecture de Baum—Connes a coefficients pour les groupes hyperboliques 39
pour p = 2, 3. On construit des applications linéaires

ul . C@r-1) 5 Cc) pourr e N*etr €[0,1]

X,r,t
et
vl C@r) - €@r) pourr e Netr €[0,1]
telles que ufg,r,t(eal A<+ Neg,_ ) soitnulsir > max(d(x,ay),...,d(x,ap—1)) et
p=>2et vj?’r’t(ea1 A« Aeg,)soitnulsir > max(d(x,ay),...,d(x,ap))etp > 2.

Ces applications sont définies par
p
Vy.or = ldgcap pourp>1,
et pour r > 1, par récurrence ascendante sur p a I’aide des formules suivantes :
1
u =0, vy,,(€a) = pre(x,a) pourr>1
pour initialiser et
p — p—1
Uy ri(€ay Ao Neq,) = Pp1(vy . (0(eq; A= Aeg,))) pourr >letp>2
p _ p—1
Uy ri(€ay Ao A ea,,,l) = <I>p_1(vx’r_1jt(ea1 A A ea,,,l)
p—1
— Ux,re (eal ARRARA eap—l)

- uf;},(a(ea1 N+++Neg, 1)) pourr >letp>2.

Notons que ces formules impliquent les deux égalités

p _ p-l
dovy,;, =Vx, 00 pourp>2etr>0
et
p p=1 o __  p-1 p—1
doUy,y+ Uy, ©0 =0y, 1, —Vy,, pourp=>2etr=>1.

Pour p € {2,..., Pmax}, on définit u, : CAr-1) — C(Ar) par

1
— P
Uy = > Uy, dt
0 r=1

(la somme sur r est toujours finie, plus précisément pour uy(eq; A -+ Aeq,_;) la
somme s’arréte a max(d(x,ay),....d(x,ap—1))). Alors uy et d sont des endomor-
phismes de degrés 1 et —1 de @52‘3 C@») etona duy + uxd = 1.

Remarque. Comme les applications ®; ne sont pas linéaires, les formules précé-
dentes pour uy ,; en fonction de p,,(x,a) ne donnent pas de formule pour uy en
fonction de u,(x,a). Autrement dit u,(x,a) ne sert a rien. Plus loin pour montrer
I’équivariance a compact pres des opérateurs nous n’utiliserons pas la propriété (9)
mais le lemme 3.27.
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Le gros avantage du paramétrix u, sur H, apparait dans la proposition suivante,
ou I’on voit qu’il vérifie la condition (C2). Une propriété semblable sera vraie aussi
pour le paramétrix définitif J, et jouera un role crucial dans la construction de normes
telles que J, soit continu.

Proposition 3.29. Pour p € {2, ..., pmax},t € [0,1], S ={ai.....ap—1} € Ap_y,

supp(Ux,r,i(€ay A+ Aeq, ) C (\  B(y.N +5pd)

acs
yE€S§-géod(x.a)
d(y.a)=r

ety ri(€q, N--Neg p—1 ) ne dépend que de la connaissance des points de I’ensemble

Su{x}u () B,N+55+5pb)

acS
VES-géod(x.a)

d(y.a)=r

U N {y €d-géod(x,a)|d(y,a) =r +E(t(d(x,a)—r))} (15)
acs

U N {y €d-géod(x,a)|d(y,a)=r—1+E((d(x,a)—(r—1)))}
acsS

et des distances entre ces points.

Le nombre de points dans I’ensemble ci-dessus est borné par une constante
C(8, K, N) et les distances entre ces points sont elles-mémes déterminées par la
connaissance de r, ¢ et d(x, S) a une constante C(§, K, N) pres. Donc le nombre
total de possibilités pour le nombre de ces points et leurs distances mutuelles (c’est-
a-dire le nombre de classes d’équivalence de (15) par les isométries qui préservent
ses parties S et {x}) est borné par C(§, K, N).

Pour montrer la proposition 3.29 nous aurons besoin de trois lemmes.

Lemme 3.30. Soient o, € N et x,a,b,y,z € X vérifiant y € a-géod(x,a) et
z € B-géod(x, b). Alors

d(y,z) <d(a,b) + |d(a,y)—d(b.z)| +a + B + 26.
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Démonstration. Par (Hg' (b,a, y, x)), ona
d(b,y) <max(d(b,a) —d(a,y),d(b,x) —d(x,y)) +a +§
et par (H(é3 (y,b,z,x))ona

d(y,z) <max(d(y,b) —d(b,z),d(y,x) —d(x,z))+ B +§
<max(d(a,b) —d(a,y)—d(b,z) + o + p + 26,
db,x)—d(x,y)—db,z) +a+p+25,d(x,y)—d(x,z) + B+ )
<d(a,b) +|d(a,y)—db,z)| +a+ B + 26

car
db,x)—d(x,y)—d(b,z) <d(a,b) +d(a,x)—d(x,y)—d(b,z)
<d(a,b)+d(a,y)—d(b,z)
< d(a,b)+ld(a,y) —d(b.z)|,
et

d(x,y)—d(x,z) <d(x,a)—d(a,y) +a—d(x,b) +d(b,z)
<d(a,b) +|d(a,y)—d(b,z)| + a. O

Lemme 3.31. Soit R,a € Ry et x,y,z,t € X vérifiant y,z € B(x,R) et t €
a-géod(y, z). Alorst € B(x, R + o + 9).

Démonstration. Par (Hg'(x,y,t,z)), ona
d(x,t) <max(d(x,y)—d(y,t),d(x,z)—d(z,t))+a+5<R+a+45 O
Lemme 3.32. Pourtout p € {1,..., pmax}, ¥y € X, R € Ry, et f € C2) telle que

supp(f) C B(y. R), onasupp(®,(f)) C B(y, R+56) et D,(f) ne dépend que de
[ et de la connaissance des points de B(y, R + 108) et de leurs distances mutuelles.

Démonstration. Cela résulte des lemmes 3.25 et 3.31. O
Démonstration de la proposition 3.29. La réunion des supports des mesures

Mre(X,a1), ooy fre(X,ap-1), r—1,(x,a1), «ooy fr—1,4(X,ap—1)

est incluse dans

U {y € 8-géod(x,a) | d(y,a) = r} U U {y € é-géod(x,a) | d(y,a) =r — 1}.

aesS acs
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Le lemme 3.30 (avecax = 8 = 8,a,b € S, y € §-géod(x,a) adistance r our — 1
de a, et z € §-géod(x, b) a distance r ou r — 1 de b) implique que cet ensemble est
de diametre < N + 45 + 1 < N + 56 et qu’il est donc inclus dans

 B(y,N +56).

acsS
y€s-géod(x.a)
d(y.a)=r
Grace au lemme 3.32, on montre par récurrence sur p 1’assertion de la proposi-
tion 3.29 en méme temps que I’assertion analogue pour vy ,;, 4 savoir que pour
pef2, ... pmaxt- t €[0,1], S ={a1,....ap} € Ap,

supp(Vx,re(€a; A" Neq,)) C () B(y,N +5pf)
yeB-‘;éeoag(x,a)
d(y.a)=rour—+l1

et Uy,r¢(€a; A -+ A eg,) ne dépend que de la connaissance des points de I’ensemble

SU{x}U N B(y,N 4+ 55 + 5pd)

acesS
yes-géod(x.a)
d(y.a)=rour—+1

U N {y €d-géod(x,a)|d(y,a) =r +E((d(x,a)—r))}

acs

et des distances entre tous ces points. O

Lemme 3.33. 1l existe C = C(8, K, N) telle que pour tout p € {1,..., pmax} €t
pourtout S € Ap_y, r € Nett €[0,1] on ait ||ux,re(es)lgra,) < C-

Démonstration. Cela résulte de la derniere assertion du lemme 3.25 et du fait que
dans les formules pour uy ,; on applique les ®; a des fonctions dont le support est
de diametre < 2(N + 58pmax) d’apres la démonstration de la proposition 3.29. [

3.4. Construction du paramétrix définitif /.. Nous allons introduire un opérateur
H «» sorte de troncature de Hy, et J, sera donné par la formule J, = H v+ ux(l—
0H, — H,9).

En effet le gros inconvénient de u, est que I’on sait seulement, par la pro-
position 3.29 et le lemme 3.2, que, pour S € A\ {@}, ux(es) est supporté par
Maes (2 (N + 5pmaxd) + 5)— géod(x, a). Autrement dit u, ne vérifie pas la condition
(C1) et la seule chose que I’on puisse affirmer est que u, “n’éloigne pas de x de plus
que de N + 5pmaxd + 8”. Cela compliquerait beaucoup la construction de normes
pour lesquelles 0 et u, soient continus, voire la rendrait impossible. Au contraire
nous verrons dans la proposition 3.37 que 1’opérateur J, vérifie les conditions (C1)
et (C2). L'idée pour montrer que J vérifie (C1) est que (1 — d Hy — H,d) rapproche
davantage de x que u, n’en éloigne. L'idée pour montrer que J,, vérifie (C2) est que,
contrairement a H,, H » Vérifie (C2) grice au fait que c’est une troncature.
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On peut écrire formellement H, sous la forme
+o00o
Hy = Z hy (1 — (hx + hxa))q_l-
qg=1

Cette somme est infinie (mais pour chaque S € A, H,(es) est donné par une somme
finie, grace au lemme 3.17).
On fixe un entier Q tel que

O soit assez grand en fonction de §, K, N. (Hp)

Dans la suite nous utiliserons un nombre fini de fois ’inégalité Q > C avec C de la
forme C (8, K, N).
On pose

~ Q ~ ~
He =3 hy(1— (Ohy + hed)47! et Ky =1— (0H, + Hyd).
g=1

1 est clair que Ky = (1 — (0hy 4 hy))2. Le lemme suivant résume les propriétés
de H, qui nous serviront ensuite. La propriété principale est que Ky rapproche
strictement de 1’origine. On pose Ky o = l etpourg € {1,...,Q}et (t1,...,1;) €
[0, 1]4, on note

Kx,q,(tl,...,tq) = (1 - (ahx,tq + hx,tq 8)) cee (1 - (ahx,tl + hx,tl a))

et

Hx,q,(tl,...,tq) = hx,tq Kx,q—l,(tl,...,tq_l)
= Dty (1= Ohxeyy + hxy 0)) ... (1= (0hxey + Dy 0))

de sorte que

Q
HX = Zl f(ll,...,tq)e[o,l]q Hx,q,(tl,...,tq)dtl PR dtq
q=
et

K, = / Kx,Q,(zl,..,,tQ)dll ..dtg.
(11,...,1Q)€[0,1]Q

Notation. Dans toute la suite de I’article, si A est une partie de X et r € IN, on notera

BA.r) ={yeX |dy.A) <r}= U Ba.r). (16)

acA

Lemme 3.34. 1) Pourq € {1,..., 0}, (t;,....t5) € [0,1]7 et S € A\ {0},
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a) Hyg.,...19)(€s) est une combinaison de et ou T vérifie :

T C S U (B(x,25) N B(S,gN))
U U {yeds-géod(x,a)|d(y,a) €]N —28,qN]},

aesS
a€B(x.28)

b) Hx,q,(,l veotq) (es) ne dépend que de la connaissance des points de

B(x,78) U U{y € 44-géod(x,a),d(y,a) < gN}

acesS
U U {y €9-géod(x,a)|l|d(x,y)—tid(x,a)|<(qg +2)N + 1}
le{al,ef.q}
(17)
et des distances entre ces points.
2) Pour (t1,...,tg) € 0,112 et S € A\ {0},
a) Kx,0,a....10)(€s) est une combinaison de et ou T vérifie :
T C U {y € 48-géod(x,a),d(y,a) € [024=55 —2N, ON]}.
aes max
b) Kx.0.,..t0) (es) ne dépend que de la connaissance des points de
B(x,78) U |J {y € 46-géod(x,a) | d(y,a) < ON}
acs
U U {y €95-géod(x,a) | |d(x,y) —tid(x,a)| <(Q +2)N + 1}
acsS
i€{l....0}

et des distances entre ces points.

Démonstration. Montrons 1a). C’est essentiellement le lemme 3.22 mais on doit en

répéter les arguments parce qu’on aici hiy s, etnon . Soit So = Set Sy, ..., Sy tels
que e, apparaisse avec un coefficient non nul dans (1—(0hx ;, +hx s, 0))(es,_, ) pour
i =1,...,q—letqueeg, apparaisse avec un coefficient non nul dans hx,,q (esq_1 ).

Soit y, € S, n’appartenant pas a B(x,2§). Par le lemme 3.19, il existe y,—1 €
Sg—1,..., Yo € So n’appartenant pas a B(x, 25) tels que y; = y;41 ou bien y; 1 €
35-géod(x, yi) et d(yi, yi+1) €]N — 28, N]pouri € {0,...,q — 1}. En répétant la
preuve du lemme 3.22 on montre que y, € 44- géod(x, yo) et d(yo.yq) > N — 26
siyo # yq. Comme d(yi, yi+1) < N pouri € {0,...,g —1}onad(yo,ys) <gN.

Montrons b). Soient ¢ € {1,...,Q}, So = S et Si,...,S4-1 tels que eg;
apparaisse avec un coefficient non nul dans (1 — (0hy,;; + hx, 0))(es;_,) pour
i =1,...,g —1.Soiti € {1,...,q}. Grace au lemme 3.20, la connaissance de
(I = (Ohxy; +hyxy0))(es;_ ) sii < qoudehyy(es;,_,)sii = q nedépend que de
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la connaissance des points de B(x, 28) et de la réunion pour b € S;_; des ensembles

{b} Uiy € 38-géod(x,b) | d(y,b) €|N — 26, N}
U{y € 55-géod(x,b) | d(x,y) € [tid(x, Si—1) —2N — 1,t;d(x, Si—1) + N}
(18)
(eneffetsi T € A\ {0} est tel que e apparaisse avec un coefficient non nul dans
d(es,_,)onaT C S;—ydoncd(x,T) € [d(x,S;i—1),d(x,Si—1) + N]). De plus la
preuve de a) montre que pour tout b € S;_1,ona b € So U B(x,28) ou il existe
a € Sy tel que

a & B(x,28), bed4s-géod(x,a) et d(a,b) €]N —256,(¢q—1)N]. (19)

Sib € So U B(x,28) on vérifie facilement que I’ensemble (18) est inclus dans
I’ensemble (17) car |d(x, Si—1) — d(x,a)] < iN < gN.Sia € Sy vérifie (19),
I’ensemble (18) est également inclus dans 1I’ensemble (17) car

— si y € 36-géod(x,b) et d(y,b) €]N — 2§, N], en appliquant le lemme 3.21
aveca = 46,8 =36onay € 45-géod(x,a), etde plus d(a, y) < gN,

— siy € 58-géod(x,b)etd(x,y) € [tid(x, Si—1)—2N—1,t;d(x, Si—1)+N]lea)
dulemme 3.3 montre y € 95- géod(x, a) etcomme |d(x, Si—_1)—d(x,a)| < gN
onald(x,y)—t;d(x,a)| < (¢ +2)N + 1.

La preuve de 2) est tout a fait similaire a celle de 1), sauf que 2a) nécessite un
argument supplémentaire. Si er apparait avec un coefficient non nul dans
lemme suivant, appliqué a M = Q

onad(a,y) > Q%—2N.

N—-68

9
Dmax

montre alors que pourtout y € T eta € S

Sous-lemme 3.35. Soient M € Ry et S,T € A. Si {,(T) < (x(S) — M, pour
yeTetac S, onad(x,y)<d(x,a)—M +2N.

Démonstration. Onad(x,y) <d(x,Ur)+N < {x(T)+Netd(x,a)>d(x,Us) >
L (S)— N. O

Fin de la démonstration du lemme 3.34. On suppose Q %ff —2N > N, ce qui est
permis par (Hg),d’ou y & S. Enfin S est non vide, donc

B(x,28) C | 48- géod(x. a). O

acsS

Comme nous 1’avons déja dit nous posons
Jx = Hy + ux K.

Montrons que
0Jx + Jxd = 1.
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D’abord comme 92 = 0, d commute 3 K, = 1 — 81-Ix - ﬁxa et donc
e + Jxd = (0H, + Hy0) + (Quy + uxd) Ky = 1

puisque duy +u,d =1.0Ona

[ ~
Jy = q21 C1ta)IO1I Hy g.t1,..0dl1 .. dlg

x,r,tKx,Q,(tl,...,tQ)dtdtl .. dtQ.

1l résulte de tout ce qui précéde que H, 4 ¢, sty (€8) etux i Ky 0.y, 10)(€5)
ne dépendent que de la connaissance d’un nombre fini de points (borné par
C(dta, K, N, Q)) et des distances entre ces points. De plus ces distances sont déter-
minées par x, S, g, r, t etlest; a une constante C (8, K, N, Q) pres. Plus précisément
le 1) du lemme 3.34 apporte toutes les informations relatives 2 H %,0,(t1,.14) (€S)5 €L
le lemme suivant les donne pour ux,r,th,Q’(,l’n_’,Q)(es).

Lemme 3.36. Pourt € [0, 1], (t1,...,t0) € [0, 112, r e N*er S € A\ {0},
a) Ux,rtKx,0,1,...10)(€s) est une combinaison de et ou T vérifie :

T C U B(z.N + 5pmaxd),

acs
z€58-géod(x.a)
d(z.a)e[0 =08 >N _554r ON+r]

Pmax

b) Ux,rt Kx,0,1,....10)(€s) ne dépend que de la connaissance des points de

B(x,78) U |J {y € 46-géod(x,a) | d(y,a) < ON}

acs

U U{y € 95-géod(x,a) | [d(x,y) —tid(x,a)| < (Q +2)N + 1}
te{lll,e.iQ}

U U B(z,N + 5pmaxd + 58)

acs
z€58-géod(x.a)
d(z.a)e[@ =08 >N _554r ON+r]

Pmax

U U {z € 56- géod(x,a),d(x,z)

acs

e[(1-1)d(x,a)— QN —r),(1 =t)(d(x,a) —r) + 2+ 6]}

et des distances entre ces points.
Démonstration. Montrons a). D’apres le 2)a) du lemme 3.34 et la proposition 3.29,

Ux,rt Kx,Q,(tl st 0) (es)
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est supporté par la réunion des B(z, N 4 5pmax6) pour les z tels que z € §- géod(x, y)
etd(y,z) =r,avec y € 46-géod(x,a),a € Setd(y,a) € [Q%ﬁ‘g — 2N, ON].

Alors z € 55-géod(x, a) par le a) du lemme 3.3. On a aussi y € 5§- géod(z, a) par
le b) du lemme 3.3, d’ou

d(z,a) € [Q%ff—zzv—smr, ON +r].

Montrons b). D’apres le 2b) du lemme 3.34, K o (,
connaissance des points de

..... 10)(es) dépend de la

B(x,78) U |J {y € 46-géod(x,a) | d(y,a) < ON}

acS
U U {ye9-géod(x,a)||d(x,y)—tid(x,a)] <(Q +2)N + 1}.
aeS
ie{l,....0}

D’apres le 2)a) du lemme 3.34 et la proposition 3.29,

ux,r,th,Q,(tl ..... tQ)(eS)

dépend de la connaissance de Ky o (,

.....

10)(es) et des points de

(X} U U {y € 45-géod(x,a) | d(y.a) € [Q =52 —2N, ONT}

acs
U U B(Z, N + 5pmax8 + 58)
acsS
VE4§-géod(x.a)
N—68
d(y,a)E[Qm—ZN,QN]

z€§-géod(x,y)
d(y.z)=r

U U {z €é-géod(x,y)|d(y,z) =r +E@E(d(x,y)—r))
y€48?g§é(§1(x,a)
d(y.a)e[@ =68 >N oN]

Pmax

oud(y.z) = (r— 1) +E@(d(x.y) - (r—1)}

Les deux derniers ensembles de 1a réunion ci-dessus sont inclus dans les deux derniers
ensembles de la réunion figurant dans b) du lemme 3.36, pour les raisons suivantes.
La preuve de a) montre que pour a € S les conditions

y € 48-géod(x,a), d(y,a) € [Q%—ZN, ON], z € §-géod(x,y), d(y,z) =r
impliquent
z € 58-géod(x,a), d(z,a) € [Q=5 —2N — 55 +r, QN +r].
D’autre part pour a € S les conditions
y € 46-géod(x,a), d(y,a)e [Q%ﬁ‘s —2N,QN], zeé-géod(x,y),
d(y,z) =r +E(@(d(x,y) —r)) ou d(y.z) = (r = 1) + E(t(d(x,y) — (r = 1)))
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impliquent z € 58- géod(x, a),

r+1dx,y)—r)=2=<d(y.z) <r+1(d(x,y)—r),
d(x,z) zd(x,y) =d(y,2) = (1 =0)(d(x,y) =),
d(x,z) <d(x,y)—d(y.z) +§ = (1 —1)(d(x,y) —r) + 2+,
d(x,y) zd(x,a) —d(y.a) z d(x,a) = ON
et

d(x,y) < d(x,a) = d(y,a) + 45 < d(x,a) — (Q=55 —2N) + 45 < d(x,a)

car on suppose (Q ¥=5 _2N) > 4§ (ce qui est permis par (Hp)). O

DPmax

Le 1) et le 2) de la proposition suivante récapitulent la partie des lemmes 3.34
et 3.36 qui nous sera utile ensuite sous une forme plus lisible. On suppose

N>65+1,0>2 et Q%32(3N+55pmax+105), (20)
ce qui est permis par (Hy) et (Hg). On pose
F =156 + 2N + 106pmax- (21

Onadonc F < C(6, K, N). Il est important de souligner que F est une simple nota-
tion permettant d’alléger les formules. Au contraire les constantes N, Q et d’autres
qui seront introduites ensuite, sont des parametres dans notre construction et chacun
de ces parametres doit étre choisi suffisamment grand par rapport a ceux introduits
auparavant.

Proposition 3.37. 1) Pourq € {1,...,Q}, (t1,....,t5) €[0,1]7 et S € A\ {0},

a) Hyq.a,..19)(€s) est une combinaison de et ou T vérifie :

T C SU(B(x,28) N B(S,qN))
U J{y €46-géod(x,a) | d(y,a) €][N —28,qN]},

acsS

b) H X,q,(t1,..14) (€5) ne dépend que de la connaissance des points de

B(x,78) U B(S, ON)
U U {yeF-géod(x,a)l|ld(x,y)—tid(x,a)| < QF}

acs
iell,....q}

et des distances entre ces points.
2) Pourt € [0,1], (t1,...,t0) € [0, 112, r € N* et S € A\ {0},
a) Ux,rtKx,0.t,..10)(€s) est une combinaison de et ou T vérifie :

T C |U{z € F-géod(x,a)|d(z,a) € [% +r, OF +r]},

acs
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b) Ux,r:tKx,0,....10)(€s) ne dépend que de la connaissance des points de

B(x,F)UB(S,ON)U |J{y € F-géod(x,a) | d(y,a) € [r,r + OF]}

aesS
U US {y € F-géod(x,a) | |d(x,y) —tid(x,a)| = QF}
ie{l,....0}
U US{y € F-géod(x,a) | [d(x,y) — (1 —1)(d(x,a) —r)| = QF}

et des distances entre ces points.
3) Il existe C = C(8, K, N, Q) tel que dans les notations de 1) et 2) on ait

[Hx,q,t1,..t)(€)ler = C et N|uxriKx,0,a¢1,..00) ()]l = C.

On remarque que le nombre de points des ensembles apparaissant dans 1’énoncé
est borné par C (68, K, N, Q) et que les distances entre ces points sont déterminées a
C(8, K, N, Q) pres par d(x, S) et les divers parametres (a savoir ¢, t1, ..., t; dans 1)
etr,t,t,...,tp dans2)). Donc le nombre de combinaisons possibles pour le nombre
de ces points et leurs distances mutuelles est borné par C (8, K, N, Q).

Par des arguments similaires a ceux de la preuve du lemme 3.22 on peut montrer
facilement, al’aide de 1)a) et 2)a) du lemme précédent, que J,, vérifie la condition (C1)
(en fait ces arguments seront cachés dans I’étude des normes menée au paragraphe 4).
D’autre part 1)b) et 2)b) garantissent que J vérifie (C2).

Démonstration. Le 1) résulte du 1) du lemme 3.34 et le 2) résulte du lemme 3.36. En
particulier pour montrer 2) on utilise les inégalités suivantes, qui découlent de (20)
et (21):

ON + N + 58pmax + 56 < OF, (Q +2)N +1< OF
et

N—65 N—65 - O
Q DPmax _2N_55_N_58pmax_55 > Qm > F-

On utilise aussi le fait que

U Bz N + 5pma + 56)

aes
z€58-géod(x.a)
d(z.a)e[Q =08 >N _55+4r ON+r]

Pmax
C U{z € (58 + 2(N + 5pmax8 + 568))- géod(x,a) |

acsS

Cd(z,a) € [QH=52 —2N =55+ r — (N + 5pmad + 56),
- QN +r+ (N + Spmax(s + 58)]}

grace au lemme 3.2, ainsi que d’autres inclusions analogues ou plus faciles.
Enfin 3) résulte du lemme 3.33 etdu faitque |15 s (es)|l;1 < 1 pourtout S puisque
hxi(es) = ¥s x: Aes etque P¥s x; est une mesure de probabilité. O
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3.5. Construction d’une distance moyennée pour conjuguer les opérateurs. On
montrera dans le paragraphe 4 que I'image de 1 dans KK »5¢+¢ (C, C) estreprésenté
par ’opérateur impair d 4+ J, agissant sur le complété de @52"1‘ C@») pour une
certaine norme de Hilbert | - || s, . Pour construire la premiére partie de I’homotopie
de 1 a y (qui fait ’objet de ce paragraphe et du suivant), on conjuguera d + J; par
™% ot o i (B{V N & CA») est défini par 6°(es) = p%(S)es, ol p
est une variante moyennée de la distance a x et ou 7 varie de 0 a T (avec T assez
grand). On doit moyenner la distance a x pour qu’elle se comporte mieux quand on
change 1’origine x en g(x) pour g € G. Cela est nécessaire pour que 1’opérateur
d + J conjugué par ™% soit G -équivariant & compact pres.

La suite de I’homotopie (qui est reléguée au paragraphe 5) sera facile : comme 7'
estassez grand, I’opérateur eT0x 0+J x)e_Te«2 est continu pour la norme £2, donc par
une homotopie et tout en gardant cet opérateur on peut remplacer la norme || - || g, ,
par la norme £2 sur @5‘;"“{ C@») et il est alors tres simple de terminer I’homotopie
en aboutissant a y dans KKg (C, C).

Le but de ce sous-paragraphe est la construction de ,o'jc.

La proposition suivante renforce le théoreme 17 de [MYO02]. On rappelle que
(X, d) est un bon espace discret §-hyperbolique.

Proposition 3.38. 1l existe une distance G-invariante d” sur X telle que d — d" est
borné et que
Vre Ry, Vee RY, IR e Ry, Vx, X', y,y' € X, d(x,x') <r,
d(y,y') <r d(x,y) > R, onuait (22)
ld"(x,y) =d"(x,y") —=d"(x",y) +d"(x", )| < e.

La proposition 3.38 est une conséquence du lemme suivant.

Lemme 3.39. [l existe une famille de mesures positives (jL(X, ¥)) (x,y)ex xx de masse
1 sur X de sorte que

— pourtout g € G, u(gx,gy) = gxp(x,y),

- plx,y) = p(y,x),
le support de u(x, y) est inclus dans 75- géod(x, y),

— et
Vr e Ry, Vee RL, 3R e Ry, Vx,x',y,y' € X, avecd(x,x') <,
d(y,y) <r d(x,y) > R, onalpu(x,y) —pn&x',y)h <e.

La premiére condition est simplement la condition naturelle de G-équivariance.

Démonstration de la proposition 3.38 en admettant le lemme 3.39. On pose

d'(x,y) =/X(d(x»z)+d(Z,y))dM(X»y)(Z)- (23)
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Onad(x,y) <d'(x,y) <d(x,y)+ 78 pour x,y € X et d’ vérifie la condition
(22) de la proposition 3.38. En effet soit r € Ry,e € R%. Soit R, et x,y,x’, )’
comme dans la derniére assertion du lemme 3.39. Pour z € 7§-géod(x, y), on a
z € (764+2r)-géod(x, y'),z € (76+2r)-géod(x’, y), etz € (75 +4r)- géod(x', y')
par le lemme 3.2, donc

' y) = [ (@2 + d )t ) E)|
= | [ @&.2) + dz ) @p(e'. ) = dutx, @)
= | [@('.2) + d(z. ) = (. )R y) = dp(x )| < 278 +20)

et de méme

d',y) = [ @.2) +d(z,y)dp(x, ) (E)| < 78 +2r)
et

'y = [ (@G 2) + d Gy )dpr ) (E)| < 66 + 4r).
D’autre part

(d(x.z) +d(z.y) —(d(xX',2) +d(z.y)) — (d(x.2) + d(z.)")
+d(x',z2)+d(z,y)=0

pour tout z € X. On en déduit
d"(x.y) —d'(x,y") —d'(x", y) + d"(x". y")| < &(218 + 8r).
Cependant d’ n’est pas nécessairement une distance. Comme
d(x,y)<d'(x,y) <d(x,y)+78 pourx,y e X

onad’(u,w) <d'(u,v)+d’'(v,w)+78 pouru, v, w € X.Onposealorsd”(x, y) =
Osix =yetd’(x,y) =d'(x,y) + 78 si x # y. Alors d” est une distance et on a
montré la proposition 3.38 en admettant le lemme 3.39. g

Avant de montrer le lemme 3.39 on commence par un lemme général tres utile.

Lemme 3.40. Soient x,y € X, o,y € N, a € a-géod(x, ), c € y-géod(x, y), et

b € géod(a,c), avec d(a,b) > § et d(b,c) > %, alors b € 35- géod(x, y).

c =>y/2 b =a/2 a

14 o
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Démonstration. Par (H)(x,a,b,c)) et (H)(y,a,b,c))ona

d(x,b) <max(d(x,a) —d(a,b),d(x,c) —d(b,c))+ 6
et
d(y,b) <max(d(y,a) —d(a,b),d(y,c) —d(b,c)) + 6.

En additionnant ces deux inégalités on obtient

d(x,b) +d(b,y) <max(d(x,a) +d(a,y) —2d(a,b),
d(x,c)+d(c,y)—2d(b,c),
d(x,a) +d(y,c)—d(a,c),
d(x,c)+d(y,a) —d(a,c)) + 26.

Commed(a,b) > Sonad(x,a)+d(a,y)—2d(a,b) < d(x,y)etcommed(b,c) >
fonad(x,c)+d(c,y)—2d(b,c) <d(x,y),donc

d(x,b) +d(b,y) <max(d(x,y) + 26,
d(x,a) +d(y,c) —d(a,c)+ 26,
d(x,c)+d(y,a) —d(a,c) + 26).

Sid(x,a) +d(y,c) <d(a,c)+dx,y)+detd(x,c)+d(y,a) <d(a,c)+
d(x,y) + & on a fini. Dans le cas contraire, supposons par exemple

d(x,a) +d(y.c) > d(a,c) +d(x,y) + 6.
Grace a (Hs(x, y,a, c)) qui s écrit
d(x,a) +d(y,c) <max(d(x,y) +d(a,c),d(x,c) +d(y,a)) +§
onaalors d(x,¢) + d(y,a) > d(x,a) + d(y,c) — 8 > d(a,c) + d(x,y) d’ou
(d(x,a) +d(y,c)) + (d(x,c) + d(y,a)) > 2d(a,c) + 2d(x,y) + 6.

Or
(d(x,a) +d(y,c)) + (d(x,c) +d(y,a)) <2d(x,y) +a+y
<2d(a,c) +2d(x,y).
Cette contradiction acheéve la démonstration du lemme 3.40. O

Démonstration du lemme 3.39. Comme le lemme 3.39 ne servira pas dans la suite
nous abrégeons sa démonstration. On rappelle que pour toute partie A non vide de
X, vy désigne la mesure de masse 1 égale au produit par (4)~! de la fonction
caractéristique de A. On pose alors ¢(¢) = E(¢/8), et

1 o (d(x,y))
p(x,y) = VB, ki

2.
GUE )+ A

=0
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ol pour k, k1,1 €{0,...,¢(d(x,y))} on note
B, i =12 13(F.5) € 38-géod(x, y)?, d(x. %) < k. d(%.2) > k,
d(y.7) <1,d(z.5) > I, z € géod(%, 7)}.

Il est clair que u(x, y) = u(y, x). Montrons que le support de (x, y) est inclus
dans 7§- géod(x, y). Soient z, X et y comme dans la définition de B, ki St
d(xX,z) > 2§ etd(y,z) > 26 le lemme 3.40 (avec « = f = 36) 1mp11que z €
36-géod(x,y). Sid(x,z) < 25oud(y,z) <25 onaz € 75-géod(x, y) par le
lemme 3.2. Pour montrer la derniere assertion du lemme 3.39 on utilise I’astuce
des ensembles emboités, qui apparait dans la démonstration de la proposition 6.9
de [KS03]. Le cardinal de B, kiaiest toujours compris entre d(x y) et Cod(x,y)

pour deux constantes Cq et C, du type C(6, K). De plus (k,k, l, l) = B, vkl

est une application croissante en k et [ et décroissante en k et [. Enfin étant donnés
x,y,x’,y € X, en posant

d=d(x,x)+d(y,y)+25
ona

Bx,y,k,l;,l,lN - Bx’,y’,k+2d,l€—d,l+2d,l~—d

pour k,I > d. En effet soit z € B, yhdd ©t X,y € 38-géod(x, y)? tels que
d(x.%) < k.d(Xz) > k.d(y.7) < 1.d(z,7) > [.z € géod(&, 7). Par le
lemme 3.2, X et y appartiennent a (3§ +2d (x, x") +2d(y, y'))- géod(x’, y'). Soit X’
un point de géod(X, z) adistance d de X et ' un point de géod(¥, z) a distance d de 7.
D’apres le lemme 3.40, X’ et y" appartiennent a 36- géod(x’, y) et donc z appartient a
Bx,’y,, k+2d f—d.l+2d.T—d" Pour conclure la démonstration du lemme 3.39 on applique
AA=d(x,y), N =dx",y),n ;7= le
sous-lemme suivant.

~ ~ / —_— ~ ~
BB, yaiad €M i 7 =8By kil

Sous-lemme 3.41. Soientd € N, Cy,C; € RY. Soit & > 0. Il existe Ag € N tel que
pour A, A" € N vérifiant A > Ao, |AN' — A| < d et pour (”kéli)kilfe{o (A}

des éléments de N N [ ,CoA] et (0’ des éléments de N N
[é—l/, CyAN), tels que

k.k,l, z)k k.1I€0,....0 (AN}

- (k,k, 1) — Ny i1 [ S0it croissant en k et et décroissant en 'k et l,
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- (k, lg, [, i) — n;c T soit croissant en k et | et décroissant en'k et [,
_ - . < / N N / N < - -
Ml T = M g iedivadi-da @ "eis] = Mk+2dfi-di+adi-a quand ces

nombres ont un sens,

alors la proportion de (k,lg,l,i) dans {0,...,¢(A)}* tels que [’expression

— bt ait un sens et appartienne a [1 — g, 1] est supérieure ou égale
k42d.k—d.1+2d.]—d
al—e

Démonstration. La démonstration est facile, et laissée au lecteur car ce sous-lemme
ne servira pas dans la suite. O

Fin de la démonstration du lemme 3.39. Si A et B sont deux parties finies de X avec
A C BetfiA/§B > l—eona|vqs—vp|1 < 2e.Lelemme 3.39 en résulte facilement.
O

Nous pourrions poser p')’c(y) = d’(x,y) mais cela ne nous convient pas car

d’(x, y) fait intervenir une moyenne sur B, YA donc nécessite de connaitre le

cardinal de cet ensemble. Nous allons construire d” jouissant de propriétés analogues
a celles de d’ mais telle que (d® — d)(x, y) soit une moyenne (sur un ensemble
d’indices ne dépendant que de d(x, y)) d’une fonction a valeurs dans [0, 78], qui ne
dépend (c’est la le point important) que de la connaissance d’un nombre de points
borné par C(8, K) et des distances entre eux. Plus précisément ces points seront
X, y,les z € 35-géod(x, y) vérifiant d(x,z) = r etles t € 3§- géod(x, y) vérifiant
d(y,t) = s, pour 3(36 + 1) valeurs différentes de r et de s. Nous définirons alors
pk)’c en posant pI;C (y) = d°(x, y). Le lecteur peut donc oublier la construction de d’
qui précede, c’est-a-dire la proposition 3.38 et les lemmes 3.39 et 3.41 (en revanche
le lemme 3.40 sera réutilisé). L’idée de la construction de d” est de remplacer la
moyenne par p(x,y) qui sert a construire d’ dans la formule (23) de la preuve de
la proposition 3.38 par une moyenne sur un “point virtuel” défini comme la donnée
de ses “distances” a certains autres points. Ces distances seront a valeurs dans Z et
de plus on quotientera par une action naturelle de Z consistant a ajouter un entier
relatif a certaines distances et a le retrancher aux autres. En particulier les distances
d’un point virtuel a x et y ne seront pas bien définies, mais leur somme le sera. Les
ensembles de points virtuels auront les deux propriétés suivantes : étre de cardinal
< C(8, K) et méme temps varier trés peu souvent lorsqu’on bouge un peu x ou y.
Ces deux propriétés seraient contradictoires pour des points réels (dans la preuve du
lemme 3.39 c’est la deuxieme propriété qui est en défaut car le cardinal du support
de u(x, y) tend vers ’infini quand d(x, y) tend vers 1’infini).

La fonction d°: X x X — R4 sera définie dans la formule (26) ci-dessous.
Jusqu’a (26) on suppose d(x, y) > 64.

Pour tout entier r € {0, ... ,E(@) — 38}, on note Y , ’ensemble des points
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z € 36-géod(x, y) tels que
d(x,z) ef{r,...,r + 368}

Lemme 3.42. a) Etant donnés trois entiers rr',r"efo,... ,E(@) — 38} avec
/ " r " r” £ " r’
r<r'<r’etze Yx’ etz" eY]! o géod(z, z") rencontre Yx,y.
b) Etant donnés deux entiers r,r’ € {0,... ,E(@) — 38} avecr <1/, et

’ r’ £ ’ r
z' €Yy, géod(x, z) rencontre Y ,,.

Démonstration Pour a), on doit montrer I’existence de z’ € géod (z,z" ) appartenant
Y’ . Si z ou z” appartient a Yr on prend z/ = z ou z/ = z”. Supposons
donc d(x z) <r’et d(x z")y > ¢/ + 35. Soit z/ € géod(z, z") tel que d(x,z’) =
r'+E(38/2) (untel z’ existe car lorsque z’ parcourt géod(z, z”) les valeurs prises par
d(x, z') forment un intervalle de N). On a d(z,z’) > 35/2 et d(z’,z") = 36/2 donc
le lemme 3.40 implique z" € 36- géod(x, y). Pour b) on doit montrer 1’existence de
z € géod(x, z') appartenant a Yy . Si d(x,z’) < r + 38 on prend z = z’. Sinon soit
z € géod(x,z’) tel que d(x,z) = r. Comme d(z,z’) > 36, le lemme 3.10 montre
que z appartient a §- géod(x, y) etdonc a Yy .. O

Ensuite pour r, s € {0, ... ,E(@) — 38} on note A%’y I’ensemble des familles
d’entiers relatifs indexées par Yy, U Y7\, que nous notons (cz) eyy ,uy; . telles
que

Vzer’y,Vteszx, c; +cp >d(z,t),
Vz,z € Yy, lez—cx| < d(z,z'),
vi,t' e Y], e —cp| <d(t,t).

En quelque sorte pour z € Y , U sz +» Cz estla “distance” d’un point virtuel a z (on

écrit “distance” car elle appartlent a Z mais pas nécessairement a IN).

Maintenant nous allons imposer une condition qui impliquera en particulier que
le point virtuel “appartient” a 36- géod(x, y). L’idée naive serait de demander qu’il
existe z € Y{, ets € YJ  tels que ¢; + ¢; = d(z,1), c’est-a-dire que le point
virtuel “appartient” a geod(z t). Cependant cette condition nous empécherait d’ap-
pliquer I’astuce des ensembles emboités. En effet on peut définir une application

s<—s AJ/S_)A
X,r

o, T8 pour r, r’, s, s’ vérifiant

x,r’?

d(x y) ( y)

0<r' <r<E(————>)—-38 et 0<s5' <s<E(———)-35 (24

<« V.S
de la fagon suivante : a ¢ € A3’y on associe ¢’ = as,<_i (c) € Ay \ tel que

pourz’er'y, ¢, = min d(z',z) + ¢z,
z€YY y

et pour ¢’ € Ys x» Cp = min d(t',1) +c;.
teYy
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S(—S

En d’autres termes, pour deﬁmr a,, ;. on fait comme si la géodésique entre le point

V1rtqel et tout pointde Yy , (resp. sz’ x) rencontrait Yy ,, (resp. Yy ), comme dans le
dessin ci-dessous.

“point virtuel”

—/ — L — —
x — o o — y
r s
Yx,y Yx,y Yy,x Y,

Le a) du lemme 3.42 montre que ces applications se composent bien : sir, r’, r”,
s, s, s" vérifient

0<r"<r <r<B(%E2D)_ 35 et 0<s" <y <s<BEZED)_ 35

s <s’ s'es _
onaay,_5 oal, ) = ozr,,(_r Si on imposait en plus la condition évoquée ci-

dessus, on ne posséderait plus de telles applications. On va imposer cette condition
. . L . . . ’

en d’autres entiers 7/, s’, en utilisant précisément I’application o}, %, et dans I’astuce

des ensembles emboités, r et r’, respectivement s et s’, varieront en sens inverse

I’un de I’autre (c’est pourquoi on ne peut pas les réunir en une seule variable). Pour
r,r’,s, s’ vérifiant (24) on deﬁmt donc A ;v comme I’ensemble des ¢ € Aﬁji dont

I’image ¢’ = af :i (c) € A’V ", vérifie la condition introduite ci-dessus : il existe
z e Yx’: ett’ € YS tels que ¢, + ¢}, = d(z',1').
Lemme 3.43. Pourr,s € {0,... ,E(@) — 36} on a des inclusions
¥,0,s ,0,s ,0,s
x,0,r c--C Ax,r—l,r - AXJJ‘
N N N
N N N
y,s—1,8 y,s—1,s y,s—1,8
Ax,O,r C o Ax r—1,r C Axlrr
N ... N N
Y.s,8 y.,8,8 V,8,8
Ax,O,r c--C Ax,r—l,r - Axaryr

S . .
dans A)ycjr et toutes ces parties sont non vides.

Démonstration. Soit r’ € {0 . — 1}, 8" € {0,...,s} et montrons l’inclusion
: y,s',s y.s', y,s',s s/<s
horizontale A;”. " C Ay ,+1r 501tc €A, Onnotec =al,5(c) EAx €

¢ = as,ff(_r (c) € Ax +41» Sibien que ¢’ = ar,(_f,ﬂ(c”). Par hypothese il existe
u' e Yx’ etv € YS tels que ¢, + c;, = d(u’,v’). Par définition de I’application
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af/(_r/ﬂ il existe u” € Yx’:y“ tel que ¢;, = c,,, + d(u’,u"). Les inégalités
dw' vy =c,, +c,,

=cl,+du u")+c),

=d' u") + e, +c)

>d' u") +du”, V) =du',v')

’

sont toutes des égalités, donc c,,, + ¢, = d(u”,v’) et ¢ appartient bien a Ai’i,’il .
Les inclusions verticales se demontrent de la méme maniere. Il reste a montrer que
A)ycgi est non vide. Soit ¢ € géod(x, y) tel que d(x,t) € [r,d(x,y) — 5] et soit
¢ € Ay défini par ¢, = d(z 1) pour z € Y{, UY7 . Alors ¢ appartient & Aigi

car ¢’ = aJ3(c) vérifie ¢, = d(x,1) et ¢, = d(t,y) (puisque géod(x, 1) rencontre
¥,0,s
x,0,r

Yy, etgéod(t, y) rencontre Y ) et donc ¢} + ¢}, = d(x, y). Par conséquent A
est non vide.

Enfin étant donné rq, 5, r3, S1, 52, §3 Vérifiant

0<r <rp<r; <E(%%2)-3§5 et 0=<s <55 <s3 <E(L52)-35, (25)

on définit AY’>177273 comme I'image de Ax2’73 dans Ay’ par I’application oc,l <_f§’
Pour tout entier » € {0, ... ,E(@)} — 38 on a une application B3 : Ay — N
définie par

;:5(6‘) = min d(X,Z) +CZ +Cl‘ +d([,J’)

ZEYY y teYy

= min (d(x,z) +c;) + 1r)1/in (c: +d(t,y)).
r teYy

z€Yy y

Ondoitcomprendre min, eyy | (d(x, z)+c;), respectivementmin,eys (¢, +d(z, y)),
comme la “distance” de x, respectivement y, au point virtuel. Si r, 7/, s, s sont des

entiers vérifiant (24), on a B o af 5 = By par le b) du lemme 3.42. Cette ap-

plication B3 se factorise par AY ¥y, Ol A)ycjf est le quotient de A3’y par la relation
d’équivalence suivante : deux éléments ¢ et ¢’ sont équivalents s’il existe k € Z
avec ¢’(z) = c(z) + k pour z € Y etc'(t) = c(t) — k pour t € Yy ,. Toutes
les constructions ci-dessus passent au quotient de cette facon et on note en parti-
culier A71293 Iimage de A;2:3 dans Ay (qui est aussi I'image de A2
dans A;y1). On remarque que si r, 1/, s, s” vérifient (24), A2, 878 * est un ensemble
fini, dont le cardinal est borné par une constante de la forme C (6,K). Il en va

351552,8
donc de méme pour A)yc’,},é,rg, lorsque ry, r2, 3, §1, $2, $3 Vérifient (25). Grace
s 81481 s1—1<=s §3<53 §3—1<=53 N
A, ey Orery 5 01y Oryery - et au lemme 3.43 on possede, pour

(r1,r2, 13,51, 82, 83) vérifiant (25),

Y:51,52,83 R} ¥»S1,52,83

— une application surjective Ay r 7503 Xor1 =173 sir;p >1,



58 V. Lafforgue

. . . . X V,51,52,8 XV,s1—1,82,83 -
— une application surjective Ayl 7253 — Ayl 02 sisy > 1,

— des applications injectives

A V,81,52,53 A V551,852,853 A V,S1,52,83 A V551,852,853
X2y Ax,rl a1y Ot Ax,rmz,rs - Ax,r1,rz,r3—1

Sir, <rs,

— des applications injectives

A V5152553 o A V»S1,82+1.53 AYS1:52:53 .y A V»51,82,83—1
Ax,rl,rz,r3 Ax,rl,rz,r3 et Ax,rl,rz,m Ax,rl,rz,m

Sisy < S53.

De plus ces applications sont compatibles entre elles.
On est maintenant en mesure de construire d°. On pose d°(x, y) = d(x, y) si
d(x,y) <68etsid(x,y) > 66 onpose Ay, = E(d(x,y)/6) —§ et on définit

1 1
b _ Y,
d”(x,y) = (Ax, + 1) Z AYS1:52:83 Z ’Bx"’: (c). (26)
X,y r1.51€40.....Ax,y} ]‘i( X,I1,12,r3 AYS152.53
ro.52€{Ax,y....2Ax,y} X.rpar2.r3
r3,.53€{2Ax,y.3Ax,y}

Pour uy,us,u3,v1,v3,v3 € [0,1[ et x,y € X on pose dbzll’f;zz’f;33(x,y) =
d(x,y)sid(x,y) <6detsid(x,y)> 63 on pose

Y,01,02,03 % V,E((Ax.y+1)v1),Ax y +E(Ax.y +1)v2),2A % y +E((Ax,y +1)v3)
X,U1,U2,Uu3 X,E((Ax,y+1)ul),Ax,y+E((Ax,y+1)”2):2Ax,y+E((Ax,y+1)u3)’
et
hU1,V2,V3 _ 1 Y.E((Ax.y+Dvy)
P00 = gomm 2. Blrcarsroun©

X,U1,U2,U3 LU].02,V
T CEA)J;,ull,uzz,L%

de sorte que d’apres la formule (26) on a toujours
v],V2,V
d’(x,y) = / [ [d*’ulljz,;(x,y)dulduzdu3du1dv2dv3.
u1,U2,U3,v1,v2,v3€[0,1

Dans la formule précédente on intégre sur [0, 1[® au lieu de [0, 1]® car I’expression
pourrait ne pas avoir de sens pour u; = 1 et up = 0 par exemple.

Lemme 3.44. a) Pourry,s; € {0,..., Ay}, 12,52 € {Axy.....2Ax ), 13,53 €
{2Ax,y, ..., 305y}, ¢ € AXF125 ona Bxrl(c) € [d(x,y),d(x, y) + 78]
b) Pour uy,us,us, v1,v2,03 € [0,1[{etx,y € X ona

dx,y) <d0 (x,y) < d(x,y) + 76.

- Up,u2,u3
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Démonstration. On montre seulement a) car b) en résulte immédiatement. Il existe
z € Yy ett € Y% tels que Byrl (c) < d(x,z) +d(z,t) + d(t,y). On rappelle
que z, t appartiennent a 35- géod(x, y) et que d(x,z) < @ etd(t,y) < @.
Par (Hs(z,x,t,y)) ona

d(z,t) +d(x,y) <max(d(x,z) +d(t,y),d(x,t)+d(z,y))+§
=d(x,t)+d(z,y)+$
d’ol
dx,z)+d(z,t) +d(t,y) <d(x,z) +d(x,t)+d(z,y) +d(t,y)+§—d(x,y)
<d(x,y)+74. O

Lemme 3.45. Pourtoutp € N, il existe C = C(8, K, p) tel que pour x, x’,y,y’ € X
verifiant d(x,x’) < pet d(y,y') < p la mesure de I’ensemble des (uy, u,, us, vy,
V2, v3) € [0, 1[° tels que

A () = dP () = db e () d T () # 0

Up,uz,u3 Ur,uz,u3 Ui,u2,u3 Up,uz,u3

est = 1+d(x,y)'

Démonstration. La démonstration consiste encore en une astuce d’ensembles em-
boités.

Sous-lemme 3.46. Soient x,y,x,y € X etd > 2(d(x,X) + d(y,y) + 36).

a) Etant donnés r,r',r" € {0, . E(d(x’y)) 3t telsquer +d <r' <r’"—d,
zeY/ etz € Y’y, géod(z, Z”) rencontre Y~ 5

b) Etant donnés r,r',r" € {0, .. .,E(d();”) 38} tels que r < r' <r’" —d,
z e Yi’j etz € Yx’,y, géod(z, z"") rencontre Yi’j.

c) Etant donnés r,r',r" € {0,. E(d(x’y)) — 38y tels que r +d < r' < r”,
ze€Y{set z" e Y’y, géod(z, z") rencontre Yx”/y.

d) Etant donnés r,r’ € {0,... ,E(@) —38}telsquer +d <r', 7z € Yx’y,
géod(X, z') rencontre Y 5

Démonstration. Pour a) on prend z' € géod(z, z") tel que d(X,z") = r’. Cela est
possiblecard(X,z) < d(x,X)+r+36 < r/—%etd(i,z”) > r”—d(x,)?) > r’—l—%
Onaz,z” € (d —368)-géod(X, 7) par le lemme 3.2 et d(z,z') > & d(z z”) > %
ce qui permet d’apphquer le lemme 3.40 aveca = B = d — 36. D ouz € Y~ 5
Pour b) on prend z’ = z si d(%, z) > r’ donc on suppose d(X,z) < r’. On a

dx,zy>d(x,z")—d(x,x) > 71" —7—1—38 > p/ —|—5+38

doncilexistez’ € géod(z, z”) telque d (X, z’) = r'+35.Onaalors z € 35- géod (X, ¥),
‘ ~ ~ d . > :

z" € (d —368)-géod(X, y),d(z,z') > 35 etd(z',z") > 2 ce qui permet d’appliquer

le lemme 3.40 avecox =38 et B =d —35.D’ouz’ € Yiri'
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Pourc)onprendz’ = z”sid(x,z"”) < r’+38 donconsuppose d(x, z”) > r'+34.
Ona

d(x,z) <d(x.%) +d(Fz) <r +38 +d(x,¥) <r+% <r - 4.

Donc il existe z’ € géod(z, z") tel que d(x,z’) = r'.Onaz € (d — 36)- géod(x, y),
z” € 38-géod(x,y), d(z,z) > %, d(z’,z") = 36 ce qui permet d’appliquer le
lemme 3.40 avecor =d —38et f =35.D’ouz € Yx’:y.

Pour d) on prend z € géod(%,z’) vérifiant d(X,z) = r. Cela est possible car
d(x,z') 2 d(x,2)—d(x,%) > r' =% > r + £. Comme z’ € (d — 38)- géod (X, 7),
z € géod(X,z') et d(z,z') > %, le lemme 3.10 appliqué a ¢ = d — 35 montre
z € 35-géod(X,y)dou z € Y){j. O

Suite de la démonstration du lemme 3.45. Pour x,y, X,y € X etd > 2(d(x,X) +
d(y, y)+38) comme dans le sous- lemmeS 46,etpourr,s € {d, . E(d();’y))—35},

)
on a une application y : A% = Ai o d qui envoie ¢ sur ¢’ défini par

¢, = min ¢; +d(z',z) pourz’ e Y){,},d
z€YY

et
¢y, = min ¢; +d(t',t) pourt’' € Yf ~d
tey;

y.x

On note y sans indices pour alléger les formules car les indices sont déterminés
par ’ensemble de départ et I’ensemble d’arrivée. De la mé&me facon, pour r,s €

{d,. E(M) — 368}, on a une application y: AJ:"S — A, ’s_d . Ces applica-
tions sont compatibles avec les applications oes = (assoc1ees a (x y) et (X,)). Par
exemple, lorsque les apphcatlons ont un sens,

s—2d<s
r—2d<r

. K s—d V ,s—2d
— la composée A)ycgr Ai d Ai _>g4 coincide avec o

du sous-lemme 3.46),

(grace a a)

— les deux composées

y B asjfdes d s/<—s J
Vs yys—d “r'—d<r— y,8'— y,s _r'<r V.S 7.8/ =
AxJ - A)?,r—d Ax r/— d et Ax — A x,r’ _> Ax r’'—d

sont égales car, grice a b) et ¢) du sous-lemme 3.46 I'image ¢’ € Ai i,_‘; de

¢ € A3’y par chacune de ces deux composées est donnée par
c,,= min ¢, +d(z',z) pourz € ’y_d
z€YY

et

Cp = tmln c;+d(',t) pourt' € YS -

y.x
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Plus généralement la compatibilité signifie que deux composées construites a
partir des applications « et y sont égales lorsqu’elles posseédent le méme ensemble
de départ et le méme ensemble d’arrivée. En effet on démontre que si I’ensemble de

départ est A¥ - et 'ensemble d’arrivée est Ay: 8 - (avec (X, y) et (%, y) égaux a (x, y)

ou (X, y)) les deux composées sont égales a 1 application qui a ¢ € Av - associe

€ A%’} défini par les formules
Xx,F

¢z = min ¢z +d(Z,2) pourzeYA 5
zEY’

et

¢; = min & +d(f,{) pourf e Y5
teYY

Sous-lemme 3.47. Pour r, 1/, s 5! camme dans (24) vérifiant v’ + 2d < r et

, S ¥, y s— v, y.s'+d,s—d
8" +2d <s, Uapplication Ay’y — A d envoie Ax oy dans A rtdr—d-
’
Démonstration. D’apres ce qui précede, as,:i Ay — Ai:i, est la composée
o td—s—d
Y, ATws—d Srtdrd L 5isihd Vs
V.S Y,s v, y
Ax r Afc,r—d Ax r4d A
De pl AT s AYS,, sl exist Y?, et
e plus pour ¢ € A7, image ¢/ = y(c) € xr,,51 existe z € Y{ e
te Ys tels que ¢, + ¢, = d(z,t), alors il existe Z € Yr Hdoetf e YS '+ tels que
¢ + ¢; = d(2,1) par le méme argument que dans la preuve du lemme 3.43. O

On déduit du sous-lemme 3.47 que pour (ry, 72, 73,81, 52,53) Vérifiant (25) et
(1,72, 73,51, 52, 53) vérifiant

0<F<f<f <BEED)-35 et 0<5 <& <5 <EBUG2)-35

—SiF; <r1—d,51 <s1—d,fy > ry+d, 5, > so+d, r3 <7’3—d 53 < §3— —d,on

C s 81,852,583 7 Y,51,52,8 ,51,52,5

a une application A1 72753 > A;ii’é,g eten notant & = y(c) € AL o
I'image de ¢ € Axr17/2%3 on a, grace au d) du sous-lemme 3.46,
V.5 ~

Bii (€)= min (d(X,2) +c;) + min (¢; +d(z, 7)), (27)

zer v teYy x

- Sirl f;l_d,S1 §§l_d,r2 Zf2+d,S2 2§2+d$r3 573_d’s3 553_d,

AVS182.83 Vg v.s1.82.83

on a une application A3 "> X1 r s

a(27).

verifiant une propriété semblable
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On rappelle que Ay, = E(d(x,y)/6) — 6, Az 5 = E(d(X,y)/6) — 6, et que
pour (u1,uz, U3, v1, v2,v3) € [0, 1[5,

YU1,02,03 /"\y,E((Ax.y'i‘l)vl),Ax.y +E((Ax,y+1)v2),2Ax,y +E((Ax,y +1)v3)

X,u1,u2,u3 *E((Ax,y+1Du1),Ax,y +E(Ax,y+1Du2),2A 5y +E((Ax,y+1Du3)’

F,01,02,03 _ % V:E(Az 5+Dv1),Az 5+E(Az 5+ 1Dv2),2A5 5+E(Az 5+1v3)

Xupuz,uz ~ O XE((Ag 5 +Dur), Az 5 +E(Ax 5 +1Du2),2A5 5+E(Ax 5 +1Du3z)’
Soitn €]0, %[telqued(x,y) > %+68.Onaalorspourtout(ul,uz,u3, V1, V2,V3) €

[, 1 —n[®, les six inégalités

E((Az5 + D1 —n)) <E((Ax,y + Duy) —d,
Az 5 +E(Az5 + Dz + 1) > Axy + E((Ax,y + Duz) +d. ...,
2Az 5 +E((Az5 + D(v3 —1n)) < 2Axy + E((Ax,y + v3) —d.

Ces inégalités ont lieu car

d(x,y) - d(%,§ d(x, %) +d(y, 7 d
IAxy_A)mEI(xy) (xy)|+15 (x.X) + (yy)+1§_
’ ’ 6 6 6
et
d(x,y)— 65 _ 3d
Ay + oz TED T8, 3 s s, — sl

On montre aussi les 6 inégalités analogues obtenues en permutant les roles de x, y
et X, y. On posséde donc, pour (11, u2,u3, V1, v2,v3) € [, 1—n[®, des applications

AY>V1,02,03 l) y,01—1,02+1,03—1

Jooiv2,03 Yo gy 01=n,0240,03-0
X,U1,U2,U3 X,up—n,u2+n,u3—n

et X,u1,u2,u3 X,u1—nu2+n,uz—n"

Les phrases précédentes, le a) du lemme 3.42 et les parties a), b), ¢) du sous-
lemme 3.46 garantissent que ces applications vérifient les conditions de compati-

el - . V1,02,V ,U1,02,V
bilité supposées dans le sous-lemme suivant (en prenant A;} 2700 = Ax )2 et
TV1,U2,03 __ 4¥,V1,02,V3

Aul’"2’"3 - Ai,ul,u2,u3)'

Sous-lemme 3.48. Soit C € N*. Alors pour tout n €]0, %[ et pour toutes familles
d’ensembles finis non vides, de cardinaux inférieurs ou égaux a C,

V1,02,V3 AV1,V2,03
(Aul,uz,u3)(u1,u2,u3,v1,v2,v3)€[0,1[6 et ( u],uz,us)(ul,uz,us,v1,v2,v3)€[0,1[6
munis
’ ’
, . . . . v1,V2,V3 V1,V2,V3 TV1,U2,V3 7V1,02,03
d appll/catlons sur/jectlves Ay oy —> Au,l,uz’u3 et Ay sy Au,l,uz,u3
pouru; <ujpetv; < vy,
’ 7 ’ 7
, L ST U1,V2,V3 V1,V3,V3 JV1,V2,V3 [U1,V2,V3
— d’applications injectives Ay, v’ iy — Aul’u,z’u,3 et Ay uiyais Aul,u,z,u,3 pour

li / ! /
Uy = Up, Uy = U, Uz = U3 €F V3 < U3,
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— et pour (uy,uz,u3,v1,2,03) € [, 1 —n[®, d’applications

A — AN« AR — AR
telles que toutes ces applications soient compatibles entre elles (c’est-a-dire que
deux composées d’applications comme ci-dessus sont égales lorsqu’elles ont le méme
ensemble de départ et le méme ensemble d’arrivée), alors la mesure de I’ensemble
des (u1,u2,u3,v1,v2,03) € [, 1 —n[® tels que I’application

v1,V2,V3 AV1—1,02+1,03—1
—
Au1,M2,M3 Au1—n,u2+77,u3—77

soit bijective est > 1 — 50Cn.

Démonstration. Pour (uy,us,us, v, v2,v3) € 21,1 — 2n[® on considere les appli-
cations

Avrtnv2—nv3+n f AV1:02.03 igvl—n,v2+n,v3—n h AV1—20,02+20,03—2n

urtn,u2—n,u3+n - Ui,u2,u3 ur—n,u2+n,u3—n u1—2n,u2+2n,u3—-2n"

Si g o f et h o g sont bijectives, g est bijective. Or g o f est égale a la composée

A

vit+n.v2-nvstn Av1+fl,vz—7lav3+fl A
ur+nux—n,u3+n Up—n,uz—n,u3+n up—n,uz2+n,u3z+n
fV1+n,v2—n,03+n AV1—N,02—n,03+7
- Aul—n,u2+n,u3—n Aul—n,u2+n,u3—n (28)
fV1—n,v2+n,v3+7 fV1—1,02+n,03—n
e Aul—fhuz-i-mus—n - Aul—muz-i-n,us—n

v1+n,02—1,v3+7

et h o g est égale a la composée

v1,V2,U3 Avlavlav.’a U1,V2,V3 U1,V2,V3

UL,U2,U3 up—2mn,u2,u3 u1—2n,u2+2n,u3 u1—2n,u2+2n,u3—2n (29)
v1—21,V2,V v1—21n,v2+2n,v v1—21n,v2+2n,v3—2
AVLIT27,02,03 A1772+713 A1772+77317

u1—2n,uz+2n,u3—2n u1—2n,uz+2n,u3—2n u1—2n,u2+2n,u3—2n"

Pour u,, u3, v1, vz, v3 € 21, 1 — 27|, la mesure de I’ensemble des u; € [2n, 1 —27]
tels que

A

v1+n,v2—n,v3+7 A

v1+n,02—n,v3+7
up+n,uz—n,u3z+n (30)

u1—n,u2—=1,u3+n

(qui est la premiere application dans (28)) ne soit pas une bijection est inférieure ou
égale a 4n(C — 1). En effet I’application (30) est surjective donc est une bijection en
cas d’égalité des cardinaux des deux parties et d’autre part 1’application de [0, 1] dans
N qui a u associe le cardinal de /f:;‘,:; "_22,4_3 "jrl;?ﬁ" est décroissante et prend ses valeurs
dans {I,...,C}. On a 11 autres énoncés correspondant aux autres applications de
(28) et (29). Donc la mesure de 1I’ensemble des

(ula Uz,Uu3,v1, V2, v3) S [27), 1— 277[6
tels que g soit une bijection est supérieure ou égale a
(1—4n)° —48n(C —1)(1—41)° = 1247 —487(C —1) = 1 -48Cn = 1-50Cy

et le sous-lemme 3.48 est démontré. O
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Fin de la démonstration du lemme 3.45. Soit C = C(§, K) tel que pour x,y € X
et ry, ra, 73,851,852, 53 vérifiant (25) on ait ﬁ(ﬂ%ji}jigjig) < C. Soit p € N. On pose
d = 4p + 66. Soient x, y,x’,y’ € X vérifiant d(x,x’) < petd(y,y’) < p. 1l
suffit de montrer le lemme 3.45 en supposant d(x, y) > 36d + 66. On choisit alors
n €]0, %[ vérifiant d(x,y) = % + 66, c’est-a-dire n = W@—@' On applique
le sous-lemme 3.48 avec (X, §) égal & (x,y), (x, ), (x, ") ou (x', y') et avec les
familles (A} 025 et (AyL 0252 égales & (AX 002 et (A;lel;zzl;z )

Il existe donc une partie J C [n, 1 — n[® de mesure > 1 — 200C 7 telle que pour
(u1,uz,us3,v1,02,v3) € J les applications

Yo uat =AY aama—n AN~ A vt

Ay,vl,vz,v3 N y’,vl—fl,vz-i-n,vs—n
X,U1,U2,U3 X,u1—n,U2+n,u3—n

et
7
Y,01,02,03 y,v1—=n,v2+0,v3—1
Ax,ul,uz,u3 - Ax’,ul—n,u2+n,u3—n
soient bijectives.
s y,V1,V2,V3
Soient (11, Uz, u3,V1,02,V3) € J, ¢ € Axlui iz €t

¥ v1=n,v2+n,03-7
X, u1—nuz2+n,u3z—n

Y,u1—1,v2+1,03—0
x'up—nuz+nuz—n’

Y,u1—1,02+1,03—0

Cx,y € Ax,ul—n,u2+mu3—ﬂ’

cxy €A Cx,y €A

et

¥ v1=n,v2+n,03—7

Cx,y" € Axru —murtnus—n

les images de ¢ par les quatre bijections ci-dessus. Alors
21— VI " v1— Lvi-n g —
)Jc),zi—n(cx,y) - )JC}/,ull_,,(Cx’,y) - ))c),uvll—nn(cx,y’) + ﬂi/,u:_n(éx’,y/) =0
car par (27) on a
ﬂy’vl_:”(c,;j) = min )(d()?, z) +c¢z) + min )(ct +4d(t,y))

Xu1— A 1 A 1
ZEY)E’(J(, x.y+Duq tEY)],E’(; x.yt+Dhvy

pour (X, y)égala(x, y), (x", ), (x, y")ou(x’, y). Pourtout (uy, uz, u3, vi,v2,v3) €
J on a donc

pV1—N,02+1,03—7 pv1—n,02+n,093-1  ,
d u]_rlau2+77’u3_7l(x’ y)—d ul—n=u2+77,u3—77(x )

pv1—N,02+n,03—7 , pVI—Mv2+N V3=,
— A’y nantnas—n V) Ay s (X Y) = 0.

Comme la mesure de J est supérieure ou égale a

100Cd | 1800C(4p + 65)
d(x,y)—68 d(x,y)—68 °

1-200Cy =1

cela termine la démonstration du lemme 3.45. O
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Proposition 3.49. Pour tout x,y € X onad(x,y) < d°(x,y) < d(x,y) + 78 et
d’ vérifie la condition (22).

Il résulte de la premiére assertion que 1’on pourrait facilement remplacer d b par

N

une vraie distance (comme on avait obtenu d” a partir de d’ dans la preuve de la
proposition 3.38), mais cela n’est pas nécessaire pour la suite.

Démonstration. La premiere assertion résulte du lemme 3.44. La seconde assertion
résulte des lemmes 3.44 et 3.45. 4

On définit alors, pour x € X, la fonction p')’cz X — Ry par
pi(a) = d*(x,a).

On I’étend ensuite en une fonction pljc : A — R4 parla formule

Laes P'(@)

b _
px(S) = TS

si S est non vide et p'jc (¥) =0.

4. Construction des normes

Soit s € ]0,1]. Nous allons donner la formule pour la norme pré-hilbertienne
I+ llsec.sa,) Sur C») qui servira pour la partie difficile de I’homotopie de 1 a
y. Nous montrerons d’abord que cette norme est bien définie. Nous montrerons en-
suite la continuité des opérateurs, puis les propriétés d’équivariance de cette norme,
et enfin 1’équivariance a compacts pres des opérateurs.

4.1. Formule pour la norme. On rappelle que la constante F définie dans (21) est
majorée par une constante de la forme C (8, K, N). On fixe un entier P € N* tel que

P soit divisible par 3 et assez grand en fonction de §, K, N, Q. (Hp)

Dans la suite nous utiliserons un nombre fini de fois I'inégalité P > C avec C
de la forme C (8, K, N, Q).
Soient p € {1,..., pmaxy et k,m, lo,.... L, € N.

Définition 4.1. On note Yf’k’m’(lo"“’lm) I'ensembledes (p+m—+1+Y ;. l;)-uplets

(@o....ap. 8o Sm, (¥)ico,...my,jet,...13)

tels que
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— i) ai....,ap € X sont deux a deux distincts, So = {ai.....ap}, So appartient
aA,, Sie A\{@}pouri €{l,...,m},etpourtouti € {0,...,m —1},ona

Si+1 C S U U {y€4d-géod(x,a) |d(y.a) €]N — 25, ON]}
XeB(x.k)
acs;

U U {zeF-géod(%,a)|dz a)> 2},
XeB(x.k)
acs;

— ii) pour touti € {1,...,m},d(x,S;) >k + P,

— dii)pouri € {0,...,m—1}etj €{l,...,1;}, ‘yij est une partie non vide de X
de diametre inférieur ou égal a P et

Zyij C U P-géod(y, z).
y€S;,z€8; 11

— iv) pour tout j € {l,...,L,}, Y, est une partie non vide de X de diametre
inférieur ou égal a P et

Y/ c U 2P-géod(X,y) et d(x,Y4) >k + 3P.
yE€SH,X€B(x,k)

Remarque. La condition iv) implique que /,, = 0sid(x, Sp) < k (ce qui ne peut se
produire que si m = 0 a cause de ii)). En effet pour y € B(x,k + N) et X € B(x,k),
ona?2P-géod(x,y) C B(x,k + N + 2P + §) par le lemme 3.31 et on suppose
P > N + § (ce qui est permis par (Hp)).

Dans la définition précédente, la seule raison pour laquelle on veut connaitre
(a1,...,ap) enplus de Sy est que cela détermine e,, A- -+ Aeq, alors que Sp permet
seulement de le connaitre au signe pres (le choix de es, = +eg; A - A eq,, qui
avait pour but de simplifier certaines formules, ne doit pas étre utilisé€ ici, bien sdr).
En contrepartie, chaque partie Sy est comptée p! fois, mais ce n’est pas grave car
p est borné par puax, qui est de la forme C(§, K, N). Dans la définition précédente
la donnée de Sy est redondante mais nous préférons la garder car elle fournit une
notation commode pour {ai,...,ap}.

On fixe un entier M € N* tel que

M soit pair et soit assez grand en fonction de §, K, N, Q, P. (Hy)

Dans la suite nous utiliserons un nombre fini de fois I’'inégalit€¢ M > C avec C de la
forme C(§, K, N, Q, P).

On introduit maintenant une partition de
valence suivante :

yPoAeoms(oseelm) pour la relation d’équi-
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et
(&1, R &pa SOv ) Sn’h (yl‘])iE{O,...,m},jG{l,...,l[})

sont en relation s’il existe une isométrie de

U BS.M)U U B M)UB(x.k+2M)

i€{0,...,m} ;ee{{(: .......... rln }}
Vers
U BGS.M)U U B@ M)UB(x,k+2M)
i€{0,...,m} i€40,....m}
Jell 1}
qui envoie a; sur @; pouri € {1,..., p}, S; sur S pouri € {0,...,m}, Zyij sur ﬁf

pouri € {0,...,m}, j € {1,...,[;} et est I'identité sur B(x,k 4+ 2M). On rappelle
que la notation B(A, r) pour A une partie de X a €té introduite dans (16).

On note ¥,2:5m:(0:Im) 16 quotient de Y,2-Fm(0-Im) hour cette relation d”équi-

valence, et Jrf’k’m’(lﬂ""’l’") I’application quotient.

Notation. Pour Z e Y2%m(oIm) o hote ro(Z),....tm(Z),50(2),...,5m(Z)
les entiers tels que

- ri(Z) =d(x,S;)pouri € {0,...,m},
- s5i(Z2) =d(S;, Si+1) + 2M pouri € {0,...,m — 1},
- sm(Z) =d(x,Sm) —k

pour tout

.....

On fixe B € RY eta €]0, 1] tels que

B soit assez grand en fonctionde §, K, N, Q, P, M, s (Hp)
et

«a soit assez petit en fonctionde §, K, N, Q, P, M, s, B. (Hy)

Pour Z e Y,2km(o-lm) on note &4 1a forme linéaire sur C4») définie par
£2(f) = )3 flar.....ap).
(ay....ap.Sq..... Sm.(yij )ief0,...m}jell,....0;})
e(J_[{?.k,m,(lo ..... 1’"))71(2)

Dans cette formule, comme dans la suite, pour f € C*») onnote f(ay,.... ap) le

coefficient de eq, A --- A g4, lorsque qu’on écrit f dans la base (fes)se A, (dont
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les vecteurs sont définis au signe pres). On écrira aussi f(S) = £ f(ai.....ap) si
S ={ar,...,ap}.
On munit alors C47) de lanorme pré-hilbertienne, définie par la formule suivante :

2 — m . —
”f”J(x,S(A,,) = > B~ m+2i—ol) » £25(ro(Z2)—k)
k,m,lg,....LineN ZG}—,Xp.k.m.(l()..“.lm)

" 31)
(T1 s (@)~ )a(( o oty =1 z)) =27 ( £) 2.

i=0

Remarque. On a vu que /,, = 0 lorsque s,,(Z) < 0 (ce qui ne peut se produire
que si m = 0) et dans ce cas on convient que Sy, (Z)lm = 1. En revanche pour
i €{0,...,m— 1}, onatoujours 5;(Z) > 1.

Remarque. On verra dans la démonstration des propositions 4.21 et 4.30 que 1’on
majore la partie de ||8(f)||§€x (a,) OU de || Jx (f)||§,€x (M) correspondant a une

valeur donnée de m par la partie de || f ||§€x’s Ap) correspondant a m + 1 (en fait
c’est un peu plus compliqué mais on renvoie aux propositions 4.21 et 4.30 pour les
détails). D’autre part la partie de || f ||§€x S(Ap) correspondant am = Oetlyp = 0
est essentiellement égale au carré de la norme introduite dans le premier paragraphe
de [LafO8] pour montrer que les groupes hyperboliques n’ont pas la propriété (T)
renforcée. Enfin les Zyi] assurent la connaissance des points intermédiaires sur les-
quels on moyenne dans la construction de /i, uy, p). (le but de ces moyennes est
d’assurer I’équivariance a compacts pres des opérateurs par I’astuce des ensembles
emboités, comme dans [KS03]). On ne peut pas demander que les parties ¥/ soient
des singletons car ces parties seront construites de facon naturelle dans les preuves et
la nécessité de choisir un point dans chacune empécherait les preuves de fonctionner.

Remarque. Le facteur e’ (r0(Z2)=k) egt utile pour la continuité de J,, comme on le
verra dans la proposition 4.30. Le facteur [ /- s: (Z )~li est motivé par le fait qu’étant

donnésay,...,ap,So. ..., Sxlenombre de possibilités pour (:yij)ie{O,...,m},je{l,...,li}
vérifiant
J kom,(lo,...,1
@1, ap, Sos- s Sms (Y)icto,..myjetr,..iy) € Y.pkomUoslm)

est borné par CcXitoli H:'n=o S; (Z)li, avec C = C(§,K, N, Q, P), comme on le
verra dans le lemme 4.15. La constante 2M qui apparait dans la définition de s;(Z)
pouri € {0, ..., m— 1} trouvera son utilité dans la démonstration du lemme 4.66. Le

facteur (2% (oslm)y=1( 7Yy~ servira pour montrer que les opérateurs d et Jy

L b . N R _ m
conjugués par e™%x sont équivariants 2 compact prés. Enfin le facteur B~ +Xi=o i)
(avec B assez grand) est nécessaire pour que la somme converge, comme le montre

la preuve de la proposition 4.2.
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4.2. Enoncé des résultats. Laproposition suivante montre que la norme pré-hilbert-
ienne définie dans le sous-paragraphe précédent a bien un sens.

Proposition 4.2. Pour tout p € {1, ..., pmax} et pour tout f € CA»), IS lgex s(a0)
est fini.

Cette proposition sera démontrée dans le sous-paragraphe 4.3 et la démonstration
utilisera I’hypothese (qui est une partie de (Hp)) selon laquelle B est assez grand en
fonction de §, K, N, Q, P, M (sans cette hypothese la proposition serait fausse).

On note #y  (Ap) le complété de C») pour la norme pré-hilbertienne

” : ”JC’X_S(A,,)' On note €’fl'fx,s = 52‘]){ fo,s(Ap)-

La proposition suivante sera démontrée dans le sous-paragraphe 4.7.

Proposition 4.3. L’actionde G sur @52‘{ CA») s’étend en une action continue de G

sur Hy s etil existe une constante C telle que pourtout g € G onait |(g) || £, ) =
eZSK(g)+C.

La démonstration de cette proposition utilisera entierement 1’hypothese (Hp) (y
compris la condition que B est assez grand en fonction de ).

La proposition suivante est le résultat principal de ce paragraphe.

Pour p € {1,..., Pmax}, on définit 92: C@r) — C@») par Oﬁ(es) = pi(S)es
pour tout S € A,. Pour tout 7 € R on note ex: C4r) 5 C(Ar) I’opérateur défini
par et0x (es) = e“’i(s)es.

Proposition 4.4. Pour tout T € Ry, ’opérateur
b —Lob
(ete)C (a + Jxa-]x)e TBX)IE[O,T]
s étend en un opérateur continu sur le C[0, T]-module hilbertien ¥ [0, T, et
76> —16
(Hx,s[0, TT, (e77% (0 + JxdJx)e™ %) efo,1])
appartient a KKg 250+ (C, C[0, T)).
En particulier (#y s, d + Jx9Jx) est un élément de KKg »5¢+¢ (C, C).
Proposition 4.5. Cet élément est égal a I'image de 1 € KK (C, C).

Démonstration. La preuve est analogue a celle de la proposition 1.4.2 de [Laf02].
On reprend les arguments car on travaille ici dans un cadre hilbertien plutdt que
banachique. Soit J?X,S = C @ Hx s (avec une graduation inversée pour Hx ). On
veut montrer que (J?x,s, 0 + Jx9Jx) est nul dans KKg 25¢4¢ (C, C). Il résulte de
’égalité 3J, + J,d = Id que dJ, et J,d commutent et J,39J, = O car 3> = 0.
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Donc dJ, et J,0d sont deux projecteurs qui commutent, de somme Id, de produit
nul, pairs. On pose T = J,0Jy. Alors T2 = 0.On a 0T = dJ, et Td = J,0.
D’autre part, d et d7 ont méme image, de méme que 7T et T'd, d’ou I’identification
J@x,s = B(J?x,s) ® T(J?x,s) en tant qu’espaces de Hilbert a équivalence des normes
prés (car les deux idempotents dJ et J,d ne sont pas nécessairement auto-adjoints).

c1.1(8) 01.2(3))
0 220/

Considérons alors le C[0, 1]-module hilbertien Z /27 -gradué J’{?x,s [0, 1], ou I’action

c1,1(8) te1,2(8) 7 .
"0 c;,zz(g) ))te[O,l]' Alors (H#y 5[0, 1], 9 + T) fournit

une homotopie entre (J?x, s:0+ T),ent = 1 et un élément dégénéré, en t = 0. En
effet, quand I’action de G est diagonale, les opérateurs d et T commutent exactement
a cette action. O

Dans cette décomposition, I’action de g € G s’écrit sous la forme (

de g € G est donnée par ((

Donc (#x 5[0, T, (e’eg (0 + Janx)e_feg)re[o,T]) réalise une homotopie entre
Let (Hy s, eTo% 0+ Janx)e_”;) et montre donc 1’égalité entre ces deux éléments
dans KKg »5¢+c (C, C). On fixera T assez grand et cela constituera la partie difficile
de ’homotopie de 1 a y. La partie facile (qui fera I’objet du paragraphe 5), sera une
homotopie entre (H s, eTOx (0 + Janx)e_TB)bf) et y (qui montrera donc 1’égalité
entre ces deux éléments dans KKg 25¢+¢ (C, C€)).

4.3. Premieéres propriétés de la norme. Le but de ce sous-paragraphe est de mon-
trer la proposition 4.2. Les lemmes 4.6, 4.7, 4.8, 4.9, 4.10,4.11, 4.12 et 4.15 sont des
préliminaires a la preuve de la proposition 4.2.

Nous commengons par rappeler le lemme d’approximation par les arbres.

Lemme 4.6. Soit (Y,dy) un espace métrique fini et 5-hyperbolique, et w € Y un
point base. Soit | € N tel que §Y < 2! + 2. Alors il existe un arbre métrique fini
(T, dr) et une application V: Y — T telle que

—poury €Y, dr(Yw,Vy) =dy(w, y),
—poury,ze€Y,dy(y,z) =18 <dp(¥y,¥z) <dy(y,z).

Démonstration. C’est exactement le (i) du théoreme 12 du chapitre 2 de [GdIH90]
car un espace métrique est § -hyperbolique au sens de la définition 0.1 si et seulement
s’il est %-hyperbolique au sens de la définition 3 (reformulée dans 4) du chapitre 2
de [GdIH90]. O

Lemme 4.7. Dans les notations du lemme précédent, soient y,z,t € Y.

a) Sit € a-géod(y,z), alors ¥t € (o + 1§)-géod(Wy, Wz) et si y = w,
VUt € a-géod(Wy, Uz).

b) Si ¥t € «a-géod(Vy,Vz), alorst € (o + 218)-géod(y,z) et sit = w,
t € a-géod(y, 2).

¢) Onald(t,géod(y,z)) — d(¥t, géod(Wy, ¥z))| < (I + 1)6 + 1.
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Démonstration. Seul ¢) demande une démonstration. On a

d(Wt,Vy) +d(Vt,Vz) —d(Vy, Vz)

d(Wt, géod(Vy, Vz)) = >

Il est évident que d(t’y)+d(t2’2)_d(y’z) < d(t,géod(y, z)). Enfin

dt,y)+dt,z)—d(y,z)

d(t, géod(y, 2)) < 3 +8+1
car si v € géod(y, z) est tel que d(y,v) = E(d(t’y)er(g’z)_d(t’z)) onad(t,v) <
d(t’y)+d(tz’z)_d(y’z) + 8 + 1 par (Hbf’(t, ¥,v,z)). Le ¢) en résulte facilement. O

Lemme 4.8. Soient o, € N, pe Z et x,y,a,b, e X tels que
a € a-géod(x, y),b € B-géod(x,y) et d(x,b) <d(x,a)+ p.

Alors b € (max(a + 2p, B) + §)- géod(x, a).
b

x/e\y
\X/

a

Démonstration. Par (Hg(a,x,b,y)) ona
d(a,b) <max(d(a,y) +d(x,b) —d(x,y),d(a,x) +db,y)—d(x,y)) +6
donc

d(a,b) +d(b,x)—d(a,x)
<max(d(a,y) +2d(x,b) —d(a,x) —d(x,y),db,x) +d(b,y) —d(x,y)) + 6
< max(xa + 2p, B) + 6. O

Lemme4.9. Soientk € Netx, y, z, t des points de X tels que z appartienne a B(x, k)
et que t soit un point de B(x, k) a distance minimale de y. Alors t € §- géod(z, y).

Démonstration. L’énoncé est clair si y € B(x, k) caralors t = y.
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Sinon on a t € géod(x,y), d(x,z) < k = d(x,t) etd(y,z) = d(y,t) d’ou
par (Hé)(z,x,t,y)), d(z,t) < max(d(z,x) —d(x,t),d(z,y) —d(t,y)) + 6 =
d(z,y)—d(t,y)+5dout € d-géod(z, y). O

Lemme 4.10. Soientk,u,v € N, x,y,y’ € X et z € B(x, k) vérifiant
- V' & Blx.k + 139,
-y € pu-géod(z,y) etd(z,y") <d(z,y)—v.

Alors
d(x,y) <d(x,y)—v+38 et y € (u+8)-géod(x,y).

o~
(=

N

Démonstration. On applique le lemme 4.6 a {x, y,y’,z} avec [ = 1 et y’ comme
point base. Soit T et ¥ comme dans le lemme 4.6.

‘ Yz \ij/

Wy Wy

t
Soit ¢ le point de géod(¥z, ¥y) a distance minimale de Wy’. On a donc
t € géod(Wz,Wy) et ¢ € géod(Wz, ¥y') (32)

Ona Wy’ € (u+ 6)-géod(Wz, Wy) par le a) du lemme 4.7, donc d (¢, ¥y') < ”“TH.

Comme d(¥x,¥y') = d(x,y’) > k + "TH par hypothese, on a d(Wx,t) > k et
comme d(¥x, Vz) <k,

t appartient 2 géod(Wx, Wy) eta géod(Wx, Wy'). (33)
Il résulte de (32) et (33) que
d(Wx,¥y') —d(Wx,Vy) =d(t,Vy')—d(t, Vy) =d(Vz,Vy') —d(¥Vz, ¥y)

etdoncd(x,y)—d(x,y) <d(z,y')—d(z,y)+6 < —v+4 ol laderniere inégalité a
lieu par hypothese. Enfin par la premigre partie de (33), et comme d (¢, ¥y') < ’“‘TH,
ona ¥y € (u+ 8)-géod(Wx,¥y), d’ott y' € (u + §)-géod(x, y) par le b) du
lemme 4.7. O
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Le lemme suivant est une conséquence du précédent.

Lemme 4.11. Soient j11,v1, b2, V2 € N vérifiant

- n 36 . - 4 36
% — et vV —.
1~ M1 5 2 > U2 5

Soientk € N et x € X. Soit yo, ..., y; une suite de points de X telle que y1,...,y;

w) et que pour touti € {0,...,j — 1},

n’appartiennent pas a B(x, k +
— ou bien y; 11 = yi,
— ou bien il existe z € B(x, k) tel que
Yi+1 € p-géod(z, yi) et d(z,yi+1) =d(z,yi) =i,
— ou bien il existe z € B(x, k) tel que

Yi+1 € fo-géod(z,y;) et d(z,yit1) <d(z,y;i) —va.

a)Onad(x,y;) <---<d(x,y1) <d(x,yo) etpouri € {0,...,j —1}ona

d(x,yi+1) <d(x,yi) si yi # yit1.
b) Soit h le nombre de valeurs prises par la suite o, ..., y;. Alors

y; € (max(p1, u2) + 28)- géod(x, yo)
et

d(x,yj) = d(x,yo) — (h — 1)(min(vy, v2) — ).

Démonstration. Montrons a). Soiti € {0,...,j — 1} tel que y; # y;4+1. On va
montrer d(x, yi+1) < d(x, y;). llexiste ¢ € {1,2} et z € B(x, k) tels que

Yi+1 € pe-géod(z,y;) et d(z,yi+1) <d(z,yi) — ve.

Comme y;+1 &€ B(x,k + “CTM), en appliquant le lemme 4.10 a (y;, yi+1, Z) au lieu
de (y,y’,z) et (¢, ve) aulieude (w, v), onobtient d(x, y;+1) < d(x, y;)—ve+8 <
d(x, y;) puisque v, > §.

Pour montrer b), on procede par récurrence ascendante. On pose

A = max(y, ua) + 26.

Pouri € {0, ..., j} onnote ; le nombre de valeurs prises par la suite yy, ..., y;, de
sorte que 1 = hg < h; <--- < h; = h. Par I’hypothese de récurrence on a

yi € A-géod(x,yo) et d(x,y;) <d(x,yo)— (hi —1)(min(vy,v2) — ). (34)

Siyi+1 = yi,onah;;; = h; et y; 4, satisfait I’hypotheése de récurrence. Sinon, soit
c€f{l,2}etz € B(x,k) tel que

Vit+1 € pe-géod(z, y;) et d(z,yi+1) <d(z,yi) — ve.
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En appliquant le lemme 4.10 a

(yi,Vi+1.z) aulieude (y, y’, z) et (ie, ve) au lieu de (u, v)

on obtient

Vit1 € (Ue + 8)-géod(x,y;) et d(x,yiy1) <d(x,y)) —ve+68.  (35)

Comme d(y;, yi+1) = d(z,y;) — d(z,yi+1) = v, et grice aux premigres parties
de (34) et (35), le lemme 3.21 appliqué a (x, yo, yi, Vi+1) au lieu de (x,a, b, c) et
(A, e + 6) au lieu de (o, B) montre que y;+1 € A-géod(x, yo) puisque

max(A + 2(ue +8) —2ve, e +8) +8 < A.
D’autre part les deuxiemes parties de (34) et (35) impliquent immédiatement
d(x,yi+1) = d(x,yo) — (hi41 — 1)(min(vy, v2) —8). O

On rappelle que pour x € X et S € A, on note dmax (x, S) = max,es d(x, y).

Lemme 4.12. [l existe une constante D = C(8, K, N, Q, P) telle que le résultat
suivant soit vrai. Soit So € A, x € X, k € N. Alors pour tout m € N et pour toute
suite S1, ..., Sy de A vérifiant les conditions i) et ii) de la définition 4.1, ¢’est-a-dire
i) pourtouti € {0,...,m — 1},
Sit1CSiU U {ye€4é-géod(X,a)|d(y,a) €]N —25,ON]}
U U {zeF-géod(¥,a)|d(z,a) > %},

XeB(x.k)
acs;

ii) pourtouti € {1,...,m}, d(x,S;) >k + P,

ona
SoU---US, C L% (F + 28)- géod(x, a), (36)
ae
Amax (X, S0) > dmax (X, i;1) > o > diax (X, Sm), (37)
et

—sid(x,Sy) <konam =0,

— sid(x,So) > k, le nombre de valeurs prises par la suite Sy, . . . , Sy, est inférieur
ou égal a D(d(x, So) — k) et le nombre de possibilités pour (Sy,...,Sm) est
fini et majoré par P @x-So)—k+m)
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Démonstration. On applique le lemme 4.11 a

w1 =48, vi=N—-65, u=F et vo,=Q/F—F.
Pour touti € {0,...,m — 1} et tout y; 1 € Sj4 il existe y; € S; tel que
-oubien  yi41 = yi,
-ou bien il existe X € B(x, k) tel que
(Gi) Yit1 € p1-géod(X, yi) et d(X, yi+1) < d(X, yi) — vu,
-ou bien il existe X € B(x, k) tel que

Yi+1 € po-geod(X, yi) et d (X, yi+1) < d(X, yi) — va.

On suppose v; > 1 + %, Vo > Up + % et P > %’“2)”, ce qui est permis
par (Hy), (Hg) et (Hp) respectivement. Soit i € {1,...,m} et y; € S;. Il existe
Vi1 € Si—1,..., Y0 € Sp tels que les conditions (C;—1), ..., (Cp) soient satisfaites.
Le a) du lemme 4.11 montre alors que d(x, y;) < d(x,yi—1) et comme y; € S;
est arbitraire il résulte que dpax(x, Si) < dmax(x, Si—1) et on a montré (37). Comme
max(iy, h2) + 286 = F + 28, le b) du lemme 4.11 montre que

yi € U (F +26)-géod(x,a)

aeSo

et on a montré (36).
Pour montrer la suite de I’énoncé on suppose d’abord d(x, So) < k. Alorsm = 0
par (37) et par la condition ii), car P > N. On suppose d(x, So) > k dans toute

la suite de la démonstration. Soit y,, € S, et soient y,,—1 € Sy—1,...,Y0 € So
tels que les conditions (Cp,—1), ..., (Co) soient satisfaites. On note /# le nombre de
valeurs différentes prises par la suite yy, . . ., V;;. On suppose min(vy, v3) = N — 66,

ce qui est permis par (Hgp). Le b) du lemme 4.11 montre que
Ym € (F +268)-géod(x, yo) et d(x,ym) <d(x,yo) —(h—1)(N —76).
Onad(x,yn) >k + P puisque m > 1. On en déduit
(h—1)(N —78) <d(x,S0) + N —(k+ P). (38)

On suppose N — 78 > let P > N + 1, ce qui est permis par (Hy) et (Hp).
Alors (38) implique & < d(x, So) — k. Il existe une constante C; = C (8, K, N) telle
que tout point de X appartienne au plus a C; éléments de A. En notant / le nombre

l

de valeurs prises par la suite Sy, ..., S, onah > o d’ou

[ < Cih < Ci(d(x,So) — k).

Il existe une constante C; = C(4, K, N) telle que, pour i € {0,...,m — 1},
connaissant S; et dyax(x, S;+1) le nombre de possibilités pour S;4; vérifiant les
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conditions de I’énoncé est inférieur ou égal C,. En effet pour y; 1 € S;+1 il existe
yi € S; tel que y; 41 € (F + 28)-géod(x, y;) d’apres (36) appliqué a (S;, ..., Sm),
et on déduit I’existence de C, du lemme 3.13 appliqué a (x, y;) au lieu de (x, y).

Etant donné m, le nombre de possibilités pour les entiers dpa(x, S;) (pour i =
1,...,m) qui vérifient nécessairement

dmax(xv SO) = dmax(xa Sl) Z o> dmax(xv Sm) = k + P
est inférieur ou égal a

max (1’ (m+dmax(xr;lS0)_k—P)) < 2d(x,S0)—k+m

car P > N. Le nombre de possibilités pour (S, ..., S;) est donc inférieur ou égal
A (Cp)m24(x.S0)=k+m (Ceci termine la démonstration du lemme 4.12. O

Les deux lemmes suivants sont des conséquences du lemme 4.12 et serviront
ultérieurement.

Lemme 4.13. Pourm,ly,...,l,, € N et
@1, ap. Sos -y Smy (Y icto,.myjetin i}
onapouri €{0,...,m}et j €{l,...,1;},
Aax (X, Y7) < dina (x, Si) + 2P + 6.
Démonstration. Le lemme 3.31 appliqué a @ = 2P donne
— pouri €{0,...,m—1},
i (. Y] ) < Max (dinax (%, S1). dinax(x. Si41)) + 2P + 8,

d’ou le résultat puisque dpax (X, Si) > dmax (X, Si41) d’apres le lemme 4.12,

— pour i = m, dma(x, iy,{l) < max(dpax (x, Sm), k) + 2P + § d’ou le résultat
puisque [, = 0 si diax(x, Si) < k, par la remarque qui suit la définition 4.1.

O

Lemme 4.14. Soient p € {1, ..., pmax} k.M, lo, ..., Iy € Net
@1, ap. Sov. . S (Y icto,..my jetttyy) € YT Uommlm),

Soit b € Sy et u un point de B(x, k) a distance minimale de b. Alors
a)SoU---USy C2F-géod(b,u) C P-géod(b,u),
D) Ujer,tny Ym € Uges,, P + 8)- géod(x, a),
c) pour tout i € {0, ..., m}, U eqr,. 1y Y] C 4P-géod(b,u).
d) pour touti € {0,...,m — 1}, et tout j € {1,...,1;},

d(x,Y)) > duax(x, Sit1) — 4P.
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Démonstration. On commence par traiter le casou b € B(x, k). Alors d(x, Sp) < k,
d’oum = Oparlelemme4.12. De plus/y = 0 parlaremarque qui suit la définition 4.1,
et les assertions a), b), ¢) et d) sont évidentes. On suppose maintenantque b ¢ B(x, k).
En particulier d(x,u) = k etd(u,b) = d(x,b) — k.

Montrons a). D’apres le lemme 4.12, on a

SoU---US, C U (F + 268)-géod(x,a).

acSy

Comme d(a,b) < N pour tout a € Sy, le lemme 3.2 montre que
SoU---US; C(F+ 2N + 26)-géod(x, D).

Pour tout y € Sg on a d(y,b) < N, donc y € 2F-géod(b,u) car F > N par
(21). Soit donc i > l et y € S;, et montrons y € 2F-géod(b,u). On a y €
(F + 2N + 28)-géod(x,b) etd(x,y)>d(x,u)+ P.

u
Par (HSF"'ZN"'ZS(M, x,y,b))ona

d(u,y) < max(d(u,x) —d(x,y),du,b) —d(b,y)) + F + 2N + 36.

Ord(u,x) —d(x,y)+ F +2N +35 < —P 4+ F + 2N + 3§ et on suppose
—P + F + 2N + 38 < 0, ce qui est permis par (Hp). Donc d(u, y) < d(u,b) —
d(b,y)+ F +2N + 36, c’est-a-dire y € (F + 2N + 36)- géod(u, b). On en déduit
y € 2F-géod(u, b) puisque F > 2N + 3§ par (21). Enfin on suppose P > 2F, ce
qui est permis par (Hp).

On va montrer maintenant b), ainsi que ¢) dans le cas ot i = m. Soit j €
{1,....lu}ety € Y;,.0Onad(x,y) > k+3P etilexistea € Sy et X € B(x, k) tels
que y € 2P-géod(X,a).Onaa € P-géod(u, b) parle a). Ensuite (H(%P(x, X,y,a))
implique d(x, y) < max(k,d(x,a)—d(a,y))+2P +4.Commed(x,y) > k+3P
et P > § onen déduit d(x,y) < d(x,a) —d(a,y) + 2P + §, c’est-a-dire y €
(2P +6)-géod(x, a), ce qui montre déja b). Par (H;PH (u,x,y,a))onad(u,y) <
max(d(u,x)—d(x,y),du,a)—d(a,y))+2P +25 etcomme d(u,x)—d(x,y) <
—3P et P > 25 onendéduit d(u,y) < d(u,a) —d(a,y) + 2P + 26, c’est-a-dire
y € 2P + 26)-géod(a, u).
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Commea € P-géod(u, b),lea)dulemme 3.3 montrealors y € (3P +28)- géod(u, b)
d’ott y € 4P-géod(u, b) car P > 24.

On montre maintenant ¢) dans le cas ou i € {0,...,m — 1}, ainsi que d). Soit
jed{l,....;}ett € yi]. N existe y € Sj etz € Sj4q telsque t € P-géod(y, z).
Les hypothéses y,z € P-géod(u,b) ett € P-géod(y,z) suffisent a impliquer
t € (3P + 4)-géod(u, b).

En effet quitte a permuter y et z on peut supposer
d(u,z) +d(y,b) <d(u,y)+d(z,b).
Alors (Hs(z,u,y,b)) implique d(z,y) <d(z,b) + d(u,y) — d(u,b) + § donc

d(u,z) +d(z,y) +d(y,b) < (d(u,z) +d(z,D)) + (d(u,y) + d(y,b))
—d(u,b) +6
<d(u,b)+2P +$
et
du,t) +dt,b) <d(u,z)+d(z,t)+dt, y)+d(y.b)
<dWu,z)+d(z,y)+ P +d(y,b) 39)
<d(u,b)+3P +6.

Onadonct € (3P + 8)-géod(u,b) donc t € 4P-géod(u, b) puisque P > 6.

Il reste 2 montrer d). On garde les notations du dessin ci-dessus. Par (39) on a
dix,u) +du,z) +d(z,t)+d@E, b) <d(x,b)+3P +4,doud(x,z)+d(z,t) <
d(x,t) + 3P + 5. Comme d(x,z) > dnu(x, Si+1) — N, on en déduit d(x,t) >
Amax (X, S;) = N =3P — 8§ > dpax(x, Sij+1) —4P caronsuppose P > N +6. [

Le lemme suivant sera utile pour la démonstration de la proposition 4.2.

Lemme 4.15. [l existe une constante C = C(§, K, N, Q, P) telle que pour tous
xeX, kimy,....Ime N, etay,...,ap, So.....Sm € Avérifiant les conditions
1) et ii) de la définition 4.1,

— pourtouti € {0,...,m}et j €{l,...,1;}, si on se donne d(x,i'/ij), le nombre

de possibilités pour yl-] vérifiant la condition iii) ou iv) de la définition 4.1 (selon
quei < moui = m) est inférieur ou égal a C,
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— pourtouti € {0,...,m}et j € {1,...,1;} le nombre de possibilités pour yij
vérifiant la condition iii) ou iv) de la définition 4.1 est inférieur ou égal a C s; (Z).

— le cardinal de I’ensemble des (yij)ie{O,...,m},jE{l,...,l,-}) tels que

(ala . ,ap’ SO’ RN Sm’ (yi])iE{O,...,m},jE{l,...,lj})

appartienne a Yxp’k’m’(lo"“’l’”)

est majoré par C Zi=oli [T/ s: (Z)".
Démonstration. La premicre assertion résulte immédiatement du ¢) du lemme 4.14,
qui implique que ¥/ C 4P-géod(x, b), du fait que diam(¥;) < P, etdulemme 3.13
appliqué a (x, b) au lieu de (x, y). On montre d’abord la deuxi¢me assertion pour
i€{0,...,m—1}.Soita € S;etbe S;;1.Pourj €{l,...,[;}ona

¥/ c U P-géod(y.z) C (P +4N)-géod(a,b)
y€S;,z€S8; 11

par le lemme 3.2. Comme diam(iyij ) < P, le lemme 3.13 appliqué a (a, b) au lieu
de (x, y) montre alors la deuxiéme assertion. On montre maintenant la deuxi¢me
assertion pour i = m. Soita € Sy,. On a

Y/ c |J 2P + 8)-géod(x,y)
YESm

par le b) du lemme 4.14, d’ou Y, C (2P + 38+ 2N)-géod(x, a) par le lemme 3.2.
Comme diam(¥;) < P etd(x,¥;) > k + 3P, le lemme 3.13 appliqué a (x,a)
au lieu de (x, y) montre la deuxieéme assertion. Enfin la troisiéme assertion résulte
facilement de la deuxieme. O

Démonstration de la proposition 4.2. Soit p € {1,..., pmax} €t f € C®2). Soit
R = max d,(x, S) ot le maximum est pris sur les S tels que es apparaisse dans
f avec un coefficient non nul.
Soitk > R.Sim,ly,..., I, € Net
@1, ap, Sos- s Sms (Y)icto,..myjetr,..iy) € Y.pkomUostm)

sont tels que f(ai,...,ap) # 0, alors dmax(x,S0) < k,doncm = Oetlp =0
par le lemme 4.12 et la remarque qui suit la définition 4.1. De plus pour £ > R la
relation d’équivalence sur la partie de Y,? K:0.0) ye1pe que es, apparaisse dans f avec
un coefficient non nul, est triviale, donc la partie de (31) correspondant 2 k > R se
réécrit

pl Y ePUESIR f(s,)?

So0,k>R

et elle est finie et majorée par p!(1 —e™2%)71|| f ||§2(A )
4
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On fixe k € {0,..., R — 1}. Il reste donc a montrer que la partie correspondante
de (31) est une somme convergente. La somme

Z B_(m+Z:ﬁ=Oli) Z ezs(rO(Z)—k)
Qs ;Ze)gmmﬂ Ze kam Jgseslm)

( (27 )a(G o o) T2 gz ()P
est majorée par

A

m
D DR > (T s@™)lez(HP @0y
oA+ Zep ot 1i=0

Soit D comme dans le lemme 4.12. Grace au lemme 4.12, pour tout m € N et pour
tout S € A vérifiant So C B(x, R), le nombre de possibilités pour (S1,..., Sm)
est inférieur ou égal & max(1, eP(R=k+m)) < o D(R+m) goit C égal a la constante C
du lemme 4.15 (qui est de la forme C (8, K, N, Q, P)). Pour tous m, (lg, ..., [,), et
pour tout Z € Y2kmlossdm) 1 apstication de (7276 (0m))=1(7) dans Ap qui
a
(ag,..., ap, Sos s Sms (yij)iG{O,...,m},je{l,...,li})

associe So a des fibres de cardinal < p!eD (R+m) C X0l , car connaissant Sy on a
p! possibilités pour (ai,...,ap), au plus eD(R+m) possibilités pour (S1,...,Sn),
et grice au lemme 4.15, au plus CXitoli possibilités pour (:yij)ie{O,...,m},je{l,...,li}s
puisque Z détermine, pour tous i € {0,...,m}et j € {1,...,l;}, entier d(x, Zyij).
Donc dans (40) on a toujours

|£2(f)] < plePREm Cri=oli I/ lerca,)-
Donc la somme (40) est majorée par

m
Q2SR ) B—(m+Xi 01)2 e Pom-dgnlm)

meN
g.-.lm)eNmt1

m
) —I; 2 ,2D(R+m) ~2 Y7Ly l; 2
([T s:(2)7)(ph2e?PEemeXizoli £,

(41)

Il existe D’ = C(8, K) tel que le nombre de Sy € A, inclus dans B(x, R) soit infé-
rieur ou égal 2 e2 R pourtout R € N. Par Cauchy—Schwarz, on en déduit || f ||§1 an =
4

eD/R||f||§2(A ) Pour tous m, (ly, ..., ) le cardinal de Yxp’k’m’(lo’“"l’"), et donc a
y2
fortiori celui de Y,¥ o, los... l’”), sont majorés par

plePRAmM+TD'R Yol ( ﬁ Si (Z)li),
i=0
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car on a au plus e? ‘R possibilités pour Sy, p! possibilités pour (ay,....ap), au plus
ePREM)  possibilités pour (Si, ..., Sm), et grice au lemme 4.15, au plus
CXitoli [T/ 5:(Z)" possibilités pour (¥)ieo....my.je(1,...1;3- Donc la somme
(41) est majorée par

(p!)3e2sR Z B—(m+z;":0 l,-)e3D(R+m)+2D’RC3Z,'-":OIi

meN
Q.- lm)eNm+1

”f ||?2(Ap)'

On suppose B > C3 + e3P ce qui est permis par (H3p). Donc cette somme converge
et est majorée par

—m ,3D
( ')3e(2s+3D+2D')R Z B meS " ||f||2
p: (1= Bg-1c3ym+11/ e,
meN
/ 1 1
_ 3,(2s+3D+2D")R 2
— (p!)%eC R gme e 1 e,
T 1-B-IC3
1\3,(2s+3D+2D")R
- e 1 oo,
1 — B—l(c3 + e3D) £2(Ap)
Cela termine la démonstration de la proposition 4.2. O
Au total, pour p € {1,..., pmax} et f € CA») et en notant R = max dpay (X, S)

ol le maximum est pris sur les S tels que es apparaisse dans f avec un coefficient
non nul, on a

5 1 5 R-1 (p|)3e(2s+3D+ZD/)R 5
o !

1 B sapy = PO =) f 120 ) + kz =Yool LA [P

=0

(p!)3 Re(2s+3D+2D")R

1—B-1(C? + &3D)

= (pa—e=) 4 N s,y @

Le lemme suivant donne au contraire une minoration de la norme de #yx s(Ap).
Lemme 4.16. Pour tout p € {1,..., pma} et pour tout f € CA») ona
1 ey sapy = PH1 =) f s

Démonstration. PourtoutSg € Ap,pourtoutk > d(x, So)etpour toute énumération

Yxpaksos(o)

(ai,...,ap)despoints de So, contient (a1, ...,ap, So) etcomme M > N,

le singleton {(ay, ..., ap, So)} estune classe d’équivalence dans Yxp,k,O,(O). Onadonc

||f||=27€x,s(Ap) >pl 3 3 eZs(d(x,So)—k)lf(SO)|2 = P’(l—e_“)‘lllfllfzm y
So€Ap k>d(x,50) ’

O



82 V. Lafforgue

4.4. Autres propriétés de la norme. Les propriétés que nous allons établir dans
ce sous-paragraphe sont des préliminaires indispensables pour les sous-paragraphes
suivants. De facon un peu imprécise nous allons montrer qu’il existe une constante C
delaforme C(6, K, N, Q, P, M) tellequepour p € {1,..., pmax}, k. m, Lo, ..., Im €
N et

J Jk,m,(lo,...l
(a15-~-9apa SOs"-vsn’l’(yi )iE{O,...,m},jE{l,...,li}) € Yxp " (O m)’
pour connaitre les distances entre les points de

U B(Si.M)u U BY/ ,M)UB(x.k+2M)
i€{0,...,m} i€{0,...,m}
Jetl, .}
il suffit de connatitre certaines de ces distances, de telle sorte que pour chaque point de
cet ensemble n’appartenant pas a B(x, k 4+ 2M), le nombre de distances a connaitre
depuis de ce point soit inférieur ou égal a C. La raison est que cet ensemble est une
réunion de boules de grands rayons dont les centres sont & peu pres alignés le long
d’une géodésique (grace au lemme 4.14) et qu’il suffit donc de connaitre les distances
entre les points de boules voisines.

Lemme 4.17. Soient ¢,d € X, I un ensemble fini, et pouri € I, a; € N, p; € N*
et w; € a;-géod(c, d). On suppose que pour touti € I, p; > 45 + %’

a) Pour connaitre les distances entre les points de | J;c; B(w;, p;) il suffit de
connaitre les distances entre les points de B(w;, p;) et B(wj, pj) pourtous les couples
(i,j) € A oiw A C I? est I’ensemble des couples (i, j) tels qu’il n’existe pas de
k € I vérifiant
o; o
2 2

b) Soit R € N* tel que o; < R et p; < R pourtouti € I. Soiti € I. Alors
I’ensemble des d(c,w;) pour j € I tel que (i,j) € A ou (j,i) € A est inclus
dans la réunion de [d(c, w;) — 3R, d(c, w;) + 3R] et de deux intervalles de longueur
< 3R.

¢) Soit R comme dans b). Il existe une constante C = C(6, K, R) (indépendante
de 1 en particulier) telle que pour toute partie J C 1, connaissant les distances
entre les points de UieI\J B(wj, p;), les distances entre les points de | ;< ; B(wi, p;)
et ceux de | J; ns B (w;, pi) soient déterminées par la donnée des distances entre
les points de | J; < ; B(w, p;) et les points d’une partie de \ J;cy\ y B(wi, pi)

d(c.w)—d(c, wi) = 20, + 2 et d(cwi)—d(c,wr) = 201+ +O%. (43)

— dont le cardinal est borné par C(§J),

— qui est déterminée par la connaissance des distances entre les points de

U B(wi,pi)U{c}

iel\J

et par les entiers d(c, w;) pouri € J.
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Remarque. Dans toutes les situations ol on appliquera le ¢) de ce lemme, {{J sera
majoré par une constante de la forme C(§, K, N, Q, P, M).

Démonstration. Oncommence par montrer a). Onsuppose I = {1,...,r}etwy,...,
w, ordonnés de telle sorte que d(c, wy) < --- < d(c,w,).Soiti < k < j des entiers
vérifiant (43). Soient y € B(w;, p;) etz € B(w;, pj). Ona

o Ok

d(c,y) <d(c,w;) + p; <d(c,wg)—p; — 35

et

%

>

Donc il existe v € géod(y, z) tel que d(c,v) = d(c,wg) — E(%). On choisit un
tel v.

d(c,z) =z d(c,wj) — pj = d(c, wk) + pj +

d(y,v) = d(c,v)=d(c,y) = pi+a;/2 et d(z,v) = d(c,z)—d(c,v) = pj +a;/2.

D’apres lelemme 3.2,0onay € (o; +2p;)-géod(c,d) etz € (aj +2pj)-géod(c, d).
Le lemme 3.40 implique alors v € 3§- géod(c, d). Comme wy € a-géod(c,d) et
d(c,v) = d(c,wi) — E(%), (Hs(v, c, wy, d)) implique

d(v,wg) <max(d(c,v) + d(wg,d) —d(c,d),d(c,wg) +d(v,d) —d(c,d))+ 6
< max(d(c, wg) —E(%5) 4+ d(wg,d) — d(c.d).d(c,v)
+E(%) +d(v.d)—d(c.d))+§

< max(ag — E(%). E(%) +38) +6 < 45+ 5 < p.

donc v € B(wg, pr) N géod(y, z). On a donc montré que pour i < k < j vérifiant
(43) toute géodésique entre un point de B(w;, p;) et un point de B(w;, p;) intersecte
B(wy, pr), ce qui implique que la connaissance des distances entre les points de
B(wk, px) et ceux de B(w;, p;) U B(wj, p;) permet de déterminer les distances entre
les points de B(w;, p;) et ceux de B(w;, pj). Ceci termine la preuve du a). Le b)
résulte facilement du a). Le cas particulier de c) ot §J = 1 résulte du b) et du
lemme 3.13. Pour montrer c) dans le cas général on se ramene au cas particulier déja
démontré de la fagon suivante. Pour tout j € Jonnote I’ = I\ JU{j}etJ = {j}
et on applique le cas particulier de ¢) déja démontré avec I’ et J" aulieu I et J. [
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Lemme 4.18. Soient x,b € X,l € N,a € N et u un point de B(x,!) a distance
minimale de b. Pour tout z € «-géod(b,u), les distances entre z et les points de
B(x,1) sont déterminées par les distances entre z et les points de B(u,a + 48) N
B(x,!). Plus précisément pour tout X € B(x,l) et pour tout z € a-géod(b,u),
géod(X, z) intersecte B(u,a + 48) N B(x,[).

Démonstration. Le lemme est évident si b € B(x, /). On suppose donc b & B(x, /).
Soit X € B(x,[)etz € a-géod(b, u). On veut montrer qu’il existe w € géod(X, z) N
B(u,o + 48) N B(x,!). Sid(u,X) < a + 48 on prend w = X. On suppose donc
d(u,X) > a + 46. D’apres le lemme 4.9 appliqué a (x, b, u, X) au lieude (x, y,t,z)
et [ au lieu de k, on a u € §-géod(x,b). Donc d(b,x) > d(b,u) + o + 35 et
comme de plus d(b,z) < d(b,u) + «, il existe w € géod(z, X) tel que d(b, w) =
d(b,u) + a + 24. On choisit un tel w.

Comme u € §-géod(X,b) et z € a-géod(b, u) le a) du lemme 3.3 montre que z €
(¢+6)-géod(x, b). Onendéduitque w € (¢+36)- géod(X, b).Alors (Hg(w, X, u, b))
montre que

d(w,u) < max(d(w,X)—d(b,xX)+db,u)+38,dw,b)—d(b,x)+d(X,u)+6).
Ord(w,X)—db,x)+db,u)+68§ < —db,w)+a+8§+db,u)+8§ =0et
dw,b)—db,X)+dx u)+8 <dw,b)—d(b,u) + 25 = a + 45. On en déduit
d(w,u) <a + 46. De plus (Hg(x, X, w, b)) montre que

d(x,w) <max(d(x,X)—d(b,x)+db,w)+6,d(x,b) —d(b,x) + d(x,w) +§).
Ord(x,X)—d((b,x)+db,w)+8 <lcard(x,x) <letd(b,X) > d(b,w)+ et
d(x,b)—d(b,X)+d(x,w)+6 <d(x,b)—d(b,w)+a+25 =1card(b,w) =
db,u) +a+25etd(x,b) =1+ d(u,b). Donc on a bien w € B(x,!). O

Le lemme suivant est une conséquence des deux précédents.

Lemme 4.19. i existe une constante C = C(8,K, N, Q, P, M) telle que pour
pef{l,..., pmaxp k.m,lo,.... [, € Net

..........
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les distances entre les points de

B(So.M)U U B(Y.M) (44)
Jje{l,...lo}
et ceux de
U B, M)U U BY/ ,M)UB(x,k+2M) (45)
i€{l,....m} jee{(ll ........ ;}n}}

sont déterminées par
a) les distances entre les points de (45),
b) les entiers d(x, Sp) et d(x, Zy({),

c) les distances entre les points de (44) et C(1 + ly) points de (45) (qui sont
eux-mémes déterminés par a) et b))

et de plus les distances entre les points de (44) et ceux de (45) sont déterminées a C
pres par a) et b).

Remarque. Dans toutes les situations ot on appliquera ce lemme, /¢ sera majoré par
une constante de la forme C(§, K, N, Q, P, M).

Démonstration. Soient p € {1,..., pmax}, k.m,lo, ..., l;m € Net
@1, ap, S0,y Sms (Y icto,...my.jer.py) € YPKmUossdm),
On applique le lemme 4.17 (complété par la remarque que, dans les notations de ce

lemme, 4 P- géod(u, b) C 4P-géod(x, b)) avec
— (x,b) aulieude (c,d),
— {wi i € I} égalaUieqo, . my Si YU Uiego,..myjett,. 1) yzj
— J lapartie de I telle que {w;, j € J} = So U U eq1... 103 yé,
— et (o4, p;) égal a (4P, M) pour tout i (les hypothéses sont satisfaites grice au
lemme 4.14).

Puis on applique le lemme 4.18 a z parcourant (44),« = 4P +2M etl =k +2M
(grace aux lemmes 4.14 et 3.2, (44) est inclus dans (4P + 2M)- géod(b, u)). O

4.5. Continuité de d et J. On introduit d’abord une variante || - || 5, de la norme

| - |5, , et on montre que ces deux normes sont équivalentes.
Soient p € {1,..., pmax} €t k,m,ly, ..., I, € N. On note Yx%’p’k’m’(lo """ Im)

I’ensemble défini de la méme fagon que Y,¥ Ko, 10,-...lm)
— oubiend(x,So) >k + P,oubienk =0,m =0,/lp =0,d(x,Sy) < P.

mais en ajoutant la condition
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On définit le quotient ¥y~ +7*Km:(0:---slm)

et I’application
ﬂ:,p,k,m,(lo,m,lm): Yx—hp,k,m,(lo,---,lm) . f;,p,k,m,(lo,m,lm)

Im) et s 2oksm-o:slm) ‘Celq fournit un diagramme

|

ook o, lm) o 7 Pk (0.eeslm)
Yy g

de la méme facon que Y26 (0
commutatif

ou les fleches verticales sont des surjections. Ce diagramme est cartésien au sens ol
les fleches horizontales induisent des bijections sur les fibres des fleches verticales.
On note | - [| g7 (a,) la norme sur C») donnée par la formule (31) en rem-
plagant Y;’:k,m,(l() 77777 lm) YP ko (1o,eeeslm) et P k,m,(lose.slm)
y = pksm,(oseeeslm)
X

par Yy
etm Im) on remarque que les sous-espaces de (E(AP)
engendrés par les eg pour d(x,S) < P,resp. d(x,S) > P sont orthogonaux pour
la norme pré-hilbertienne | - [| g2 (A ,)» €t que sur le premier la norme est donnée par
I £112 —ay = P! 35 eS| £(8)|2, carsi S € A, vérifie d(x,S) < P,ona
S C B(x, M). En effet on suppose M > P + N, ce qui est permis par (Hpy).

,pk m,(lo,...,

Lemme 4.20. Les normes || - |3, ,(a,) €t || - | e, a,) sont équivalentes.

Démonstration. D’abord il est évident que | - [ s (a,) = || - 5, 5(a,)- Soit

J
(@r,....ap,So, ... Sm, (¥;)iefo,...m},jell,..1;})
c Y)g),k,m,(lo,-..,lm) _ Yx—>,p,k,m,(lo,.--,lm)‘

Onaalors d(x, So) < k+ Petd(x,S;) > k+ P pouri > 1.Lelemme 4.12 montre
que dmax(xa SO) = dmax(x, Sl) Z ez dmax(x, Sm) Donc

SoU---US, C B(x,k+ N + P).
Le lemme 4.13 implique alors

U ¥ CB(x.k+N+3P+5).

Grace a (Hpy) on suppose M > N + 3P + §,d’ou

U BSi.M)U U BY/,M)cC B(x.k+2M).

i€{0,....m} i€{0,....m}
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Donc I’ensemble des points entre lesquels on veut connaitre les distances, a savoir

U BGi.MU U B(Y/, M) U B(x,k +2M)

i€{0,...,m} i€{0,....m
jet gy

est simplement égal a B(x,k + 2M). Il en résulte que le singleton
{(a17 D ap’ SO’ ey Sm, (yi])ZE{O,,m},]G{l,,ll})}

est une classe d’équivalence dans Y,¥ km.lo.-Im) O 3 donc

1 13 sy = 1 e ca

< ¥ » e25(d(x,S0)—k) 3 B~ (m+XLo 1)
S()EAp k>d(x,S0)—P m,lg,....lm €N

o I; 2
)Y (T si@™))I£(So)P.
@110, S0sees S sV icto, . my jett,g;y) 0

12
kom. (... l
erp m. o m) tel que So={a,....ap}

Soient D et C comme dans les lemmes 4.12 et 4.15 (on rappelle que ce sont des
constantes de la forme C(6,K,N, Q, P)). Etant donnés So,k,m,lo,...,Im
tels que k > d(x,So) — P, le nombre de possibilités pour (S1,...,S,) est in-
férieur ou égal 2 ePP+™M >apres le lemme 4.12 et le nombre de possibilités pour

.....

lemme 4.15. Donc

1 13, s cap = 1 W,

< p! Z ( Zezs(d(x,so)—k) Z B—(m-l-Z,m:oli)eD(P+m)Csz=oli>|f(SO)|2
So€Ap k>d(x,So)—P m,lo,...ImeN

DP

_ € 2s5(d(x,80)—k) 2

Sl = i) DED DR O]
So€A) k>d(x,S0)—P

e(D +2s)P

< p! 2 . 46
=p (1 _ B_l(c + eD))(l _ €_2S) ||f||[2(Ap) ( )
Pour (ay,...,ap, So) € Yxp’k’o’(o) tel que So vérifie
— oubiend(x,Sg) =k + P + 1,
— oubienk =0etd(x,So) < P,
le singleton {(a1,...,ap,So)} est une classe d’équivalence dans Yxﬁ’p’k’o’(o). En

limitant la somme qui définit || f ||§€_> A a ces éléments-13, on voit que
x.s\Ap

2 2
”f”ggx—) (Ap) > p!”f”ﬂ(Apy (47)

.S
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Maintenant on déduit des inégalités (46) et (47) qu’il existe une constante C =
C@,K,N,Q,P,M,s, B) telle que ||f||.;e“(Ap) < C||f||J€_:Y(Ap) pour tout f €

C@p) O
Soit & le projecteur orthogonal sur le sous-espace vectoriel de # (A, ) engendré
par les es pour S € A, tel que d(x,S) < P, de sorte que (P f)(S) = f(S)si

d(x,S5) < Pet (?f)(S) = 0 sinon.
Pour f € C2») ona

10 = 2) /e a,

— o l[
= Z B (m+i§0 ) Z e28(ro(2)—k)
km,lo,....lmeN zey Pk (o ..elm) (48)
ro(Z)>k+P
e _1 Jem (L0 eeeslim) N — _
(1 si@™ ) m oty =1 z)) e g, (£)]2.
i=0
Cette formule est la raison pour laquelle on a introduit la norme || - ||z (a,)- En

effet pour montrer la continuité de d ou de Jx on cherchera a majorer |§z (/)| |2 ou
|£z(Jx /)| par une combinaison de |§5 (f)|* avec Z vérifiant notamment r{ (Z) =
ro(Z). Comme la condition r1(Z) > k + P est imposée par la condition ii) de la
définition 4.1, il est tres utile d’avoir ro(Z) > k + P.

Proposition4.21. Pourtout p € {1,..., pmax}, 0 Se prolonge en un opérateur continu
de Hy s(Ap) dans Hy s(Ap_1).

Démonstration. Supposons d’abord p = 1. On va montrer qu’il existe une constante
C=C@.K.N,Q,P,M,s,B)telle que | Y ,cx f(@)| < Cllflls, - D apres
la formule (31), || f ||§€x L(A;) GStune somme sur k,m,ly, ..., L, etenlimitant cette
sommeak =0,m = 0; lop = 0 on voit que

||f”e27€x,s(A1) > 3 eZer(Z)ﬁ((ﬂ;,O,O,(O))—I(Z))—a| ) f(a)|2.

Zeyy 0@ @{a)ey " )=1(2)

De plus Yxl 0.0.0) i dentifie au quotient de X pour la relation d’équivalence sui-
vante : a et b sont équivalents s’il existe une isométrie de B(a, M) U B(x,2M) vers
B(b, M)UB(x,2M) quiestl’identité sur B(x, 2M ) et applique a sur b. Cette relation
d’équivalence détermine d(x, a) et inversement il existe C = C(§, K, N, Q, P, M)
telle que pour tout € N, I’ensemble {a € X,d(x,a) = r} est réunion d’au plus
C classes d’équivalences de Yy 0.0.0 1 existe D' = C (8, K) telle que pour tout
r € N, le cardinal de I’ensemble {a € X, d(x,a) = r} soit inférieur ou égal a eD'r,
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On a donc, par Cauchy—Schwarz,
||f||§€x_S(Al) > C—l Z e(2s—aD')r| Z f(a)|2

reN acX
d(x.a)=r
Grice a (Hy) on suppose 2s —aD’ > s. Par Cauchy—Schwarz,

B f(a)|2 < ( Xl;\le—(ZS—aD’)r)( 3 e(2s—aD’)r| v f(a)|2)

aeX reN aceX

d(x.,a)=r
¢ 2
= T oaan) 1 T an
c 2
e A NNONDE
Soit maintenant p € {2,..., pmax}- Grace au lemme 4.20, il suffit de montrer

qu’il existe une constante C = C(§, K, N, Q, P, M, s, B) telle que
19/ 1657 ap—) < CNS Nla0x 5(ap)
pour tout f € C»)_ Grace a (42) et au lemme 4.16, il est clair que

1P @) e ap—1) = CISF lseesap)

pour une constante C = C(§, K, N, Q, P, M,s, B). 1l reste donc a montrer qu’il
existe une constante C = C(§, K, N, Q, P, M, s, B) telle que

(1= 2)YON e a, ) < CIf gtws(ap (49)
pour tout f € C*»), Par (48) on a
2
1A= PYO 5o a1

— & li
_ g LY £25(0(Z)—F)
k,m,lg,....[ineN ZE?p_l’k’m’(lo ..... Im)
er(Z)>k+P
& i —1dem, (sl — _
(T s:2) 7 (e~ om oty =1 (z)) =25 (0 ) 2

i=0
Soient k,m, lo, ..., Iy € Net Z € Y~Hom o) yerifiant ro(Z) > k + P.On
pose lo =0,; =l;_ypouri € {1,...,m + 1}. Alors on a

SZ(af) = Z (af)(al,...,ap_l)

(@150sap—1,505Sms (¥ dieto....my.jet1....1;3)
p—1.k.m.(p..... Im)\—
€(my O =1(z)

= X Y f@rdp) oo
ZeAz (a1,-8p,S0ssSm+ 1.3 )iceo ma1y.jetr..... i)
E(T[ﬁ,k,n‘l-‘rl,(io ..... im‘i’l))*l(z)
= ¥ &)

ZGAZ
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=p.k.m+1,(0o,...,
Yxp m+ (O

ou Az est la partie de Imt1) formée des Z tels que pour tout

. -~ g 7
(alv ] ap’ SO’ ) Sm+15 (yl )iG{O,...,m—i-1},j€{1,...,l~,-})

p.k.m+1 — >
c ( [ 5(10! ’lm l)) 1( -‘7)
Onalt Sl — {az,...,ap} et

@2y Gp.Sts oo St (T Dieto,omy,jett,iy) € (2™ HRmUomndm)=1 (7)),

Il existe C; = C(§,K,N,Q,P, M) telle que fAz < C1.~En effet, grice au
lemme 4.19, pour connaitre les distances entre les points de B(So, M) et ceux de

U BS.M)U U  BF,M)UB(x k+2M) (51)
i 3

ie{l,...m+1} ie{l,...m+1

il suffit de connaitre les distances entre les points de B(§0, M) et C points de (51),
avecC = C(6,K, N, Q, P, M) et comme §0 = §1 U{a}etd(@,az) < N, ces
distances sont déterminées a N + M pres par les distances de d» a ces C points (qui
font partie de la donnée de Z). Comme Az < Cj, grice a (50) et par Cauchy—
Schwarz, on obtient

Ez@ONHP <G X gz (DI (52)

ZGAZ

De plus pour ZeAzona

m+1 S5 _f m /
[[ s:(Z2)™" =[] si(2)7",
i=0 i=0

Jom+1,00, 0 1,5 - o)\ —
H(Hé) m (o +1)) I(Z) fcﬂ(ﬂf 1,k,m,(y,....l )) I(Z)

avec C = C(8, K, N) et |ro(Z) — ro(Z)| < N.Enfin Z détermine Z, donc quand
on somme sur Z, chaque Z ne peut apparaitre qu’une fois. L’ inégalité (49) en résulte
facilement et ceci termine la démonstration de la proposition 4.21. O

Remarque. Le coeur de la démonstration ci-dessus est formé par
— I’égalité (50), que I’on peut mettre sous la forme ‘9(£z) = ZZGAZ 5,
— Dapplication de Cauchy—Schwarz qui fournit I’inégalité (52),
— le fait que les normes sont des sommes pondérées des £z |.

Dans la suite les arguments seront plus compliqués mais ils reposeront tous sur ce
principe.

Avant de montrer la continuité de J, on va introduire des nouvelles normes pré-
hilbertiennes || - ”JC’E{’?O’M sur C») (pour o, w1 € N) et montrer qu’elles sont



La conjecture de Baum—Connes a coefficients pour les groupes hyperboliques 91

équivalentes 2 | - || %, ,. Ces normes seront obtenues en ajoutant aux parties ¥/ qui
intervenaient dans la définition 4.1 de nouvelles parties, notées Z{ dans la définition
ci-dessous. On verra dans la démonstratipn de la continuité de J, (proposition 4.30)
que la connaissance des points de B (Z{ , M) détermine exactement les différentes
moyennes intervenant dans la formule pour J,, d’ou I’intérét de ces parties supplé-
mentaires. On va voir dans la preuve de 1’équivalence des normes || - || Jetokos1 et

|-l ¢, , (lemme 4.24) que chaque partie Zl] peut étre oubliée ou reconsidérée comme
une partie Zyi],/ supplémentaire. Cependant i’ est déterminé par d (x, Z) d’une fagon
assez compliquée. Ces nouvelles normes rendent donc la preuve de la continuité de
Jx (proposition 4.30) beaucoup plus lisible et elles resserviront de plus pour montrer
la continuité des autres opérateurs (proposition 4.46) et I’équivariance a compact pres
de tous les opérateurs (proposition 4.68). Inversement on n’a pas inclus ces parties
Zl’ dans la définition 4.1 car elles auraient rendu beaucoup plus difficile la preuve
des propriétés d’équivariance de la norme || - || s, , (proposition 4.3, démontrée dans
le sous-paragraphe 4.7).

Soient p € {l,..., pmax} €t k.m,lo, ..., [;n, Ao, A1 € N vérifiant A; = 0 si
m = 0.

Définition 4.22. On note Y.h7*m-(o-lm-2o-At pepcemple des (p + m + 1 +
Z;nzo li + A0 + Al)—uplets

(@.....ap.So. ... Sm, (¥)icto,..my,jett,..13+ (Z]ieto1},je1,...0,3)

tels que
= @1y, S0 Sy (W icto,..my,jeqt....iyy) appartienta Y2 (foealm)
c’est-a-dire vérifie les conditions i), ii), iii), iv) de la définition 4.1,
— pouri € {0,1}etj € {1,...,A;}, le est une partie non vide de X de diametre
inférieur ou égal a P/3 et Z] C Usges, géod(x, a).

On introduit une partition de y o kom.os-...lm). Ao, A1

suivante :

pour larelation d’équivalence

(@.....ap.So. ... Sm, (¥)icto,..my,jett,..1:3 (Z]ieto,13,je1,...0,3)
et

R oA & 5 5
(@1, 4p, S0, ... Sm. (Y5 )ieto,..om),jeln,. ;3 (L7 )ieto,1},jef1,...2:3)
sont en relation s’il existe une isométrie de

U BS.M)U U B .Myu U B(Z.M)UB(x.k+2M)

i€{0,...,m} i€{0,....m} i€{0,1}
Je{l..... 1} Je{l...., Ai}
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vers

U BS,.Myu U BE . M)yu U B(EZ!,M)UB(x k+2M)

i€{0,...,m} i€{0.....m} i€{0.1}

qui envoie a; sur @; pouri € {1,..., p}, S; sur S pouri € {0,...,m}, Zyj sur Z'//\lj
pouri € {0,...,m},j €{l,.. I}ZJ surZ]pourze{O 1}]6{1 LAibet
est I’identité sur B(x k + 2M)

i, p.k,m,(l0,...,lm),A0,A1 K

relation d’ equlvalence ety apphcatlon quotient.

Notation. Pour Z € )_’n’p’k’m’(lo""’l’")’lo"k‘ onnote ro(Z), ..., rm(Z),s0(2), ...,
sm(Z), (1™ Z))iefo1y,jetis...m+13 € (t] (Z2))iefo,13.je1,....2; les entiers tels que
- ri(Z)y =d(x,S;)pouri € {0,...,m},
- s5i(Z) = d(Si,S,-H) 4+ 2M pouri €{0,...,m — 1},
- sm(Z) =d(x,Sm) —
— pour i € {O 1}, si dmax(x Si) < k43P, r"7(Z) = dmax(x, S;) pour tout
jedli,...,m+1},
— pouri € {0 1}, 31dmax(x Si) = k+3P,r"*(Z) = max(k + 3P, dmax(x, Sj))
pourtout j € {i,...,m}petr5% (Z) = K —|— 3P,
~ 1t/(Z) = d(x,Z])pouri € {0,1},j € {1,..., A;}

pour tout (a1, ..., ap, So, - ., Sm, (¥ )icto,...my.jett,.iiy (B icto1y. et aiy) €
i, p.k,m,(los.-.lm) Ao, A1\ —1 7
Tx ) (2).

Pour clarifier le sens des notations ci-dessus, on rappelle que d’apres le lemme 4.12,
on a toujours

dmax(xa SO) = dmax(x’ Sl) >z dmax(xa Sm) (53)
D’autre part, pour i € {0, 1}, on a toujours
de(Z) max(x7 Sz) et ;nrilx—i-](z) - mln(k + 3P dmax(x S )) (54)

Le lemme suivant indique quelques propriétés de ces entiers, qui nous seront utiles
ensuite.

Lemme 4.23. Pour k,m,ly, ..., Im, Ao, A1 € N (Vérifiant Ay = 0 sim = 0) et

7 e Yﬂap,k,m,(lo ----- Im),Ao,A1 ona

Q) IN(Z) = rPN(Z) = e = R, (Z) et INZ) = rPNZ) = e =
i1 (2),



La conjecture de Baum—Connes a coefficients pour les groupes hyperboliques 93

b) pourtouti € {0,1}, ri(Z) < r¥(Z) < ri(Z) + N,
c) pouri €{0,1} et j € {1,...,A;}, t,-j(Z) = rii(2),

— 1,1
d) pouri € {0,1}, r%%, | (Z) = min(k + 3P, ri™*(Z)).
Démonstration. L’assertion a) découle de (53), b) est évidente et pour montrer c¢)
on remarque que dans les notations précédentes on a d(x, Z]) < dmax(x. S;) par la
derniére condition de la définition 4.22. Enfin d) résulte de (54). O

Pour Z e Y ppkmodm):rodi op e £ la forme linéaire sur C(4») définie

par
E2(f) = > | ... ap).
(@150-0p 805 sSm> (¥ ) icto...my (B} ) icrory )
Jetl JEtA
B

Pour pg, 1 € N on munit alors C(») de 1a norme pré-hilbertienne, définie par la
formule suivante :

2
1 s

— —(m+Y7 1) 2s(ro(2)—k)
- 2 B 0 ZZE 0

Ytlxpgk,m,(l() ..... Im).Ag. A1 e
k.m,lo,....Im,Ao,A1 ¥

(55)
m
(T1 5@ ™) ro(2) + DH(r1(Z) + 1)
i=0
By o202 U (Z) 7 ()2
ou la premiére somme porte sur k,m,ly, ..., Ly, Ao, A1 € N vérifiant A1 = 0 si

m = 0 et satisfaisant les conditions
Ao <o et Ay =< .
En utilisant I’hypothese (Hp) nous allons montrer le lemme suivant.

Lemme 4.24. [l existe C = C(§, K, N, Q, P, M, s, B) tel que pour (g, u1 € N et
fe C(A,,)’

2 2 ro+un 2
1/ 15, s ap) = IIfIIJ(,ii;;O,Ml(Ap) =C 1 ey s(a,)-

Démonstration. L’inégalité de gauche est évidente, car la somme (31) qui donne
2 . . 2 Py
”f”%x,s(Ap) est une partie de la somme (55) qui donne ||f||3€u.uo.u1 ) (c’est la

X.5

partie qui correspond a Ay = A; = 0). Pour montrer I’inégalité de droite on a besoin
de deux lemmes préliminaires. L.’idée est simplement de reconsidérer chaque partie
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Z] comme une partie Zy / supplementalre avec i’ déterminé par ¢/ (Z ) =d(x, Z{ ),

si ] (Z) >k + 3P, et d’oublier Zl.] sit](Z) <k +3P.
Onprendk,m,ly,...,ln, Ao, A1 € N (vérifiant A1 = Osim = 0).Soitc € {0, 1}
(avec 0 = 0 si m = 0). On pose

— (Ao, A1) = (o4 1.A))sioc =0
et
~ (Gosh1) = (Ro. A1+ Dsio = 1.

lm),iojl

Sous-lemme 4.25. Soit Z € Y,2*m(0w et

(alv ceey ap’ SOa ety Sms (:yi'])iE{O,...,m},jG{l,...,li}9 (Zl!)iE{O,l},jG{l,...,ii})
c (T[E’p’k’m’(lo’me)’AO’Al)_1(Z).

Alors

—s5i0< té"H(Z) < rg}i‘,’l‘H(Z), ona

(@i,....ap,So.- .. Sm. (Y])icto,..myjett, iy (Z]ieto.1),jet1, 0}
€ YIphm Uostm)dod

= sirgin,(Z) < e tl(z) < roi(Z), pouri € {o,...,m}, enposantl} =1

pour j €40,....m3\ L =1 +1 etiyfiJrl =zt ona
(ai,....ap,So.....Sm. (yi])ie{o,...,m},je{l,...,ii}’ (Z{)ie{O,l}Je{l ,,,,, Ay
c Yﬂ,p,k,m,(INO,...,INm),/lo,A1

Remarque. Par le ¢) et le d) du lemme 4.23, la condition t)“’Jrl (Z2) < Tom+1 (2)

qui détermine le premier cas est équivalente 2 15° 71 (Z) < k + 3P.

Démonstration. D’apres le ¢) du lemme 4.23, on a t)”"+1 (Z) < rg5'(Z) donc on se
trouve toujours exactement dans I’un des cas ci-dessus. Il n’y a rien & montrer dans
le premier cas. Supposons maintenant

tootN(Z) elri (Z), reo(Z).

v o,m

£ 1 max max
Alors nécessairement rg,, 1 (Z2) < rgm(Z), ce qui implique

max(Z) max(X, Sm) et é—n%_i_l(z) k + 3P

Onadoncd(x, Zﬁ"“) > k+3P.Montrons Zﬁ”“ C UyeSm 2P-géod(x, y).Soit
z € Zﬁ"“. Il existe a € Sy tel que z € 2F-géod(x, a). Cela est clair si 0 = 0. Si
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o = lilexiste b € Sy tel que z € géod(x, b). Soita € Sy. Alors le a) du lemme 4.14
montre que b € 2F-géod(x,a),d’ ol z € 2F-géod(x, a).

Soit y € Sy, tel que d(x,y) = dmax (X, Sm). Ona y € 2F-géod(x,a) d’apres
le a) du lemme 4.14. D’autre part d(x,z) < d(x,y) + P/3 puisque t(’}“‘H(Z) <
Amax (X, Sp) et Z2o1 est de diametre inférieur ou égal a P/3. En appliquant le
lemme 4.8 & (x,a, y,z) au lieu de (x, y,a,b) et 2F,2F, P/3) au lieu de (a, 8, p)
on trouve

z€ (2F +2P/3+ §)-géod(x,y) C 2P-géod(x,y)
car on suppose 2F +2P /34§ < 2P, ce qui est permis par (Hp). On a donc montré
Zg" ™ € Uyes,, 2P-géod(x. y) et Y ' = Z57F" vérifie la condition iv) de la
définition 4.1.
Supposons maintenant

13otNZ) €l (2),r37(2)) avee i €fo,....m—1},

£ 1 max max 11 1
Alors nécessairement 755 | (Z) < rgi*(Z), ce qui implique

’”g:?x(z) = dmax(xv Sl) et r(rfl}?)-(i-l(z) = max(k + 3P, dmax(x’ SH—I))‘

On a donc 12° T (Z) €]dmax(x. Si+1). dmax (x. S;)] Soit z € Zﬁ"“. On a vu qu’il
existe a € Sy tel que z € 2F-géod(x,a). Soit y € S; tel que d(x, ¥) = dmax (X, S;)
etsoity’ € S;41.D’apréslea)dulemme4.14, y et y’ appartiennenta 2 F - géod(x, a).
Il est clair que d(x, y’) < d(x,z) <d(x,y) + P/3.

Y y

z

Le lemme 4.8 appliqué a (x,a, z, y’) au lieu de (x, y,a,b) et 2F,2F,0) au lieu de
(e, B, p) montre
y' € 2F + §)-géod(x, z). (56)

Le lemme 4.8 appliqué a (x,a, y, z) au lieu de (x, y,a,b) et QF,2F, P/3) au lieu
de (@, B, p) montre

z€ (2P/3+2F + §)-géod(x, y). (57)
Par le b) du lemme 3.3 on déduit de (56) et (57) que
z € (2P/3 +4F + 28)-géod(y’, y) C P-géod(y’,y)

car on suppose 2P /3 +4F +2§ < P, ce qui est permis par (Hp). On a donc montré
25 C Uyes, yes;,, P-géod(y.y) et ¥/ = z[o*! vérifie la condition iii)
de la définition 4.1. O
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Soit o € {0, 1} (avec 0 = 0 si m = 0). On pose
— (Aos A1) =Ro+ 1, A1) sic =0
et
— et (Ao, A1) = (Ao, A1 + Dsio = 1.
On note
Ky : qu,p,k,m,(10,...,1,,,),10,711 — yhpdkmlosndm) Aoy
u U Y)Ct],p,k,m,(lo,...,li_l,l,-+1,l,~+1,...,lm),)to,)tl

ie{o,...,m}

I’application définie par le sous-lemme 4.25. On vérifie facilement que ks passe au
quotient et définit

Koo' {Z € Y)E’p’k’m’(lo”"’l’”)”lo’kl |0 < t(’}”—H(Z) <k+3P}
N Y)E,P,k,m,(lo,m,lm),lo,)L1
et

Kei: {Z € Y)E,p,k,m,(lo,-.-,lm),)to,l1 | rgjzilﬁrl(z) < t(;la+1(z) < rg:?X(Z)}

N Yj,P,k,m,UOa---ali—l»li+lsli+1,---,lm),AOaAl

pouri € {o,...,m}.

Sous-lemme 4.26. I existe C = C(§, K, N, Q, P) tel que

a)pourtouti € {o,...,m}, ks, estinjective, et pour Z € ylpokm,(0,..o.lm).Ao.A1
tel que ryy% ((Z) < t?"“(Z) < rgi (Z), Ko induit une bijection de

(T[E,p,k,m,(lo,...,lm),io,i1 )—1 (Z)

dans
ee ] — ; 1 l “es A, A. f— -—
b,p.k,m,(lo,....Li —1,1; i1 Im)s o, 1) I(IC ,i(Z))a

b) pour tout élément Zo, € Y,E’p’k’m’(lo"'"lm)’ko"l', E;})O(Zoo) est de cardi-
nal inférieur ou égal a C(r™**, . (Z~o) + 1) et pour tout entier t < k + 3P le

o,m+1~ ©
nombre de Z € YirkmGolm)Aort yoro by 2ot (Z) = 1 et Kooo(Z) = Zoo
est inférieur ou égal a C. De plus pour tout Z € ylpkem(o,lm)-doA o) que

12 Y(Z) < k + 3P, ko induit une bijection de (zr?*m(orlm)-ro-A0y=1( 7y G
,0.k.m,(lo,....Im), Ao, A1\—1 =
ﬂ)llcp m,(lo ),A0 1) I(KU,OO(Z))~

Démonstration. La preuve de a) est immédiate.
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Montrons b). Soit Z € Y2-km:@owlm)-Ao-rt o que 12+ (Z) < k +3P. Pour
tout

(ap,..., dp, Sos -+ Sm, (yl‘])iG{O,...,m},jG{l,...,l,-}9 (Zl!)ie{O,l},je{l,...,)NL,'})

dans (rh?km(omlm)dodiy=17y on 4 Z2e*! - B(x,k 4+ 3P + P/3) donc
Zho Tl B(x,k + M) caron suppose 3P + P /3 < M, ce qui est permis par (Hps),
et donc B(Z:}”“ , M) C B(x,k+2M).Par conséquent, si on note Zs, = kg,00(Z),
la donnée de Z est équivalente a celle de Z o, etde Zg" 1 < B(x,k+2M).Lacondi-
tion Z(’}" e Usges, géod(x, a)s’exprime uniquement en termes des distances entre
les points de S, et ceux de B(x, k + 2M) (qui font partie de la donnée de Z,) et le
nombre de possibilités pour Zﬁ““ C B(x,k + 2M) de diametre < P /3 vérifiant
cette condition et d(x, Zﬁ"“) < k + 3P est born€ par C(rg5 1 (Zoo) + 1) avec
C =C(,N, K, Q, P) acause du lemme 3.13. Pour tout ¢, I’ensemble des Zﬁ”‘“
vérifiant les conditions précédentes et d(x, Zﬁ”“) = t ne dépend que de Z, et
de ¢ et le lemme 3.13 montre que le cardinal de cet ensemble est inférieur ou égal a
C =C(@,N,K,Q, P). O

Suite de la démonstration du lemme 4.24. Grace au sous-lemme 4.26, il existe C =
CG6,K,N,Q,P,M)telque pour k,m,lg,...,lm, Lo, A1 € N, 0 € {0, 1} (vérifiant
A1 =0eto = 0sim = 0), et en posant

- (10,5&1) =QAo+1,A)sioc=0
et

— (k0. A1) = Ao, A 4+ Dsio =1

on ait I’'inégalité suivante :

m ~
g+ 1) 3 $25(0(2)=k) ( [s:(2)7" ) (ro(Z) + 1)~%
i=0

Ze)—,)a.ﬁ.k.m.(lo ..... lm).jmo./_\l

(r1(2) + D) (brlom ot dodny=1 (zy)=a e, (£)2

max
<C (B—(m-i-zf”:() 1) Z (M)eZS(rO(Z)—k)
7 pdemg.m) 2021 ree(Z) + 1

(TTs@ ™) 0o(2) + D7 2(2) + )7

i=0

B ol 02 (7)) g (1))
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+ CB i (B—(m+25”=o 1i+1) Z

i=o Z et PR 0 i1 i ] enlm) 2041
r(Z) = i (2))
(ro(2)=k) [ . —(Ui+1) . =l
( rmax(Z) +1 )6 0 (SI(Z) 1_[ SJ(Z) 'l)

J€{0,....m3I\{i}
(ro(Z) + D720 (r (2) + D™

(om0 i Lot ok = I(Z))“"Iéz(f)|2)- (58)

En effet le b) du lemme 4.23 assure que rg5" (Z) + 1 < (N + 1)(rs(Z) + 1) d’on
(re(Z) + D)7' < (N + D(rP*(Z) + 1)~ De plus le i*™ terme dans la somme
qui constitue la deuxiéme moiti¢ du membre de droite n’apparait pas si r;; (Z) =

roivi(Z) etsirg?™(Z) > rg ((Z) ona

5i(Z) < Clrg; (Z) —rgiv1(2))
avecC =C(5,K,N,Q, P).

Sous-lemme 4.27. Soient C € R}, m € N, go....,&m. N1, ..., Nm € [0, 1] vérifiant
Yoo < letY /L mi < 1 Soient po,jt1 € N et (Ayy....1,.00.0,) Une famille
d’éléments de Ry indexée par les (ly, . .., Ln, Ao, A1) € N3 vérifiant Lo < o et

A1 < (1. On suppose
—pourrg €40,...,u0— 1} et Ay €1{0,..., 11},

Alo,u-,lm,lo-i-l,ll = C(Alo, ,lm,lo,ll"'Zz 81Alo,~~~,li—1Ji+1,li+1,~.-,lm,lo,ll)’
— etpour Ao €{0,..., ot et Ay €{0,..., u; — 1},
m
Al(),...,lm,/l(),l]-i-l = C(Al(),...,lm,/lo,ll +Zi:1 77iAlo,...,l,-_1 ,l[+1,l,‘+1 ,...,lm,lo,xl)'

Alors

> Alg,imhoig < RC 4+ DHotir S 4y 100 (59)

1g.---lm €N 1o,y lm €N

ou l'on sous-entend que si le membre de droite converge, le membre de gauche
converge aussi.

Démonstration. Posons pour A9 € {0,...,uo}etA; €{0,...,u1},

Ao = > Algdimiroi -

Alors pour Ag € {0,...,uo—1}etA; €{0,..., u1},0ona

040)&0+1,/11 = 2C‘A/\0,M
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et de méme pour Ag € {0,...,uoletA; €{0,..., u; — 1},
Ao ai+1 < 2C A ;.

Le sous-lemme en résulte facilement car 1 + (2C) + --- + 2C)*c < 2C + 1)K«
pour ¢ =0, 1. O

Fin de la démonstration du lemme 4.24. On applique le sous-lemme 4.27 de la fagon
suivante. On fixe m, k et des entiers Roo > - > Rom+1 = 0et Ry; > -+ >
Ri,m+1 = 0. On applique le sous-lemme 4.27 en prenant

_ Ro,j —Ro,j+1

g; our j =0,...,m,
J Roo + 1 p J

Rij — Rij+1 .
i=—2——2 " pourj=1,...,m
nj Rii+1 pour j

et,pourlo,....Ln € N, Ao €{0,..., ot etA; € {0,..., u1},

Alos---alm,loa/\l =0sim=0etA; >0,

et sinon

Alo Im,Ao,h1 = B—(m—i—Z:ﬁ:O i)
seeestimn ’
Ze—E,p.k.m,(lo ..... ]m)’AO'Altelque

rM(Z)=R; ; pouri€{0,1} et j €i,....m+1}

DO [ 5:(2) ) (r0(2) + )0 (2) + D7
i=0

11((ni,p,k,m,(lo,...,lm),lo,)t1 )—1 (Z))—lx |EZ (f) |2‘

A 3 Tgm+1(Z)+1
Grace a (58) et comme I ()T
satisfaites pour une constante C = C(6, K, N, Q, P, M, s, B). Puis on somme I’in-
égalité (59) sur

< 1, les hypotheses du sous-lemme 4.27 sont

m, k, (Roo....,Rom+1), (Ri,1,..., Rim+1)-
Ceci termine la démonstration du lemme 4.24. O

Le lemme suivant est une variante du lemme 4.19.

Lemme 4.28. Il existe une constante C = C(5,K, N, Q, P, M) telle que pour
pef{l,..., pmaxp k., Lo, ..., Ln, Ao, A1 € N (Vérifiant A1 = 0 sim = 0) et

J J
(@r,....ap,So,....8m. (¥ )icto,...m},jel1,..1;3+ (2] )icf0,1},j€{1,...4;})
c Y)E,p,k,m,(lo,u-,lm),lo,/\1 ,
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les distances entre les points de

B(So,M)U U B@,,M)u U Bz M) (60)
je{1,...0lo} i€{0.1}
Jell.... A}
et ceux de
U B(@Si,M)U U B(yl.J,M)UB(x,k+2M) 61)
ie{l,...,m} ie{l,...m}

ey
sont déterminées par
a) les distances entre les points de (61),
b) les entiers d(x, So), d(x,Y}), d(x, Z}) et d(x, Z]),

¢) les distances entre les points de (60) et C(1 + Lo + Ao + A1) points de (61) (qui
sont eux-mémes déterminés par a) et b))

et de plus les distances entre les points de (60) et ceux de (61) sont déterminées a C
pres par a) et b).

Remarque. Dans toutes les situations ol on appliquera ce lemme, o + Ao + A1 sera
majoré par une constante de la forme C(§, K, N, Q, P, M).

Démonstration. Soient p € {1,..., pmax}> k.M, Lo, ..., Ln, Ao, A1 € N (vérifiant
A =0sim =0)et

Soit b € Sy et u un point de B(x, k) a distance minimale de . On commence par
montrer que pour 0 € {0,1}et j € {1,...,As},0na

ZJ C 2F-géod(x,b) (62)
et
B(ZL,M) C B(x,k+2M) ou Z.C QF +8)-géod(u,b).  (63)

Soit j € {1,...,A¢}.Ona
Z) c |J géod(x,a) C 2N-géod(x,b) C 2F- géod(x, b)

acSy
car F > N.Sid(x,Z}) <k + 3P,
B(Z!, M) C B(x.k +2M)

car on suppose 3P + P /3 < M, ce qui est permis par (Hps). Sid(x, Zé) >k+3P,
pour z € Zj) ona

z € 2N-géod(x,b) et d(x,z)>d(x,u)+ 3P. (64)
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Soit j € {1,...,A1}.Ona Z{ C Uges, géod(x, a). Par le lemme 4.14, S1 C

2F-géod(u,b), donc Z] C 2F-géod(x,b). On a déja prouvé (62). Si d(x, Z{) <
B(Z],M) C B(x,k +2M)

car3P + P/3< M. Sid(x,Z{) >k +3P,soitz € Z{. On a donc
z € 2F-géod(x,b) et d(x,z)>d(x,u)+ 3P. (65)

Soit maintenant z vérifiant (64) ou (65). Alors z vérifie (65) car F' > N par (21).

x/\b

u

Par (H(S?F(u,x,z,b)) ona
du,z) <max(d(u,x) —d(x,z),d(u,b) —d(b,z)) + 2F + 6.

Ord(u,x)—d(x,z)+2F +8§ < —-3P +2F 4§ etonsuppose —3P +2F +§ <0,
ce qui est permis par (Hp). Donc d(u,z) < d(u,b)—d(b,z) +2F + §, c’est-a-dire
z € (2F +6)-géod(u, b). Ceci termine la preuve de (63). On suppose 2F +§ < 4P,
ce qui est permis par (Hp).

Pour montrer le lemme 4.28 on répete alors les arguments de la preuve du
lemme 4.19.

Plus précisément on applique le lemme 4.17 avec

— (x,b) aulieu de (c,d),
— {w;,i € I}égala

— J la partie de I telle que

(wj,jeJy=Su U ¥Yu U 2z,
J€ll,.lo} jéﬁ{,(.).’.b}x,-}
— et (a4, p;) égal a (4P, M) pour tout i (les hypotheéses sont satisfaites grice au
lemme 4.14 et a (62) et car on a supposé 2F < 4P).

Puis on applique le lemme 4.18 a z parcourant
B(So,. M)U U B, M)U U B(Z!. M)

jef1,...,lo} i€{0,1},j€{1,....A;}
B(Z] .M)¢ B(x,k+2M)
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aveca = 4P +2M etl = k + 2M (grace au lemme 4.14 et a (63) et comme on a
supposé 2F + § < 4P, cet ensemble est inclus dans (4P + 2M)-géod(b,u)). O

Le lemme suivant nous sera utile ensuite.

Lemme 4.29. II existe une constante C = C(§,K, N, Q, P) telle que pour m,

lo, oo Iy Aoy A1 € N (avec Ay = 0 sim = 0) et pour Z € I_’f’k’m’(lo""’lm) et

A= Yﬂ’p’k’m’(lo’“"l’")’lo"{1 tels que pour tout

(@i,....ap,So,...,Sm, (?y;j)ie{o,...,m},je{1,...,1,-}, (Zij)iE{O,l},je{l,...,Ai})

on ait

@1, ap,Sos -y Smy (Y icto,..my,jetr,.y) € (Plm:(omlm)y=1 (7
alors (i Pem Gomrtm 2031 =1(Zy) < Chothg((plbm Comtmy=1(z)).
Démonstration. Soit

(@i,.-.1ap, S0, Sm> (¥D)icto...my.jeqr....i;y) € (wPHmCosdm))=1(7)

et soient by € S, b1 € S1. Si (Z{)ie{o,l},je{l,...,x,-} sont tels que

(@r.....ap.So. ... Sm, (¥)icto,..my,jett,..13+ (Z]ieto,13,je1,...0,3)

ona Zij C 2N-géod(x,b;)pouri € {0,1}, j € {1,...,A;}. De plus la donnée de Z
détermine #/ (Z) = d(x, Z]) et le diamétre de Z/ doit étre inférieur ou égal 2 P /3.
On applique alors le lemme 3.13. O

Voici quelques rappels et notations pour la proposition suivante. On a

- +o00
Jy = Hy +uxKy = Hy + Z ux,er
r=1

en notant Uy , = fol Ux,r:dt (de sorte que u, = :;0? ux,). Pourg € {1,..., 0}

onnote Hy g = hy(l — dhy — hx3)971, de sorte que

~ Q

ﬁx,q :/ ﬁx,q,(tl,...,tq)dtl ...dlq et H, = Z ﬁx,q.
(t1,....t4)€[0,1]9 qg=1

On rappelle aussi que Ky = [, ) cjo.110 Kx,0,t1,ut0)d11 - dlg.

.....
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Proposition 4.30. Pour tout p € {1,..., pmax}, Jx Se prolonge en un opérateur
continu de Hy s(Ap_1) dans Hy s(Ap). Plus précisément, pour p € {2,. .., Pmax}
il existe C = C(§,K,N, Q, P,M,s, B) tel que pourtoutq € {1,...,Q0},

1 Hx.q

l£(r s (Ap—1),Fxs(8p) = C
et pour toutr € N,

e ,r Kxllx oA p_1). 96 s(0p)) < Ce™ 2.

On remarque que H x,1 = hy et griace a la proposition 4.21 la continuité de &
implique celle de H x,q pourtoutq € {1,..., Q}. Cependant nous préférons montrer
directement la continuité de ﬁx,q pour tout ¢ € {1,..., Q} car cela prépare a la
démonstration de la continuité de ux , K.

Démonstration. Le cas ou p = 1 est trivial.

Soit p € {2,..., pmax} €t ¢ € {1,..., Q}. Comme dans la démonstration de
la proposition 4.21, on note & le projecteur orthogonal sur le sous-espace vectoriel
de J;7(Ap) engendré par les es pour S € A, tel que d(x,S) < P, de sorte que
(PIS) = f(S)sid(x,S) < Pet(P f)(S) = Osinon. Laproposition4.30 résulte
donc des lemmes 4.31, 4.32, 4.36 et 4.40 que nous allons montrer successivement.

O

Lemme 4.31. [l existe C = C(§, K, N, Q, P, M, s, B) tel que
1 Hx g\l 23 (A p_1). 6750 = C-

Démonstration. 11 suffit de montrer que pour tout U € A, vérifiantd(x,U) < P, il
existe C = C(§,K, N, Q, P, M,s, B) tel que pour f € C@p),

((Heg (D] < ClLf st a1y (66)

Soit U € A, vérifiantd(x, U) < P.L’inégalité (66) est évidente, car, d’apres le 1)a)
de la proposition 3.37, pour tout S € A,_q, Iflx,q (es)estsupportéparles T € A, tels
que T’ C J,es Bla, ON), donc (ﬁx,q(es))(U) estnul saufsid(x,S) < QN + P
et le nombre de telles parties S est majoré par une constante C = C(§, K, N, Q, P).
De plus pour une telle partie S, |(H x,q(es))(U)| est également majoré par une telle
constante par le 3) de la proposition 3.37. On conclut en utilisant le lemme 4.16. [

Lemme 4.32. [l existe C = C(§, K, N, Q, P, M, s, B) tel que, pour tout r € N,
1P r Kll 2 te o8 pn) (8 = €720

Démonstration. 11 suffit de montrer que pour tout U € A, vérifiantd(x,U) < P, il
existe C = C(§,K,N,Q, P, M,s, B) tel que,pourr € Net f € CAr),

| Kx ()] = Ce™ 27| fllgexs(Ap—1)- (67)
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Soit U € A, vérifiant d(x,U) < P et r € N. Nous allons montrer (67). Soit
t,t1,...,tg € [0,1]. D’apres le 2)a) de la proposition 3.37, pour § € A,_y,
Ux,rt Kx,0,(t1,...10)(€s) est une combinaison de ez pour 7" vérifiant

d(x,T) € [d(x,S) —r— QF,d(x,S)—r + N + F — 2].
On suppose % > F + N, ce qui est permis par (Hp). Pour que

(ux,re Kx,0, ,...,tQ)(eS))(U)

soit non nul il est donc nécessaire que
d(x,S)e[r,r+ OF + P].

On note Ay ...+, la partie de Y)E,p—l,0,0,(O),Q,O formée des Z tels que
—ro(Z) e|r,r + QF 4+ P],

~ pourtout (ay. ... ap—1. So. (Zg)jet1....03) € (e? ML =1(Z) etpour
tout j € {1,...,Q},ona

z) = U 4z € géod(x.b) | d(x.2) = E(jro(Z)} (68)
ESO

(on rappelle que ro(Z) = d(x, Sp)).

La condition (68) implique que pour Z € Ay s, etj €{l,...,Q}ona toj (Z2) =
E(tjro(2)).

Sous-lemme 4.33. Soit (ay,...,ap—1,S0) € Yxp—l,O,O,(O) tel que d(x, Sp) € [r,r +
QF + P). Pour j € {1,...,Q} on définit Z}, par (68). Alors Z}) est de diamétre
inférieur ou égal a P /3 et il existe Z € Ny, .. 1, tel que

(@i,...,ap-1,80,(Z})jcqr...qy) € (hP=1.00:0.0.0)=1 (7

Démonstration. Soient j € {1,...,Q}etz,z € Z{,. Soith € Sgp.Onaz,z €
2N-géod(x,b) etd(x,z) = d(x,z’) donc par (Hg(z,x,z',b)),d(z,z') <2N +§
et on suppose 2N + 8 < P/3, ce qui est permis par (Hp). Comme les parties
Zj sont non vides I’argument que nous venons de donner montre aussi que la
condition (68) est vérifiée par les autres €léments de la classe d’équivalence Z de
(ar,...,ap—1, S0, (Z(J))je{l,_",q}) (car on suppose P/3 < M, ce qui est permis par
(Hp))etdoncque Z € Ay, 10 ]
Sous-lemme 4.34. Soit Z € Ay 1, et

(@i,... ap—1,80,(Z})jeqr...0p) € (whp™1:0.0:(0.2.0)71(7)
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Alors ux ;1 Kx 0,
points de

to0)(€ay N -++ Aeq, ) ne dépend que de la connaissance des

.....

B(So.M)U B(x,2M)U |J B(Zl.M) (69)
j€{1,...,0}

et des distances entre ces points.

Démonstration. Le 2b) de la proposition 3.37 montre que
Ux,rt Kx,Q,(tl ..... tQ)(ea] ARERIAN ea,,_l)

dépend seulement de la connaissance des points de

B(x, F)U B(So, ON)U | {y € F-géod(x,a) |d(y,a) € [r,r + QF]} (70)

aeSy
U US{y € F-géod(x,a) | |d(x,y) — (1 —1)(d(x,a) —r)| = QF} (7T1)
acdo
U Lg {y € F-géod(x,a) | |d(x,y) —tjd(x,a)| = OF} (72)
aesSg
Jeil. ..., o}

et des distances entre ces points. Il suffit donc de montrer que cet ensemble est inclus
dans (69).

Ona B(x, F) C B(x,2M) et B(So, OQN) C B(So, M) car on suppose F <2M
et ON < M, ce qui est permis par (Hps). Comme d(x, So) € [r,r + QF + P]ona

U {y € F-géod(x.a) [ d(y.a) € [r.r + OF];

aeSo

C B(x,d(x,So) + N +F—r)C B(x,QF + P + N + F) C B(x,2M)

car on suppose QF + P + N + F < 2M, ce qui est permis par (Hjys). Donc (70)
est inclus dans (69).
Comme d(x, Sp) € [r,r + QF + P]ona

U {y € F-géod(x.a) | |d(x.y) — (1 —=1)(d(x.a) —r)| = QF}

acsSy

C B(x,N +20QF + P) C B(x,2M)

car on suppose N + 20F + P < 2M, ce qui est permis par (Hps). Donc (71) est
inclus dans (69).

Enfin, soit j € {1,..., 0}, a € Sp, et y € F-géod(x,a) vérifiant |d(x, y) —
tid(x,a)| < QF.Soitz € géod(x, a) vérifiant d(x, z) = E(t;d(x, So)), si bien que
z appartient 2 Z}. Comme y,z € F-géod(x,a) et |d(x,y) —d(x,z)| < OF +
N +1,(Hs(y,x,z,a)) montre que d(y,z) < (QF + N + 1)+ F + 4. On suppose
(QF + N + 1)+ F + 8 < M, ce qui est permis par (Hys). Donc (72) est inclus

dans (... 0y B(Z§. M) et a fortiori dans (69). O
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Sous-lemme 4.35. Le cardinal de Ay, ...+, est majoré par une constante de la forme
C6,K,N,Q,P,M).

Démonstration. Cela résulte du lemme 4.28 (ou méme d’un argument plus simple
car le cardinal de I’ensemble (69) est borné par C = C(6,K, N, Q, P, M) et les
distances entre les points de (69) sont déterminées 3 C’ = C(8, K, N, Q, P, M) pres

parladonnée de r,fy,...,%0). O
Fin de la démonstration du lemme 4.32. OnécritU = {by,..., by} pourlever’am-
biguité de signe. On rappelle, pour Z € Ay, ., la notation
£2(f) = DS f@r....ap-1).
@1,ep—1,80,(Z}) jetr.....0 @y P 100201 (7)
Ona f = ﬁ Z(al ..... ap_1) flar,....ap—1)eq, N+ A €a,_, ol la somme porte
que les (ay,...,ap—1) tel que {ay,...,ap—1} € Ap_1. Le sous-lemme 4.33 montre
donc que
1
(. Kx.0,01t) I DB1 o Bp) = s D0 0201t b1 b2 (S)
’ ZEAl‘l ..... I‘Q
(73)
oW Uz (1),...10).(b1 ...bp) € € est défini de la fagon suivante :
pour tout (@1, ..., ap-1, S0, (Z})je1,...0)) € (P~ 00071 (7Z),
AZ (111t 0) (b1 1ibp) = WUxr Kx 0.1, 0)(€ay A Nea, ) (b1, ..., bp)

(d’apres le sous-lemme 4.34 ce nombre ne dépend que de Z). D’apres le 3) de la
proposition 3.37, |0lZ,(z1,...,tQ),(bl,...,b,,)| est majoré par une constante de la forme
C(5, K, N, Q). Par Cauchy-Schwarz et grice au sous-lemme 4.35, on a donc

|Gy K, 0,001, NP =C 3 [E2(NIP

pour une certaine constante C = C(6, K, N, Q, P, M).
On en déduit, pour 71, ...t € [0, 1],
|(ux,rKx,Q,(t1,...,tQ)(f))(U)|2
<Ce™ Y o@Dyt (Z)) g5 ()2

pour une certaine constante C = C(8, K, N, Q, P, M ). Eneffetil existe une constante

D =C(@,K,N, Q, P, M) telle que pour tout Z € Agy,otos

n((nh,p—l,0,0,(O),Q,O)—l (Z)) < eD(ro(Z)-l—l)
X —
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et on suppose D < s, ce qui est permis par (/). De plus pour tout Z € Ay, ;
onar <ro(Z),d’oue™" > e—s70(2),
On avu que Ay . 1, estinclus dans la partie de

tels que

- ro(Z)e|r,r + QF + P],

— pourtout j € {I,...,Q}ona t({(Z) = E(tjr9(2)).
Pour o € N, quand (¢1,...,t¢) parcourt [0, 1] muni de la mesure de Lebesgue,
(E(tjro))j=1,..,0 parcourt {0, ..., max(0,ry — 1)}€ avec la probabilité uniforme
max (1, r9)~¢ et comme

Q

7,5”’_1’0’0’(0)’Q’0 formée des Z

max(1,r9)~" <

’

ro + 1
par Cauchy—Schwarz on obtient I’inégalité
e K (NP = Ce (% 2@ (y(Z) +1) 72
ZepiP=1.0.0.0).0.0 (74)

APt 00 OO Z) ez (1))
pour une certaine constante C = C(8, K, N, Q, P, M). A fortiori on a

[ Kx(ONWIE = Ce 1 ooy

puisque I’expression entre parentheses dans (74) est la partie de la somme (55) don-
v 1,,—1,0,0,(0),0,0
nant | /125000, pr oo

termine la démonstration du lemme 4.32. O

N qui correspond a . Grace au lemme 4.24 ceci

Lemme 4.36. I/ existe C = C(§,K, N, Q, P, M,s, B) tel que
(1= P) Hxqll 20, o(ap—). 5575 8 =< C-

Démonstration. Grice au lemme 4.24, il suffit de montrer 1’inégalité suivante : il
existe C = C(6,K, N, Q, P, M, B) tel que pour tout f € C@pr-1),

11 = 2 N ay = 1 Pysgogs (75)
On rappelle que
11 = P)(Hxg NG, (a,)
= 3 B—m+Y{Lol) 3 e25(ro(Z2)—k)
k.m,lo,....lmeN Zeff’k'm’(lo ..... Im)
ro(Z)>k+P

( .lr_f[()(si (Z))_li )H((nf,k,m,(lo,...,lm))—l (Z))—a |§Z (Hx,qf)lz-
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On va voir que I'inégalité (75) résulte de I’inégalité (76) ci-dessous.
Soient k,m,lo,...,Im € Net Z € ?f’k’m’(lo’“"lm) vérifiant ro(Z) > k + P.

Onpose l[p = Oetl; = lj_y pouri € {l,...,m + 1}. On va montrer qu’il existe
C=C@6,K,N,Q, P, M) tel que
§2(Hxg P <C 3 (o(2) + D7Ez (NI (76)
ZeAz

,p—Lk.m+1,(o,....I, ,q,0 . 5 ..
p Uoseeslim 41000 ¢ e des Z vérifiant

ou Az est la partie de 17)5
r0(Z) = r(Z)| < (g + DN (77)
et tels que pour tout
(dla ey dp—la SOa v Serlﬂ (y'j)i6{0,...,m+1},j€{1,...,l~,-}’ (Z(]))je{l,...,q})

e (' h,p—1,k,m+1,0o,..., im+]),q,o)_1(z)

il existe une énumération (ai,...,ap) de S 1 vérifiant

< < i kom,(lo,...1 -1

(alv---’ap’Sl"--aSm+1’(yi']-f-l)iG{O,...,m},je{l,...,l,’}) € (nf m(() m)) (Z)
(78)
On rappelle que
£5(f) = > @),
(@15 p—1,50,-- >Sm+1,(y Yicto,...m4+13 -(Z)jetr,...q1)
Je{l,..., 71}
cn ip Lk.m+1.dg... m+1)-4-0)_1(2)

On justifie maintenant le fait que (76) implique (75). D’abord 7 détermine Z
a permutation pres de ay, ..., a, donc connaissant Zil y a au plus p! p0s51b111tes
pour Z. Dans les notations precedentes soith € Sp. D’ apres (77), pour tout y € Si
onal|d(x,y)—d(x,b)] < (Q+2)Netonay € 2F-géod(x,b) par le a) du
lemme 4.14, donc d(y,b) < (Q + 2)N + 2F. Connaissant S; on a donc au plus
C = C(8, K, N, Q) possibilités pour So. En utilisant de plus le lemme 4.29 on en
déduit que pour ZeAzona

ﬁ(( i,p—1,k,m+1 (10, 7lm+l) q, 0) (Z)) < CH((J‘[}f’k’m’(lo’""lm))_l(Z))

avecC =C(,K,N,Q, P, M). Ilestclairquepourz eEANy ona]_[:-’:Bl S; (Z)_li =
1%, si(Z)7"i. Donc (76) implique (75).

L’inégalité (76) résulte de I’inégalité plus précise (79) ci-dessous.

Soient 1, ...,t; € [0, 1]. On va montrer qu’il existe C = C(6,K,N,Q, P, M)
tel que

€z g, /)P <C X lEz(NP (79)

ZEAZ.(ZI ..... tq)
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ot Az ,...1,) €st 'ensemble des Ze Az tels que pour tout

(dls"-’dp—lvs()’-'-,Sm-f—ls(yi’])ie{o m+1},j€{1 j[},(z(]))]e{l,,q})

,,,,,,,,,,

c (]TE,P—l,ksm+1s(10’«'-slm+l)s‘IsO)—l (Z)

et pour tout j € {1,...,q} on ait
Z!I = | {z € géod(x.b) | d(x.z) = E(1jro(2))}. (80)
b€§0

La condition (80) implique que pour Z € Az, €] €1, .. .,q}onat({ (Z) =
E(tjro(Z2)).

Sous-lemme 4.37. Soit

~ ~ S S ~j ~ p—Lkm+1,0s s Im41)
@i, ap-1.80: -+ Sm+1- ¥ )i cqo.. mi1yjeqr,.iy) € Yx

tel que |d(x, So) — d(x, S1)| < (q + 1)N et qu’il existe (ay, ..., ap) vérifiant (78).

Pour j € {1,...,q} on définit Z(]) par (80). Alors Z{) est de diameétre inférieur ou
égala P/3etil existe Z € Nz .4, tel que

(&17 R &p—17 §07 cee §m+17 (:yij)iE{O,...,m-i—l},je{l,,..,lNi}’ (Z(J))jE{l,...,q}) (81)

appartienne a (T[)Eap_lak’m“"la(105-~~alm+l)a‘1a0)—1(Z).

Démonstration. Soient j € {1,...,q} et z,z/ € Z}. Soith € So.Onazz €
2N-géod(x,b)etd(x,z) = d(x,z")doncpar (Hs(z,x,z',b)),d(z,z') <2N+6 <
P /3. Comme les parties Z{) sontnon vides et P/3 < M ,1’argument que nous venons
de donner montre aussi que la condition (80) est vérifiée par les autres éléments de

la classe d’équivalence Z de I’élément (81) et donc Z e AZ (11, 10)- ]
Sous-lemme 4.38. Soit Z € Az ty,...19) €1

(dla LRI dp—l7 SOa ML) Sm-l—la (yij)i6{0,...,m+1},j€{1,...,l~i}’ (Z(]))je{l,...,q})
p—Lkm+1,00s dont1):4,0n—1, 5
G(JTEP m (o +])q ) I(Z)

Alors I:‘Ix,q,,(,l,m’,q)(e,;l A A e,;pfl) ne dépend que de la connaissance des points
de
B(So.M)U B(x.k +2M)U U B(Zl. M) (82)
je{l,....q}

et des distances entre ces points.
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Démonstration. D’apres le 1)b) de la proposition 3.37,

ﬁx,q,(tl,...,tq)(eél AN e&p_l)
ne dépend que de la connaissance des points de
B(x,78) U B(Sp, ON) (83)
U U {y € F-géod(x,a) | |d(x,y) —tjd(x.a)| = QF}  (84)
a€So,j€{1,...,q}
et des distances entre ces points. Il suffit donc de montrer que cet ensemble est inclus
dans (82). D’abord on suppose 78 < 2M et QN < M, ce qui est permis par (Hyys),
et (83) est inglus dans (82).

Soita € So,j € {1,...,q},ety € F-géod(x,a) vérifiant|d (x, y)—t;d(x,a)| <
QF. Soit z € géod(x, a) vérifiant d(x, z) = E(tjro(Z)), si bien que z appartient a
Z}.Ona|tjd(x,a) —E(tjro(Z))| < N + 1 puisque |d(x,a) — ro(Z)| < N, d’od
|d(x,y)—d(x,z)] < QF + N 4 1, et comme y et z appartiennent a F- géod(x, a),
(Hs(y, x, z,a)) montre que

d(y,z) <(QF + N + 1) + F +3.

On suppose (QF + N + 1) + F + 6 < M, ce qui est permis par (Hps). Donc (84)
est inclus dans (82). O

Sous-lemme 4.39. Le cardinal de Az (,,...1,) est majoré par une constante de la
forme C(8, K, N, Q, P, M).

Démonstration. Les parties Z(j) sont déterminées de maniere unique par (80) et grace
au lemme 4.28, pour connaitre les distances entre les points de

B(So.M)U U B(Z}).M) (85)
je{l,....q}
et ceux de
U BGE.Mu U BF M)UBxk+2M) (86)
ie{l,...m+1} i€ll,...m+1}

il suffit de connaitre les distances entre les points de (85) et C points de (86), avec
C =C@G,K,N,Q, P, M) et grice a (77) ces distances sont déterminées 2 C’ =
C(, K, N, Q, P, M) pres par les distances de Siaces C points (qui font partie de
la donnée de Z) et les entiers (7] (Z ))je(l,...q)» qui grace a (77) sont eux-mémes
déterminés a C"” = C(8, K, N, Q, P, M) pres par ro(Z), t1, ..., 14. O

Fin de la démonstration du lemme 4.36. On termine la démonstration de (79). Pour
Z €Nz 1,..19) €L

@1, dp-1. 80, Sm1- (N ico, 1y et iy Zo)ietigy)
c (n_)t(]:,p—l,k,m-f—1,(10,...,lm+1),q,0)_1 (Z)
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on considere

> (Hygyrng)(€ay Ao Aeg, ))b1.....bp), (87)
b1,y bp)

ol la somme porte sur les énumérations (b, ..., by,) de S telles que

(bl’ L) bp’ §1’ ) §m+1, (yi]+1)l€{0,,m},]e{l,‘,il}) € (nf’k’m,(lo’“.,lm))_l(Z)'

Comme la somme (87) a au plus p! termes, le 3) de la proposition 3.37 montre
qu’elle est majorée par une constante de la forme C(§, K, N, Q, P, M). D’apres
le sous-lemme 4.38 la somme (87) ne dépend que de Z et on peut donc la noter
7 7 (1 rstq)” D’apres le sous-lemme 4.37 on a

~ 1
E2(Heg i f) = = D % zaanEz(f) (83

avecC = C(8,K, N, Q, P, M). On a montré (79), donc (76) et (75). Ceci termine
la preuve du lemme 4.36. O

Lemme 4.40. I] existe C = C(§, K, N, Q, P, M, s, B) tel que, pour tout r € N,
(1= Puxr Kxllggey oap_p).dea,) = Ce™ 2.

Démonstration. Grace au lemme 4.24, il suffit de montrer 1’inégalité (89) ci-dessous.
Soit ¥ € N. On va montrer qu’il existe C = C(§, K, N, Q, P, M, B) tel que pour
f c (]:(Ap—l),

10 = Pt Kx )Gy = €N pron a1y (89)
Ona
(1 — J))(ux’erf)Héfx_,)s(AP)
= Z B—(m+Z;'n=0 li)

k,m,lg,....[m €N Ze?f,k,m.(lo ..... Im)
ro(Z)>k+P
K[ P 1 Jem,(10seoslim) — _
e 0D (] sy(2) 7 (ot =1 Z)) 7 (e Ko £
i=0

On va voir que I’inégalité (89) résulte de I’inégalité (90) ci-dessous.
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Soient k,m, lo, ..., Ly € Net Z € YPFmUon) yerifiant rg(Z) > k + P.

Onposelyp =0etl; =1y pouri € {1,...,m + 1}. On va montrer qu’il existe
C=C@6,K,N,Q,P, M) tel que

20O (o (i) T (Z)) 0 7 (e Ko £
<Ce™ Y (10(Z) +1) 2 (r(Z) + )71 @R

Zehy ©0)
(g oD Zyy e ()2
ou Az est la partie de Yj’p_l’k’m+1’(i0""’im+l)’Q’l formée des Z vérifiant
r(Z) = r1(Z) = r| < QF, 1))

et tels que pour tout

(al’ LRI 7ép—11 SO! s Sm—i—la (yij)ie{o,...,m+1},j€{l i’}? (Zé)je{l,...,Q}’ Z%)

.....

c (n)uc,p—l,k,m+l,(lo ..... lm+1),Q,1)_1(Z)

il existe une énumération (a1, ...,ap) de Sy vérifiant

(ar,....ap, §1, cees §m+17 (gi]+1)ie{0,...,m},je{l,...,li}) € (ﬂﬁ’k’m’(lo’""lm))_l(Z)-
3 (92)
Pour Z € Az ona [[/ysi(Z2)7% = 1/ si(Z)7%. De plus Z détermine Z a
permutation prés de ay, . .. , a, donc connaissant Zil y a au plus p! possibilités pour
Z tels que ZeA z. Donc en sommant sur Z on voit que (90) implique (89).
L’inégalité (90) résulte de I’inégalité plus précise (93) ci-dessous (en reprenant
les arguments de la fin de la démonstration du lemme 4.32).
Soientt,t1,...,tg € [0, 1]. On vamontrer qu’ilexiste C = C(§, K, N, Q, P, M)
tel que

eZs(r()(Z)—k)ﬁ((nf,k,m,(lo,...,lm))—l (Z))—Oe |§:Z (ux,r,t Kx,Q,(tl ,...,tQ)f) |2

<Ce™r Y 250D =Ry m Lot DOy —1 Zyy—a g ()2
ZeAZ 1.y ...t 0) 93)

0u Az (t,...10) €St 'ensemble des 7 € Az tels que pour tout

@ ap-1.S0..... Sp1. (yi])i6{0,...,m+1},je{1,...,l~,-}’ (Zp)jet....3 Z1)

p—1km+1,00,0 0 lms1),0,1. 1,5
e(n)ﬂcp m (o +1)Q ) I(Z)
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on ait
U {z € géod(x,b) | d(x,2) = E(tjro(Z))} pour j € {1,.... 0} (94)
beSo
et
Z' = | {z € géod(x.,b) | d(x.z) = E((1 — )r (Z))}. 95)
bE§1

Pour Z € A Z.1,(t1,..10)» 1€s conditions (94) et (95) impliquent

11(Z) = E@ro(Z)) pour j €{l1,...,0} et t1(Z)=E((1 —1)r(Z)).
Sous-lemme 4.41. Soit

- - ~ ~ ~ —1Lkm+1,00,
(al"'"aP—l’SO""’Sm+1’(:yi])ie{O,,.,,m+1},je{1,...,l~i}) € Yp " (0 +])
tel que |d(x, ~0 —d(x, ~1 —r| < et qu’il existe (ay,...,ap) vérifiant .
[ d(x,Sp) —d(x,S F 1 » (92)
On définit (Zé)je{l,_“,Q} et Z% par (94) et (95). Alors les parties Zé et Z% sont de

diametre inférieur ou égal a P /3 et il existe Ze AZt(t1....00) tel que

(&17 R ap—l» §07 LECIEN ) §m+17 (gl!)iG{O,...,m+1},j€{1,...,ii}’ (Z(]))]E{l,,Q}v Z%) (96)

appartienne a (”xap_lskam—‘r1)(103---5lm+1)5Q51)—1(Z)'

Démonstration. Pour ¢ € {0,1} et z,z' € ZI, on choisit b € S,, dob z,2/ €
2N-géod(x,b) et comme d(x,z) = d(x,z'), (Hg(Z x,z',b)) donne d(z,z') <
2N +4§ < P/3.Comme les parties ZJ et Z1 sont non videset P/3 < M ,1’argument
que nous venons de donner montre aussi que les conditions (94) et (95) sont vérifiées
par les autres éléments de la classe d’équivalence Z de I’élément (96) et donc Z €
AZ,I,(I],.‘.,Z‘Q)' ]

Le sous-lemme suivant explique d’ou vient la condition (91).

Sous-lemme 4.42. Pour S € Ap,_j et T € A, tels que et apparaisse avec un
coefficient non nul dans ux rt Kx 0 (,...10)(€s), on a

|d(x,S)—d((x,T)—r| < QF.
Démonstration. D’apres le 2)a) de la proposition 3.37, on a

T c Uy e F-géod(x,a) |d(y,a) e [r+ %, r+ QF]}

acsS

d’ol I’énoncé du sous-lemme car % >N+ F. O
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..........

e(7_[)IJC,1J—1,k,m~|-1,(lo ..... lm_H)’Q’l)_l(Z).

.....

et des distances entre ces points.

Démonstration. D’apres le 2b) de la proposition 3.37, ux rt Kx 0,(1,...10)(€ 5:0) ne
dépend que de la connaissance des points de

B(x, F) U B(So, ON) (98)
U U {yeF-god(x.a) | |d(x.y) —1d(x.a)| < OF} (99)
aeSy
jetl,...o}
U | {z € F-géod(x,a) | d(z,a) € [r,r + QF]} (100)
a€§0
U U {z € F-géod(x,a) | |[d(x,z) — (1 —t)(d(x,a) —r)| < QF}  (101)
aeSy

et des distances entre ces points. Il suffit donc de montrer que cet ensemble est inclus
dans (97).

On suppose F < 2M et QN < M, ce qui est permis par (Hjs). Donc (98) est
inclus dans (97).

Soienta € Sp, j €{1,....Q}, y € F-géod(x, a) vérifiant

|d(x,y) —;d(x,a)| < QF.

Soit z € géod(x, a) vérifiant d(x,z) = E(tjro(Z)), si bien que z appartient a Zé
Ona B
|tjd(x,a) —E(tjro(Z)) = N + 1,

d’ou |d(x,y) —d(x,z)| < QF + N + 1 et grace a (Hs(y,x,z,a)), d(y,z) <
(QF + N +1) + F + 4. On suppose (QF + N + 1) + F + 8 < M, ce qui est
permis par (Hjz). Donc (99) est inclus dans | J 0} B(Z], M) et a fortiori dans
7).

Soita € Sp et z € F-géod(x,a) vérifiant d(z,a) € [r,r + QF]. Soit y € S;.
Par le a) du lemme 4.14, on a y € 2F-géod(a, x). La condition (91) implique

je{1,...,

|d(x,a)—d(x,y)—r| 5 QF+N
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Comme d(x,a) —d(x,z) € [r — F,r + QF], on en déduit
|d(x,y)—d(x,z)| <2Q0F + N.

Comme z € F-géod(x,a)ety € 2F-géod(x,a), (Hs(z,x,y,a)) montre
d(y,z) < 2QOF + N)+2F +6.

On suppose 2QF + N) + 2F +§ < M, ce qui est permis par (Hys). Donc (100)
est inclus dans B(S;, M) et a fortiori dans (97).
Enfin soita € Sy et z € F-géod(x, a) vérifiant

ld(x,z) — (1 =t)(d(x,a) —r)| < QF.

Soit b € §; et y € géod(x,b) vérifiant d(x,y) = E((1 — 1)r1(Z)), si bien que
y appartient & Z!. Comme y € géod(x,b) et b € 2F-géod(x,a), ona y €
2F-géod(x,a). Comme d(x,a) € [ro(Z),ro(Z) + N] et grice a (91), on a
ld(x,2) — (1 —t)ri(Z)| <20F + N,
d’olt
|d(x,y) —d(x,z)| <20F + 1+ N.
Comme z € F-géod(x,a)ety € 2F-géod(x,a), (Hs(y, x,z,a)) montre
d(,z) < QOF + 1+ N)+2F +54.
On suppose 2QF + 1+ N) + 2F + 8 < M, ce qui est permis par (Hys). Donc
(101) est inclus dans B(Z!, M) et a fortiori dans (97). O

Sous-lemme 4.44. Le cardinal de Az ; (4,
forme C(6, K, N, Q, P, M).

to) €St majoré par une constante de la

.....

Démonstration. Grace au lemme 4.28, pour connaitre les distances entre les points
de

B(So.M)U |J B(Z..M)u B(Z! M) (102)
je{1,..., 0}
et ceux de
U BGE.MU U BF., M)UBxk+2M) (103)
i€{l,...,m+1} i€f0,....m}

Jell i}

il suffit de connaitre les distances entre les points de (102) et C points de (103),
avec C = C(6,K,N,Q, P, M) et grace a (91) ces distances sont déterminées a
C' = C(S,K,N,Q, P, M) pres par les distances de S1 a ces C points (qui font
partie de la donnée de Z) et les entiers r, (73 (2)) jef1,..0 et it} (Z), qui sont eux-
mémes déterminés a C” = C(8,K, N, Q, P, M) pres par ro(Z), r, t, t1, ..., tQ.

O
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Suite de la démonstration du lemme 4.40. On termine maintenant la preuve de I’in-
égalit€ (93). Pour Z € Az (1;,...10)» €t

(&1"--vdp—lsSOs~--ySm+1v(yi])ie{0 m+1},j€{1 i[}’(zé)]E{l,,Q}’Z%)

..........

c (ﬂ)llc,p—l,k,rn+1,(lo,--~,lm+1),le)—l (Z)

on considere

Z (Mx,r,t Kx,Q,(t] ,...,tQ)(edl ZASERA e&p_1))(blv ey bp)a (104)

ol la somme porte sur les énumérations de S; = {b1, ..., by} telles que

D1y by, Stve o Sty (T Dieto,my, jeqr,. ) € (hkm:Qomlmy =17y,

Comme la somme (104) a au plus p! termes, le 3) de la proposition 3.37 montre
qu’elle est majorée par une constante de la forme C(§, K, N, Q, P, M). D’apres
le sous-lemme 4.43 la somme (104) ne dépend que de Z eton peut donc la noter
A7 7 (1 sto)” D’apres les sous-lemmes 4.41 et 4.42 on a

1
EzuxriKx,0,a1,00) ) = G- Z Xy Z i1 to)5 2 (F)- (105)

Par Cauchy—Schwarz et grace au sous-lemme 4.44, on en déduit que

62 (Ui Kn, 0,01, I <C X €21 (106)

avecC =C(,K,N,Q,P, M).

Sous-lemme 4.45. [l existe D' = C(6,K) et C = C(§,K, N, Q, P, M) tels que
pour tout

J Je,m,(lo,...l
(alﬁ"'ya[nSOs"'vSm?(yi )ie{O,...,m},jE{l,...,li}) € Y_XP m(O m)

le nombre de possibilités pour (ay, . .., ap—1) tels que

.....

. . o p—Lk,m+1,do,....],
appartienne a Y¥ mA1(ormlm-+1)

et vérifie

d(x.{ay,....dp1}) —d(x,So) —r| = OF (107)

. /
soit < CeP'r,
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Démonstration. 1l existe D' = C(§, K) tel que tout y € X et pour tout R € N,
#B(y, R) < PR Pour tout a € {a, ... .dp—1}, grice a (107) et au fait que Sp C
2F-géod(a,x)onad(a,So) <r+ QF + N 4+ 2F. O

Fin de la démonstration du lemme 4.40. Grace a (91), on peut appliquer le sous-
lemme 4.45 et grace au lemme 4.29, on en déduit qu’il existe D’ = C(4, K) et

C =C(@,K.N,Q, P, M) tels que pour Z € AZ1(t1,010)

Gracea(91)ona _
eZs(rO(Z)—k) < eZs(ro(Z)—k)eQFe—Zsr'

On suppose aD’ < s, ce qui est permis par (H,). Par conséquent il existe C =
C@,K,N,Q, P, M) tel que

) o 108
S Ce—sr(e2s(r0(Z)—k)ﬁ((7Tf_laksm+la(10w~ylm+l))—l(Z))—a)‘ ( )

L’inégalité (93) résulte de (106) et (108). On a montré (93) et donc (90) et (89). Ceci
termine la preuve du lemme 4.40. O

On a donc montré la proposition 4.30.

4.6. Continuité de e™%* e~ 7% et e70x J xe‘”’;. Le but de ce sous-paragraphe
est de montrer la proposition 4.46.

Proposition 4.46. Pour tout T € Ry et toutr € N,

9I> _ ob eb _ eb 9I> _ eb
(e™*0e™ ") refo,ry,  (€7¥Jxe ) e, 1), (€7 hxeT T ¥ )zeo,1]
et

b _ob
(eIOX ux,ere 1:OX)IE[O,T]
§’étendent en des opérateurs continus sur le C[0, T'|-module hilbertien Hx 5[0, T].

On a inclus les opérateurs /i, et uy K, dans I’énoncé de cette proposition pour
un usage ultérieur.

On rappelle que pour tout 1 € R4 et pour p € {1,..., pmax}, On a défini
9)'2: C@r) — C@») par 9£(es) = p')’C(S)eS pour tout § € A, et que la fonc-
tion ,otjc : X — Ry avait été définie par pfc (a) = d"(x, a) et étendue en une fonction
,oljc: A — Ry par la formule

ZaeS p?c (a)

1S si S est non vide et pljc () =0.

Ph(S) =
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De fagon analogue on définit px: X — R4 en posant py(a) = d(x,a) et on
étend cette fonction en p,: A — R4 par la formule

Zaes px(a)

px(S) = ]IS

si S est non vide et py (@) = 0.

D’apres la proposition 3.49, pour x, y € X,onad(x,y) < d’(x,y) < d(x,y)+78.
Il en résulte que pour tout S € A on a p,(S) < ,oE’C(S) < px(S) + 76. On définit
I’opérateur 6, : C47) — CA») par O, (es) = px(S)es.

Démonstration de la proposition 4.46 en admettant les lemmes 4.47 et 4.48. Pour
€ Ryetpe{l,..., Pmu}, onintroduit les opérateurs e70x=0) . (&) _, C(@p)
et e®x: C(A») — C(A») en posant

b_ b(S)—
etz 9x)(es) = oTx(S) 9x(S))eS et er(9x(eS) — ere)‘(s)es.
c A b b_
Ces opérateurs commutent entre eux et on a bien sir e™%% = ¢70x=0x)¢70x poyr

p = 0 on définit 92 et 0, comme 0 sur C(20) = C.
La proposition 4.46 résulte des lemmes 4.47 et 4.48. O

Lemme 4.47. Pourtout T € Ry et toutr € N,

(€™ 0e ™) o), (€ Te ) ciory, (€ hie ™) cpo 1
et

6 —10
(er xux,ere ’ x)rE[O,T]
§’étendent en des opérateurs continus sur le C[0, T'|-module hilbertien Hx 5[0, T1.
Pour la démonstration de ce lemme on a besoin de la notation suivante.

Notation. Pour Z € Yf’k’m’(l"""’l’”) et

px(So) et px(S1) ne dépendent que de Z et on les note p2(Z) et pl(Z). On adopte

une notation similaire pour Z € Y7k (0lm)-Ao-Ar

Remarque. Il est évidemment faux que p*jc (Sop) et p')’c (S1) ne dépendent que de Z et
c’est pour cette raison que la preuve de la proposition 4.46 n’est pas aussi simple que
celle du lemme 4.47.

Démonstration du lemme 4.47. On reprend la démonstration des propositions 4.21
et 4.30 du sous-paragraphe précédent, qui affirmaient la continuité de d, J, hy et
uy,r Kx. Les seuls ingrédients supplémentaires sont les faits suivants :
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— dans les notations ci-dessus py (So) et px (S1) ne dépendent que de Z,

— d’apres le 1a) et le 2a) de la proposition 3.37, il existe C = C(8, K, N, Q)
tel que si ey apparait dans d(es) ou Jy(es) avec un coefficient non nul, on a
d(x,T) <d(x,S)+ C,d ot px(T) < px(S) +C + N.

Voici de fagon plus précise les modifications a apporter :

. L(7V—p0(7
— pourlaproposition4.21, Lians (50) on remplace £ (/) par eT(Px(D)=px (D)) ¢ 5(f)
et on remarque que pl(Z) — p%(Z) < N,

— pour le lemme 4.32, dans (73) on remplace £z ( f) par et(pX(U)_pg)f(Z))f;‘Z (f)et
on remarque que px(U) < P + N,

— pour le lemme 4.36, dans (88) on remplace £ (/) par e’(p}f(z)_pg(z))sz (f)et
on remarque que pL(Z) — p%(Z) < (¢ + 2)N grce a (77),

L(7\_,0(7
— pour le lemme 4.40, dan~s (105) on remplace 5 (f) par e™(Px(Z)=px (Z))SZ f)
et on remarque que pl(Z) — p%(Z) < QF + N par (91)

et en plus on remplace les opérateurs par les opérateurs conjugués a de nombreux
endroits (notamment dans les égalités (50), (73), (88) et (105)).

En utilisant le fait que les fonctions a support fini sont denses dans Jx s on
montre que les opérateurs du lemme 4.47 sont continus en 7 pour la topologie forte
et leurs adjoints aussi. Ceci justifie le fait qu’ils s’étendent en des morphismes de
C[0, T]-modules hilbertiens. O
Lemme 4.48. Pourtout T € Ry, l'opérateur (ef(ei_e-‘)),e[oj] s’étend en un auto-
morphisme du C[0, T]-module hilbertien ¥y [0, T].

Démonstration du lemme 4.48 en admettant le lemme 4.49. Soit p € {1,..., Pmax}-
Le lemme 4.48 résulte immédiatement du lemme suivant. O

Lemme 4.49. L’opérateur 02 — Oy s’étend en un opérateur continu sur Hy s(Ap),
dont la norme est bornée par une constante du type C(§, N, K, Q, P, M, s, B).

Bien entendu cet énoncé n’est pas vrai pour les opérateurs 92 et Oy séparément.
Pour uy,us,u3,v1,02,03 € [0, 1] on définit (p'jc Wi X — Ry en posant
b\V1,v2,03 _ gbU1,V2,03 4 : b\V1,V2,03 .
(03 ut iz iz (@) = d°y oy us (X, @) et on I’étend en une fonction (03 )u) sy * A —
R4 par la formule

b\V1,V2,03
(,Oi v1,02,03 (S) — Zaes(px)ul,uz,M (a)

R is si S est non vide et (,o')’c)”"”z’”3 (@) =o0.

Up,u2,u3

Pour u1, us,u3,v1,v2,03 € [0,1[etS € Aona

px(S) < (p)E11203 (S) < px(S) + 7.
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De plus, pour S € A,

()(S) = / (U0 (S)duyduzdusdvydvsdys,

u1,U2,u3,v1,v2,v3€[0,1]

Lemme 4.50. Pour S € Ap, (02)u} 025 (S) ne dépend que de la connaissance des
points de

(xX}USU |J {ye38-géod(x.a) | |d(x,y) —w;| <N +65+4} (109)

et des distances entre ces points, ou I’on note
wi = E(4d(x, S)),
wy = E((g + @)d(x, 9)),
w3 = B((Z + "@)d(x, 9)),
ws = E((1 = 2)d(x,5)),

ws = E((Z — 2)d(x,9)),

we = E((2 — 22)d(x. ).

Démonstration. 1énoncé est évident si d(x, S) < 66 et on suppose donc d(x, S) >
68. Par la construction méme de d”, (0% )y} 725, (S) ne dépend que de la connaissance
de x, de S et de la réunion pour a € § de

Y)E(a(Ax,a +1uy) U YxA’é:,a +E((Ax.a+1Duz) U sz’ﬁx.a +E((Ax,a+Du3)

(110)
U Y[E;(Ax,a‘*'l)vl) U YaA,;c,a‘FE((Ax,a‘{‘l)Uz) U Yaz’ﬁx,a‘FE((Ax.a‘l'l)vii).

Soita € S. On rappelle que Ay, = E(@
{0,... ,E(@) — 38}, on note Y,/ , I’ensemble des points z € 35- géod(u, v) tels
que d(u,z) € {r,...,r + 38}. 1l suffit donc de montrer que I’ensemble (110) est
inclus dans I’ensemble

)—d8etquepouru,v € Xetr €

U {y e38-géod(x,a) | |d(x,y) —w;| <N + 68 + 4}. (111)
je{1,...,6}

Ona’Ax,a—@| <&+ letpouri €{l,...,3},
|E((Axa + Dup) = 498D <5 41 et |E((Aya+ Dvg) — 225D <54 1.

Il en résulte facilement que pour i € {1,...,3}ety €
a

d(x’ y) € [(l - 1)Ax,a + E((Ax,a + l)ui)v (i - 1)Ax,a + E((Ax,a + l)ui) + 35]
C [((i—1)+léi)d(x,d) — (38 + 3), ((i—1)+1éi)d(x,tl) + (68 + 3)].

Yx(fa—l)Ax,a +E((Ax,a+1u;) on
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D’autre part |w —w;| <N+ 1lcar|d(x,a)—d(x,S) < N.Onen
déduit que y appartient a (111).

Soit maintenant i € {1,...,3} ety € Yé,(f;l)Ax'“+E((Ax’“+1)vi). Donc d(a, y)
appartient a

[(l - 1)Ax,a + E((Ax,a + 1)Ui)’ (l - 1)Ax,a + E((Ax,a + l)vi) + 38]

o+ E N (112)
c [« 1)+2,)d(x,a) — (35 +3), Ww + (68 + 3)].

Comme y € 36-géod(x,a)onad(x,y) € [d(x,a)—d(a,y),d(x,a)—d(a, y)+36],
et comme d(a, y) appartient & (112) on en déduit que d(x, y) appartient a

[(7—i—vé)d(x,a) _ (68 + 3)’ (7—i—vé)d(x,a) + (68 + 3)]

D’autre part |(7_’#‘)d(xa) —wijt3| < N + lcar|d(x,a) —d(x,S)] < N.Onen
déduit que y appartient a (111). O

Enfin on note (6%),,1257 : CA») — CA») I opérateur défini par

by\v1,v2, — (pP)V1:Y2s
(O iy (05) = (P iy (S)es
de sorte que

0b =

X

(02)5122%3 duy duyduzdvidvadvs.

Up,uz,u3

Ll,uz,u3,vl,v2,v3€[0,l[

Démonstration du lemme 4.49. Soit f € C4») Par définition

1067 = 6. () ey (a0
= 3 B—m+XiLol) 3 28(ro(Z2)—k)

k,m,lo,...LineN Ze)—,;l,k,m,(l() ..... Im)

m I km,(Lgs.orlm) b
(T s:(2)7 (o otmy =1 (Z)) = g7 (6 — 0) ()
i=0
On va voir que le lemme 4.49 résulte de I’inégalité (113) ci-dessous.

Soient k,m,ly,...,. [, € Net Z € Yxp’k’m’(lo """ ™) On va montrer qu’il existe
C=C(6,K,N,Q,P, M) tel que

E2(02—8)(NP <C Y D)+ D6z (NP (13)

ZeAy

,p.k.m,(lo,....[n),6,0

ou Az est la partie de qu formée des Z tels que pour tout

@1, sp, Sos s S (Uit myjcttiy (Z8)jetr...60)
c (T[Jllc,p,k,m,(lo,...,lm),G,O)—l (Z)
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on ait

(&lﬁ sy dpv §07 D §m’ (gi'])iE{O,...,m},je{l,...,l,'}) € (nf’k,m,(lo’m’lm))_l(Z)‘

On justifie maintenant le fait que I'inégalité (113) implique I’énoncé du lemme.
Le lemme 4.29 montre que pour Z € Az on a

H(ﬂ)hc,p,k,m,(l(),...,lm),6,0)—1 (Z) < Cﬁ(ﬂf’k’m’(lo""’lm))_l (Z)

avecC = C(§,K, N, Q, P, M). En sommant sur Z et en appliquant le lemme 4.24
a o = 6etw; =0, on voit que I’inégalité (113) implique I’énoncé du lemme.

L’inégalité (113) découle de I’inégalité (114) plus précise ci-dessous. Soient
Uy, Uz, U3, V1, V2,03 € [0, 1[. On va montrer qu’il existe C = C(§, K, N, Q, P, M)
tel que

ez — 0 ()P < C )> E5 (P (114)

5 V].,02.V3
Ze(AZ)uy aiz iy

ol (A z)u! vz, est ensemble des Z € Az tels que, en notant

wy = E(%ro(2)).

wy = E((2 + 2)ro(2)),
w3 = B((2 + 2)ro(2)),
wy = E((1 — L)ro(2)),
ws = E((2 — 2)ro(2)).

ws = B((§ — B)ro(2))

on ait, pour tout

(@i,....ap, Sov- -\ Sm. (Y)ieto....my.jetr,..i;r (Zd)jeqr,...61)
e (n)ﬂc,p,k,m,(l(),...,lm),6,0)—1 (Z)

et pour tout j € {1,...,6},

Z) = U {z € géod(x,b) | d(x,z) = w;}. (115)
bE§0
La condition (115) implique que pour Z € (Az)y\ w25, et pour j € {1,...,6}, 0on

a t({ (Z ) = w;.
Sous-lemme 4.51. Soit

@1,---10p, S0, Sy (Ficto....myjeqr....1;y) € (wPHm (ol =1 (7)),



La conjecture de Baum—Connes a coefficients pour les groupes hyperboliques 123

On définit (,‘Zé)je{l .6} par (115). Alors les parties ZJ sont de diameétre inférieur
ouégal a P/3 et il existe Z € (Az)ubis tel que

@1, 28,80, Sy (Ficro,..myjctr iy Zh)ictr...o) (116)

appartienne a (7P Fm10:lm)6.0y=1(Z)

Démonstration. Soit j € {1,...,6} et z,z/ € Z}. Soith € Sp. Ona z,7’ €
2N-géod(x,b)etd(x,z) = d(x Z’) doncpar (Hs(z,x,z',b)),d(z,z') <2N+6 <
P /3. Comme les parties Z’ sontnon vides et P/3 < M ,1’argument que nous venons
de donner montre aussi que la condition (115) est vérifiée par les autres éléments de
la classe d’équivalence Z de I’élément (116) et donc Z € (A A O

Sous-lemme 4.52. Pour Z € (Az)u s et

@12 dp, 80 s S (FVicromy ettty (ZD)ictt. o)
e (n)llc,p,k,m,(lo,...,lm),6,0)—1 (Z),

(Pl 3252 (So) ne dépend que de la connaissance des points de

B(x.k +2M)U B(So.M)U U B(Z].M) (117)
j€{1,...,6}

et des distances entre ces points.

Démonstration. 1lsuffitde montrer que I’ensemble (109) figurant dans le lemme 4.50
(avec SO au lieu de S) est inclus dans (117). Soit a € SO, jedll,...,6} ety €
38- géod(x, a) vérifiant

|d(x,y) —wj| <N + 65 + 4.

Soit z € géod(x,a) vérifiant d(x,z) = wj,, si bien que z appartient a Z{) Comme
|d(x,y) —d(x,z)]| < N + 68 + 4etquey,z e 35-géod(x,a), (Hs(y,x,z,a))
implique d(y,z) < (N 465+ 4) 435+ 6. On suppose (N +65 +4) +35+5 < M,
ce qui est permis par (Hjs). On a donc d(y, Z]) <M. O

Sous-lemme 4.53. Le cardinal de (A 7)., 3% 5% est majoré par une constante de la
forme C(8, K, N, Q, P, M).

Démonstration. Grace au lemme 4.28, pour connaitre les distances entre les points
de
U B(Zj.M) (118)
j€{1,...,6}
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et ceux de

U BG&.MuU U B(Y/, M) U B(x,k +2M) (119)

i€{0,...,m} i€{0,....m}

il est suffisant de connaitre les distances entre les points de (118) et C points de
(119), avec C = C(@,K,N,Q,P, M) et ces distances sont déterminées a
C'=C@O,K,N,Q,P, M) par Z et uy, us, us, v1, 2, v3 (en fait le lemme 4.28
fournit un énoncé légerement différent ot B(§0, M) figure dans (118) et non dans
(119), mais il est clair que cet énoncé implique le notre). O

Fin de la démonstration du lemme 4.49. D’apres le sous-lemme 4.52, pour

~ V1,VU2,V3
Z € (Az)uywyaiz ona

E7 (O = 0:)(f)) = (az)o 23 €5(f)

avec |(az)u} 1oy | < 78.Le sous-lemme 4.51 montre que pour Z € ypkm:Gosslm)
b 02,
Ez(((O) iz, — 00 () = > E5 (B2 — 6 ().
Ze(A )3

Par Cauchy—Schwarz et griace au sous-lemme 4.53 on en déduit (114). On a montré
(114) donc (113) et ceci termine la démonstration du lemme 4.49. O

4.7. Propriétés d’équivariance de la norme. Ce sous-paragraphe a pour but de
montrer la proposition 4.3. On recommande au lecteur de commencer par lire le
premier paragraphe de [Laf08], car la démonstration de la proposition 4.3 repose sur
les mémes idées que celle de la proposition 1.10 de [LafO8] mais sur des calculs
beaucoup plus compliqués.

On fixe p € {l,..., pmax} €t x,x’ € X. On rappelle qu’apres la définition 4.1,
pour k,m € Net (ly,...,l,) € N1 on aintroduit une relation d’équivalence sur
yplmQoseslm) o ot 7 pkm-Uossdm) g quotient, et g Lok 10se-oslm) I’application
quotient. On va introduire maintenant une relation d’équivalence plus fine

/ —
Y;J,k,m,(lo,...,lm) X, X Yxlj;ck/,m,(IO,...,lm)

et une autre encore plus fine

y Pokim (os.eilm) XX R )
X

telles que tout élément de 7% (0slm)

7 0.k.m,(lg,....1
Y)ix/ m,(lo m)

Yp’k’m’(lg’“"l’”), pour une certaine constante C = C(6, K, N, Q, P, M).

x,x’, %

a au plus 2d(x, x’) + 1 antécédents dans
et tout élément de Y7 ;’f’m’(lo""’l’") a au plus C antécédents dans
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On définit la relation d’équivalence

p.k.m.(g..... Im)

x.x’ —
Yxp,k,m,(lo ..... lm) Yxlj;ck/:m,(IO,...,lm)

de la fagon suivante :

(al’ ) apa SOa ceey Sm’ (yij)iE{O,...,m},je{l,...,l[})
et

(&17 D) &p’ SO’ KN Sm, (yi])le{o,,m},je{l,,l,})

?p,k,m,(lo,...,lm) g’

x,x’

sid(x',So) = d(x", Sp). L application

A . . A . v p.k.m,(lo,....1
ont méme image dans ils ont méme image dans Y? U0s--rslm) o

@i,...1ap, S0, Sm> (¥)icto....myjetr..iin) + d(x', So)

o p.k.m,(o,....0
Yx’ix/ (o m

se factorise donc en une application 7 : ) —» N. On définit une appli-

cation
k/: Yxlj;ck,,m,(loan-,lm) N |N
g Pk (l0...slm)

en posant, pour Z € Y 7

ro(Z)+d(x,x")—ro(Z)
2

k'(Z) = min(r§(Z), max(ro(Z)—ro(Z)+k., E( M+ (120

Voici le dessin dans le cas olt X est un arbre et p = 1 (si bien que Sy = {a;} et
on note b = a; pour que le dessin serve de nouveau dans la suite) et ot I’on prend
M = 0 dans la formule précédente. Dans ce dessin on a choisi

(0. (b)) € (") (@),

x,x’

on a représenté B(x, k) par une moitié de boule et on a noté u le point de B(x, k) a
distance minimale de b. On définit 1 comme le point de

N géod(,b)
X€B(x,k)

le plus proche de x’ (ce point est unique et appartient a géod(x’, b)). On remarque
que ¢ est aussi le point central du triangle ubx’. La formule précédente pour k'(Z)
devient

k'(Z) = min(d(x', b), max(d(x', b) — d(x,b) + k, 46D HdEx)=d(x.b) )
=d(x',1).

La boule B(x’,k'(Z)) (dont le bord contient #) est la boule de centre x” de plus
petit rayon telle que toute géodésique entre b et un point de B(x, k) la rencontre. On
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remarque que ¢ dépend de Sy = {b} mais que d(x’, ) ne dépend que de Z. Dans le
dessin ci-dessous, le premier cas est le cas ou b € B(x, k) et le deuxieme cas et le
troisieéme cas sont distingués par 1’appartenance ou non de u a géod(x, x’) (dans le
premier et le deuxieéme cas x’ n’appartient pas forcément a B(x, k)).

\\ \\

X y=1t¢ = b X \u =1 X lx £

/A
x/
’ / / x’
X

__/ __/

Premier cas Deuxieme cas Troisieme cas

On revient maintenant au cas général et on va distinguer trois cas comme dans le

fp,k,m,(lo,...,lm)

dessin pour les arbres. Soit Z € Y7,

Premier cas. On suppose ro(Z) < k.
Alors, par (120),

M
K (Z)=ry(Z) + > (121)
Deuxiéme cas. On suppose ro(Z) > k et ro(Z) —ry(Z) + d(x,x") < 2k.
Cette derniere condition implique

r(l)(Z) —ro(Z2)+k > E(r(/)(z)—ro(f)ﬁ-d(x,x’))

d’ou, par (120),

kK'(Z2) :r(’)(Z)—rO(Z)+k+%. (122)

Troisiéme cas. On suppose ro(Z) > k etro(Z) —r{(Z) + d(x,x") > 2k.
Cette derniere condition implique

ri(Z) —ro(Z) + k < E(r(/)(z)_ro(i)-l-d(x,x’))

et comme d(x, x") < ro(Z) + ry(Z) + N on en déduit, par (120),

' (Z)— : N
D@ e L omy o N (123)

k"(Z) — (E( =

On introduit maintenant une partition de Y,¥ ot (10rolm) pour larelation suivante :
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et
(&1, R &pa SOv ) Sn’h (yl‘])iE{O,...,m},jG{l,...,l[})

y P:k.m.os-...lm) pik,m,(lo,....lm)

L. A
sont en relation s’ils ont méme image Z dans ! par 7,

s’il existe une isométrie de

U BS.M)U |J B, M)UB(x,k+2M)U B(x',k'(Z) + 2M)

i€{0,...,m} i€{0,...,m}
jell,. 0}
vers
U BGSi.M)U U BH,M)UB(x,k+2M)U B(x',k'(Z) + 2M)
i€{0,...,m} i€{0,...,m}
jell, I
qui envoie a; sur d; pour i € {l,..., p}, S; sur S pour i € {0,...,m}, iyl] sur

3/7 pouri € {0,...,m}, j € {1,...,1;} et est Iidentité sur B(x,k + 2M) et sur
B(x',k'(Z) +2M).

On note Yxp xk ™ lom) 16 quotient de ¥,2+K™(10+Im) our cette relation d’équi-

valence, et lm) I’application quotient.

X, x/
Lemme 4.54. a) Les fibres de ’application surjective

v p.k,m,(o,...,1 v 0.km,(lo,....lm
Yx ¢ 0 — ypkm (o )
sont toutes de cardinal < 2d(x,x’") + 1.

b) 1l existe une constante C = C(8, K, N, Q, P, M) telle que les fibres de I’ap-

plication surjective

Yp,k,m,(lo,- Im) pk m,(lo,....Im)

x,x’ % - Y

soient toutes de cardinal < C.

Avant de montrer ce lemme, expliquons la stratégie de la preuve de la propo-
.. . 2 . 2 B
sition 4.3. On veut majorer ”f”t}ex,x(Ap) en fonction de ”f”‘;ex’,s(AP). D’abord

I/ ||§€ (a,) €St une somme pondérée indexée par certaines classes d’équivalence
x.s(Ap

Z € 7{’ et (10s:.slm) des carrés des formes linéaires

‘EZ:f*_) Z f(al,...,ap).

Grice au lemme précédent on peut couper chaque classe d’équivalence Z en mor-

ceaux Z (paramétrés par Y. xp Ko, 10s-...lm) ) dont le nombre est inférieur ou égal a

C(2a’(x,x’)+1).Onadoncpourtoutf,|§z(f)|2 <CRAx.x"+1) X515 (NI?

(par Cauchy—Schwarz) ou la somme porte sur les Ze Y;’ xk, o losslm) qong I’'image
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dans Y ksm,(os-lm) ot 7 On montrera ensuite (dans le lemme 4.61) que chaque
forme linéaire £5 est proportionnelle a une forme linéaire £z apparaissant dans la
formule pour || f ||§€x/ (A" Par définition Z est la donnée des distances entre les
points de B(x, k + 2M), ceux de B(x’,k’ 4+ 2M) et les points a distance < M de la
réunion de toutes les parties S; et yij . Le dessin ci-dessous correspond au troisi¢eme
cas du dessin pour les arbres (qui est le cas le plus intéressant) et les deux boules y
représentent B(x, k) et B(x', k’). Les parties S; sont représentées par des cercles plus
grands que les parties ?/ij dans un souci de clarté, bien que leur diametre maximal
soit plus petit (N au lieu de P).

parties éliminées parties conservées
//q-\\‘ . /_\ .
X \ :y,’,, Sm Sm/+1 ™ Sm/ S1 yé So
YA N AN )
/ N . ~ A N ~
y/ y/
’ m’ m’
N e éliminées | conservées
N\

\vw

La classe d’équivalence Z’ sera la donnée des distances entre les points de B(x' k' +
2M) et les points a distance < M de la réunion des parties S; et yi] situées a droite
de la boule B(x’, k"), qui sont indiquées sur le dessin comme “parties conservées”.
On montrera qu’il existe m’ tel que les parties conservées soient les S; pour i €
{0,....m'}, tous les ¥/ pour i € {0,...,m" — 1} et certains des ¥/ ,. La raison
pour laquelle & 7 est proportionnelle a £z est que la connaissance de 7 etdes parties
S; et yij éliminées (qui se trouvent dans B(x,k) ou B(x’,k’) ou entre ces deux
boules) détermine Z, car si I est une partie conservée et A une partie éliminée
toute géodésique entre B(I', M) et B(A, M) U B(x,k + 2M) traverse B(x', k" +
2M), comme on le verra dans le lemme 4.57. Par conséquent, pour connaitre les
distances entre B(I', M) et B(A, M) U B(x,k + 2M), il suffit de connaitre les
distances entre B(T', M) et B(x',k’ 4+ 2M), qui font partic de la donnée de Z.
La difficulté sera ensuite que chaque £z est proportionnelle a £ pour une infinité

de Z € U Uosennsm) Yf;k,’i"’(lo"“’l’”) et on devra vérifier que, compte tenu des

pondérations et grace a (Hp), la somme sur Z w’introduit pas de divergence.
Démonstration du lemme 4.54. Le a) vient simplement du fait que pour

J kom,(lo,...0
(alv"’7ap7S07"'7SWl7(yi )iG{O,...,m},]E{],...,li}) € Yxp " (0 m)



La conjecture de Baum—Connes a coefficients pour les groupes hyperboliques 129

on a d(x',Sy) € [d(x,So) — d(x,x"),d(x,S¢) + d(x,x")]. Montrons b). Soit
7 € kam(105 lm)

x,x’
Y)f e (1o, 1m) est majoré par une constante C = C(§, K, N, Q, P, M). On note
U un pomt de B(x, k) tel que pour tout

. On doit montrer que le nombre d’antécédents de Z dans

j Jkom (Lo lm)\—
(@1 ap. So.. .. S (Y)ieqo,my,jett,y) € (2 0Im)y=1(Z)

u soit a distance minimale de Sy (cela ne dépend que de Z car les distances entre
les points de So et ceux de B(x,k) font partie de la donnée de Z). On a alors
d(u, So) = max(0,79(Z) — k). On rappelle que d’apres le lemme 4.14, pour tout

j Jkom,(loy.lim)\—
(@1 ap. Sov- . Sme (Y )ieqo,my,jeqr, i) € (2 0tm)y=1(Z)

et pour b € Sy a distance minimale de u (si bien que u est un point de B(x,k) a
distance minimale de b) on a

SoU---uUS, U U y’C4P géod(b, u)

d’ou par le lemme 3.2,

U B, M)U | BH/,M)C (@M + 4P)-géod(b, u).

i€{0,...,m} i€{0,....m}

On va distinguer trois cas qui correspondent a peu pres aux trois cas envisagés dans le
dessin pour les arbres (auquel le lecteur peut se reporter pour lire la démonstration).

Premier cas. On suppose ro(Z) < k.
Soit

j Jkom,(lo,...,0 -1
(@1 p. S0 S (Y ictormyjetty) € (@h 001 (Z)
et b € Sy a distance minimale de u. On a alors b = u d’ou

U BSi,MmHu U B(Z’J ,M) C 2M + 4P)-géod(u,u)

i€{0,...,m} i€{0,...,m}
= B(u,M +2P) C B(x,k +2M)

ou la derniere inclusion vient de I'inégalité 2P < M que I’on suppose grace a (Hpy).

pikem,(lo,.. ’I”‘))_1 (Z) est un singleton et a fortiori I’image inverse de Z par

pkm 0seslm) pkm Loseeslm)

Donc (7,7,
I apphcatlon Y, — Y,

Deuxiéme cas. On suppose ro(Z) > k etro(Z) —ry(Z) +d(x,x") < 2k.
Par (122) on a

est un singleton.

K'(Z)=r{(Z)—ro(Z) + k + %
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Soit
(@i,...,ap, 50, Sm (¥ icto...myjctr...}) € (ﬂff/’m’(lo """ m=1(Z)
et b € Sy a distance minimale de u. On a donc
d(x,b) —d(x',b) +d(x,x") <2k + N, d(x,b) >k,

, / (124)
K'(Z) — (d(x",b) — d(x,b) + k + )| < N.

Soit t € B(x',k'(Z) + 2M) a distance minimale de b. On a u € géod(x, b), et
d(x,u) =k,d(u,b) =d(x,b) —k.Par (H(;)(x’,x, u,b))et(124)on a

d(x',u) <max(d(x,x")—k,d(x',b) —d(x,b) + k) +§
<dx',b)—d(x,b)+k+N +3§
— d(x',b) —d(u,b) + N + 6,

doncu € (N + §)-géod(x’,b).Onat € géod(x’, b),
d(x',t) = min(d(x',b), k' (Z) + 2M)
et |k'(Z) — (d(x',b) —d(u,b) + %)l < N donc

5M
d(x'.1) < K(Z) +2M < d(x'u) + 5= + N.
d(x',t) > min(d(x’,b),d(x",u) + % —2N —§),

et comme d(x’,u) < d(x’,b) + N + &, on en déduit

5M
d(x',1) —d(x",u)| < - tN (125)
car on suppose N + § < %, ce qui est permis grace a (Hyy).

Comme u € (N + §)-géod(x’,b) et t € géod(x’, b), et en utilisant I"inégalité
(125), (Hs(u, x', t, b)) implique alors

5M
d(u,z)g(%+1v)+(zv+5)+5=7+2N+25.

Cette inégalité reflete 1’égalité u = ¢ dans le dessin pour les arbres qui correspond au
deuxieéme cas.
On en déduit
(2M + 4P)-géod(u, b) C a-géod(t, b)

aveca = 2(% +2N +28)+ (2M 4+ 4P). Le lemme 4.18 montre que les distances
entre un point de - géod(z, b) et les points de B(x',k’(Z) + 2M) sont déterminées
par les distances entre ce point et les points de

B(x',k'(Z) +2M) N B(t,a + 48) C B(t,a + 48) C B(u, B)
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avec B = (M 12N +28) + o +48 = 3(3L + 2N +26) +2M + 4P +48. Donc
les distances entre les points de I’ensemble

U BGS.M)U U BE/ M) (126)
i h

Jell i}

(qui est inclus dans (4P + 2M)-géod(u,b) C «-géod(t,b)) et les points de
B(x',k’(Z) + 2M) sont déterminées par les distances entre les points de (126) et les
points de B(u, ). D’autre part le ¢) du lemme 4.17, appliqué a

— (u,b) au lieu de (c,d),
li} eH

i

...............

— J C I le singleton tel que {w;, j € J} = {u},
— (o, pi)égala (0,B8)pouri € Jeta (4P, M) pouri € I \J

montre que les distances entre les points de I’ensemble (126) et ceux de B(u, )
sont déterminées par les distances entre C = C(6, K, N, Q, P, M) points de (126)
(déterminés par ladonnée de Z) etles points de B(u, B). De plusle cardinal de B(u, §)
est majoré par une constante de la forme C(3, N, K, Q, P, M) et les distances entre
ces C points de (126) et les points de B(u, 8) sont déterminées a 8 prées par la donnée
de Z. Cela termine I’étude du deuxieéme cas.

Troisiéme cas. On suppose ro(Z) > k et ro(Z) —r{(Z) + d(x,x") > 2k.

Par (123) on a

ri(Z)—ro(Z)+d(x,x") M)‘ - N
2 )= 5

K'(Z) — (E(
Soit
@1, ap, Sos- s Sy (Y Victo,..myjetr. 1y) € (ﬂf,’f/’m’(lo """ my=1(z)
et b € Sy a distance minimale de u. On a donc
d(x,b) —d(x',b) +d(x,x") =2k — N, d(x,b) >k,

, / M
K'(Z) — (E(d(x ,b)—a’(xz,b)-l—d(x,x)) + 7)) <N.

Comme d(x,b) —d(x',b) + d(x,x") >2k — N, (Hé?(x’,x,u,b)) donne

d(x',u) <max(d(x',x)—k,d(x',b) —d(x,b) + k) +§
<d(x,x)—k+ N+
=d(x,x')—d(x,u)+ N +§

donc
u € (N + 8)-géod(x’, x).
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Donc

’ 4 M
K(Z) - (E(d(x ,b)+d(; ,u)—d(u,b)) n 7)| <2N +6. (127)

Soitu’ € B(x',k'(Z)+2M) adistance minimale de u etb’ € B(x',k'(Z)+2M)
a distance minimale de b. Soit w € 4 P- géod(u, b). On applique le lemme 4.6 2 u, b,
x',u', b, wavec! = 2 et x’ comme point base. On note ¢ le point central du triangle
de sommets Wu, Wb, Wx’. Dans le dessin ci-dessous le point de géod(Wu, ¥h) le
plus proche de Ww est arbitraire.

Yw ;
Wy | . wh
Wy’ vy’
Wx'
On a
Ux/, W Ux', Uh) —d(Vu, ¥
d(\llx’,t)=d( x',Wu) + d(¥x', ¥b) — d(Vu, Vb)
2 (128)
d(xl’u) + d(x/’b) - d(uab) d(x,’u) + d(x/’b) - d(uab)
e[ > , 7 —|—8].

Gréce au a) du lemme 4.7 on a de plus

Yu' € géod(Wx', Yu), d(¥x',Vu') =min(k'(Z) +2M,d(¥x’', Yu))
et
Wh' € géod(Wx', Wh), d(¥x',¥b') =min(k'(Z) +2M,d(¥x', ¥b)).

Par (127) on a k'(Z) + 2M > d(x/’qu(z/’b)_d("’b) + § car on suppose 22 >
2N + 26 + 1, ce qui est permis par (Hjs). On déduit alors de (128) que

5M
Yu' € géod(t, Yu), d(t,VYu') < - +2N +38
et

5M
Wh' € géod(r, Wh). d(1,Wh) < = +2N +36.

Grice au a) du lemme 4.7 on a Yw € (4P + 25)- géod(Wh, Wu) donc Yw est a
distance < 2P + § de géod(Wh, Wu). Donc 1’une au moins des assertions suivante
est vraie (suivant que le point de géod(Wb, Wu) le plus proche de Ww appartient a
géod(Wh, 1) ou géod(t, Yu)) :

— Ww est a distance < % + 2N + 2P + 26 de géod(Wh', Uh),
— ou Yw est a distance < % + 2N + 2P + 26 de géod(Wu', Yu).

Il résulte facilement de ce qui précede et du b) du lemme 4.7 que 1’une au moins des
assertions suivante est vraie
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— we (5M + 4N + 4P + 86)-géod(D', b),

—ouw € (5M + 4N + 4P + 85)-géod(u’, u).
On suppose 4N + 4P + 85 < M, ce qui est possible par (Hys). Il résulte de
ce qui précéde que w € 6M-géod(d’,b) U 6M-géod(u’, u). On applique ceci a
w e Uie{o,...,m} S; U Uie{o,...,m},je{l,...,l,-} ;yif C 4P-géod(u, b). Donc I’ensemble

U BGS.MU U B(Y/, M) (129)

i€{0,...,m} i€{0,...,m}

est inclus dans 8 M - géod(b’, b) U 8M - géod (u’, u).

En appliquant le lemme 4.18 a o« = 8M, (u, u’) (resp. (b, b’)) au lieu de (b, u) et
(x',k’(Z)+2M) aulieu de (x, [) on voit que les distances entre n’importe quel point
y € 8M - géod(u’, u) (resp. y € 8M -géod(b’, b)) etles pointsde B(x', k' (Z)+2M)
sont déterminées par les distances entre y et les points de

B(x'.k'(Z) +2M) N B(u',8M + 48) C B(u',8M + 48)
et

B(X',k'(Z) +2M) N B(b',8M + 48) C B(b',8M + 46)
respectivement. De plus
dw',b') <d(Yu', b)) + 28 <d(Wu',t) +d(t,¥b') + 28 <5M + 4N + 4§

donc B(b',8M + 48) C B(u',13M + 4N + 85). On a Yu’ € géod(Yu, ¥h) donc
u’' € 48-géod(u, b) par le b) du lemme 4.7. En appliquant le ¢) du lemme 4.17 &

— (u,b) aulieude (c,d),

— {wi,i e Iy égala 'y UlUicqo . my Si UlUicqo,.my.jettny Yi s
— J C I le singleton tel que {w;, j € J} = {u'},
— (o, p;) égal a (46,13M + 4N + 838) pouri € Jeta (4P,M)pouri € I \ J,

onobtient que les distances entre les points de I’ensemble (129) et ceux de B(u’,13M +
4N + 84) sont déterminées par les distances entre C = C(§, K, N, Q, P, M) points
de (129) (déterminés par la donnée de Z) et les points de B(u’, 13M + 4N + 85). De
plus ces distances sont déterminées a C' = C(6, N, K, Q, P, M) prés par la donnée
de 7 € 7Pkl

Cela termine ’étude du troisiéme cas et achéve donc la démonstration du
lemme 4.54. O

On définit la norme pré-hilbertienne || - [, ., , (a,) sur C@r) de la méme

§ P, Uo,elm)

fagon que || - || 5, ,(a,), mais en remplacant Yxp’k’m’(lo’“"lm) par Y0,
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i pk,m, (o, slm)
Yx x/ %

Plus précisément, pour Z € on note £z la forme linéaire sur C(@r)

définie par

SZ(f)z Z f(al,...,ap).

p.km.(gy,....Im)  _
kg /
X, X7,k

Puis pour f € C») on pose

2 — m . —
||f||=7€x (A = Z B—m+>ioli) Z e25(ro(2)—k)
o k,m,lo,....LmeN Ze?p’k,’m’(lo ,,,,, Im)
m _I Jem,(10seedm) — _
(T si@) )l tomh =1z =gz (1)
i=0

Lemme 4.55. En notant C la constante qui apparait dans le b) du lemme 4.54, on a
pour tout f € CA»),

||f||=2}'€x’s(A,;) = C(Zd('x’x,) + I)Hf”‘z%x.x’_*.s(Aﬂ)'

Démonstration. Celarésulte immédiatement du lemme 4.54, de I’inégalité de Cauchy—
Schwarz et du fait que pour Z € Y,2-Km:lowlm) o 7 o 7 PKm(l0.eslm)
de Z, c’est-a-dire que

antécédent

Jkom, (Lo limN—1 /5 vl —
(T[p m,(lo )) I(Z) C(n,)ICJ,k,m,(lO, N )) I(Z)

x,x’, %

on a évidemment §((rr 2570y =1 (Zyy < g((pFom oty =1(zy) O

Démonstration de la proposition 4.3 en admettant le lemme 4.56.  Grace au lem-
me 4.55, pour montrer la proposition 4.3 on est ramené a montrer le lemme suivant.
O

Lemme 4.56. I existe une constante C = C(§, K, N, Q, P, M, s, B), tel que pour
tout f € CA»),

2 3sd(x,x
”f”'}(x,x’,*,s(Ap) <Ce

0) 2
11, -
La preuve du lemme 4.56 occupe toute la suite de ce sous-paragraphe.
Afin de mieux comprendre le lemme suivant, on peut se référer au dessin pour les
d(x,x")+ro(Z)-r{(Z
arbres, en remarquant que max (k, (%) roz( )=ro(Z)
dessins et d(x, t) dans le troisieme.

) vaut k dans les deux premiers

Lemme 4.57. Soit

J kom,(lo,...0
@1,---1ap,S0s - Sy (YD)icto....myjetr...1y) € Y, plom:Uoslm)
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a) 1l existe un unique m' € {0, ..., m} tel que

d(x,x")+ro(Z2)-1}(Z)
2

Amax (x, S;) < max(k, Y+ M pouri >m’

et

/

Y+ M pourl <i <m'.

dax (x5 S7) > max (k, 2&* )+r02<2)—r0(z)

b) Pouri >m'et j €{1,...,li}ona

Ao (X, :ylj) < max(k, d(x,x )+r02(Z)—r0(Z)

)+ M +2P +6.
c)Soit J CA{l,..., Ly} Uensemble des j tels que

)+ M +2P +38.

s (¥, Y7 ) > max(k, 20D 10(2)

Onécrit J = {j1.....jJy yavecl, , =8J €{0,... . I}et j1 <--- < jy eton
notek' =k'(Z)oun Z € ?xp;ck,’m’(lo"“’lm) est tel que

; Jen (Lo eees ) —
(@i,....ap, S0, Sm, (¥ )iecto,..my.jetr,..iiy) € @L" Gorlmh=1( 7).

Alors
J Ja
(@i,....ap,So. s Sy (Y)icto,m—1yjett.ndiy Y retr,nr )
Pk (ool 110 )

appartient a Y,
d) Pour tout z dans

B(x,k+2M)u U BSi,M)U U B . M)u U BWY., M)

ie{m’'+1,....m} ietm’+1,...m} jeJ
Jedl....l;}

et pour tout z' dans

U BGS.Mu U B .M)uU B, M),

i€{0,...,m"} i€f{o,...m’'—1} jeJ
JE{l,.. .03}

géod(z, z) rencontre B(x', k' +2M — 20).
e) Pour tout

~ ~ T S ~j UJix
(@i,....ap, Sos s Sy (Y)ieo,m -1y jett.diy, Y aeqr,n )
appartenant a la méme classe que

(ar,....ap.So.- ... Smrs (Y icto,.om—13,jett,tiys i) aetr., .y
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5Pk m (10, 101 )

dans 'Y, """ pour tout z dans
B(x,k+2M)u U  BS,M)u U B .Myu U B, M)
ie{m'+1,...,m} ie{_m’;}—l..}.,;n} jéJ
Jeil.. .., i

et pour tout Z' dans

U BGS.Mmu U B . Myu U BT

m/’
i€{0,...,m’} i€t0,...m/—13 Ae{l, ! )

M),

géod(z, z') rencontre B(x', k' + 2M).
Remarque. L’intérét de e) est que la classe de
(@s....ap.So..Sm,(¥ieo,...my,jet,...13)

dans Y ;4 ;le"f’(lo""’lm) est déterminée par celle de

(ar,....ap.So.- ... Smrs (Y icto,.om—13,jett, iy i) aetr., .y

Sp.k m (o, —150,0)

dans Y, et par la connaissance des parties “éliminées”

(S ietm+1,my Y ictm+1,.omy,jett, iy (V)i

qui se trouvent en gros entre les boules B(x,k + 2M) et B(x', k' +2M).
Démonstration. Le a) et le b) résultent des lemmes 4.12 et 4.13. Comme la preuve
de c) et d) est longue on commence par montrer que d) implique e). Cela résulte du
sous-lemme suivant, appliqué a r = k’ + 2M, et x’ au lieu de x.
Sous-lemme 4.58. Soitr > 28 et z,z', 2’ € X tels que

— géod(z, z) rencontre B(x,r — 28),

— pourtouty € B(x,r), d(y,z") =d(y,2).

Alors géod(z, 2") rencontre B(x,r).

TR
B(u,28)~—"
'x
B(x,r)
N /
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Démonstration. Soitu € géod(z, z')NB(x, r—268). Onveutmontreru € géod(z, Z').
Supposons par 1’absurde que cela ne soit pas vrai. Soit # € B(z,d(z,u)) a distance
minimale de Z’. On a alors d(#,2') < d(u,z’) = d(u,z’) < d(@,z') donc it ¢
B(x,r)etenparticulierd (u, ) > 26+ 1. Soitv € géod(u, u) vérifiantd (u, v) = §+
1. Par (Hy(z,u,v,i)) onad(z,v) < d(z,u). Par (H)(Z',u,v,@)) onad(Z',v) <
d(Z',u). Comme v € B(x,r)onad(z’,v) = d(Z,v). On en déduit que d(z,v) +
d(z',v) <d(z,u) + d(z',u) = d(z,z') ce qui est impossible. O

Suite de la démonstration du lemme 4.57. 1l reste a montrer ¢) et d). Pour le faire on
distingue trois cas comme dans le dessin pour les arbres et dans la démonstration du
lemme 4.54.

Premier cas. On suppose ro(Z) < k.

Alors k' = ry(Z) + % par (121). D’apres le lemme 4.12 et la remarque qui
suit la définition 4.1, onam = 0 et [p = 0, donc ¢) est évident. Comme Sg C
B(x',rg(Z)+ N)ona B(So,M) C B(x",k'+2M —28§)car M > N +25etd)en
résulte, puisque pour z’ comme dansd)ona z’ € B(x', k' + 2M — 26).

ro(Z)—r (Z)+d(x,x")
— <k.

Deuxieme cas. On suppose ro(Z) > k et
Par (122) on a alors

M
k' =ri(Z)—ro(Z) + k + >

Soitu € B(x, k) a distance minimale de Sy et b € Sy a distance minimale de u. Pour
la suite on note le fait suivant. Comme d(x, b) — d(x’,b) + d(x,x’) <2k + N et
u € géod(x, b), (H(?(x/, x,u, b)) implique

d(x',u) < max(d(x,x)—k,d(x',b)—d(x,b)+k)+8 < d(x',b)—d(b,u)+ N +8

et
u € (N + 8)-géod(x’, b). (130)

Onak’ > d(x'.b)—d(x.b) +k+% —N =d(x'.b)—d(u.b) + 4 — N d’ot,
grace a (130),

M
K 2 d(x'.u) + = —2N = 6. (131)

d(x,x")+ro(Z)—r{(Z)
2

Comme max(k, ) = k, pour passer de

.....

(@,....ap, So. ... Sm. (¥ieto,..m—13,je1, 13 (Y 2enn .y

on enleve les S; et les Zyij pour i > 1 vérifiant dyax(x, S;) < k + M et les ‘JJ,J,;,
vérifiant dp,y (x, Z/,Jn,) <k + M + 2P + §. Pour vérifier c) on va montrer que les
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conditions 1), ii), iii) et iv) de la définition 4.1 sont satisfaites par

(@y,....ap,So,....Smw, (yij)ie{O,...,m’—l},je{l,...,l,j}7 (y,j,‘i\/))te{l,...,l’;l,})-
On vérifie d’abord i). Soiti € {0,...,m' — 1}, y € Sj+1,a € S; et X € B(x,k) tels
que
— y e4b-géod(x,a)etd(y,a) €e]N — 26, ON|,
—ouye€ F-géod(X,a)etd(y,a) > %
On note ¢ = 4§ ou F suivant le cas, de sorte que y € «a-géod(x,a). Comme

d(x,Si+1) > dmax(x, Si+1) —Neti +1€{l,...,m'},ona

d(x,y)>k+ M — N.

X 4

X

)
7

Pour vérifier i) il suffit de montrer qu’il existe ¥’ € B(x’, k') telque y € - géod (X', a).

Cela résulte du sous-lemme suivant appliqué ac = 46oua = Fetaf =M — N.
On a F > 44§ et on suppose F + 38# < M — N, ce qui est permis par (Hyy).

Les hypotheses du sous-lemme suivant sont donc satisfaites et cela termine la preuve
de 1).

Sous-lemme 4.59. Soit o, B € N vérifiant F + 38% < B. Soita € 2F - géod(u, b),
X € B(x,k) et y € a-géod(X,a) tel que d(x,y) > k + B. Alors il existe X’ €
B(x', k') tel que y € a-géod(X', a).

Démonstration du sous-lemme 4.59. Commea € 2 F - géod(b, u) etu € §- géod(X, b)
par le lemme 4.9, on a a € (2F + §)-géod(x,b) par le lemme 3.3, et comme
y € a-géod (X, a) on en déduit

y € 2F + 6 + a)-géod(x, b).

On applique le lemme 4.6 & {x,u, b, X, y} avec [ = 2 et x comme point base. Soit ¢
le point de géod(WXx, Wh) le plus proche de Wy.
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Uy Wy

Wy . vh
Yy t

Graceaua)dulemme4.7onaWy € (2F 43§ +«)- géod(WXx, Uh),d’oud(Vy,t) <
F + 38% De plus d(Wx,Vy) = d(x,y) > k + B. Comme F + 38% < B on
adWx,t) > k = d(Wx,VYu) et comme d(¥x, VX)) < k on en déduit Yu €
géod(Wx,Vy)etu € 45-géod(X, y) par le b) du lemme 4.7 .

Soit X’ € géod(X, y) vérifiant d(y, X’) = min(d(y,u),d(y, X)). On a alors, par
(H(?(u, v, %',%)),du,X") <58 . Par (131)onak’ > d(x',u) + % —2N —{deton

suppose 2N + 68 < M ce qui est permis par (Hyy). Alors d(x', %) < k’ et ceci
termine la démonstration du sous-lemme 4.59. O
Fin de I’étude du deuxiéme cas. On vérifie maintenant ii). Soiti € {I,...,m’}.Ona

S; C2F-géod(b,u)

par le a) du lemme 4.14. On a dy.x (x, S;) > k + M par hypothese. Soita € S;.Ona
alorsd(x,a) >k + M — N d’oud(u,a) > M — N.Par (130) et le b) du lemme 3.3,
onau € 2F + N + §)-géod(x’,a). D’oil

d(x',a) >d(x",u) +d(u,a)— 2QF + N +68) > d(x',u) + M — (2F + 2N +§).

Or
/ i M
k fd(x,b)—d(x,b)+k+7+N
M
=d(x',b) —d(b,u) + - TN
M
<d(x',u)+ > + N.
D’ou

M
d(x’,a)>k’—|—7—(2F+3N+8)2k’+P

car on suppose 2F +3N +68)+ P < %, ce qui est permis par (H)s). Cela achéve
la preuve de ii).

La propriété iii) est immédiate.

On vérifie maintenant iv). Soit j € J. On commence par montrer d(x’, Zy;;,) >
k' + 3P. On rappelle que Zy,{l, C 4P-géod(x,b) et d(x, yr]';,) >k+ M+ P +6.
Soit y € y}L" On a alors

db,y) <d(x,b)—d(x,y)+4P <d(b,x)—k —M —§ + 3P
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et
d(x'.y) z d(x'.b) —d(b. y)
>d(x'.b)—d(x.b) +k+M+5§—3P

M
zk/+7—N+8—3sz’+3P.

car on suppose % — N +68—3P > 3P, ce qui est permis par (Hyy).

1l reste donc a montrer que pour tout y € ¥/, il existe a € Sy et X' € B(x', k)
tels que y € 2P-géod(X’, a). Soit y € Z/,Jr'z,. On va distinguer deux cas.

On suppose d’abord m’ < m. Alors il existe a € Sy et w € Spy41 tels que
y € P-géod(w,a). Par le a) du lemme 4.14, w et a appartiennent a 2 F - géod(u, b).
Comme u € géod(x,b) le b) du lemme 3.3 montre ¥ € 2F-géod(x,w). Donc
du,w) <d(x,w)—k +2F.

Q/A

D’autre part d(x,w) < dmax(*, Sm+1) < dmax(x, Smr) < d(x,a) + N et
d(x,a)—k < d(u,a).Onendéduitd (u, w) < d(u,a)+2F +N).Lelemme 4.8 ap-
pliqué a (u,b,a, w) aulieude (x, y,a,b)eta 2F,2F,2F + N) aulieude («, 8, p)
montre alors w € (6F 4+ 2N + §)-géod(u,a). On en déduit y € (6F + 2N +
8 + P)-géod(u,a) par le lemme 3.3 et donc y € 2P-géod(u,a) car on suppose
P >6F +2N + 6 grace a (Hp). On suppose % > 2N + 6 grace a (Hyy). Par (131)
onaalors u € B(x’, k). En prenant ¥’ = u on a fini.

On suppose maintenant m’ = m. Il existe a € S,, et X € B(x,k) tels que
y € 2P-géod(X,a). On veut montrer qu’il existe X’ € B(x',k’) tel que y €
2P-géod(X’,a).Onad(x,y) >k + M + P + §. On applique le sous-lemme 4.59
aveca =2P et = M + P + 6. On suppose F + 38% < B, ce qui est permis par
(Hm).

Il reste & montrer d). Le premier ensemble de d) est inclus dans B(x,k + 2M +
2P + 8) et le second ensemble de d) est inclus dans 2M + 4P)-géod(u, b). On a
Bu,22 _2N —38) C B(x', k' +2M —28) grice a (131). Il suffit donc de montrer
que pourz € B(x,k +2M + 2P + §)etz' € QM + 4P)-géod(u, b), géod(z, z')
rencontre B(u, % — 2N — 36). Par (Hb?(z,x,u,b)), onau € §-géod(x,z) ou
u € §-géod(z,b). Si u € 6-géod(x,z), d(u,z) < 2M + 2P + 2§, donc z €
géod(z, z’) appartient & B(u, % — 2N — 38) car on suppose % >2P +2N + 56




La conjecture de Baum—Connes a coefficients pour les groupes hyperboliques 141

grice a (Hypy). Si u € §-géod(z, b), comme z/ € (2M + 4P)-géod(u,b), on a
u € 2M + 4P + 6)-géod(z, z’) par le b) du lemme 3.3, donc ¢ € géod(z, z’)
vérifiant d(z,¢) = min(d(z,u), d(z, z’)) satisfait, grace a (Hg)(u, z,t,z"),

5M
d(u,t)§2M+4P+25§T—2N—38

car on suppose 2M + 4P 4 2§ < % — 2N — 36 grace a (Hyy). Cela termine la
preuve de d) et donc I’étude du deuxieme cas.

Troisiéme cas. On suppose ro(Z) > k et rO(Z)_rO(f)er(x’x ) > k.

Par (123) on a alors

’ _ ’ M N
v (E(’0<Z) (@)t _)\ N 132)
2 2
Comme max (k, d(x,x’)+r02(Z)—r()(Z)) = d(x,x')+r02(z)—r(’)(2) , pour passer de

(a17 ) apa SOa ceey Sm’ (yl’])iG{O,...,m},je{l,...,l[})

o

(@i, ap,So. s Smrs (Yicto,..m—13, jett, i} (y,j,f/)xe{l,...,l;n,})

on enleve les S; et les Z/i] pour i > 1 vérifiant

ro(Z) —ro(Z) +d(x,x’)

dmax (x, S;) < 5 + M
ainsi que les y,’,'l, vérifiant
; Z)—ry(Z)+d(x,x’
dmax (x, Y;,)) < r0(2) = 1o(Z) + dix. ) + M +2P +38.

2

Soit u € B(x, k) a distance minimale de Sy et b € Sy a distance minimale de u. 1l
résulte de (132) que

’ - ’
> d(x',b) —d(x,b) +d(x,x") +ﬂ

. > (133)
et
’ /
_ M
K < d(x',b) d(xz,b)+d(x7x) +?+N. (134)

Pour vérifier ¢) on va montrer que les conditions i), ii), iii) et iv) de la définition 4.1
sont satisfaites par

(ar,....ap.So. .. Smrs (Yicto,..m—13, jett, i} (:yrj,,/\/))ke{l,...,lr’n,})-

On vérifie d’abord i). Soiti € {0,...,m' — 1}, y € Sj+1,a € S; et X € B(x,k) tels
que
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— y € 4b-géod(x,a)etd(y,a) E]N — 26, ON],
—ouye€ F-géod(x,a)etd(y,a) > %
On note ¢ = 46 ou F suivant le cas, de sorte que y € «-géod(X,a). Comme

d(x,Si+1) > dmax(x, Si+1) —Neti +1€{l,...,m'},ona

d(x.y) = WA= r‘/’(i) TACX) oy

> d(x,b)—d(xz,b)+d(x,x) +M—%.

Pour vérifier i) il suffit de montrer qu’il existe ¥’ € B(x’, k') telque y € - géod (X', a).

Cela résulte du sous-lemme suivant appliqué a @ = 4§oua = Feta f =
M—%.OnaF > 44 et on suppose F + %%F +6+N < M—%,cequiest
permis par (Hjz). Les hypotheses du sous-lemme suivant sont donc satisfaites et cela
termine la preuve de i).

Sous-lemme 4.60. Soit «, 8 € N vérifiant F + 38% +8+ N < B. Soita €
2F-géod(u,b), X € B(x,k) ety € a-géod(X, a) tel que

d(x,b) —d(x',b) + d(x,x")
2

d(x,y) = + B

Alors il existe X' € B(x', k') tel que y € a-géod(X', a).

Démonstration du sous-lemme 4.60. Commea € 2F - géod(b, u) etu € §- géod(X, b)
par le lemme 4.9, on a a € (2F + §)-géod(x,b) par le lemme 3.3, et comme
y € a-géod(X,a) on en déduit y € (2F + § + «)-géod(x, D). On applique le
lemme4.6a{x,b,x’, X, y}avec! = 2etx comme pointbase. Soit¢ € géod(VX, Wb)
a distance minimale de W¥y. Comme y € (2F + § + «)-géod(X,b), on a Wy €
(2F + 36 + a)- géod(WX, WUb) par le a) du lemme 4.7, donc d(Wy,t) < F + 38%
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Or
dx,b)—d(x',b) +d(x,x’
(x,b) —d( . ) +dx.x) 8

N
Zh— o+ B>k (F+ 25

d(Wx,Wy) =d(x,y) =

par hypothése. Donc d(Wx,t) > k et comme d(Wx, ¥X) < k,t € géod(Wx, Ub).

v Wy
Wx t' wh
r t
xl
De ce qui précede on retient aussi que
d(x,b) —d(x',b) + d(x,x") 3§+«

d(¥x,t) >

+B—(F+

5 ). (135)

Soit ¢’ 1e point de géod(Wx, ¥h) a distance minimale de Wx’. On a donc
d(Wx,Wb) —d(Yx',Ub) + d(¥x, ¥x')

d(Wx,t') =

2 (136)
d(x,b) —d(x',b) +d(x,x") d(x,b)—d(x',b) +d(x,x")
el , + 6]
2 2
par le lemme 4.6. Comme F + 38;“ 4+ 6 + N < B par hypothese, il résulte de (135)

et (136) que d(Wx,t') < d(¥x,1). Par ailleurs d(Wx,1") > d(x’b)_d(x/z’b”d(x’x/) >
k — N. Sit désigne le point de géod(Wx, ¥h) a distance minimale de WX, comme
d(Wx,¥x) <k,onad(V¥x,f) < k,doncd(¥x,t") > d(¥x,i)— N (dans le dessin
ci-dessus ¢’ pourrait étre entre Wx et f, mais dans ce cas a distance < N de ). En
tous cas on a d(t', géod(7,1)) < N, d ot d(t', géod(¥X, ¥y)) < N.On en déduit
d(Wx', géod(Wx,Wy)) < d(Wx',t') + d(t', géod(¥X, ¥y))

<dWx',t'y+ N

_d(Wx, Wx') +d(Wx', Wb) — d(Vx, Ub) n

B 2

dx,x")+dx',b) —d(x,b
LA D)

N

Par le ¢) du lemme 4.7,

d(x', géod(%, y)) < d(Wx', géod(¥X, ¥y)) + 35 + 1
- d(x,x") +d(x',b) —d(x,b)

2
grice a (133) et car on suppose 2N + 3§ + 1 < % ce qui est permis par (Hpy). 11

existe donc X’ € géod(%, y) N B(x’,k’). On a alors y € a-géod(X’,a). O

+N+35+1<k
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Fin de I’étude du troisiéme cas. On vérifie maintenant ii). Soiti € {1,...,m’}. Ona
S; C 2F-géod(b,u) C 2F-géod(x,b)

par le a) dulemme 4.14. On a dyx (x, S;) > ) + M par hypothese.

Soita € S;. On a donc

ro(Z)—ry(Z)+d(x,x’
2

d(x,a) > 2B~ r‘/’(? A Ly

- d(x,b) —d(x',b) + d(x,x")
- 2

(137)

+ M —2N.

Donc d(b,a) < d(x,b) —d(x,a) +2F < 4ecbrdb=dx) _pr 4 oN 42F)
et

d(x'.b) +d(x.x) —d(x.b) |

d(x',a) > d(x',b)—d(b,a) > 5

M — (2N + 2F).
Grace a (134) on en déduit
! / M /
d(x',a) >k +?—(3N+2F)Zk + P

car on suppose % > (BN 4+ 2F) + P, ce qui est permis par (Hjs). Ceci acheve la
preuve de ii).

La propriété iii) est immédiate.

On vérifie maintenant iv). On note b et u comme dans la preuve de 1). .Soit
j € J.On commence par montrer d(x’, ¥} ,) > k' + 3P. On rappelle que ¥/, C
4P-géod(x,b) et
; Z)—ry(Z) +d(x,x’
d(x. Yl z A TR TAOX) |y

d(x,b) d(z’ b) + d(x,x") (138)
x,b) —d(x’, X, X
= 5 +M+P+65- >

Soit y € iy,],'l,. On a alors, grace a (138),

d(b,y) < d(x,b) —d(x,y) + 4P

< d(x,b)+d(x2,b)—d(X,x) —M—|—3P—8+%

et
d(x',y) = d(x',b)—d(b,y)
/ _ /
A& D) —deb) +dxx) ey N
2 2
M 3N
zk/+7+8—3P—72k/+3P
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ou I’avant-derniere inégalité a lieu par (134) et ou, pour la derniere, on a supposé
% +86—3P — % > 3P, ce qui est permis par (Hpp).

11 reste donc & montrer que pour tout y € ¥/, il existe a € Sy et X' € B(x', k')
tels que y € 2P- géod(X’, a). Soit y € yr]n,. On va distinguer deux cas.

On suppose d’abord m’ < m. Alors il existe a € Sy et w € Spy41 tels que
y € P-géod(w,a). Ona w,a € 2F-géod(u, b). D’autre part

d(X, w) < dmax(X, Sm’+1) =< dmax(xa Smr) < d(x’a) + N.

Le lemme 4.8 appliqué a (x, b, a, w) au lieude (x, y,a,b) et 2QF,2F, N) au lieu de
(o, B, p) montre alors w € 2F 4+ 2N + §)-géod(x, a).
y

TN w \a
T
- / u v b

AN /
~—— ’

X

_ E(d(x,b)-‘rd(xz,x’)—d(x’,b))' Par

Soit maintenant v € géod(x, b) vérifiant d(x, v)
(Hgo(x/, x,v,b))ona

v € géod(x,b) N (§ + 1)-géod(x, x") N (§ + 1)-géod(x’, b)

et

- d(x',b) —d(x,b) +d(x,x")

S+1<k
5 +84+1<

d(x',v)
ol la derniére égalité a lieu grace a (133) car on suppose N + 6 + 1 < & ce qui est
permis par (Hys). On a donc v € B(x', k’).

Comme y € P-géod(w,a)etw € (2F + 2N + §)-géod(x,a)onay € QF +
2N + 6 + P)-géod(x,a). Par (137)onad(x,a) > d(x,v) + M — 2N, et comme
a € 2F-géod(x,b) on en déduit d(b,a) —d(b,v) < —M 4+ 2N + 2F < —§ car
on suppose —M + 2N + 2F < —§ griace a (Hyy). Alors (H(;’(a,x, v, b)) donne
v € 6-géod(x,a). Grice a (138) on a

d(x,b) d(xsb)+d(x?x)+M+P+8_ﬁ
2 2 (139)
N
Zd(x,v)—?+M+P+5-

d(x,y) =

Par (H;F“N’LHP (v,x,y,a))ona

d(v,y) <max(d(v,x)—d(x,y),d(v,a) —d(a,y)) +2F + 2N + 2§ + P.
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Ord(v,x) —d(x,y) + 2F + 2N + 25 + P < 0 par (139) et car on suppose
2F +2N +25+ P < —% + M + P + 4§, ce qui est permis par (Hpz). D’ou
y € QF 42N 425+ P)-géod(v,a). Grice a (Hp) on suppose P > 2F +2N + 26,
d’ott y € 2P-géod(v, a). En prenant ¥’ = v on a fini.

On suppose maintenant m’ = m. Il existe a € S,y et X € B(x,k) tels que
y € 2P-géod(X,a). On veut montrer qu’il existe X' € B(x',k’) tel que y €
2P-géod(X’,a). Grace a (138) on peut appliquer le sous-lemme 4.60 avec o« = 2P
etB=M+ P +8—%.Onsuppose F+38% + 6+ N < B, ce qui est permis par
(Hpr). Donc les hypothéses du sous-lemme 4.60 sont satisfaites et ’existence de X’
est démontrée.

Il reste & montrer d). Soit v € géod(x, b) vérifiant

d(x’ U) = E(d(x’b)+d(x25x/)—d(x/,b))‘

Par (H(;)(x’, x,v,b))onav € géod(x,b)N(E+1)-géod(x, x")N(§+1)- géod(x', b)
et

d(x',v) < d(x',b) - d(xz’ b) + d(x,x")

11 résulte alors de (133) que k' > d(x’,v) + % — (N 4+48+1),donc

+5+ 1.

B, — (N +3§+ 1)) C B(x', k' +2M —2).

Le premier ensemble de d) est inclus dans

d(x,x")+ro(Z)—r{(Z)
’ 2

B(x +2M +2P +8) C B(x,d(x,v) +2M + 2P + N + ).

Si
d(x,x") + ro(Z) —ro(Z)
2

ro(Z) = + M (140)

ro(Z)—ro(Z)+d(x,x")

onak’ >
B(x', k" +2M).

Grace au d) du lemme 4.14 le deuxieme ensemble de d) (privé dans le cas ou (140)
alieu, de B(Sp, M) que I’on a déja traité dans ce cas), est inclus dans

+ % N >r)(Z)-Y% - N,dob B(So.M) C

d(x,x")+ro(Z)—r{(Z)
2

{z/ € @M + 4P)-géod(x,b) | d(x,z") > — N —4P}.

d(x,x")+ro(Z2)—ry(2)

Comme > — N —4P > d(x,v) —2N — 4P, il suffit de montrer
que pour

z € B(x,d(x,v) +2M +2P + N + )
et

z/ € M + 4P)-géod(x, b) vérifiant d(x,z") > d(x,v) —2N — 4P,
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géod(z, z’) rencontre B(v, 2L — (N + 3§ + 1)). Par (HO(Z x,v,b)),ona
v € 6- géod(x, z) ouv € §-géod(z,b).

Siv e 8 geod(x z),d(v,z) <2M +2P + N + 2§, donc z € géod(z, z’) appartient
aB(,2M — (N 438 + 1)) caron suppose % M~ QP+ N+28+(N+35+1)
grice a (H M )- Supposons donc v € §- geod(z b).

x/\ b

v

Comme

z/ € QM + 4P)-géod(x,b) et d(x,z')>d(x,v)—4P —2N,
on a
d(b.z') < d(b.v) +2M + 8P + 2N.

Le lemme 4.8 appliqué a (b, x, v, z’) au lieu de (x, y,a,b) et (0,2M + 4P,2M +
8P + 2N) au lieu de («, B, p) donne z’ € (4M + 16P + 4N + §)-géod(v, b).
Comme v € §-géod(z, b) le b) du lemme 3.3 montre

v € (4M + 16P + 4N + 28)-géod(z,Z').

Soitz € géod(z, z’) vérifiantd(z,t) = E(d(z’z/)er(zz’v)_d(zl’")).Alors (H)(v,z,1,7))
montre d(v,t) <2M + 8P +2N +35+1 < % — (N + 36 + 1) car on suppose
2M +8P +2N +35+1 < % — (N + 386 + 1) grace a (Hypy). Cela termine la
preuve de d) et donc I’étude du troisieme cas. On a donc montré le lemme 4.57. [

Lemme 4.61. Soit

j Jeom,(oseon]
@1, ap, Sos s Sms (Y Vico,..my.jett,..iy) € Y. PKmUowdm),

Dans les notations du lemme 4.57, les entiers k', m', ) ,, la partie J C {1,... [y}
et 'image Z' de

(ar.....ap.Sos-.. S, (¥)icto,..m—13, €111+ (:y,]n)\r))te{l,‘..,l;”,})

=p.k m o,y 1,0 1) k' (Loseeslyr— 151 /) , .
dansY,, =1l parm, I e dépendent que de I’'image
Z de

J
(a17""ap750"' Sm,(y, )ZE{O ..... m} ]G{l ..... l})
Jkeom,(lo,...0 Jkom . (lo,....1
dans Yxpx,m(O )parﬂ;’x,m(o m),

De plus il existe L ne dépendant que de Z tel que tout élément de Z’ a L antécé-
dents par I’application de

k 10yeslm)\—
( p.k.m,(lo )) 1(2)

xx*
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dans
(n;,k/,m/,(lo,...,lm,,l,l;n,))_l(Z,)
qui a
(al,.-',apaSO’-'-vSm’(yij)ie{O ..... mh,jell,l;})
associe

(@i,...,ap, S0, Smrs (¥ictonm— 1yl di}s (?y,],f/)xe{l,...,l;n,})
etilexiste C = C(6,N, K, Q, P, M) tel que ’on ait toujours

1<L< C(m+Z§"=m/ li)—(m’+l;n,). (141)

Démonstration. La premiere partie du lemme est évidente. L’existence de L vient
du e) du lemme 4.57, qui est une propriété trés importante car elle “découple” les
parties éliminées et les parties conservées en rendant superflue la connaissance des
distances entre les points a distance < M d’une partie éliminée et ceux a distance
< M d’une partie conservée. De plus L est égal au nombre de possibilités pour
les parties €liminées (dont la liste est rappelée dans (142) ci-dessous) telles que les
distances entre les points de B(x,k +2M), B(x',k’ + 2M) et ceux a distance < M
des parties €liminées prennent les valeurs prescrites par la donnée de Z. Il reste a
montrer (141). Les cardinaux des parties S; et yij sont bornés par une constante
de la forme C(8, K, N, Q, P). Comme le nombre des parties éliminées est (m +
St li) — (m' + 1), il suffit de montrer que tout point y d’une partie S; ou ¥/
éliminée ne peut prendre que C positions avec C = C(6, K, N, O, P, M). Soit donc

ye U  Su U ¥Yuyyl. (142)
ie{m’+1,....m} ie{m'+1,...m} jeJ
Jefl...., 1}
Soitb € Sy etu € B(x, k) a distance minimale de . On a alors y € 4 P-géod(x, D)
par le a) et le ¢) du lemme 4.14, et

d(x.y) < max(k, L0 Do (Z)

)+ M +2P +6.
Sidx,y) <k+ M +2P +8§onay € B(x,k + 2M) car on peut supposer
M > 2P + § par (H)s) donc y était déja déterminé par la donnée de Z. Supposons

donc
d(x,x") +ro(Z) —ry(Z)

d(x,y) < 5 + M +2P +3.
Cela implique immédiatement
d N4+d(x,b)—d(x',b
d(x,y) < () +dx.b) —dlx )+M+2P+8+N. (143)

2
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On a alors

d(x',y) <max(d(x',x) —d(b,x)+d(y,b),d(x'.b) —d(b,x) +d(x,y)) +§
<max(d(x',x) —d(x,y) + 4P, d(x',b) —d(b,x) + d(x,y)) + §
<d(x',x)—d(x,y) +2M + 4P + 2N + 3§

ol la premiere inégalité vient de (Hs(x', x, y, b)), la deuxieme utilise le fait que
y € 4P-géod(x,b) et la derniere résulte de (143). On en déduit y € (2M +
4P + 2N + 38)-géod(x, x’). Comme d(x,y) fait partie de la donnée de Z, le
lemme 3.13 montre que le nombre de possibilités pour y est borné par une constante
C=C@,N,K,Q,P,M). O

Dans les notations du lemme 4.61 on désigne par

K om! (1,0 )
6: U Ypskam7(105"'alm) N U YP m’

X,X7 % - , x’
k,m,lo,....lm k’,m’,lO,...,lm,

I’application qui a

(al’ ) apa SOa ceey th (yij)iE{O,...,m},jG{l,...,l[})

associe

(ar,....ap.So.- ... Smr. (Y icto,.om—13,jett, iy i) aetr. .y

et on note

= pk,m,(lo,....! =p.k’m’ (1{s...0 )
9: U Yxlfx’,* (o m) U Yx/ m
km,lg,....Im k'm0l

I’application induite par 6, qui a Z associe Z’ etdont 1’existence résulte dulemme 4.61.

=p.k'm' (1,...l )
Pour k',m', [y,....I], € Net Z' € Y, O im!

linéaire sur C(4») définie par

on note £z la forme

£2/(f) = > fd,....ab).

’
S€4 m

Grice au lemme 4.61,onapour Z' = 6(Z) et f € C@n,

Jeom, (g, lim)y— _
B(( ool =1 (Z)) =g ()2
p.k m’ (1,00 )

= (L**) 8((my ")THZY) gz ()P

(144)
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avec L < C (m+357 L 1) —(m /'Hr/n/), ou C estla constante du lemme 4.61. Il en résulte
que pour tout f € C4») ona

2
1 0%, o cap
< 3 ( ) B—(m+Xi{ 1)

K .m’ ]/ L, eN kan.dg.lmeN
m

Pk, m’ (N zev?: k/m (o...lm)

Z'ey " m X.x

m ’ ’ m
(C2@)mFEL, 1D=(m'+1],) p25(ro(Z2)—k) ( I1 s (Z)—l,-))
i=0

tels que 0(Z)=2Z"

pkm’ (1,00 )

(s "THZ) ez (DI

D’autre part

1/ e o) = > B+ X101 0250 (Z)—K)

k' m (1l ) —
( H s (27 ) a2 ez ()1
ou les entiers ro(Z’), s0(Z’), ..., sm(Z") sont tels que pour tout

/i p.k'm (Al —1
(@i p oo S (Y ict0,mryjett,ary) € (T, oMy TH(ZY)

onarg(Z') =d(x', Sy, si(Z") = d(S],S{ ;) +2M pouri € {0,...,m" — 1}, et
sm(Z") = d(x',S! ) —k’. On remarque que pour Z' = 6(Z) Onaro(zl) =1o(2)
etpouri € {0,....m' — 1}, Il =l ets;(Z') = s5;(Z).

Démonstration du lemme 4.56 en admettant le lemme 4.62. Onpose Cy = C?™% ou
C est comme dans le lemme 4.61. Donc Cy < C(§, N, K, Q, P, M). Pour montrer
le lemme 4.56 on est ramené a montrer le lemme suivant. O

Lemme 4.62. 1l existe une constante C = C(8, K, N, P, Q, M, s, B) telle que pour

=p.k'm ,(IO, sl/ /)

tousk',m' 1y,....1) etZ' €Y, on ait

m

—ym+37L 0 1 p25(ro(Z)—k) . =1

X (BT ¢ (I s@™)
mlog.....lm 1=m

Ze?l‘)'k,'m’(lo ..... Im) rels que (Z)=2"
x,x/ *

< CeSsd(x,x’) (COB—I)m/-‘rl;n, eZS(ro(Z,)—k,)sm/ (Zl)—l;n, .
Démonstration du lemme 4.62 en admettant lemme 4.63. Onrappelle que pour Z' =
0(Z), ro(Z') = ri(Z). Par (120) on a

d(x,x")— ro(Z) ro(2)

k" —r{(Z) = min(0, max(k — ro(Z), E( ))) +
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d’ou

N . M
K = rg(Z) = max(k = ro(7), (1= DrtBy) 4 L
Comme |ro(Z) —r{(Z)| < d(x,x") ona

d(x,x") —=ro(Z) —ry(Z)

<d(x.x') —ro(Z) =d(x.x") + (k —r0(Z))

2
d’ot (ro(Z) —k) < (rog(Z) — k') +d(x,x") + % Les valeurs de k pour lesquelles
il existe m,ly,...,.l, € Net Z € Yxp;]f’T’(lo""’l’”) tels que #(Z) = Z’ sont donc

incluses dans un intervalle [ko, +00[ avec ko € N vérifiant
/ !/ / M
(ro(Z) — ko) < (ro(Z) — k") + d(x,x") + EX

Comme la série 1 + e 72 + e~ 4 ... converge, pour montrer le lemme 4.62 il suffit
d’établir le lemme suivant. O

=p.k'm’ (1.l )
Lemme 4.63. Pour tous k, k', m', l{, ..., Il ,etZ' €Y, 0 iml

m m
> (CoB=tym+Xizm i T] si(2)7™")
m.lg.....lm €N i=m’

zepPlm o dm) o 6(zy—7

< 4esd(x,x/) (COB—I)m/-H;n/ S (Z/)—l;n/ )
Démonstration du lemme 4.63 en admettant le lemme 4.64. D’apres le lemme 4.61,
pour Z' = 6(Z), 0 induit une surjection de

Jkom, (Lo lm)\—
(7.[17 m,(lo )) I(Z)

x,x/ %
dans
ok m (sl ) g
(7 "L,
Pour montrer le lemme 4.63 il suffit donc d’établir le lemme suivant. O
Lemme 4.64. Pour tous k. k',m’,1;,.... 1) , et
i p.k'm’ (1],....l" )
(all’ e ,a;), S(/)’ ces ,/,,/7 ¥, )ie{O,...,m’},je{l,...,li’}) S "
ona
Z (COB—I)(m—m/)-F(Z;-n:m/ =1,

M0 eslm (@1 50038 38055 Sy (Y] Dicto...my jett....1;3)

m—1 X ’ ’
( T (d(Si, Sis1) +2M)_ll)(d(x,Sm)—k)_’m(d(x’,S,’n,) k)l < 4esdtex)

i=m’
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ou la somme porte surles m,ly, ..., 1, € N et les

(ar.....ap.So.....Sm,(¥)ico,...m}jet1,...13

tels que k', m’, Iy, ..., I, et

.
@y, ... a,, S0, Sy (yi])ie{o,...,m/},je{l,...,lg})

soient associés a

(a17 DRI ap’ SO’ UK Sm, (yi])lE{O,,m},]G{l,,ll})

comme dans le lemme 4.57 (donc en particulier a| = ay, ..., a, = ap, S5 =

Sor e St = S, k' = K(Z), 1] = I; pouri €{0,....m" =1}, ¥,/ = Y/ pour
i€f{0,....m' —1}erje{l,....i}et Y% = Y% pour k€ {1,...,1/ ).

Démonstration du lemme 4.64 en admettant les lemmes 4.65 et 4.66.  D’abord on
suppose I{ = +-- =1/, | = 0 car en supprimant les ¥, pouri € {0,...,m' — 1}
et j € {1,...,1]} le nouvel énoncé est strictement équivalent a I’ancien. D’apres le
lemme 4.15 il existe une constante C; = C(§, K, N, Q, P) telle que, connaissant
SO,...,_Sm, pouri € {m' +1,...,m}et j € {1,...,1;} le nombre de possibilités
pour ¥/ est borné par Cy(d(S;, Si+1) + 2M) sii < m et par Ci(d(x, Sm) — k) si
i = m. Comme

> (CIC()B_l)Z?LmH»I li = (1= C,CoB~Y)~m—m"),
lm/+l,...,lm€|N

pour montrer le lemme 4.64 il suffit de montrer les deux lemmes suivants, qui dis-
tinguent les cas m’ = m etm’ < m. Dans les deux lemmes on note / et !’ au lieu de /,,,/
etl’ ,, puisque queles /; et/ pouri # m’ ontdisparu. Dans les deux lemmes suivants
on a supposé J = {1,...,1’} etremplacé la somme sur les parties J C {1,...,/}de
cardinal /” par la multiplication par ( ll,). O

Lemme 4.65. Pour tous k, k', m’,l’ € N et
j k' m’ (0,...,0,1
(a15"‘7ap3S07""Sm/ﬁ(yrjn/)jE{l,...,l/}) e Yxlj " ( )

ona

() X (CoB YA, Sw) k)T, Swr) — k) <2 (145)

Izl oyl oyl
m m
N I/+1 l
ou la somme porte surles Y, ;" ,.... Y, , tels que

7 4
@1, ap,Sos- s Sy (Y] )jer,..y) € YPHRm- (00D
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d(x,x")+d(x,S0)—d (x",S0)
2

et, en notant T = on ait

Ainax (X, Syr) > max(k, T) + M sim’ > 0,
dwax (¥, Y] ) > max(k, T) + M + 2P +§ pourj € {1,...,1"}
et

dmax(x,y,{l/) <max(k,T)+ M +2P +§ pourje{l' +1,...,1}.

On rappelle que les constantes Cy et C; (qui apparaissent avant les énoncés des
lemmes 4.62 et 4.65) sont majorées par C(§, K, N, Q, P, M).

Lemme 4.66. Pour tous k, k', m’,l’ € N et

j k'.m’ ,(0,...,0,0’
(@1, lp, Sos ooy Sty (Y )jer,any) € YEFA )

ona
! COB—I m—m’ PN
Z (l/)(l_coclB—l) Z (COB )
m>m’ 1zl S/ 1S YA LY (146)
(d(Smrs Swr41) 4+ 2M) LA (X', Spr) — k') < 4e520x)
ou la deuxieme somme porte surles Sy 41, ..., Sm, y,l,;,ﬂ, e, iy,ln, tels que

(al, ...,ap, So,...,Sm, (:y;jg/)jE{l,...,l}) c Yxl’,k,m,(O,...,O,l,0,...,0)

on ait

’ _ ’
et, en notant T = 45X )+d(x’2S°) 4(x.S0)

dinax (x, Syr) > max(k, T) + M sim’ > 0,
dmax(-xa Sm’-i—l) f max(k’ T) + M?
Aiax (X, y,{l,) > max(k,T)+ M +2P +38 pourje€{l,....1I'}
et

dmax(x,yf;l,) <max(k,T)+ M +2P +8 pourje{l +1,...,1}.

Dans la démonstration des lemmes 4.65 et 4.66 le petit calcul suivant servira
plusieurs fois.

Lemme 4.67. Soit A, B € Ry, 2A + B < 1. Alors pour tout I’ € N,

S (h)A 8 <2,
=r
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Démonstration. On a la formule générale, pour x € C avec |x| < letk € N,

> () = (1 - x)mkED, (147)
neN
Donc )./ (;,)Al_l/j)’l/ = # < ﬁ <2puisque B < 1—Aetl—A>
1/2. 0

Démonstration du lemme 4.65. On va distinguer trois cas comme dans la démons-
tration du lemme 4.57, mais une partie de la démonstration est commune aux trois

_ ’ ’
cas. On note T = 4(x:50) d(xz’S°)+d(x’x)

b € Sy. Soit y € Spy. Alors

comme dans 1’énoncé du lemme. On fixe

d(x,b) +d(x,x")—d(x',b) 3

d
(x,y) > 5

N. (148)

En effet cela est vrai sim’ = O car d(x, y) > d(x,So) > d(x,b) — Netd(x,x') <
d(x,b) + d(x',b), et cela est vrai si m’ > 0 car la condition dpa(x, Sp) >
max(k, T) + M implique

d(x’y) deax(x:Sm/)_N > T+M-—N
. d(x,b) +d(xéx)—d(x ,b) M

—2N

et on suppose M > N, ce qui est permis par (Hps). On en déduit
d(x',y)—d(x',b) +d(x,b) <d(x,y)+ P +2N +3§. (149)
En effet

d(x',y) <max(d(x’,b) —d(x,b) + d(x,y),d(x',x) —d(x,b) +d(b,y)) +§
<max(d(x',b) —d(x,b) +d(x,y),d(x',x) —d(x,y)+ P)+§
<d(x',b)—d(x,b) +d(x,y)+ P +2N +§

ou la premiére inégalité a lieu par (Hs(x', x, y, b)), la deuxieéme inégalité utilise
y € P-géod(x, b) et la derniére inégalité résulte de (148).
Premier cas. On suppose d(x, So) < k.

Alors m’ = 0 et/ = 0 d’apres le lemme 4.12 et la remarque qui suit la défini-
tion 4.1. Donc la somme est vide ou réduite a un élément et I’inégalité est triviale.

Deuxieme cas. On suppose d(x, So) > ketT <k.
Alorspour j € {l’+1,...,l}ona

k+3P < dpn(x,Y)) <k +M+2P +§
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ou I’inégalité de gauche vient de la condition iv) de la définition 4.1. Comme y,]r'l, C

4P-géod(x,b) le lemme 3.13 montre que le nombre de possibilités pour Z’/,{z, est
borné par C, = C(6, K, N, Q, P, M).On a

M
K = d(x'.So) = d(x. So) + k + =

par (122) donc
k’Zd(x/,b)—d(x,b)+k+%—N. (150)
Soit y € Spy. On a
d(x'.y)—k' <d(x'.y) —d(x'.b) + d(x.b) + N —k — %

M
<d(x.y)—k——-+P+3N +8

ou la premiere inégalité vient de (150) et la deuxieme de (149). Comme cela est vrai
pour tout y € S,y on en déduit

M
d(x',Sp) — k') < (d(x,Sp) — k) — 5 4+ P +3N+5$6
d’ol

(d(x', Spr) — k') < (d(x,Sw) — k) — 1

car on suppose % > P + 3N 4§ + 1, ce qui est permis par (Hjys). Le membre de
gauche de (145) est donc majoré par

Z [ CoCaB~' 1) rd(x!, Spr) — k' l/<2
l>l/(l/)(d(X,Sm’)_k) (d(x’Sm’)_k) -

par le lemme 4.67. Les hypotheses du lemme 4.67 sont satisfaites car on suppose
2CyC,B~! < 1 grice a (Hp) ce qui implique

2C,CoB™ + (d(X', Spr) — k') < (d (X', Spr) — k) + 1 < (d(x, Sr) — k).

Troisieme cas. On suppose d(x, So) > ketT > k.
Pour j € {I'"+1,...,l1}ona

k+3P <dp(x,Y)) <T +M+2P +3.

Comme y,{ﬂ C 4P-géod(x, b) le lemme 3.13 montre que le nombre de possibilités
pour Z/fn, est borné par Co(T — k) avec C, = C(§, K, N, Q, P, M). Par (123) on a

, d(x',So) +d(x,x")—d(x,Sy) M
g _( 2 7

N
)' =S+l (151)
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Soit y € Spy. Il résulte de (149) que
d(x',y)—d(x', So) +d(x,So) <d(x,y)+ P +3N +6. (152)

Donc

B d(x’, So) +d(x,x") —d(x, So) M 4 N
2 2 2

M
5d(x,y)—T—7+(P+7N/2+8+l)

+1

d(xlv y) - k/ f d(x/7 y)

ou la premiere inégalité a lieu par (151) et la deuxieme par (152). Comme cela est
vrai pour tout y € S,,» on en déduit

M
(d(x', Sw)—k") < (d(x,Smw)—k)— (T —k)— > +(P+7N/2+68+1). (153)
Le membre de gauche de (145) est alors majoré par

> (1) (G ATy A Sk

1=l

par le lemme 4.67. Les hypotheses du lemme 4.67 sont satisfaites car on suppose
2C0C;B™! < 1 grice a (Hp) et L > P + 7 4+ § + 1 grice a (Hy) d’ob
(T —k)+ (d(x', Sw) — k') < (d(x, Sp) — k) grace a (153). O

Démonstration du lemme 4.66. On distingue trois cas comme dans les démonstra-
tions des lemmes 4.57 et 4.65. On note T = d(x’SO)_d(x;’SOHd(x’x/) comme dans
I’énoncé du lemme 4.66. On fixe b € Sy. En reprenant mot pour mot la preuve de
(149), c’est-a-dire le début de 1la démonstration du lemme 4.65 jusqu’a la distinction
des trois cas, on obtient (149), c’est-a-dire que pour tout y € S,

d(x',y)—d(x',b) +d(x,b) <d(x,y)+ P + 2N +36. (154)

Premier cas. On suppose d(x, So) < k.
Alors m = 0 d’apres le lemme 4.12, et cela est impossible, puisque m > m’.

Deuxieme cas. On suppose d(x, So) > ketT <k.
Pour j e{l’+1,...,l}ona

k43P < dp(x,Y.) <k +M +2P +56.

Comme 3/,’,;/ C 4P-géod(x, b) le lemme 3.13 montre que le nombre de possibilités
pour Z/,jn, est borné par C, = C(6, K, N, Q, P, M).Pouri € {m' +1,...,m}ona

k+ P <d(x,S$)<k+M.
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En effet I’inégalité de gauche a lieu par la condition ii) de la définition 4.1. Comme
S; C P-géod(x,b) le lemme 3.13 montre que le nombre de possibilités pour S; est
borné par C3 = C(§, K, N, Q, P, M).On a

M
k' =d(x',So) —d(x,So) +k + >
d’apres (122) donc
!/ !/ M
k zd(x,b)—d(x,b)—l—k—l—?—N. (155)
Soit y € S,. On a

M
dix',y)—k' < al(x’,y)—d(x’,b)+d(x,b)+N—k—7
M
5d(x,y)—k—7+P+3N+8

ou la premiere inégalité vient de (155) et la deuxiéme de (154). Comme cela est vrai
pour tout y € S,y on en déduit

d(x', Sw) — k') < (d(x, Swr) — k) — % +P +3N+94 (156)

Onad(x,Sm+1) <k + M donc d(Spy, Sp+1) = d(x,Sp) —k —M — N et
d(Sm/, Smr+1) +2M > d(x,Sp)—k + M — N
> d(x',Sp) —k'Yy+3M/2— (P +4N +8)  (157)
> (d(x', Sw) — k') + 1
ou I’avant-derniere inégalité a lieu par (156) et ou la derniere inégalité a lieu car on

suppose 3M/2 > P + 4N + § + 1, ce qui est permis par (Hpy).
Le membre de gauche de (146) est majoré par

Z( CoC3B™! )m—m(z)( CoCoB™! )l—l( d(x', Sp) — k' )l’
= 1—-CoC1B! " J\d(Sm, Smr+1) +2M d(Sm', Smr+1) +2M
1=l
COC3B_l m—m’
<2 R —
- Z,(I—CoclB_l)
m>m

grace au lemme 4.67. En effet les hypotheses du lemme 4.67 sont satisfaites car
2CoC,B~! < 1 par (Hp) donc

2C0CoB™ 4+ (d(x, Sp) — k') < d(Sp, Sr1) + 2M
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grace a (157). Ensuite on calcule

Z ( C0C3B_1 )m—m’ . C0C3B_1 <1
1—CyC B! T 1—=Co(C; +C3)B~1 —

m>m’

ol la derniere inégalité a lieu car on suppose B > 2Cy(C; + C3) grace a (Hp).
Troisieme cas. On suppose d(x, So) > ketT > k.

Soit j e {I' +1,..., 1} etw € 3/,{1/. Il existe y € Sy etz € Sy tels que
w € P-géod(y,z).Onad(x,w) >d(x,y)—d(y,w)yetd(y,w) <d(y,z) + P
donc d(x,w) > d(x,y) —d(y,z) — P. On en déduit

A (X, Y)) = d(x, Spr) — (S, Spr1) — 2N — P.
D’autre part comme j € {'+1,...,1}ona dmax(.x,y;;/) <T+M+2P +6.
Donc dpax (x, Zy,jn,) appartient a I’intervalle
[d(x,Sm) —d(Sm, Sm+1) —2N — P, T + M + 2P + §]
qui est de longueur
(M +3P +2N +8) +d(Sm. Sm+1) + T —d(x, Sp).

On suppose 3P + 2N + 6 + 1 < M, ce qui est permis par (Hjs). Comme Zy,],;, C

4P-géod(x,b) le lemme 3.13 montre que le nombre de possibilités pour Zy;;, est
borné par
C2M + d(Sp, Sw+1) + T —d(x, Sp))

avec C, = C(8, K, N, Q, P). Pour éviter des absurdités vérifions que
2M +d(Sp/, Smr+1) + T —d(x, Sp) = 1.

Cela résulte des inégalités d(Sy/, Sm+1) = d(x,Sm) — d(x,Spr+1) — N et
d(x,Sm+1) < dmax(x, Smr+1) < T + M car on suppose M > N + 1 grice a
(Hum).

Par (123) on a

k,_(d(x’,So)—l—d(x,x/)—d(x,So) +K)'§E+1. (158)
2 2 2
Soit y € Spy. Il résulte de (154) que
d(x',y) —d(x', So) + d(x.So0) <d(x.y) + P + 3N +6. (159)
Donc

B d(x', So) +d(x,x") —d(x, So) B M 4 N
2 2 2

M
Ed(x,y)—T—7+(P+7N/2+8+1)

dix',y)—k' <d(x',y) +1
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ou la premiere inégalit€ a lieu par (158) et la deuxieme par (159). Comme cela est
vrai pour tout y € S,,» on en déduit

M
d(x' Sw) =K' < d(x.Sw) —T = = + (P +IN/2+ 8+ 1). (160)

D’autre part on a

k+ P < dmax(x7 Sm) <- = dmax(xa Sm’+1) <T+M

_ —wm/
donc le nombre de possibilités pour ces entiers est borné par ((T k)+ M +(m—m )).

m—m’
Comme S/ +1, - .., S, sont inclus dans P- géod(x, b), le lemme 3.13 montre que,
connaissant les entiers dmax(x, Sn), - .. dmax (X, Sm/+1), le nombre de possibilités

pour Sy 41, ..., Sy est borné par C3’”_’”/ avecC3 =C(5,K, N, Q, P).
Le membre de gauche de (146) est alors majoré par

Z( CoC3B! )m—m’((T—k)+M+(m—m/))
l—C()ClB_l m—m'

m>m’
3 (z )(CoczB_l(ZM +d(Smr, Smr41) + T —d(x, Sm/)))f—”
r d(Sp, Sm'+1) + 2M

1=l

( d(x', Sp) — k' )"
d(Sw, Sm41) +2M

522( CoC3B™! )m_m/((T—k)+M+(m—m’))
'’ I—C()C]B_l m—m'

ou la derniere inégalité résulte du lemme 4.67. Les hypotheses du lemme 4.67 sont
satisfaites car on suppose 2C,C,B7 1 <1 grace a (Hp) et car

(2M + d(Sm/, Sm’—H) + T — d(x, Sm/)) + (d(x/, Sm/) — k/)
3M
< d(S Sr41) + - + QP+ TIN/2 48+ 1) < d(Sw Sw1) +2M

M

ol la premiere inégalit€ a lieu par (160) et la deuxieme a lieu car on suppose 5~ >

2P +7N/2 4§+ 1, ce qui est permis par (Hps). Or grice a (147),

3 CoC3B™1 \m™ (T —k)+ M + (m —m’)
(I—C()C]B_l) ( m—m’ )

m>m’

1 \\—(T—k)+M+1
N (1 - (1 C()CC?ZBB—I)) o ) < 2¢%40*)
— Lol

car (T — k) < T < d(x,x’) et car on suppose
| ( C()C3B_l
1-— C()ClB_l

grace a (Hp). Ceci termine 1’étude du troisieme cas. O

) > max(e”?, 2—M+D)7! )
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On a démontré€ les lemmes 4.65 et 4.66 et donc aussi les lemmes 4.64, 4.63, 4.62,
4.56, et la proposition 4.3.

4.8. Equivariance des opérateurs a compacts preés. Pour terminer la démonstra-
tion de la proposition 4.4, il suffit de montrer la proposition suivante.

Proposition 4.68. Soir T € Ry et x,x’ € X vérifiant d(x, x’) = 1. Alors
a) (erg)bf de~T0% e’e-z/ Be_reff/)ze[o,r] appartient a K (Hx 5[0, T)),

b) (e’e)bc hxe_tek — ere};’hx/e_te)bc’)re[oir] appartient a K (Hx 5[0, T)),
b

S )
ereﬂux/,er/e Tex/)re[o,r] appartient

¢) pour toutr € N, (319§ux’ere—f9§ -
a K (Hx 5[0, T)).

La proposition 4.3, qui a été établie au sous-paragraphe précédent, assure I’équiva-
lence des normes de Hy s et Hy’ . On en déduit, grice a la proposition 4.46, que tous
les opérateurs apparaissant dans la proposition 4.68 sont continus. La proposition 4.68
est donc seulement un énoncé de compacité.

Démonstration de la proposition 4.4 en admettant la proposition 4.68. Comme X est
géodésique, 1’énoncé de la proposition 4.68 implique évidemment le méme énoncé
pour x, x" quelconques (c’est-a-dire sans I’hypothese d(x, x’) = 1). Comme J, =
ZqQ=1 ha(1 — 0hy — hyd)9™ 1 4+ 302 Uy, Ky, on déduit des propositions 4.46 et
468 quepour T € Ry etx,x’ € X,

(€% (9 + JedJ)e ™% — ™% (0 + S 0T )e ™) repo.r)
est un opérateur compact sur le C[0, T']-module hilbertien #y 5[0, T]. O

On va voir que la proposition 4.68 résulte du lemme suivant. On commence par
remarquer que 8, — 6 est un opérateur borné (et méme de norme < 1) sur Hy s :

en effet pour tous p, k,m,ly,...,1L,, pour Z € Yxp’k’m’(lo’“"l’") et pour

@1y s ap, Sos s Sms (Y )icto,.my.jett,..ipy) € (hFm(omlm)y=1 (7

d(x, So) — d(x’, Sp) appartient 2 {—1,0, 1} et est déterminé par Z (on rappelle que
So = {ai1....,ap}). D’autre part 92 — Ox est un opérateur borné sur Ky s d’apres
le lemme 4.49 et de méme 92, — 0, est un opérateur borné sur . Grace a
I’équivalence des normes de Hx s et Hy’ s on en déduit que 1’opérateur Gﬁ - 9£, est
borné sur # . On note [u, v] = uv — vu.

Lemme 4.69. Soit T € Ry et x,x’ € X vérifiant d(x,x’) = 1. Alors

a) (e (hy — hx/)e_fex)re[oir] appartient a K (Hx 5[0, T)),

b) pour tout r € N, (e’ex(ux,er - ux/,er/)e_rax)Te[o,T] appartient a
K (Hx,5[0. T,
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c) ([(02 — 92,), e™0x Be_fex]),e[o,r] appartient a K (Hx 5[0, T)),
d) (87 — 03). €** hye ™)) eqo,r) appartient & K (K 5[0, T)),

e) pour tout r € N, ([(6° — 9;,),erexux,,Kxe_’GX])te[O,T] appartient a
K (Hx,5[0. T1).

Démonstration de la proposition 4.68 en admettant le lemme 4.69. Nous montrons
d’abord que le ¢) du lemme 4.69 implique le a) de la proposition 4.68. Pour tout
ieN, (6 — 92,)’ ,et0x 8e"9)‘])1€[o,7~] appartient a K (#x 5[0, T']) et donc

b_pgb —
([er(ex 01) ¢%0x 9o TGX])re[O,T] € K(Hxs[0,T]).

Orona
o™ 9008 _ o0 9o T0% — er(eg,—ex)[er(eg—eg,)’ oT0x ae—rOX]e—r(O_,bc—Ox)

ce qui montre le a) de la proposition 4.68. Ensuite le a) et le d) du lemme 4.69
impliquent le b) de la proposition 4.68. En effet, on a

b _ b b _-pb
erexhxe 0y _ €Tex/hx/€ 1:9x,

— (erB)bC, (hx . hx/)e—rﬁ)bc,) + (ereghxe—reg _ erei/hxe—zei/)

. b, b b —z6b , < g
donc lacompacité de (%% hye 0% BPAL hye 0, )zefo,7] que I’on cherche a établir
résulte de la compacité des deux termes du membre de droite. D’abord en conjugant

17(9;:/—9)()

pare on voit que le a) du lemme 4.69 implique que I’ opérateur (er% (hyx —

h x/)e_’ei’)re[o,T] est compact. Ensuite on a 1’égalité
¢ e~ T0% e’ei/hxe‘fefc/ _ er(@i,—Ox)[et(Oﬁ—Oz,)’erexhxe—tGX]e—r(O)bc—Ox)
donc le d) du lemme 4.69 montre la compacité de
(ezeghxe—reg _ e’eﬁbc’hxe_fei/),e[o,r].

Ceci termine la preuve du b) de la proposition 4.68. Enfin par un argument similaire
(en remplacant Ay par uy K et hy par uy ,Ky) le b) et le e) du lemme 4.69
impliquent le c) de la proposition 4.68. O

Démonstration du lemme 4.69 en admettant le lemme 4.70. Pour tout p € {1,...,
Pmax €t n € N on note $, le projecteur orthogonal sur le sous-espace vectoriel de
J s (Ap) engendré par les es pour S € A tel que d(x, S) < n, de sorte que

(Puf)(S) = f(S)sid(x,S)<n et (Puf)(S)=0sid(x,S)>n.

Dans les notations adoptées jusqu’ici on a donc # = &p. On supposera toujours
n > P, desorte que (1 — P,)(1 — P) =1 — P,. Il est évident que le lemme 4.69
résulte du lemme suivant. O
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Lemme 4.70. Soit T € Ry et x,x’ € X vérifiantd(x,x’) = let p € {2, ..., Pmax}-
Alors

a) sup, o, 77 | (1 — Pu)e™® (hx — hx)e ™ |2, (A1), 9024 (A,)) tend vers O
quand n — 00,

b) pour tout r € N,

i (1= Pw)e™® (s K — s Ke)e ™ e, (a9 (00
T€(0,

tend vers 0 quand n — oo,

©) supefo, 71 (1= Pa) (67 —6},), €™ de™7%] | £(Fx.s(ap). 9675 (A1) tend vers
0 quand n — oo,

d)sup.¢qo,7]
0 quand n — oo,

e) pour toutr € N,

|(1=P)[(02—62). €™ he ™| 2 ge, (A1), 96, (A ) Lend vers

b ab 0, —y
S[llpT] (1= Pu)[(Ox — O5), €, r Kxe "™l (.5 (Ap_1). 975 (Ap))
7€[0,

tend vers 0 quand n — oo.

Démonstration du a) du lemme 4.70. La preuve qui suit est assez voisine de la dé-
monstration du lemme 4.36.
On déduira a) de (165) qui est une variante de 1’inégalité (79).

Sous-lemme 4.71. Il existe C; = C(8, K, N) tel que pour tout S € Ap_1, la mesure
de I'ensemble des t € [0, 1] tels que (hy; — hy )(es) # 0 est < %

Démonstration. C’est une conséquence immédiate du lemme 3.15. O
Le sous-lemme suivant est une conséquence évidente du lemme 3.20.

Sous-lemme 4.72. Pour tout S € Ap_1, hys(es) et hy ;(es) ne dépendent que de
la connaissance des points de

B(x,26 + 1) UB(S,N)U U {y € (5§ + 2)-géod(x,a) |
a€sS

et des distances entre ces points.

Démonstration. On applique le lemme 3.20 a x et x’ et on remarque que
58-géod(x’,a) C (58 + 2)-géod(x,a) et |d(x,S) —d(x',S)| < 1. O
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Suite de la démonstration du a). Soient k,m,ly, ..., [, € Net

7 c }—;p,k,m,(lo,...,lm) vérifiant ro(Z) > k + P.

On pose Iy =0etl; =l pouri € {l,...,m + 1} et on note Az la partie de
St,p—1,k,m+1, (l(), ,lm+1),1,0
Yy formée des Z vérifiant
ro(Z) < ro(Z) <ro(Z) + N (161)
et tels que pour tout
~ ~ N N 7J 1
(ala -..5dp—1, SOv R Sm-i-la (:yi])iE{O,...,m-}—l},je{l,...,ii}’ ZO)
,p—Lkm+1,(lossln41),1,00—-1, 5
c (ﬂ)ﬂcp m (o +l) ) I(Z)
il existe une énumération (ay,...,ap) de §1 vérifiant
(ala ey ap9 §19 ceey §m+1’ (gl]+1)le{0,.,m},j€{1,,ll}) € (n’){j”k,m’(lo,“.,lm))_l(Z)‘
B (162)
Soit ¢t € [0, 1]. On note Az, I’ensemble des Z € Az tels que pour tout
@1y ap=1,80 - s Sty (I cqonmay et diy 20)
b, p—1.k,m+1,00, s lm+1),1,0 ~
G( p— m 0 +1 ) I(Z)
on ait
U {z € géod(x.b).d(x,z) = E(tro(Z))}. (163)

b€§0
La condition (163) implique que pour Ze Az ;onat] (Z) = E(¢ ro(Z)).

Sous-lemme 4.73. Soit
- - ~ 1,k,m+1,(lo,. ,lm
(al,...,ap_l,S(),... m+17(y )le{() m_l,_l}je{l, ’l })EYP " (0 +l)
tel que d(x, §1) < d(x, So) < d(x, S1) + N et qu’il existe (ay, .. .,ap) vérifiant
(162). On définit Z(lj par (163). Alors Z(l) est de diametre inférieur ou égal a P /3 et
il existe Z € Az tel que
@1, lp1,80 - Skt o minyjerip 20 (164)

..........

appartienne a (nﬂ,p vom+1,0o.... er1)’1’0) Y 2).

Démonstration. Soient z,z' € ,‘Z(l) Soit b € §.0n a z,z/ € 2N-géod(x,b) et
d(x,z) = d(x,z') donc par (Hs(z,x,z',b)),d(z,z') < 2N + 6 < P/3. Comme
Z, est non vide et P/3 < M, argument que nous venons de donner montre aussi
que la condition (163) est vérifiée par les autres €léments de la classe d’équivalence
Z de I’élément (164) et donc Ze Az O
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Suite de la démonstration du a). Notre but est de montrer I’inégalité suivante, qui est
une variante de (79) : il existe une constante C, = C(6§, K, N, Q, P, M, T) telle que

sup |Ez(e™ (hxy —hw)e P <Co X E5()I? (165)
t€[0,T] ZGA;I

ol A7Zé , est ’ensemble des ZeA z.: tels que pour tout

5 5 ¥ ¢ yJ .71
(@,....ap-1.50. ... Sm+1. (¥ )ie{o,...,m+1},je{1,...,l,»}’ Z)

c (nxap—1,kam+1,(10,--~,lm+1),1,0)—1 (Z)

on ait
(s = hyr i) eg,) # 0. (166)

Nous allons montrer (165) eten meme temps justifier que la condition (166) ne dé-
pend que de Z (¢’est-a-dire que pour ZeA 7.1 elle est vérifiée ou non simultanément
pour tous les éléments de (nu’p Lom A 1ol 0,1, 0) (2)).

Sous-lemme 4.74. Soit Z € A AR

~ ~ N 1
(al""’ap_l’SO"" m+1’(y )16{0 ..... m+1},j€{1,..., l }’ZO
,p—1,k.m+1,(,..., Im ,1,0
c (7_[)517 m (0 +1) ) (Z)

Alors hy s (e 50) et hy ¢(e §0) ne dépendent que de la connaissance des points de

B(So. M) U B(x.k +2M) U B(Z). M). (167)
et des distances entre ces points.

Remarque. On devrait plutdt noter /iy ;(ez, A-+-Aeg,_,) aulieude hy (e §0) mais
a partir de maintenant nous commettrons cet abus.

Démonstration. Grice au sous-lemme 4.72, hy ¢ (e 50) ethy (e §0) ne dépendent que
de la connaissance des points de

B(x,26 + 1)U B(So. N)U | {y € (58 + 2)- géod(x,a) |
aeSo (168)
d(x,y) € [tro(Z) —2N —3,tro(Z) + 2]}
et des distances entre ces points. Il suffit donc de montrer que (168) est inclus dans

(167). T est évident que B(x, 28+ 1)U B(Sy., N) estinclus dans (167). Soienta € S,
y € (58 + 2)- géod(x, a) vérifiant

d(x,y) € [tro(Z) —2N —3,tro(Z) + 2].
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Soit z € géod(x, a) vérifiant d(x,z) = E(tro(Z)), si bien que z appartient a Z(l,
Alors |d(x,y) —d(x,z)] < 2N + 3 donc (Hs(y, x,z,a)) montre d(y,z) < 2N +
3) + (55 +2) + 8 eton suppose (2N +3) + (56 +2) + 6 < M griace a (Hps). Donc
I’ensemble (168) est inclus dans (167). O

Le sous-lemme 4.74 implique immédiatement que la condition (166) ne dépend
que de Z.

Sous-lemme 4.75. Le cardinal de Az ; est majoré par une constante de la forme
CG6,K,N,Q,P,M).

Démonstration. Grace au lemme 4.28, pour connaitre les distances entre les points
de

B(So. M) U B(Z}, M) (169)
et ceux de
U BGS.Myu U B . M)UBx.k+2M) (170)
ie{l,...m+1} i€{l...m+13

il est suffisant de connaitre les distances entre les points de (169) et C’ points de
(170), avec C' = C(8, K, N, Q, P, M) et ces distances sont déterminées a C” =
C(8,K,N,Q, P, M) pres par les distances de S; a ces C’ points (qui font par-
tie de la donnée de Z) et I'entier 7, (Z), qui est lui-méme déterminé a C"” =
C(G6,K,N,Q,P,M)presparro(Z)ett. O

Suite de la démonstration du a). On termine maintenant la preuve de (165). Pour

(@r,....ap-1,80. ..., Smt1, (yi])iE{O,...,m+1},je{1,...,ii}’ Z’(l))
p—Lkm+1,(0slpt1),1,00—1 ., 5
€ (my?~ et losbn i D10y -1 7
on considere
Y. ((hxy —hyo)(ea, Ao Neg, )b, ....bp), (171)
(b1,....bp)
ol la somme porte sur les énumérations (b, ..., by,) de S telles que

(brveebp St St B Dicqormy e, iy) € @EEm00l)71(Z),

Comme la somme (171) a au plus p! termes, le 3) de la proposition 3.37 montre
qu’elle est majorée par une constante de la forme C(6, K, N, Q, P, M). D’apres le
sous-lemme 4.74 la somme (171) ne dépend que de Z eton peut donc la noter « z.Z.1
D’apres le sous-lemme 4.73 on a

1 1(5y_0(5
T Z et x(2) pX(Z))aZ,Z,tEZ(f)'

ZenZ,

E2(€™ (hyy — hyr 1)e ™% f) =
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Gréce a (161) on a pl(Z) — p%(Z) < 2N. Par Cauchy-Schwarz et grice au sous-
lemme 4.75 on en déduit (165).

Montrons maintenant a) a 1’aide de (165). Soit C; comme dans (165). Soient
k.m,ly,....l,, € N.Onposely =0etl; =/[;_;pouri € {1,...,m + 1} comme
précédemment.

Sous-lemme 4.76. Il existe C3 = C(§, K, N, Q, P, M) tel que pour tout

j Jkom, (o,
(al’"'vap9S09""Sm7(yj])iE{O,...,m},jE{l,...,li}) € Yxp m,(lo m)
le nombre de possibilités pour (ay, . .., dp—1) tels que
- ~ - . j
(al, «..,Aap—1, {al, ey ap—l}, SO, P Sm» (:yi—l)iE{O,...,m-l—l},je{l,...,i,'})
. s v p—Llm+ 1,005l 1) L . ~ ~
appartienne a Yy et vérifie d(x, So) < d(x,{dy.....dp—1}) <

d(x, Sp) + N soit < Cs.
Démonstration. Poura € Speti € {l,...,p—1}onaa € 2F-géod(x,a;) et
|d(x,a) —d(x,a;)| <2N,doud(a,a;) <2F +2N. O
Fin de la démonstration du a). Soit

Z e ypkm(odm) yerifiant ro(Z) > k + P.

Grace au sous-lemmes 4.71 et 4.76, et comme Z(l) est déterminé par (163) et ro(Z) <
ro(Z), on a alors

1 ..
p—1km+1,o,....l;n+1),1,00 1,5
/ (D G R R PAN I
0 "5 #
ZeAZ'[
Ci1Gs k _
< - p.k.m,(lg,....Im)\—1 7V).

Notons Iz I’ensemble des ¢ € [0, 1] tels qu’il existe Z € A7Zé ; Vérifiant

H((ﬂ)hc,p—l,k,m+l,(lo,...,lm+1),1,0)—1(Z)) > (ro(z)_i_l)—%ﬁ((nf,k,m,(lo,...,lm))—l(Z)).

La mesure de Iz est donc < C1C5(ro(Z) + 1)_%. Grace a Cauchy-Schwarz et a
(165) on obtient que

e[, i) 1)

t€[0,T]

< CiC3(ro(Z) + D72 sup / |E2(e™ (s — b )e ™™ [)IPdt (172
zef0,7]Jr€f0,1]

<CIGG(Z) + D72 Y (ro(Z) + D7 ez ()P
ZeAz
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D’apres le sous-lemme 4.76 et lﬁ: lemme 4.29, il existe une constante C4 =
CG,K,N,Q, P, M) telle que pour Z € Az on ait

H((ﬂxsp_lyk’m+1s(10w«slm+l):LO)—I(Z)) < C4ﬁ((ﬂg’k’m’(lo’m’lm))_l(Z)). (173)
D’autre part pour ¢t & Iz et 7 e A?t on a
p—Lkm+1,(lossln41),1,00 -1, 5 _1 _
ﬁ((ﬂil’ m+1,(lp +l) ) I(Z)) S (ro(Z)+1) 2ﬁ((n£,k,n’l,(lo,...,lm)) I(Z))

Par Cauchy—Schwarz on déduit alors de (165) que

sup (H(ekm b)) ez (e ([ (e = hwdr)e ™ 1)

€[0,T] t¢l
<C(ro(Z2)+ 172 Y (ro(Z)+1)7!
ZEAZ
p—Lk,m+1,(00s sl n41),1,00—1 , S —
(G ?~ Hom Ll tmi D L0 -1 Zyy e ()2, (174)
Comme

=y = / (hes — ho)di + / (e — hor o),
telz t¢lz

en combinant les inégalités (172), (173) et (174) et par Cauchy—Schwarz on obtient
que

sup (f(m 200ty (Z)) £ (€5 (hy — har)e ™™ [
t€[0,T]
< 2(C1GGCE(ro(Z) + 1) 7% + Ca(ro(Z) + D)7F) Y (ro(Z) + 1)
ZeAy

p—1km+1,00, Lt 1),1,00—1 , S\ —
(g "m0 b DR T ) 5 ()P (17s)
De plus pour Z € Az ona [[M™y si(Z2)~ = [["4! si(Z)~"i. Pour calculer la

norme de (1 — £,)e%% (hy — h,/)e~"% on peut se limiter aux Z tels que ro(Z) > n
et on déduit donc de (175) que

_ P T0x _ , —10x |2
fes[l(lfr] I = Fu)e™ (hx = har)e ”i(JfEik*"(Ap_l),%,ZY(AP))

< 2pIB(C1CoC5CE(n + 1) + Co(n + 1))

ou le facteur p! est di au fait que Z détermine Z a permutation pres de aq, ..., ap.
Ceci termine la preuve de a).
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Démonstration du b) du lemme 4.70. La preuve de b) n’introduit aucune idée nou-
velle par rapport a celle de a), donc on sera bref. Soit ¥ € N. On déduira b) de (180)
qui est une variante de I’inégalité (93), de la méme fagon que I’on avait montré le
lemme 4.40 a I’aide de (93).

Sous-lemme 4.77. Il existe C = C(8, K, N, r) tel que pour tout a € X, la mesure
de I’ensemble des t € [0, 1] tels que jiri(x,a) # pre(x',a) est < 1++(xa)
Démonstration. Cela résulte du lemme 3.27. O

Sous-lemme 4.78. Il existe C; = C(8, K, N, Q. r) tel que pour tout S € Ap_4, la
mesure de ’ensemble des (t,11,...,tg) € [0, l]Q+1 tels que

Us,rt Kx,0,t1,...10)(€8) 7 U/ 1t Kxr 0,(11....00) (€5)

C
est = 1+d(x,S)"

Démonstration. 1l existe C = C(8, K, N, Q,r) tel que pour S € A,_; la connais-
sance de Uy, .1 Kx,0.(.,...10)(€s) et celle de uys rt Ky 0 (.,...10) (es) ne dépendent
que de la connaissance des /iy ;; (es/) et hy s, (es/) pouri = 1,..., Q et S’ € A véri-
fiant d(S, S") < C etdes jir((x,a) et ur(x’',a) poura € X vérifiantd(a, S) < C.
On applique alors le sous-lemme 4.71 a ces parties S’ et le sous-lemme 4.77 a ces
points a. O

Suite de la démonstration du b). Soientk,m,lo, ..., I, € NetZ € Y)Cp’k’m’(lo""’lm)
vérifiant ro(Z) > k + P.Onposelg = 0etl; = l;_ypouri € {l,...,m+ 1}eton

note Az la partie de Y,E’p ~rkmt Lol 1)- Q1 g0 nge des 7 vérifiant
ro(Z) =ri(Z) —r| < QF (176)
et tels que pour tout

(&19 AR 7&p—1’ §0’ MR §m+1» (yl])le{O,,m+1},]€{1,,i,}’ (Zé)]e{l,,Q}7 Zi)

p=1hkm+1,00, .l 1),0.1\ -1 5
e(ﬂ)ﬂcp m (lo +1)Q ) 1(Z)
il existe une énumération (ay, ..., ap) de §1 vérifiant
@t ap. S St (VL Dictormyjettyy) € (PP lotm)y=1(z),
~ (177)
Soient 7,11, ...,t9 € [0,1]. Onnote Az «....1o) 'ensemble des Z € Az tels

que pour tout

@ ap-1. S0, Sp1. (yi])i6{0,...,m+1},je{1,...,l~,-}’ (Zp)jet....3 Z1)

p—1km+1,00,0 0 lms1),0,1. 1,5
e(n)ﬂcp m (o +1)Q ) I(Z)
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on ait
,’Zé = | {z € géod(x,b) | d(x,z2) = E(tjro(Z))} pour j € {1,...,0} (178)
b€§0
et
Zl = | {z € géod(x.,b) | d(x.z) = E((1 — 1)ri(Z))}. (179)
b€§1
Pour Z € AZt.(t1....t0)- les conditions (178) et (179) impliquent

19(Z) = E(tjro(Z)) pour j € {1..... Q}. et 1}(Z) =EB((1 —)r(Z)).

Remarque. Les notations Az et Az «,...10) que nous venons d’introduire sont
les mémes que dans la preuve du lemme 4.40 et les conditions (176), (177), (178) et
(179) coincident avec les conditions (91), (92), (94) et (95).

Sous-lemme 4.79. Soit

~ ~ < ] U7 B p—1k,m+1,0, Lt 1)
(@, ....ap-1, S0, Sm+1, (¥ )ie{o,...,m+1},je{1,...,l,-}) SRE:

tel que |d(x, So) — d(x,S1) — r| < OF et qu’il existe (ay. ... . ap) vérifiant (177).
On définit (Z{))J-e{l,‘_.,Q} et Z% par (178) et (179). Alors les parties Z{) et Z} sont de
diametre inférieur ou égal a P /3 et il existe Z € Nz ; , to) tel que

(&17 s ,dp_l, §Oa ML) §m+17 (yl])le{o,,m+1},j€{1,,il}’ (Z(J))je{l,.‘.,Q}7 zi)

appartienne a (ni,p_lakam“"la(IOa-~~alm+l)aQal)—1 (Z)

Démonstration. C’est exactement le sous-lemme 4.41. O

Suite de la démonstration du b). Notre but est maintenant de montrer 1’inégalité sui-
vante, qui est une variante de (93) :ily aune constante C, = C(8, K, N, Q, P, M, r, T)
telle que

sup &z (™ (uxri Ky 0. veto) — Ux e Kxr 0.1y ,...,tQ))e_rex HIP

7€[0,T]
180
S N A (150
ZEA;Zé,t,(tl ..... Q)
ol A;,t,(tl,...,tQ) est ’ensemble des Z € Az1.....t0) tels que pour tout

@ ap-1. S0, Sp1. (yi])i6{0,...,m+1},je{1,...,l~,-}’ (Zp)jett....3 Z1)

p—1km+1,00,0 0 lms1),0,1. 1,5
e(n)ﬂcp m (o +1)Q ) I(Z)
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on ait
(ux,r,th,Q,(tl,A..,tQ) - ux’,r,tKx’,Q,(tl,...,tQ))(eS"o) # 0. (181)

Le sous-lemme suivant indique d’ou vient la condition (176).

Sous-lemme 4.80. Pour S € Ap_y et T € A, tels que et apparaisse avec un
coefficient non nul dans vux,rtKx 0 1,...10)(€s) ou dans ux r1 Ky 0 1y.....10)(€S)
ona

|d(x,S)—d(x,T)—r| < QF.
Démonstration. D’apres le 2)a) de la proposition 3.37 on a

T c U{y € (F +2)-géod(x.a) | d(y,a) € [r + Z.r + OF]}

a€es
et on suppose % + QF > N + (F + 2), ce qui est permis par (Hp). O
Sous-lemme 4.81. Soit Z € Aé,z,(tl,...,tg) et

(@, ....ap-1, Sos- s Sm1, (yi])ie{O,...,m+1},je{l,...,l~,-}’ (Z{))je{l,--~,Q}’ Z})

p—1km+1,00,0 0 lms1),0,1. 1,5
e(n)ﬂcp m (o +1)Q ) I(Z)

Alors ux,ri Ky 0,(t1,...10)(€5,) €t Ux ri Ky 0,@1,...10) (€5,) ne dépendent que de la
connaissance des points de

B(x.k+2M)UB(So, M)UB(S,.M)U |J B(Z..M)UB(Z!, M) (182)
je{1,...,0}

et des distances entre ces points.

Démonstration. Laréunion des ensembles figurant dans le 2)b) de la proposition 3.37
avec x et x” au lieu de x et Sy au lieu de S (et qui posséde la propriété que
ux,r,,Kx,Q,(,l,__,,,Q)(ego) et ux 11 Ky 0,a1,..., lQ)(e§o) ne dépendent que de la con-
naissance des distances entre les points de cette réunion) est inclus dans

B(x,F + 1) U B(Sy, ON) (183)
U U {y e (F+2)-géod(x,a)||d(x,y)—tjd(x,a)] < QF + 2} (184)
aeSy
JEell.....0}
U U {z € (F +2)-géod(x,a) | d(z,a) € [r,r + QF]} (185)
a€§0
U U {z € (F+2)-géod(x,a) | |d(x,z) — (1 —t)(d(x,a) —r)| < QF +2}.
ae8 (186)

11 suffit donc de montrer que cet ensemble est inclus dans (182).
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On suppose F + 1 <2M et ON < M, ce qui est permis par (Hjs). Donc (183)
est inclus danj (182).
Soita € Sy, j €{1,...,Q}ety € (F + 2)-géod(x, a) vérifiant

d(x,y) —tjd(x,a)| < QF +2.

Soit z € géod(x, a) vérifiant d(x,z) = E(tjro(Z)), si bien que z appartient a Z(’)
On a
|tjd(x,a) —E(tjro(Z))| = N + 1,

d’ou|d(x,y) —d(x,z)| < QF + N + 3 etgricea (Hs(y, x,z,a)),
dy,z) <(QF + N +3)+ (F +2)+6.

On suppose (QF + N +3) + (F +2) + 6 < M, ce qui est permis par (Hyy).
Par conséquent (184) est inclus dans | J 0} B(,‘Z{), M) et donc il est inclus dans
(182).

Par le a) du lemme 4.14, on a pour tout a € §0,

je{l,...,

e 2F-géod(a, x).
Soita € Sy et y € ;. L'inégalité (176) implique
|d(x,a) —d(x,y) —r| < QF + N.

Soitz € (F +2)-géod(x, a) vérifiantd(z,a) € [r,r + QF].Celaimplique d(x,a)—
d(x,z) €e[r—F —2,r + QF]. On en déduit

|d(x,y) —d(x,z)] <2QF + N.

Commez € (F+2)-géod(x,a),y € 2F-géod(x,a)et2F > F+2,(Hs(z,x,y,a))
montre

d(y,z) < QQF + N) +2F +6
d’ou
U {z € (F +2)-géod(x,a) | d(z,a) € [r,r + OF]}

acs

C B(S1,20F + N +2F +6) € B(S1. M)

caron suppose 20F + N +2F + § < M, ce qui est permis par (Hps). Donc (185)
est inclus dans (18%).
Enfin soita € Sy et z € (F + 2)-géod(x, a) vérifiant

|d(x,z) — (1 —t)(d(x,a) — )| < QF + 2.
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Soit b € §; et y € géod(x,b) vérifiant d(x,y) = E((1 — 1)r1(Z)), si bien que
y appartient & Z!. Comme y € géod(x,b) et b € 2F-géod(x,a), ona y €
2F-géod(x,a). Comme d(x,a) € [ro(Z),ro(Z) + N] et grice a (91), on a

ld(x,z) — (1 —t)ri(Z)| <20QF + 2+ N,
d’ot
|d(x,y) —d(x,z)| <20F + 3+ N.

Commez € (F+2)-géod(x,a),y € 2F-géod(x,a)et F+2 <2F,(Hs(y,x,z,a))
montre
d(y,z) <QOF +3+ N)+2F + 6.

On suppose 2QF + 3 + N) +2F + 8 < M, ce qui est permis par (Hyy). Par
conséquent (186) est inclus dans B(Z!, M) et donc dans (182). Ceci termine la
preuve du sous-lemme 4.81. O

Le sous-lemme 4.81 justifie le fait que la condition (181) ne dépend que de V4

c’est-a-dire que pour Z € Ay elle est vérifiée ou non simultanément pour

q p ,t,(ll,...,tQ) p
g D=1 JkmA 1,00, +1),0,1_1 /5

tous les éléments de (n,hcp mALA0 It 1). Q- 1y -1 7y

Sous-lemme 4.82. Le cardinal de Az ,,...1,) est majoré par une constante de la
forme C(6,K, N, Q, P, M).

Démonstration. Grace au lemme 4.28, pour connaitre les distances entre les points
de

B(So.M)U |J B(ZL.M)u B(Z! M) (187)
je{1,...,0}
et ceux de
U BGE.MmuU U BF.,, M)UBxk+2M) (188)
ie{l,...m+1} i€{0,...,m}

Jell i}

il suffit de connaitre les distances entre les points de (187) et C points de (188),
avec C = C(8,K, N, Q, P, M) et grace a (176) ces distances sont déterminées a
C' = C(,K,N,Q, P, M) pres par les distances de Si aces C points (qui font
partie de la donnée de Z) et les entiers (£ (Z))jer1.....01 et t1(Z). O

.....

Suite de la démonstration du b). Ontermine maintenant la preuve de I’inégalité (180).
Pour

@ ap-1. S0, Sp1. (:yi])ie{O,...,m+1},je{1,...,l~,-}’ (Zp)jett....3 Z1)

p—1km+1,00,0 0 lms1),0,1. 1,5
e(n)ﬂcp m (o +1)Q ) I(Z)
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on considere

Z ((ux,r,th,Q,(tl ,,,,, tQ)_“x’,r,th’,Q,(tl ..... lQ))(eﬁl/\"'/\edp_l))(bl’ e 7bp)9
(b1,..,bp) (189)
ou la somme porte sur les énumérations S1 = {b1,...,b,} telles que

(bla ce bp’ §1’ L) §m+1, (g{+1)l€{0,,m},je{l,,l,}) € (n)?’kﬂm9(lo""5l’n))_1(Z).

Comme la somme (189) a au plus p! termes, le 3) de la proposition 3.37 montre
qu’elle est majorée par une constante de la forme C(§, K, N, Q, P, M). D’apres
le sous-lemme 4.81 la somme (189) ne dépend que de Z eton peut donc la noter
7 Z 111t o) D’apres les sous-lemmes 4.79 et 4.80 on a

SZ(ergx (Ux,re Kx,0.(t1,t0) — ux/,r,tKx/’Q,(tl,.“’tQ))e_rgx 18
1 15— p0(5
= (p_ 1)' Z aZ,Z,t,(tl,...,tQ)er(pX( )=Ax( ))EZ(f)

#
ZeAZ,[.(t] ..... IQ)

Gréce a (176) on a pL(Z) — p%(Z) < QF + N. Par Cauchy—Schwarz et grice au
sous-lemme 4.82 on en déduit (180).

Montrons maintenant b) a I’aide de (180). Soit C; comme dans (180). Soient
k.m,lo,...,l,, € N.Onposelyp =0etl; =[;_;pouri € {1,...,m + 1} comme
précédemment.

Sous-lemme 4.83. 1l existe C3 = C(§, K, N, Q, P, M, r) tel que pour tout

j Jem Loyl
@1, ap, Sos- s Sms (Y )icto,..myjetr,..iy) € Y.pRomUoslm)

le nombre de possibilités pour (ay, . ..,dp—1) tels que
(@r,....ap—1,4ai,....ap—1},So0, ..., Sm, (yi]—l)ie{o,...,m+1},je{1,...,ii})

—1km+1,00,....], L.
Yxp mA1,(0,--lm1) et vérifie

appartienne a
|d(x,{ay,....ap—1}) —d(x,So) —r| < QF

soit < Cs.

Démonstration. C’est une conséquence immédiate du sous-lemme 4.45. (|

Fin de la démonstration du b). Soit Z € ?xp’k’m’(lo""’l"’) vérifiant ro(Z) > k + P.
Grace aux sous-lemmes 4.78 et 4.83, on a

b.p—1km+1,(0, .l 41).Q.1\—1 5
/ 1Q+1( D (gt et 2 I(Z)))dtdtl...dtQ
(@:t1,.-,t0)€[0,1] ~€A;Zét(t
2.t Q)

- Jem, (105 lm)\—1
< ro(z)+1ﬁ((ﬂ£’ ) (2)).



174 V. Lafforgue

Notons Iz 1’ensemble des
(t.t1,....t0) € 0,171

#

Zot(t1 st o) vérifiant

tels qu’il existe ZeA

La mesure de Iz est donc < C1C5(ro(Z) + 1)_%. Grace a Cauchy—Schwarz et a
(180) on obtient que

sup ’éz(erex(f (ux,r e Kx,0,a,.., to0)

€[0,T] (t,ll,...,tQ)GIZ
2
— ux’,r,tKx’,Q,(tl,...,tQ))dtdtl .. de)éﬂrex f)‘

< Ci1Cs(ro(Z) + 1) sup

/ |$Z(€Tex (ux,r,th,Q,(tl,...,tQ)
7€[0,T] J (¢,t1,....t0)€[0,1]2 1

.....

<20 GG F D Y (o(2)+ D72 (Z) + )7 ()P
ZeAz
(190)

D’apres le sogs—lemme 4.83 et le lemme 4.29, il existe C4, = C(8, K, N, Q, P, M, r)
tel que pour Z € Az on ait

(e oLl D001 7y < Cyt(rpbm ooty =1 Z)) - (191)

#

Zt,(t1,rt0) O 2

D’autre part pour (¢, 11,...,19) € Iz et ZeA
D=Lk m+1,00, s lm41),0.1\=1 , 5 -1 e —
B((re P~ Mo ol 0O 2L (7)) < (rg(Z)+1) T (ko)) 71 (7)),

Par Cauchy—Schwarz on déduit alors de (180) que

sup (ﬁ(n,g,k,m,(lo,...,lm))—l (Z))—Ol
t€[0,T]

EZ (e’ex(/ (ux,r,th,Q,(ll,...,tQ)

tt15e5t0)E1 7

<2971G(r(Z) + D72 Y (ro(2) + D72(n(Z) + D!
ZeAz
(VR o D01y a2,
(192)



La conjecture de Baum—Connes a coefficients pour les groupes hyperboliques 175

Comme

Ux,r Ky — Ux' r Ky

= / (ux,ri Kx,0,a1,.., o) —Ux'rt Ky 0.a...., tQ))dtdtl 71 %6)
@t,t1,...t0)El 7

en combinant les inégalités (190), (191) et (192) et par Cauchy—Schwarz on obtient
que

s[upT](tt(nf’k’m’("’""”’"))‘1(Z))“"Iéz(e"’x (uxr Ky — iy Ky )e 0% f)[?
7€[0,

< 22%2(C,CLC3CL (ro(Z) + 1)_% +Ca(rg(2) + 1)79) ~Z (ro(Z) + )79
ZeAz

(r1(Z) + D (b? Mot Lo dn ). Q-1 Zyage 20 (193)

De plus pour Z € Az ona [[™ys:(Z2)7 = [["4!si(Z)7li. Pour calculer la
norme de (1 — £,)ex (UxrKx — uxr,er/)e_’ex on peut se limiter aux Z tels que
ro(Z) > n et on déduit donc de (193) que

su 1— P)e 0 (uy Ky — tyr Ky )e 50|
rE[OPT] ”( n) ( x,r Bx x/,r x/) ||$(J€)HC',SQ'1(Apfl)se'}ex—:g(Ap))

< 20421 Be2@F D3 (€, C,C3CE (n + 1)72 + Ca(n + 1) %)

ou le facteur p! est di au fait que 7 détermine Z a permutation pres de aq, ..., ap.
Ceci termine la preuve de b).

Démonstration du c) du lemme 4.70. La preuve de c) est quasiment identique a celle
de d) et 1égerement plus simple (du fait que d ne fait pas intervenir une moyenne,
contrairement a /1,). Nous choisissons donc de montrer d) seulement.

Démonstration du d) du lemme 4.70. Soientk,m,ly,...,l,, € N et
Z e ypkmUowsdm) yerifiant ro(Z) > k + P.

On pose fo = 0et f, = li_ypouri € {1,...,m + 1}. On note Az la partie de
?n,p—l,k,m+1,(?0,...,im+1),7,0
X

formée des Z vérifiant
ro(Z) < ro(Z) < ro(Z) + N (194)
et tels que pour tout
(@, ....dp-1, §Ov ce §m+lv (gij)ie{o,...,m+1},je{1,...,ii}v (Zé)je{l,...,7})

-1 1,05, ~1,5
c (nE,P Jk,m+1,(o, :Im+l)s7so) I(Z)
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il existe une énumération (ay, ..., ap) de S; vérifiant

(al’ LRI ap& §17 cet §m+19 (g,]+1)1€{0,.,m},]€{1,,ll}) € (T[)g,k’m,(lo,,lm))_l(z)‘
(195)
Soient ¢ € [0, 1] et uy,uz,u3,v1,v2,v3 € [0,1[. On note (Az,),} 250 Uen-

semble des Z € A z tels que, en notant
wy = E(%ro(2)), wy = E((2 + 2)ro(2)). w3 =E((Z + 2)ro(2)).
ws = E((1 = W)ro(Z)), ws =E((2 - 2)ro(Z)), we=E((2 —2)ro(2))

on ait, pour tout

(dl’~-'adp—l’SO"--7Sm+1’(yij)ie{() m+1},j€{1 il},(zé)]E{l,,'/})

,,,,,,,,,,

c (ng,p—l,k,m—i—l,(l() ..... lm+1),7,0)_1(z)’

les égalités

Zé = | {z € géod(x,b) | d(x,z) = wj} pourj €{l,...,06} (196)
b€§0
et
Zl = | {z € géod(x.,b) | d(x.z) = E(tro(Z))}. (197)
b€§0

Pour Z € (A Z.0)uh iy les conditions (196) et (197) impliquent
tJ(Z) = wjpour j €{1,...,6}, et tJ(Z)=E(tro(Z)).

Sous-lemme 4.84. Soit

~ ~ 3 S i . p—Lkm+1,0o,.c.lm41)
@,....ap-1.50: ... Sm+1. (¥; )ie{o,...,m+1},je{1,...,l,-}) €Yy

tel que d(x,S1) < d(x,Sy) < d(x,S1) + N et qu'il existe (ay, ... . ap) vérifiant
(195). On définit (Z(J))je{l,mj} par (196) et (197). Alors les parties Z(J) sont de

diamétre inférieur ou égal & P /3 et il existe Z € (A Z.0uh iy tel que

@roedp=1Sos- o St (Fscio. ey jeqr iy Bjettn)  (198)

. b p—LkmA1,(0s sl +1),7,0 1, 5
appamennea(n,tlp AL (ormlm-+1) Y L(2).

Démonstration. En effet soit b € §0. Pourz,z’ € ,‘Zé, onaz,z € 2N-géod(x,b)
et comme d(x,z) = d(x,z'), (Hs(z,x,2',b)) donne d(z,z') < 2N + 8 < P/3.
Comme les parties Z{) sont non vides et P/3 < M, ’argument que nous venons
de donner montre aussi que les conditions (196) et (197) sont vérifiées par les autres
éléments de la classe d’équivalence Z de I’élément (198) etdonc Z € (A 2w i

O
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Suite de la démonstration du d). On déduirad) de I’inégalité suivante : il existe C; =
CG6,K,N,Q,P,M,T) tel que

sup 1€z (O — (B0 e hy e ™ )P

Ui,u2,u3 up,u2,u3’
7€[0,T]

<G Y &P (159

= V1.V,
ZE(A;ZE’t)ull,uzz,;%
V1,02,V3 > 4 V1,V2,V3
ou (AZ Dur s €St ensemble des Z € (A z,¢)u)us iy tels que pour tout

(&1’ ceey Elp—17 S()’ o Sm—l—l, (yj)ze{o,,m+1},]€{1,.,l~l}’ (Zé)]E{l,,7})
€ (P Lkem+1,00,mn, In 701 7

on ait
(P})81v2Y3 (So) — (pY)51v2 03 (So) — (p%)5 2202 (S1) + (ph)5h223 (1) # 0.
(200)

Nous allons maintenant montrer (199) et justifier que la condition (200) ne dé-

pend que de Z (c’est-a-dire que pour Z € (Mg ,)Z'l’f,?z’,ﬁ elle est vérifiée ou non

Lk,m+1,00g,....I, 7,00 1.5
simultanément pour tous les éléments de (7Txp m+ 130, k1) Y~ U(2)).

Sous-lemme 4.85. Pour Z € (A 2 iy et

(dla--~adp—17§07*-~ §m+17(y"])l’e{(), ,m+1}je{1,..,ii}v(zé)jE{l,...,7})
G( b,p—1,k,m+1, (l(), ,m+])70) (Z)

le coefficient de eg, dans [(03)uy 1 — (00w aibiis, € Texhx,te_fex](ego) et le

membre de gauche de (200) ne dépendent que de la connaissance des points de

B(So,M)U B(S;,M)U B(x.k +2M)U U B(Z). M) (201)
je{1,...,7}

et des distances entre ces points.

Démonstration. Le sous-lemme 4.74 (que 1’on applique avec Zg au lieu de Z(l) et
en oubliant Z} pour j € {l,...,6}) montre que hx,t(e[s"o) ne dépend que de la
connaissance des points de

B(So, M) U B(x,k +2M) U B(Z!, M).

Pour montrer~le sous-lemme, i1~sufﬁt donc de montrer que pour X € B(x,1),
(p')’z),lill’f,?z’f,% (So) et (p;)zll’f,g’f;33 (S1) ne dépendent que de la connaissance des points
de (201) et des distances entre ces points (en effet on applique cecia X = x et X = x’).
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En vertu du lemme 4.50,, il suffit de montrer que pour ¥ € B(x, 1),0 € {0,1},a € S,
et j €{l,...,6}, ’ensemble

{y € 38-géod(%,a) | |d(X,y) —w;(0,X)| < N + 68 + 4} (202)
est inclus dans (201), ou I’on note
wi (0, %) = E(4d(%. 55)). wa (0. %) = B((: + 2)d(%. 55)).
w3(0.%) = E((¢ + '0)d(.55)).  wa(o, %) = B((1 = $)d (. 5)),
ws(0. %) = B(2 — 2)d(%.55)). we(0.%) = B((2 — 2)d(%. S5)).

Soit ¥ € B(x,1),0 €{0,1},a € Sy et j € {1....,6}.
Soith € S3.On a
d(a,b) <2N + 2F. (203)

En effet c’est évident si 0 = O et si 0 = 1 cela résulte du fait que
d(x,81) = ro(Z) € [d(x,80) = N, d(x,80)] C [d(x,b) = 2N, d(x,b)] (204)

et S§; C 2F-géod(x,b).
Soit y dans I’ensemble (202). Comme y € 3§- géod(X,a) et X € B(x, 1) et grace
a (203), le lemme 3.2 montre que

y € (36 + 4N + 4F + 2)-géod(x, b).
D’autre part il résulte de (204) que |w; (0, X) —w;| < N + 1. On a donc
|d(x,y) —w;| <2N + 68 + 6.

Soit z € géod(x, b) vérifiant d(x, z) = wj, si bien que z appartient a Zé Comme y
et z appartiennent a (38 + 4N + 4F + 2)-géod(x, b) et que

|d(x,y) —d(x,z)] < 2N + 63 + 6,
(Hs(y, x, z,b)) implique
d(y.z) < 2N + 68+ 6) + (35 + 4N +4F +2) + 4.

On suppose (2N + 68 + 6) + (36 + 4N + 4F +2) + § < M, ce qui est permis
par (Hyps). Donc d(y,z) < M et y appartient a (201). Ceci termine la preuve du
sous-lemme 4.85. O

Le sous-lemme 4.85 implique immédiatement que la condition (200) ne dépend
que de Z.

Sous-lemme 4.86. Le cardinal de (A7Zé Dl 5y est majoré par une constante de la
forme C(8, K, N, Q, P, M).
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Démonstration. Grace au lemme 4.28, pour connaitre les distances entre les points
de

B(So.M)U U B(Z).M) (205)
je{1,...,7}
et ceux de
U BS.Mu U B, .M)UB(.k+2M) (206)
ie{l,...m+1} i€{0,...,m}

il suffit de connaitre les distances entre les points de (205) et C points de (206),
avec C = C(8,K,N,Q, P, M) et grice a (194) ces distances sont déterminées a
C’' = C(5,K,N,Q, P, M) pres par les distances de §1 a ces C points (qui font
partie de la donnée de Z) et les entiers (t({ (Z))je{1,.,,,7}- O

Fin de la démonstration du d). On termine maintenant la preuve de (199). Pour
- - T q 7i (5
@1, osap—1,S0s - Sma1s (V)i eqo,. a1y, jett,.. Ty (Bo)iett,...n)
—1,k,m~+1,(0o,....I, .01, 5
e (]T)E’P m—+ (() m+]) ) I(Z)

on considere

Zb )([(932)5‘1’,1&22’,1;33—(9,'2/ Wy €O by 170 (e, A+ Neg, ) (b1, ... bp),

4

B (207)
ou la somme porte sur les énumérations S1 = {b1,...,b,} telles que

(bl, ERER} bp, §1, SRR} L§dm+1, (yij-‘rl)iE{O,...,m},je{l,‘..,l;}) € (nf’k’m’(lo’m’lm))_l(Z)~

Comme la somme (207) a au plus p! termes, le 3) de la proposition 3.37 montre
qu’elle est majorée par une constante de la forme C(3, K, N, Q,P,M,T). D’apres
le sous-lemme 4.85 la somme (207) ne dépend que de Z et on peut donc la noter

_ V],V2,U3 s N _
(ozZ’Z,t’r w1 i~ D’apres le sous-lemme 4.84 on a

E2 (B0, — (B2)3 020, ™ hyye ] f)

ui,uz,u3 uy,uz,us3’
1
= ( _ 1)| Z (aZ,Z,t,r 311111122’,11)133 gf(f)
p ‘5 F#* V1.,02.,03
ZE(AZ,t)ul,uz,u:;

Par Cauchy—Schwarz et grace au sous-lemme 4.86 on en déduit (199).

Montrons maintenant d) a 1’aide de (199). 1l résulte de (203) que pour §0, S 1
comme ci-dessus on a d (§o, S 1) < 2N + 2F. Donc le lemme 3.45 implique facile-
ment qu’il existe C; = C(§, K, N) tel que pour So, Si comme ci-dessus la mesure
de ’ensemble des (11, U2, U3, v1, vz, v3) € [0, 1[° vérifiant (200) est < 1+rc—0](Z)' Soit

C, comme dans (165). Soient k, m, Iy, ..., l,, € N.On pose l~0 =0etl; = [;—; pour
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i €{l,...,m+ 1} comme précédemment. Soit C3 = C(6, K, N, Q, P, M) comme
dans le sous-lemme 4.76. Soit

Z e Yf’k’m’(l"""’lm) vérifiant ro(Z) > k + P.
On a alors

/(ul,uz,u3,v1,v2,v3)€[0,1[6 ZG(A;t)le'.ZZZ'.I%
-GG
“re(Z2)+1

Notons /7 1’ensemble des
(,u1, Uz, U3, V1, V2,v3) € [0,1] x [0, 1[°

tels qu'il existe Z € (A7 ,)ul U203 vérifiant

p—Lkm+1,0o, 0 lpt1),7.00 -1, 5 1 )N —
f((ry? VL Qo Ik DT0N =1 Zyy > (1 (Z) 1) 2 (2R G0l =1 (7))

La mesure de Iz est donc < C{C5(ro(Z) + 1)_%. Gréce a Cauchy-Schwarz on
déduit de (199) que

sup [e(( [ (O,

7€[0,T] (t,u1,u2,u3,v1,v2,03)€l 7

2
— (85))b1-v2-03 ef"xhx,te—fex]dz...dv3) f)‘ (208)

"Juruz,uz’

<276°C1CCa(ro(2) + )72 X (ro(Z) + D7TIEZ ()P
ZeAz

Gréce au sous-lemme 4.76 et au lemme 4.29, il existe C4 = CG6,K,N,Q,P, M) tel
que pour Z € Az on ait

f((ry? LU0t D10y =1 Fy <t ((rpkomGobm) =1 (7)) (209)

D’autre part pour (£, Uy, Uz, U3, V1,V2,V3) € [z et Z € (A7Zé’t Wy i on a

p—Lkm+1,00, 0 lpt1), 7,00 -1, 5 _1 o) —
(G0l DT T (Z)) < (ro(2) 4 1) TR Rm Gy (2)),
Par Cauchy—Schwarz on déduit alors de (199) que

N N A (¢ (GRHE

7€[0,T] (t,u1,u2,u3,v1,v2,03)€l 7

Ui,uz,u3’

<276°Co(ro(2) + 1)7F Y ((Z) + )77
ZEAZ

(@ br om0 D0 L Zyymaje ()2 (a10)

— (6%,)urv2vs efexhx,,e—fex]dz...dv3) f)]2
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En combinant les inégalités (208), (209) et (210) et par Cauchy—Schwarz on obtient
que

(e pom-Comsdmny =1 (7)™ sup &7 (([(62 — 02)), e™* hye ™) £)?

t€[0,T]
< 2865(CLCLC5CE(ro(Z) + 1) 2 + Co(ro(Z) + )" %) Y (ro(Z) + 1)~7
ZEAZ
=L+ 1,0l 1),7,.00—1 » S
(gm0 e D T0 21 Zy e (). (211)
Depluspour Z € Az ona [/, si(Z2)7% = 17 s (Z)~% . Pour calculer la norme

de (1— 3’,1)([(92 — 92,), e™0x 11 e~0x]) on peut se limiter aux Z tels que ro(Z) > n
et on déduit donc de 211 que

sup [|(1 = Pu)([(6) = 63,), ™ hxe ]2

€[0.T] FETODp—1), 375 (D))

< 2865 pN(C1C2C3CE(n + )72 + Caln + 1)7F)

ou le facteur p! est di au fait que Z détermine Z a permutation pres de aq, ..., ap.
Ceci termine la preuve de d).

Démonstration du e) du lemme 4.70. La preuve de e) est plus subtile que celle de d)
pour la raison suivante. L’entier r € N est fixé mais peut étre beaucoup plus grand
que M. On ne peut donc pas espérer que, dans les notations de la preuve de d),
(% wionis (e5,) et (ph)ul s (e3, ) soit déterminés par la connaissance des points
de
B(So.M)U B(x.k+2M)U U B(Z..M)
jefl,....6}

et des distances entre ces points, pour certaines parties Z; . Au contraire si des parties

(Z{ )jed1....6) sont choisies de telle sorte qu’elles déterminent (pb),! 2257 (e §,)on

peut affirmer (en utilisant de nouveau (Hyy)) qu’elles déterminent (,o'jc)zll ’;22 ";233 (e5,)

pour certains 7y, U, i3, U1, U2, U3 que nous allons calculer. D’abord S est situé
en gros (c’est-a-dire modulo des constantes de la forme C(8, K, N, Q, P)) sur une

géodésique entre x et So, 2 distance r de Sy. Pour que les parties (Z )je(l,....60

v1,V2,V
déterminent (px S wiois (€5 3, ), elles doivent étre situées en gros sur une geodemque

entre x et Sy, a des distances de x égales a

14+u ~ 24+u
T2 00§, 2

%d(x,s‘l), d(x.5)).

6—v
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)ﬁl,ﬁz,fn

Mais pour déterminer (,o')’c PR (ego) les parties (Z{)je{l,...,s} doivent également

&tre situées en gros sur une géodésique entre x et So, a des distances de x égales a

140 -
i uzd(X,So),

%d(?ﬁgo),

On pose Kk = m de sorte que d(x, Sy) est en gros égal a (1 + k)d(x, S;). On
obtient donc les relations

A Ui . Uz — K . Uz — 2k

uy = s Uz = s Uz = )

1+« 1+« 1+« 212)
. vy + 6k . vy + Sk . v3 + 4k
VT = —F/———» Vo = —/———, V3 = ————.
1+« 1+« 1+«

Pour adapter la preuve de d) on utilisera la variante suivante du lemme 3.45 (que I’on
appliquera avec p en gros égal & r, k comme ci-dessus, y € Sy et y’' € Sp).

Sous-lemme 4.87. Pourtoutp € N, il existe C = C(8, K, p) tel que pourx,x’,y,y' €
X verifiant d(x,x") < petd(y,y’) < p et pourk € [0, 10] vérifiant kd(x,y) < p,
la mesure de I’ensemble des (uy,u2,us, vi,v2,v3) € [5k, 1 — 5k[® tels que, en défi-
nissant Uy, Uy, U3, U1, Up, U3 comme dans (212),

hU1,V2,03 pUI,V2,V3 bO1,02,03 , pO1,92,03 , ,
du1u2u3(x y) duluzur;( 7y)_du]u2u3( 7y)+dulu2u3( ’y)7£0
C
et = THaGeyy

Démonstration. La démonstration est une adaptation de celle du lemme 3.45. En
particulier on applique le sous-lemme 3.48 aux familles

1b1,b2,b3 __ ¥,01,V2,03 1b1,b2,b3 __ ¥, U],U2,U3 L A |
Aal,az,a,x - Ax JUTL,UDLUS si y =y et Aal,dz,a3 - Ax U ,U2,U3 Sty =y,

pour ay,dsz,as, by, by, bz € [0, 1], avec

uj =5+ (1 —10c)a; et v; =5« + (1 —10k)b; pouri =1,2,3
etiq, Ua, U3, U1, U, U3 comme dans (212). O
Suite de la démonstration du €). Soientk,m, Iy, ..., 1, € Net

7 e ng’m’(lo vvvv Im) vérifiant ro(Z) > k + P.

On pose lo =0etl; =iy pouri € {l,...,m + 1}. On note Az la partie de

1, 1
Yq,p kon+1,00,slm+1),0.7 formée des Z vérifiant

ro(Z) —r1(Z) —r| < QF, (213)
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et tels que pour tout

(671,--.,671;—1,50,-..,§m+1,(gf)ie{o ..... m]j—\l},(Z(J))je{l,...,Q}’(Z{)je{l,...,ﬂ)

JE{l,...1 it

D=1km4 1,305l +1),0,7\—1 , 5
E(JT)UCP m (o +1)Q ) l(Z)

il existe une énumération (a1, ...,ap) de Sy vérifiant

(ala ey ap9 §19 ceey §m+1’ (gl]+1)le{0,.,m},j€{1,,ll}) € (n’){j”k,m’(lo,“.,lm))_l(Z)‘
(214)

On pose k = 1++0(Z) Soient #,t1,....tg € [0,1] et uy,uz, Uz, v1,v2,V3 €

[5k.1 — 5k[. On note (Az s «,....0)u) uznis 1 ensemble des Z € Az tels que, en
notant

wy = E(4ri(2)), wy = E((2 + 2)r1(2)). ws =E(Z + 2)r1(2)).
ws = E(1 - 2)ri(Z)), ws =E((E - 2)ri(Z)), we=E((E—-2)r1(2))

on ait, pour tout

(671,--.,67p—1,§o,-..,§m+1,(?7ij)ie;o ..... m]j-\l},(Z(J))je{l,...,Q}’(Z{)je{l,...,ﬂ)

Jei{l,....l it

b, p—1k,m+1,00s I +1),2.7\~1 5

€ (my m ) (Z)
les égalités

Zé = U~ {z € géod(x,b) | d(x,z) = E(tjro(Z))} pour j € {1,...,0}, (215

beSy
JZ{ = U~ {z € géod(x,b) | d(x,z) = wj} pour j € {l,...,6}, (216)
beS)
et
Z1 = U {z € géod(x.b) | d(x,z) = E((1 — )ri(Z))}. (217)
b€§1

Pour Z € (Az4., st o))t i iy les conditions (215), (216) et (217) impliquent

t1(Z) = E(tjr0(Z)) pourj €{l,.... 0}
tlj(Z) =w; pourje{l,..., 6}

et
t/(Z) = E((1 —=)ri(2)).

Sous-lemme 4.88. Soit

- - = = ~ B p—1k,m+1,do,clmi1)
(@, ....ap-1, S0, Sm+1, (¥ )ie{O,...,m+1},je{1,...,ll-}) € Yy
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telque|d(x So)—d(x, Sl) r| < OF etqu’il existe (ay, . .., ap) vérifiant (214). On
définit (ZO)]G{I, Lo} et (Z )]e{l, 7y par (215), (216) et (217). Alors les parties Z’
et ZJ sont de diamétre inférieur ou égal & P /3 et il existe Z € Azt ,,Q))Z'I’,%’ﬁ%

tel que

@1, dp—1,So0s- - - Sm+1,(5y ) icto.. mj-l},(Zé)je{l,...,Q}»(z{)je{l,...ﬂ})

Jje{l...., 1}
(218)

appartienne a (nh,p Lom 41, lm 1,0, 7) Y(2).

Démonstration. Pour o € {0,1} et z,z/ € ZZ, on choisit b € Sy, d’ot z,2/ €

2N-géod(x,b) et comme d(x,z) = d(x, z"), (Hg(Z x,z',b)) donne d(z,z') <

2N +6 < P/3.Comme les parties ZJ et ZJ sontnon videset P/3 < M, 1’argument

que nous venons de donner montre aussi que les conditions (215) (216) et (217) sont

vérifiées par les autres €léments de la classe d’équivalence Z de I’élément (218) et
v1,02,03

donc Z € (AZ,t,(l‘l ..... tQ))ul,uz,u3 O
Suite de la démonstration du e). On déduira e) de I’inégalité suivante : il existe C; =

C(@,K,N,Q,P,M,r,T)tel que en notant iy, i, 3, U1, U2, U3 comme dans (212),
on ait

byv1v2, b \v1,02,03 1,76 16
sup [Ez ((((O)u)wznss — Ox )iz “uxri K 0,61 i) "

t€[0,T]
[% 0 ,U2, b \01,02,0 2
U Ko gt i (B0 — (@) 21025 ) )
=G > &z (N)I? (219)
V1.2,V
ZE(AZ IR tQ))“ll iy s
ol (AZ e lQ))le’f,izz’f% est ensemble des Z € (Az.t... ,tQ))Z‘l,l{fz,ﬁ tels que

pour tout
@1y s lp=1,80s - Smt1, (:W)ie{o, ety (Z)jetr....or (ZD)jen...7y)

€ (mx
on ait
(P)3152% (S0) = (Ph) 2% (So) = (Ph)u ey (S1) + ()it (Sh) # 0.
(220)

Nous allons maintenant montrer (219). Nous allons justifier aussi que la condition
(220) ne dépend que de Z (c’est-a-dire que pour Z € (A Zot (1t Q))le’,%’f% elle est
vérifidke ou non  simultanément pour tous les éléments de

nim—l,k,m+l,(lo,...,lm+1),Q,7)_1(Z))'
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Sous-lemme 4.89. Pour Z € (A7 i,,....10) )} aiznis €t

@1.....dp1.50.....Spi1. (¥} Vi miiis (Z)jett 0t (21t
JEi{l,..., it

= Do—Lkm+1,00, . lns1),0, 7 —1, 5
€ (Z))jeq... ) p?HomiLlomlni). 0.7 -1 7,

le coefficient de e 5 dans

byv1,v2, b \v1,02,03 ., 6. 26,
(O iy = O uyaiy)e” “uxriKe, 0.1, t0)€” "

6 —16 b\D1,02,0 b \D1,02,D
T IY PR (G M N () M D IO

et le membre de gauche de (220) ne dépendent que de la connaissance des points de

B(x.k+2M)UB(So. M)UB(S;.M)u |J BEZ, Myu |J B(Z.M)
je{1,...,0} je{1,...,7}
(221)

et des distances entre ces points.

Démonstration. Le coefficient de €3, dans e’exux,r,,Kx,Q,(,l,“_,,Q)e_rex (€§0) ne
dépend que de la connaissance des points de (221) et de leurs distances mutuelles.
Cela résulte du sous-lemme 4.43 ou du sous-lemme 4.81 (que I’on applique avec Z/)
au lieu de Z(l) et en oubliant Z(J) pour j € {1,...,6}).

Pour montrer le sous-lemme il suffit donc de montrer que pour X € B(x, 1),

(P (S7) et (p')’?)zll";é’%i (So) ne dépendent que de la connaissance des points
de (221) et des distances entre ces points (en effet on applique cecia ¥ = x et ¥ = xL ).
En vertu du lemme 4.50 il suffit de montrer que pour X € B(x,1),0 € {0,1},a € S,

et j €{l,...,6}, ’ensemble
{y € 38-géod(x,a) | |[d(X,y) —wj(0,X)| = N + 65 + 4} (222)

est inclus dans (221), ou I’on note

ui 1 +up 2+M3 6 —v; 5—1v, 4 — vz
AM=—, A= LAz = ,Ag = JAs = s A6 = ,
1 6 2 6 3 6 4 G 5 ; 6 7
sl s l4dy 2 243 2 6-=D1 2 5-0 »  4-13
=2, = Az = Ay = s = e = ’
1 6 2 6 3 3 4 6 5 G 6 G

w; (0,%) = E(A;d(%.80)) et wj(1,%) = E(X;d(Z. 5))).

On rappelle que w; = E(A;d(x, S).

On commence par le cas ol o = 1. Soit ¥ € B(x,1),a € 81, j € {1,...,6} et
y dans I’ensemble (222). Soit z € géod(x, a) vérifiant d(x, z) = wyj, si bien que z
appartientﬁZ{.Comme |d(x,§1)—d(5c,§1)| <lona|w;(l,X)—w;| < 1etdonc
|d(x,y)—d(x,z)] < N+6§+6.Comme y et z appartiennent a (36 +2)- géod(x, a),
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(Hs(y,x,z,a)) implique d(y,z) < (N + 68 + 6) + (35 + 2) + §. On suppose
(N +66+6)+ (35 +2)+6 < M, ce qui est permis par (Hps). On a donc
d(y,z) < M et y appartient a (221).

On considére maintenant le cas ou ¢ = 0. Soit X € B(x,1),a € So, j €
{1,...,6} et y dans I’ensemble (222). On commence par montrer
|w;j (0,X) —w;| < OF + 2. (223)

Onald; = %et% =r(Z)+1,dou

A(r(Z) +1471) = A;(r(Z) + 1).
D’apres (213) on a |[(ro(Z) + 1) — (ri(Z) + 1 + r)| < QF . Donc
4 (ro(Z) + 1) = 2;(r1(Z) + D] < QF,
et on en déduit immédiatement
Airo(Z) = 2jr(Z)] < QF + 1.

Comme ry (Zl =d(x, §0) etry (Z) =d(x, §1), (223) en résulte aisément.
Soit b € S et z € géod(x, b) vérifiant d(x,z) = w; si bien que z appartient a
Z{. Il résulte facilement de (223) que

ld(x,y)—d(x,z)| < QF + N + 65 + 7. (224)

Comme b € 2F-géod(x,a)onaz € 2F-géod(x,a).Onay € (35 +2)- géod(x, a)
et comme 2F > 3§ + 2, y et z appartiennent a 2F-géod(x, a). Grice a (224),
(Hs(y,x,z,a)) implique d(y,z) < (QF + N + 68 + 7) + 2F + 6. On suppose
(QF +N+65+7)+2F +8 < M, cequiest permis par (Hps). Onadoncd(y, z) <
M et y appartient a (221). Ceci termine la démonstration du sous-lemme 4.89. [

Une conséquence immédiate du sous-lemme 4.89 est que la condition (220) ne
dépend que de Z.

Sous-lemme 4.90. Le cardinal de (Az; ..., tQ))le’,Zzz’f{% est majoré par une con-

stante de la forme C(§, K, N, Q, P, M).

Démonstration. En effet, grice au lemme 4.28, pour connaitre les distances entre les
points de

BSo.M)U U BEL.M)u U BEZ.M) (225)
je{1,...,0} je{1,...,7}
et ceux de
U BGE.MuU U BF., M)UBxk+2M) (226)
i€{l,...m+1} i€{0,...,m}

Jelli i}
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il suffit de connaitre les distances entre les points de (225) et C points de (226),
avec C = C(8,K,N,Q, P, M) et grice a (213) ces distances sont déterminées a
C' = C(5,K.N,Q, P, M) pres par les distances de S; a ces C p01nts (qui font

partie de la donnée de Z) et par les entiers (to (Z)),e{l, Loy et (4 (Z)),e{1, T
qui sont eux-mémes déterminés a C” = C(8, K, N, Q, P, M) prés par ro(Z), 1, t,
f,..,tg, U1, Up, U3, U1, V2, V3. O

Suite de la démonstration du ). On termine maintenant la preuve de (219). Pour

@1 dp-1.580. ... Sm+1. (37_/)1,6{0’ mt1}jell. ,i},(zé)je{l,...,g},
E]jetr ) € Grer ML ol 0.0y 7
on considere
> ((((%)Z‘Jé'i% - (Qx/ 1311’,11;22’,11)433)6’r0)‘ux,r,tKx,Q,(t1,...,tQ)e_rex

(b1,..,bp)

_ ero9x T Kx,Q,(tl,...,tQ)e_rgx ((92)121,132,173 (eb/)vl,vz ,03 )) (227)

iy,d2,0u3 iy,2,03
(ea, A-+-Neg, ) (b1,... . bp),
ou la somme porte sur les énumérations (b1, ..., b,) de S telles que

(bl""’bp’gl""’§m+1’(yij—l—l)ie{o,,..,m},je{l }) e (ﬂpkm(l() ..... lm)) (2).

Comme la somme 227 a au plus p! termes, le 3) de la proposition 3.37 montre
qu’elle est majorée par une constante de la forme C(6, K, N, Q, P, M, T). D’apres
le sous-lemme 4.89 la somme (227) ne dépend que de Z et on peut donc la no-
F (U7 7 4 2 (11,...10) i1 iatis- D7apres le sous-lemme 4.88 et le sous-lemme 4.42

(ou4.80),0n a

b b —T0x
éZ((((ex v1,02,03 (9 ,)V15v2,03 )erexux i K 0,110t 0)@ T0x

Ui,uz,u3 Ui,uz,u3
0 0 02, b \01,02,0
U Ko 0.1t (D025 — (@) 20025 )) )
1
~ V1,V2,V3 ~
(p . 1)| Z (aZ,Z,t,r,(tl ..... tp)/ul,u2,u3 é':Z(f)
v1.V2,03
ZE(AZ 1.1 tQ))u1>"2>"3

Par Cauchy—Schwarz et grace au sous-lemme 4.90 on en déduit (219).

Montrons maintenant I’assertion e) a1’aide de (219). Le sous-lemme 4.87 appliqué
ap=r+4+Cavec C = C(,K, N, Q) implique facilement qu’il existe C; =
C(5,K, N, Q,r) tel que pour So. S1 comme ci-dessus la mesure de I’ensemble des
(u1,uz,u3,v1,V2,03) € [5k, 1 —5k[6 vérifiant (220) est < 1+rc—01(2)' Soit C, comme
dans (219). Soient k,m, ly,...,lm € Netposons o = Oetl; = l;_; pouri €
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{1,...,m + 1} comme précédemment. Soit C3 = C(§, K, N, Q, P, M, r) comme
dans le sous-lemme 4.83. Soit

7 c Yf’k’m’(lo’m’lm) vérifiant ro(Z) > k + P.

On a alors

/(ul U2,U3,01,02,03)€[5K,1—=5k [0

1Lkm+1,(00 5l 71,5
( > 3?0l DT 7))y v,
ZE(A;; NG tQ))le.,:;%fI};g.
€G3 k _
< > pk,m,(lo,....Im)y—1 7
= @)+ lﬂ((”x ) (2)),

Notons Iz 1’ensemble des

(t,t1,...,to, U1, Uz, u3,v1,02,03) € [0, 1 0+1 56,1 — 5k]®
0

v1,V2,V3

Ztt1o tQ))ul,uz,us vérifiant

tels qu’il existe Z e (A

(e ? ot DT U Z)) > (rg(Z) 4+ 1) T2 (R o)A (2)),

La mesure de Iz est donc < C1C3(ro(Z) + 1)_%. Grace a Cauchy-Schwarz on
déduit de (219) que

byvi,v2, 02, 0 -0
sup (&2 ([ (@D — @z )e ™ i K 0,ur,iore™™

TE[O’T] (t.t7..... tQ.ul.uz.u3.v].v2.v3)€Iz

2
— U Ko 0,(01,mtre T (B 525 — @05 52% dr . dvs) £ )

< 2047650, CC3(r0(2) + 17F Y (ro(Z) + D72 (Z) + DIz (NI
ZEAZ (228)

D’apres le sogs—lemme 4.83 et le lemme 4.29, il existe C4, = C(8, K, N, Q, P, M, r)
tel que pour Z € Az on ait

ﬁ(( I,p—1,k.m+1, (10, slm—H) 0, 7) I(Z)) < C4ﬁ((n,)ICJ,k,m,(lO,me))_l(Z)). (229)

D’ autrepartpour(t, fsev o tgo 1, Up, U3, VT, V2, 03) € ([0, 1]2F1%[5k, 1-5k[0\ 1 2)

v1,02,03
etZ € (AZ Lt ZQ)),“,,Q,M3 on a

ﬁ(( I,p—1,k,m+1 (lOa “ m+1) 0, 7) (Z)) < (ro(Z)—l-l)_%ﬂ((ﬂf’k’m’(lo’m’lm))_l(Z))~
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Par Cauchy—Schwarz on déduit alors de (219) que

byvi,va,v b \vi,v,v 0 —10y
sup )SZ((/ (((ex ull,uzz,u33 - (ex’ ull,uzz,u33)e xuxJatKX,Q,(llam,tQ)e *
z€[0,T] (1]t @ Y U U3 VT .2.03)E(0. 112 1[5k, 1-5k [0\ 1 )

A~ A oA A A A 2
—e™ Uy Ky 0 11rr€ (0500 — (02)50 0% ))dt . dvs)f)‘

u1,u2,u3 U1,02,03
<22%76°C,(ro(Z) + )72 Y (ro(Z) + )" 2(r(Z) + )77
ZGAZ
P=Lkm+1,00s dint1),0,7y—1 » S —
(H(ry? om0t )T 1 Zyy o (1) 2, (230)

En combinant les inégalités (228), (229) et (230) et par Cauchy—Schwarz on obtient
que

(ﬁ(nf’k’m’(lo’“"l’”))_l (Z))—a sup
t€[0,T]

byvy,v2, b U2, 0 —10
e(( (O35 — @)U e Ko™

(u1,u2,u3,01,02,v3)€[5€,1-5k[©

A A A A A A 2
— ey, Koo ™0 ((0)21020 _ (gb)iriads ) gy ...a’v3) f))

uy,u2,03 uy,u,03
< 22865(C,CLC5CE(ro(Z) + 1)72 + Ca(ro(Z) + 1) %) 3 (ro(Z) + 1)~2
ZGAZ

~ _ p—Lkm+1,00s . lpt1),0.7—1 S —
(r1(Z) + D)7 (@R b DO T Zy g (2 @31
De plus pour Z € Az ona [[reysi(Z2)7h = [T s (Z)~% . En sommant sur les

Z tels que ro(Z) = n, et en posant k = on déduit donc de (231) que pour tout
n>2~r,

I
1+n’

sup |2 = 2-)(( / ()32, — (B2 . dvs)
7€[0,T] [5k,1—5k[®

erexux’ere—rGX _ erOXMx,r Kxe—rGX
b\D1,02,03 _ pb \D1,02,03
(/[SK 1=5x[6 ((Qx)ﬁl,ﬁzalh (ex')ﬁlaﬁzﬂh)dul T dv3))

< 29%868 p1 B> QF—1S(C1C,C5CL (n + 1)_% +Ca(n+1)72)

2
H LHELT(Ap—1). H75(Ap))

ou (fiy,us,us, 01, Up, U3) est défini par (212). Le facteur p! est dii au fait que V4
détermine Z a permutation pres de ay, . ..,a,. On rappelle que $#, — P, est le
projecteur orthogonal défini par

(Pp— Pp_1)(es) =essid(x,S)=n et (P, — Pu-1)(es) = 0sinon.
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D’apres les lemmes 4.24 et 4.20, les normes de Jf,a’,sQJ(Ap_l) et J€ 7 (Ap) sont
équivalentes a celles de H s(Ap—1) et Hy s(Ap). Donc il existe

C = C((S,K,N, Q,P,M,S,B,I‘,T)

tel que pour toutn > P,
b b
sup | (P = Pa-)(( / (022, — (%) )dus .. dvs)
7€[0,T] [5K,1—5k[®

er0xux’r Kxe—r0x _ erOXMx,r Kxe—ré?x
2

gby1,02.03 o, 01,0203y 1 g ))H
</[5K,1_5K[6(( Wiy s~ Oy a0 o3 L(Fx s(Dp_1).Hx 5 (Ap))
<Cn+1)7% (232)

r
1+n

ol k = etou (1, Uo, U3, U1, Up, U3) est défini par (212).

Sous-lemme 4.91. Il existe C = C(6, K, N, Q, P, M,s, B) tel que pour p € {1,...,
Pmax} €t & €]0, 151,

byD1,02,03 b \D1,02,03
H /[Slc 1-5k[6 ((ex)ﬁl’ﬁb% B (ex/)ﬁlsﬁz,%)dul .- dvs
2
byvy,va,v b \vi,v2,v
- ((9)1,2’3_(0 /) "2’3)du1...dv3” <Ck
/[0,1[6 Tty L2 £ (x5 (Ap)Hx s (Ap))
et
byv,v2, b U2,
H /[5 oo OO = O e s
K,1—05K
2

— | (@, — O duy . dvs < Cr
[[0,1[6 PP AR L. (D) Hox 5 (B))

Démonstration. Comme [|0x — Ox[|£ 3, (A,),5x.5(A,) = 1, il suffit de montrer
qu’il existe C = C(8, K, N, Q, P, M, s, B) tel que pour X € {x, x'} on ait

” /[5K I_SK[ﬁ((eg)gi;ﬁB —0:)du, ...dvs

2
_ G223 9Ny . d H =C 233
/[0’1[6(( x)ul,uz,u3 w)duy Us E(Hx s(Ap),Hx s(Ap)) — “ ( )
et
2
LYY gyau L dy H <Ck
H ~/[0,1[6\[5/c,1—5x[6(( Futaidas ~ 00 e sap.25.0,0)

(234)

Grace a I’équivalence des normes de #, 5(Ap) et Hy s(Ap), il suffit de montrer
(233) et (234) pour X = Xx.
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Soient A, 1 et i les fonctions mesurables sur [0, 1[¢ définies de la maniére
suivante : /1.1 est telle que pour toute fonction continue f sur [0, 1]® on a

/ Sy, 12,03, 01, U2, 03)duy ... dvs
[5K,1—5k[®

- Sui,uz,u3, v1,v2,v3)duy ... dvs =/ fhx,ldul---dv3
[o,1[6 [0,1[6

et h, » est la fonction caractéristique de [0, 1[%\[5k, 1 — 5k [S.
11 suffit donc de montrer qu’il existe C = C(6, K, N, Q, P, M, s, B) tel que pour
i €{1,2} on ait

[ [ oz~ 0
2

hei(ui,us, usz, vy, v, U3 dul...dv3H < Ck.
i ) L(Fx.s(Dp) x5 (Ap))

(235)

A partir de maintenant on reprend les notations Az et (Az)y 20 de la dé-
monstration du lemme 4.49. Ces notations sont définies entre les formules (113) et
(115).

Pour montrer (235) il suffit de montrer qu’ilexiste C = C(6, K, N, Q, P, M, s, B)
tel que pouri € {1,2}, k.m,ly,....l, € N, Z € kam(lo ””” n) et f € CA») on
ait

2
e2(( /[0’1[6((92 D — B)heien ua, s, vr, v, v3)duy . dvs) ()|
<Ce X (ro(2) + Lz ()P (236)

ZeANy
Or (114) montre qu’il existe C = C(§, K, N, Q, P, M, s, B) tel que
| (@00 (P dvs <€ T Go(Z)+) ez (NP

[o,1] ZeAy
(237)

D’autre part on vérifie facilement qu’il existe une constante C telle que pour
i €{1,2}, on ait

/[ o |hei (1, uz,uz, v1, v2,v3)|*du; ... dvs < Ck. (238)
0,1

Par Cauchy—Schwarz et grace a (237) et (238), on obtient (236). Ceci termine la
démonstration du sous-lemme 4.91. ]

Fin de la démonstration du e). D’apres le lemme 4.47, il existe

C=C@,K,N,0,P,M,s,B,T)
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tel que

sup [le™ uy r Kxe ™% £ gtrs(Ap1). 905 (A0 < C- (239)
t€[0,T]

En combinant (232), le sous-lemme 4.91 et (239) on voit qu’il existe C =
CG6,K,N,Q,P,M,s,B,r,T) tel que pour toutn > P,

b b X —tUx
S[UPT] [(Pn — Pu-D[(0x — 05,), e Ux,rKxe w6 ]”gﬁ(ﬂx,s(Ap—l),fo,s(Ap))
7€[0,

<Cin+1)2. (240)
Pour touti € Z soit T; € L£(Hx s(Ap—1), Hx s(Ap)) défini par

(Pn = Pa-)Ti(Pwr = Par—1) = (Pr = Pa-D[(0F = 02), €™ Kxe ]
(Pn — Pw—1)sin’ —n =i
et
(Pn — Pn—1)Ti (P — Pw—1) = 0 sinon.
D’apres le sous-lemme 4.42 (ou4.80)ona T; = Osaufsi|i —r| < QF. Il est clair
que [(ch — Gi,),efexux,ere_fex] =>,T.

D’apres (240) il existe donc C = C(§, K, N, Q, P,M,s, B,r,T) tel que pour
touti € Z,

2 _a
1T =P Tl e, yap—1).30 50, = €1+ D72

En sommant sur i € {r — QF,...,r + QF} on en déduit qu’il existe C =
C@,K,N,Q,P,M,s,B,r, T) tel que pour tout n > P,

10 = P67 = 0z, €™ Kxe ™™ W, (a1 dtrsapy = Co0 D72
Ceci termine la preuve de e) et donc celle du lemme 4.70. O

On a donc montré les lemmes 4.69 et 4.68, et la proposition 4.4 qui était I’énoncé
principal de ce paragraphe.

5. Fin de ’homotopie

Ce paragraphe n’offre guere d’intérét parce qu’il recopie quasiment la fin du para-
graphe 2.3.4 et le paragraphe 2.3.5 de [Laf02].

Lemme 5.1. Pour T assez grand

b _ b 1
a) onalel%Kye Tex”;ti(@ﬁi‘*{‘fz(Ap)) =2
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b) il existe C tel que ||eT9J‘Z I-~Ixe_T6')bC ||x(@ﬂmdx en,y =Ce

7o o TO% -
lle” "~ ux “Ne@rms 2, = €27

Démonstration. Grace a 2) a) du lemme 3.34, K, (es) est une combinaison de er
ou T vérifie d(x T) <d(x,S)— (QN—ffX’“ — 2N —48), ot p(T) < p2.(S) —
(QN =68 _ 3N —116). On suppose (QN 66 _3N —118) > 1, ce qui est permis par
(H Q) Cem permet de montrer que la COHdlthIl a) est réalisée pour T assez grand et
pour b) on utilise 1)a) et 3) de la proposition 3.37, la proposition 3.29 et le lemme 3.33.

O

On prend T assez grand pour que les conditions du lemme 5.1 soient satisfaites. En
particulier eTOx (04 JxdJyx)e™ T63 est continu sur EBP”““ £2(Ap). On peut relier les
espaces de Hilbert J¢, et @p mx ¢2(Ap) par un champ continu d’espaces de Hilbert
(Hr.sadaefo.n): défini par [ 12, = all-ll + (1 —a)]|- 2, sur @Lm; T4,

Lemme 5.2. L’élément ((Hxs,a)aclo,1]: T 0+ Jx 8Jx)e_T9;) appartient a
KKg 250+ (C, C[0, 1]) et réalise donc une homotopie entre

(s €T (0 + T, 0T )e o)
et

pmax
(D 2(Ay), eTO0% (D + T, )e To%). (241)
p=1

Démonstration. La continuité de 7% (0 + JyxoJ x)e_mi résulte de la proposi-
tion 4.46, du lemme 5.1 et du fait que pour tout opérateur U on a

Pour montrer que eTOx (04 JyxdJ. x)e_T@LZ est équivariant a compact pres, on voit, en
reprenant I’argument de la démonstration de la proposition 4.68 et du lemme 4.69,
qu’il suffit de montrer 1’énoncé analogue a celui du lemme 4.70 obtenu en prenant
v = T mais en remplacant les normes || - || , , par les normes || - || %, , , €ten prenant
le supremum sur «. Par exemple I’énoncé analogue a a) du lemme 4.70 est que

(242)

sup [[(1 = Pu)eT % (e — hx)e T | 2 tr s (A per) Fox s (Ap))
a€lo,1]

tend vers 0 quand n — oo. Par (242) il suffit de montrer que
(1 = Pa)e™ (hy — he)e "% | p2(a, _1)e2ca,y — 0 quand n — co. (243)

Cela résulte du lemme 3.14 (et méme simplement du fait, mentionné avant le lem-
me 3.14, que ||¥s.x — Vs, |1 tend vers O en dehors des parties finies de A). Il reste
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a montrer les énoncés analogues a (243) correspondant aux opérateurs de b), ¢), d) et
e) du lemme 4.70. Pour cela on utilise de plus la propriété (9) et le lemme 3.45 (ou
méme 1’énoncé plus faible qui est la propriété (22) avec d° au lieu de d”). O

En fait (241) appartient a KK o (C, C) (c’est-a-dire qu’il vérifie les mémes condi-
tions qu’un élément de KK (C, C) sauf celle qui assure que 1’opérateur est auto-
adjoint a compact prés). De plus I'image de (241) dans KK g 25¢+c (C, C) est égale
a 1 d’apres le lemme 5.2 et les propositions 4.4 et 4.5. Pour terminer la preuve du
théoreme 1.5, il suffit donc de montrer le lemme suivant, dont la preuve suit de tres
pres le paragraphe 2.3.5 de [Laf02].

Lemme 5.3. L’élément (241) du lemme 5.2 est égal a I’image de y € KKg(C, C)
dans KKg o (C, C).

Démonstration. D’apres le a) du lemme 5.1 et comme
Ky = (1—0hy — h,0)2,
ona
0(eTO (1 — dhy — hyd)e Ty < 207" (244)
ou p désigne le rayon spectral dans £(£%(Ap)). On rappelle que
Hy, = hy(Ohy + hyed)™ L.

b _Tob . o .
Donc e7% H,e~T% agit continiment sur @52"1 2(A).

Sous-lemme 5.4. L’élément

Pmax
(D 2(Ay), eTO (3 + Hy)e TR) (245)
p=1

appartient a KK o(C, C) et (241) est homotope a (245).
Démonstration. La continuité de 7% 0+ H x)e_Te-z a été justifiée avant le lemme
et I’équivariance a compact pres résulte de (243). On a H2? = 0 car on a vu dans le

lemme 3.16 que hi = 0. ’homotopie entre (241) et (245) résulte du lemme 1.4.1
de [Laf02]. Ll

On pose Dy = 3(0hy + hyd)~L.
Sous-lemme 5.5. L’élément

pmax
(D 2(A,), T (hy + Dy)e To%) (246)
p=1

appartient a KK o(C, C) et (245) est homotope a (246).
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Démonstration. La continuité de e %% 0+ D x)e_”; vient de nouveau de (244) et
son équivariance a compact pres résulte de (243). Pour réaliser I’homotopie entre
(245) et (246) on proceéde comme dans le lemme 2.3.11 de [Laf02]. Pour @ € [0, 1]
on définit grace a (244) et en utilisant la détermination principale du logarithme,

H® = hy(Ohy + hed)™® et D% = 3(dhy + hyd) ™.

Alors »
max |') _ _ b
(B 2(Ap)[0.1], (T (HI™ + DY)e™ %) ye10,17)
p=1

appartient a KK o(C, CJ0, 1]) et réalise une homotopie entre (245) et (246). O

On rappelle maintenant quelques notations de [Laf02]. On note ¢s » = /Y5 x-
On note f, h' les opérateurs de {?(A,) dans £2(A,41) donnés par

1
fles) =¢sxnes et h'(es) = ———Vsx Aes.

63 . l1

On note g, g’ les opérateurs de £2(A,) dans £?(A,—;) donnés par

gles) = psxaes et g'(es) = ¢s.xes.

1
1631l

On note aussi # = h, pour étre cohérent avec [Laf02].
Alors (246) est homotope a

pmax
(D (Ay), ™% (h + g")e %) (247)
=1
grace au lemme 1.4.1 de [Laf02]. Puis (247) est homotope a

Pmax 5 ,

(D 5(Ap).h +g) (248)

p=1
par I’homotopie évidente

Poa 2 6P n,—16°
(D AT+ €)e™™) o).

On note que I’homotopie entre (246) et (248) correspond au lemme 2.3.12 de
[Laf02].
Enfin (248) est homotope 2a (@5:‘{ 02(Ap), h + g) puis a

DPmax

EP ). f+29 (249)

p=1
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(voir les lemmes 2.3.13 et 2.3.14 de [Laf02]).

Or (249) est égal a I'image de y € KK (C, C) dans KKg,o(C, C). On renvoie
a [KS03] pour la construction complete de y, qui est rappelée au début de la section 2
de [Laf02]. Il y a une toute petite subtilité due au fait que dans [KS03] la construction
utilise des mesures V¥ §( f qui sont légerement différentes des mesures s que nous
avons définies. Cependant on peut les relier par une homotopie o — (1 —@)¥s x +
ay 5’5 f . En effet grace au lemme 3.7 et au lemme 6.3 de [KSO03], pour tout T tel que

er apparaisse dans Vs x A es, Vs x_es, wgf Aeg ou w_é(’f_nes, onavysy = Y1
et W§( ;f = Wf f . Donc les opérateurs analogues a f, g, g’, h, i’ construits a ’aide

de (1 —a)¥s,x + ou//é(;f sont de carré nul. Ceci termine la preuve du lemme 5.3.
O

On a donc terminé la preuve de théoreme 1.5.
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