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Action de Hopf sur les opérateurs de Hecke modulaires tordus

Abhishek Banerjee

Résumé. Soit I' € SL>(Z) un sous-groupe principal de congruence. Pour chaque o € SL»(7Z),
nous introduisons 1’ensemble A, (I") des opérateurs de Hecke modulaires tordus par o. Alors,
Ag (I') est un A(I")-module a droite, ou A(I") est 1’algebre des opérateurs de Hecke modulaires
introduite par Connes et Moscovici. En utilisant I’action d’une algebre de Hopf ho sur A4 (T),
nous définissons les crochets de Rankin—Cohen réduits sur Aq (). De plus, Ay (I') est muni
d’une action de Hj, ot H est 1’algebre de Hopf des feuilletages de codimension 1. Enfin, nous
considérons les opérateurs entre les niveaux Aq ('), 0 € SL2(Z). Nous montrons que I’action
de ces opérateurs peut étre exprimée en termes d’une algebre de Hopf hy.

Abstract. Let ' € SL,(Z) be a principal congruence subgroup. For each 0 € SL>(Z), we
introduce the collection A4 (I") of modular Hecke operators twisted by o. Then, Aq (I') is aright
A(T")-module, where A(I") is the modular Hecke algebra introduced by Connes and Moscovici.
Using the action of a Hopf algebra ho on Ay (I"), we define reduced Rankin—Cohen brackets
on Ag (I'). Moreover A (I') carries an action of H1, where #1 is the Hopf algebra of foliations
of codimension 1. Finally, we consider operators between the levels Ay (T"), 0 € SL>(Z). We
show that the action of these operators can be expressed in terms of a Hopf algebra bz.
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1. Introduction

Soit I' = I'(N) € SL»(Z) un sous-groupe principal de congruence. Alors, en
combinant la structure multiplicative sur les formes modulaires avec 1’action classique
des opérateurs de Hecke, Connes et Moscovici [5] ont introduit I’algebre A(T") des
opérateurs de Hecke modulaires. De plus, on a une algebre de Hopf 7, agissant
sur A(T) telle que I’action de H; est déterminée par certains opérateurs classiques
sur les formes modulaires. I’ algebre de Hopf 7, fait partie d’une famille {H,|n > 1}
des algebres de Hopf introduite dans [4] pour décrire certains opérateurs apparaissant
dans la théorie des feuilletages. En particulier, H; est appelée comme I’algebre de
Hopf des feuilletages de codimension 1.

Dans cet article, nous introduisons I’ensemble A, (I") des opérateurs de Hecke
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modulaires tordus par un élément o € SL,(Z). Comme dans le cas des opérateurs
de Hecke modulaires, les opérateurs tordus dans Ay (I") agissent sur les formes
modulaires de niveau I'. En particulier, quand 0 = 1, on a A,(I') = A(I").
En général, Ay (T") est un A(T")-module a droite. De plus, Ay (I") est muni d’un
appariement (voir (2.11))

() AN ® As(T) — Ag(I) (1.1)

Soit [y 1’algebre de Lie engendrée par {X, Y} modulo la relation [Y, X] = X et
soit o 1’algebre enveloppante de ly. Pour 1 € ho, posons A(h) = )" hy ® h(z), ol
A : ho —> ho ® by est le coproduit sur by. Alors, nous montrons que A, (I") est un
module sur hg et on a (voir (2.25))

h(F,G) = Z(h(l)(F),h(z)(G)) YhehyF,Ge As(T) (1.2)
De plus, nous montrons que A, (I") est muni d’une action de 1 et on a (voir (2.45))
h(F % G) =Y hay(F)*h@(G)  VYheM. FeAs().GeAT) (1.3)

ot le coproduit A : Hy; —> Hy ® H; sur H; est donné par A(h) = )Y hay ® hez)
pour chaque & € H;. Dans [10], I’action de ho sur 1’algébre A(T") est utilisée
pour définir les crochets de Rankin—Cohen réduits sur A(T"). Donc, en combinant
I’appariement dans (1.1) avec 1’action de ho sur Aq(T), on définit les crochets de
Rankin—Cohen réduits RC, : Ay (') ® As(T) — As(I"), ¥ n > 0.

Puis, nous considérons les opérateurs entre les niveaux Ay (T), o € SLy(Z).
Plus précisément, nous définissons un opérateur (voir (3.2))

X As(T) — Ao (T) (1.4)
pour chaque t,0 € SLy(Z). Soit py, = ((1) ’f) pour chaque m € Z et posons
o(m) = py, - 0. Alors, nous considérons le module gradué suivant :

Ag(T) := @Aa(n)(r) (L.5)

nez

et nous étudions les opérateurs X, : Ay (I') —> Agn+n)(I') entre les niveaux
de la tour Ay(I"), ot X, 1= X,,, YV m € Z dans le sens du (1.4). Donc, nous
montrons que A, (I") est munie d’une action de I’algébre de Lie Iz D [y, engendrée
par {Z, X;,|m € Z} modulo les relations suivantes (voir (3.7))

[Z, Xm] =+ DXm  [Xn. Xw] =0 VYmm €Z (1.6)

De plus, nous généralisons 1’appariement (1.1) sur A, (T") & un appariement (voir
Proposition 3.3)

(

ol 71, T € SL,(Z) sont matrices telles que 1172 = 1277.

] ) : A‘L’]O’(F) ® A‘L’zo’ (F) — A‘[] 0 (F) (17)
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En particulier, on a un appariement (__,_) : Asun((l) ® Asp)T) —
Asmtn)(T), ¥ n, n’ € Z et donc un appariement induit sur A (T"). Soit bz
I’algebre enveloppante de Iz. Enfin, nous montrons que I’appariement sur A, (I")
induit par (1.7) se comporte bien vis-a-vis de I’action de hz. Autrement dit, on a
(voir (3.17))

h(F.G) =Y (ha)(F).h@)(G))  Vhebz. F.Gehs(T)  (18)

ot le coproduit A : hz —> bz ® bz sur bz est donné par A(h) := Y hq) ® hz)
pour chaque & € .

Remerciements. Je tiens a remercier sincérement Prof. Alain Connes pour ses
conseils. De plus, une grande partie de cet article a été€ écrit lors d’un séjour a I’Isaac
Newton Institute for Mathematical Sciences, Cambridge, Royaume-Uni. Je souhaite
remercier I’Institut pour son hospitalité.

2. Les opérateurs de Hecke modulaires tordus

Pour chaque entier M > 1, nous notons par ['(M) le sous-groupe principal de
congruence de niveau M. Siy = (’g Z ) € GLF (Q), on définit une fonction :

jy H—C  j,(2):=(cz+d)™". (2.1)
olt H est le demi-plan de Poincaré. On dispose d’une action de GL (Q) sur H comme

suit :
a b _az+b a b +
(C d) cZ = m A4 (C d) S GL2 (Q),Z e H 2.2)

Une fonction holomorphe f : H — C est dite une forme modulaire de niveau M
et poids k € Z si elle satisfait

f@) = (flin)@) = fy2)jy(2)¥  VyeT(M),zeH (2.3)

et f est « holomorphe aux pointes » (voir, par exemple, [9]). Nous notons par
M (T'(M)) I’ensemble des formes modulaires de niveau M et poids k. Nous posons

MI M) = PM(T(M) M= lim MTM) (24

k>0 M=>1

De plus, une forme modulaire f est dite cuspidale si f est nulle aux pointes (voir [9]
pour les définitions). Notons par Mg(F (M)) I’ensemble des formes modulaires
cuspidales de niveau M et poids k et posons

MO (M) =P MUT M) MO := lim MO (I(M)). (2.5)
k>0 M=>1
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Alors, MY est un idéal de I’anneau M. Nous rappelons ici la notion d’un opérateur
de Hecke modulaire introduit par Connes et Moscovici [5, § 1].

Définition 2.1. Soit T un sous-groupe principal de congruence de SL»(Z). Un
opérateur de Hecke modulaire de niveau ' est une fonction a support fini

F:T\GL;(Q — M Taw Fy,eM (2.6)
telle qu’elle satisfait la condition suivante :
Foy = Foly Vyel 2.7)

Notons par A(T') I’ensemble des opérateurs de Hecke modulaires de niveau T.

Soit I'" un sous-groupe principal de congruence de SL,(Z). Pour chaque
o0 € SL,(Z), nous sommes préts a introduire les opérateurs de Hecke modulaires
(de niveau I'') tordus par o.

Définition 2.2. Fixons o € SL,(Z). Soit T un sous-groupe principal de congruence
de SL»(Z). Un opérateur de Hecke modulaire (de niveau T") tordu par o est une
fonction a support fini

F:T\GL;(Q — M Tawr FyeM (2.8)
telle qu’elle satisfait la condition suivante :
Fyy = Fyloyo™ VyeTl (2.9)

Notons par Ay (L) I’ensemble des opérateurs de Hecke modulaires tordus par o. Si
F € Ay () est un opérateur tel que Fy € M° VY a € GZ’L(Q), on dit que F est
cuspidal. Notons par .Ag (I') le sous-ensemble des opérateurs cuspidals.

Proposition 2.3. Soit I" un sous-groupe principal de congruence de SL»(Z). Fixons
o0 € SLy(Z). Alors, on a un appariement

() A(D) ® As(T) — As(I) (2.10)

défini comme suit :

(F.G)a =Y Fgo-Gyg-1p-1l0B  VF.G € As(D).a € GLF (Q). (2.11)
BeT\SL»(Z)
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Démonstration. Prenons y € I'. Alors, pour chaque 8 € SL»(Z), on a

Fygo = Fgo

_ 2.12)
Goo—1p-1y-110YB = Gyo—1p-1l0Y

Lo~ loyp = Gyo—1p-1l0B

et donc la somme dans (2.11) est bien définie. De plus, puisque G € A4 (T") est une
fonction de I'\ G (Q) vers M, ona Gyo-18-1 = G, q5—1p-1. Utilisant la définition
de (F, G)q dans (2.11), on voit que (F, G),q = (F, G)q. D’autre part, on a

(F.Glay = Y Fpo - Goyg—15-110p (2.13)
BeT\SL>(Z)

Dans (2.13), nous posons § = Boy 'o~!. Puisque F € A;(I), on a Fss, =

Fssloyo~!. Alors, on peut écrire (2.13) comme

(F.G)ay = Z Fsgy - Gug—15-1 loSoyo!
8eT'\SL,(Z)
= 3" (Faoloyo™) - (Gag-r51l08)loyo™"
8eT'\SL,(Z) (214)

= ( Z Fso - Ga(r—18—1 |65) |0)/0_1

§eT\SL>(Z)
= (F, G)o,laya_1

Dong, (F, G) € Ay (I"). O

Ici, nous remarquons que la formule (2.11) ne définit pas la structure d’une algebre
sur A, (T). En fait, pour F, G, H € A, ("), 'opérateur ((F, G), H) € A;(T") n’est
pas nécessairement égal a (F, (G, H)).

Quand o = 1, il est clair que A,(I") = A(T"), ot A(T) est ’ensemble des
opérateurs de Hecke modulaires introduit par Connes et Moscovici [5, § 1]. Nous
montrons que les opérateurs de Hecke modulaires tordus agissent sur M (I"). Quand
o = 1, cette action est la méme que I’action de A(T") sur M(T") (voir [5]).

Proposition 2.4. Soit I" un sous-groupe principal de congruence de SL»(Z). Fixons
0 € SLy(Z). Alors, les opérateurs de Hecke modulaires tordus par o agissent sur
M(T) comme suit :

Fxf:=Y Fao-fla VFeAI), feMT) (2.15)
@€l\GLT (Q)

En particulier, si f € M%) € M(T"), F x f € M°T) pour chaque F € A, ().
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Démonstration. Prenons y € I'. Alors,on a:

(Fx ly = (Fao - fla)ly

ael'\GLT (Q)

=Y (Facly) - (flay)

ael'\GLT (Q)

= Z Fowo*lya - Sflay

ael'\GLT (Q)

= > Fayo - floy =F * f

ael'\GLT (Q)

(2.16)

Donc, F x f € M(T'). Enfin, supposons que f € M°(T). Alors, M%(I") étant un
idéal de ’anneau M (T"), il s’ensuit que

(Fx f)= Fag- fla € M) O

@€l\GLT (Q)

Soit k € Z. Alors, on a un opérateur différentiel (voir [5, § 3]) :

1 d 1 d
: ; -4 £ : 2.17
X:Mi— My, Xi= 5= ——(ogA@) Y (217)

ouY : My —> My est définie comme Y (f) := (k/2)- f,V f € My et A(z) est
la forme modulaire (de poids 12) suivante :

Az) == 2n)2%q H(l —gM**, g=e¥7% zeH (2.18)

n=1

Si o € SLy(Z), on peut Vérifier que X(f|x) = X(f)|x+2. Plus généralement,
pour & € GL;(Q), on a (voir [5, Lemma 5])

X(flea) = X(Prala = (o= - Y () k20 (2.19)
h = L 42 s egry Q 2.20)
s = 5= -log— = € GL; (Q) Q2.

En particulier, ity = 0,V @ € SL,(Z). De plus, on peut vérifier que (voir [5, (3.12)])

Hajar = May |02 + Hay Yo, 0n € GL;“(Q) (2.21)

Puisque 0 = (1 = py—14, il résulte de (2.21) qu’on peut écrire (2.19) comme

X(flkw) = X(r2la + pa - (Y ()]r). (2.22)
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Enfin, notons que X, Y sont des dérivations sur M et [¥, X] = X (voir [5, § 3]).
Soit by I’algebre enveloppante de 1’algebre de Lie [y engendrée par {X, Y } modulo
la relation [Y, X] = X. Alors, le coproduit A : hp —> ho ® ho sur ’algebre de
Hopf b est défini par

AX)=X®14+10X AY)=Y®I1+1QY. (2.23)

Proposition 2.5. Soit I" un sous-groupe principal de congruence de SL,(Z). Fixons
0 € SLy(Z). Pour chaque h € b, posons A(h) 1= ) ha) ® h().

(a) Alors, Ay (L) est un module sur bo : pour F € Ayx(T'), o € GL;|r (Q), ona
X(F)q = X(Fy) Y(F)o = Y(Fy) YaeGLI(Q) (2.24)

(b) L'algébre by a «une action de Hopf » sur [’appariement (__,__) : A;(T) ®
As(T) — Ay (D). Autrement dit, pour F, G € Ax(I'), ona :

> (hay(F). h@)(G)) = h(F.G) (2.25)

Démonstration. (a) Pour montrer qu’on a une action de ho sur A, (T), il suffit de
vérifier la relation [Y, X] = X entre les opérateurs dans (2.24). Soit F € A, (T).
Alors, pour @ € GL;L(@), ona:

[Y. X](F)o = [Y. X](Fo) = X(Fo) = X(F)q (2.26)

(b) 11 suffit de vérifier (2.25) pour les générateurs X, Y. Pour F, G € A,(T) et
= GL;(Q), on a

(X(F.G))a = X((F.G)q)
= Y X(Fgo - (Goo-15-1/0B))

BeT\SL2(Z)

= Y X(Fpo) (Gyg-1p-1|0B) + Y Fpo - X(Gyo-15-1|0f)
BeT\SL»(7Z) Bel\SL5(Z)

= (X(F).G)y + Y _ Fpo - X(Gyo—15-1)|0f

BEM\SLa(2)
= (X(F),G)a + (F, X(G))a

De méme, on peut vérifier que (Y(F,G))y = (Y(F),G)q + (F,Y(G))qy. O

Soient G, H € A(T). Rappelons que le produit sur 1’algebre A(T") est défini
comme (voir [5, Proposition 2]) :

(GxH)y:=) Gp-Hy-1|p YaecGLI(Q). (2.27)
BETM\GLF (@)
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Pour chaque & € GLJ (Q), notons qu’on peut exprimer (G x H ), comme suit :

(G H)y =Y Gay - Hapley (2.28)

o] =

ol la somme dans (2.28) est prise sur tous les couples (1, ap) tels que ar; = @
modulo la relation d’équivalence :

(a1.00) ~ (yar,o2y™")  VyeT (2.29)

Pour chaque 0 € SL,(Z), nous montrons que Ay (T") est un A(T")-module a droite.

Proposition 2.6. Soit I" un sous-groupe principal de congruence de SL,(7Z). Fixons
0 € SL,(Z). Alors, Ay (T") est muni de la structure d’un A(T')-module a droite :

(F%G)y:= Y Fpo-Gyem1p-11B  VF € As(I).G € A(). € GLF (Q)

BeT\GLS (@
(2.30)
De plus, A%(T) est un A(T") sous-module de Ay (T).
Démonstration. Prenons y € I'. Alors, on a
F = F
vho = "ho (2.31)

Gatf_lﬂ_ly_l |Vﬂ = Gaa_lﬂ_l |)/_1Vﬂ = Gao_lﬂ—l |:B

et donc la somme dans (2.30) est bien définie. De plus, comme dans la démonstration
de Proposition 2.3, on peut vérifier que (F * G)yq = (F * G)q. Par définition, on a

(F%Glay = Y Fpo - Gopo15-11B (2.32)
BET\GS (@
En posant § = foy o~ ! et utilisant le fait que Fs,, = Fssloyo~', ona
(F % Glay = Y _ Fsgy - Gyg15-1|80y0~"
§eT\G5 (Q)
= 3 (Fsoloyo™) - (Gag-15-118) oy
§eT\G5 (@ (2.33)
= ( ZFSG 'Ga0181|8)|0yo_1
§er\GS (@

= (F % G)a|ovycr_1

Il reste a montrer que (F xG)«* H = Fx (Gx H),V F € A;(T"), G, H € A(T").
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Notons que
(F%G)a=)_ Fu Gaylaro™ (2.34)

o =o

ol la somme dans (2.34) est prise sur tous les couples (a1, @) tels que ara; = «
modulo la relation d’équivalence :

(a1,00) ~ (yar,00y™") VYyeTl (2.35)
Donc, on peut écrire :
(F*G)* H)y = Y Fay * (Gayla10™Y) - (Hey o210 (2.36)
Q300 =a

ol la somme dans (2.36) est prise sur tous les triplets (a1, o2, o3) tels que azo001 = o
modulo la relation d’équivalence :
(@1, @2,03) ~ (yar, Yooy~ asy'™)  Vyy el (2.37)

D’autre part, on a

(F(G*H))g =) Fay-(G* Hgylayo™

aho=a
= Y Fay - (Ga, - (Has|az)) o™ (2.38)
a3 =a
= Z Fy, - (Ga2|alo_1) . (Ha3|oz2a10_1)
a3 =a

ou la somme dans (2.38) est prise sur tous les triplets (oq,an,a3) tels que
a30p0p = o, modulo la relation d’équivalence dans (2.37). Combinant (2.36) et
(2.38),on voitque ((F * G) x H)q = (F % (G * H))q.

Enfin, supposons que F € A2(I"). Donc, Fg, € MO pour chaque 8 € GLT (Q).
Alors, il s’ensuit de (2.30) que (F * G) € A2(T") pour chaque G € A(T). O]

Soit H une algebre de Hopf agissant sur une algebre A. On dit que I’action de H
est plate si elle satisfait (voir, par exemple, [7, § 2.1] ) :

h@ab) =Y hay@hey(b)  YheH.abeA (2.39)

ou A(h) = Y ha) ® h() est le coproduit sur H. Plus généralement, supposons
que H agit sur P et A, ou A est une algebre et P est un A-module a droite. Alors, on
dit que ’action de H sur (P, A) est plate si elle satisfait (voir [1, Definition 3.11])

h(pa) =) hay(p)hey@) YheMH.peP.acA (2.40)
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Dans [5], Connes et Moscovici ont introduit une action de 1’algebre de Hopf H;
sur A(T"). Alors, H; fait partie d’une famille {#,|n > 1} des algebres de Hopf
définie dans [4] et H; est appelée comme 1’algebre de Hopf des feuilletages de
codimension 1. Nous rappelons ici la définition de 1’algébre de Hopf H;. Soit £,
I’algebre de Lie engendrée par les opérateurs {X, Y, §,|n > 1} modulo les relations
suivantes :

Y. X] =X, [X.6x] =08ns1. [Y.0u]l =nén. [6k.81] =0,
Vo, k,l>1 (241)

Alors, H; est définie comme 1’algebre enveloppante de £;. De plus, le coproduit
A:H1 — Hi1 ® Hq sur Hq est défini comme :

AX)=XQ1+10X+86 Y

(2.42)
AY)=Y@1+1QY AGB)=6®1+1®6.
L antipode S : H1 —> H; est donné par :
SX)=-X+6Y SY)=-Y S(61) = —6:1. (2.43)

Alors, H; est une algebre de Hopf (voir [5, § 2]). Pour savoir plus sur les algebres
de Hopf H,,, n > 1, voir [4]. Nous allons montrer que 1 agit sur A, (I"). De plus,
I’action de H; sur (Ay(T), A(T)) est plate dans le sens du (2.40).

Proposition 2.7. Soit I" un sous-groupe principal de congruence de SL»(Z). Fixons
o€ SLy(Z).

(a) Alors, Ag(T) est un module sur Hy ; pour F € Ay(T'), @ € GLF (Q), ona

X(F)g =X(Fy) Y(F)a=Y(Fa) 8u(Fla=X""(oo—1)" Fa
Vn>1. (244)

En particulier, quand 0 = 1, action de Hy sur A; (') = A(T") est la méme
que Uaction de Hy sur A(T) définie par Connes et Moscovici.

(b) Pour chaque h € H,, posons A(h) := ) hay ® h(). Alors, Uaction de H;
sur (Aq (), A(T")) est plate dans le sens du (2.40). Autrement dit, pour
FeA,T),Ge Al), ona:

> ha)(F) * h@)(G) = h(F  G). (2.45)

Démonstration. (a) Soit y € I'. Utilisant (2.21), on a

Koyo—1 = Hgg—1 loyo™! + Koyo—1 = Hgg—1 loyo™1. (2.46)
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Alors, pour F € Ay (T), il résulte que

Sn(F)ay = Xn_l(“ayo—l)Fay = Xn_l(:“ao—l |0V0_1)(Fa|07/0_1)

2.47
= 8y (F)aloyo™ (247

et donc §,(F) € Ay (T) pour chaque n > 1. De plus, il est clair que X (F), Y(F) €
Ay (T).

Pour montrer qu’on a une action de H; sur Ay (T) il suffit de vérifier les
relations (2.41) entre les opérateurs dans (2.44). Comme dans la démonstration de
Proposition 2.5, on peut vérifier que [Y, X](F)y = X(F)q. De plus, puisque X est
une dérivation sur M et §,(F)g = X" !(tgo-1) - Fo,0na

(X, 0n](F)o = X(Xn_l(ﬂaa—‘) < Fo) — Xn_l(ﬂaa—l) - X(Fo)

= X(X" N (tao-1)) * Fo = X" (oo—1) " Fo = Sn11(F)a
De méme, pusique -1 € M; (voir [5, § 3]) et Y est une dérivation sur M, on a

[Y.8u)(F)a = Y (X" (ag—1) * Fa) = X" (tgo—1) - Y (Fa)
= Y(Xn_l(:uaofl)) Fy = an_l(Maa*I) “Fo = n8y(F)a.

(2.48)

(2.49)

Enfin, on peut vérifier aisément que [§x, §;](F)q =0, V, k, [ > 1.
(b) 11 suffit de vérifier (2.45) pour les générateurs X, Y et 1. Pour F € A, (T),
G e AT)eta € GLF(Q),ona

(X(F % G))a = X((F % G)a)
= Y X(Fgo + (Goo-15-11B))

BET\GLT (Q)
=Y X(Fgo) (Gag-1p-118) + Y Fpo - X(Gyo—15-118)
BET\GLT (Q) BET\GLS (Q)
= (X(F).G)a + Y _ Fpo - X(Gyo-15-1)|B
BET\GLF (Q)
+ Z Fﬂa cMB Y(Gao_lf}—l)m
BET\GLT (Q)
= (X(F).G)a + (F.X(G))a + Y _ 81(F)po - Y(G)ag-15-11B
BET\GLT (Q)

= (X(F),G)a + (F, X(G))a + (81(F), Y(G))a-
Pour o, B € GL1 (Q), il résulte de (2.21) que

Hag—1 = Hao—18-18 = Hoo—1g-1|B + ip. (2.50)
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Puisque G € A(T'), notons que 61(G)yo-1p-1 = HUog-1p-1 = Gyo-1p-1.
Appliquant (2.50),on a :

81((F * G))Ot = Mgo—1* (F * G)Ot
= Z Mao—1 (Fﬂa . (Ger_lﬁ_l |IB))

BeM\GLT (@)

=Y (1 Fpo) - (Gyg-15-11B)

BeM\GLT (@)

+ Z Fpo - (/’Laa—‘ﬂ—l ’ Gaa—lﬁ—1)|:3
BeM\GLS ()

= (01(F) * G)o + (F % 81(G))q
(2.51)

Enfin, on peut vérifier aisément que (Y(F xG))y = (Y(F)*G)q+(FxY(G))y. O

Soit I' un sous-groupe principal de congruence de SL(Z). Choisissons
f(z) e Mp(T)etg(z) € M;(T"). D’apres Zagier [11], on peut exprimer les crochets
de Rankin—Cohen sur les formes modulaires comme (V n > 0) :

k—1 =1
RCi(fig)i= Y (—D’(” o )(" " )D'f(z)DSg(z) @52

r+s=n

ou D est 'opérateur différentiel défini comme D := ﬁf—z Dans [6], les crochets
de Rankin—Cohen sur I’algebre A(T") ont été exprimés en termes de 1’action de H4
sur A(T"). De plus, les crochets de Rankin—Cohen réduits sur A(T") ont été définis
par Yao [10, (IL.6)] en utilisant I’action de §¢ sur A(T"). Donc, on va utiliser I’action
de b sur A, (T") pour définir les crochets de Rankin—Cohen réduits sur les opérateurs
tordus. Pour en savoir plus sur les liens entre les déformations de Rankin—Cohen et
les algebres de Hopf, voir [2], [8], [10].

Pourk,l € Z,posons 2Y +k); := QY + k)Y +k+1)...Q2QY +k+1—1).
Pour F, G € A (I") on définit les crochets de Rankin—Cohen réduits d’ordre n > 0
comme :

n

RCu(F,G) = DX 0¥ 4 bk (). ¥ 40— k(G
n(F. )'_; V7 QY + B (F). 5, 2Y 0 = h(G) ).

(2.53)
Proposition 2.8. Soient F, G € Ay(T). Alors, pour chaque « € GLF (Q) ona :

RCw(F.G)o = ) RCy(Fgo.Goo-15-1l08) VY n=0. (2.54)
BeT\SL»(Z)
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Démonstration. Par définition, on sait que F', G sont des fonctions a supports finis.
Alors, on a :

n

k
RCn(F,G)o = ) | ((—nk%(zY + k)i (F),

k=0

n k
=> ¥ (((—1)"%(2Y + k)n—k(F)ﬂo)

k=0 BeI'\SL,(Z)

n—k

o

(n —k)!

=> Z ((( 1)"—(2Y + k) k(FﬂU))

Be\SL>(Z) k=0
xn—k
. M(ZY +n _k)k(GaU—lﬂ—llaﬂ)

(2.55)

n—k
( ) S e Y Ioﬁ))

D’aprés Connes et Moscovici [6], la formule (2.52) de Zagier [11, § 1] pour
les crochets de Rankin—Cohen sur les formes modulaires peut étre écrite comme
(Vn >0):

n k
RC,(fi8) =) (((—1)"%(21/ + k)n_k(f>)

k=0

(n —k)!

Combinant (2.55) et (2.56), on a

Xn—k
: <—<2Y +n— k)k(g))) VigeM (256)

RCu(F,G)y = Z RCy(Fgo.Gyo—1p-110B) (2.57)
BeT\SL2(2)

3. Les opérateurs X,

Dans la section précédente, nous avons étudi€ les opérateurs de Hecke modulaires
tordus par ¢ pour chaque 0 € SL,(Z). Alors, a chaque niveau o0 € SL,(Z),
on a une action de hy sur A, (T"). Dans cette section, nous allons introduire des
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opérateurs entre les niveaux Ay (T"). Plus précisément, nous considérons la tour
As(T) = BAsm)(l), ot o(n) := ((1)’1’) - 0. Nous montrons que 1’action de

nez
ces opérateurs entre les niveaux de la tour A, (I") peut étre exprimée en termes

d’une algebre de Hopf hz 2 ho (voir (3.7)). Enfin, nous généralisons 1’appariement
sur A, (T") 2 un appariement sur A;(T") qui se comporte bien vis-a-vis de I’action

de hz.

Soit I' € SL,(Z) un sous-groupe principal de congruence et soit T € SL,(Z).

Pour chaque 0 € SL,(Z) et F € Ay (T), nous définissons :
X:(F):T\GLS (Q) — M

X (F)g = X(Fy)|t™! YaeGLS(Q) @D

Proposition 3.1. Soit I' C SL,(Z) un sous-groupe principal de congruence.

(a) Fixonst € SLo(Z). Alors, pour chaque 0 € SLy(7Z), X induit un morphisme
X:: As(T') — Ao (D). (3.2)

(b) Soient t1, 13 € SL2(Z) deux matrices telles que 1172 = 1271. Alors, on a
[X7,, Xr,] = 0.

Démonstration. (a) Pour chaque y € I', on a
Xr(F)ay = X(Fay)h_l
= X(Fyloyo |z
= X(Fy|t Yropo Y|z ! (3.3)
= (X(F)lt™")[royo™ !
= X (F)q|toyo~ 1t}
Donc, on voit que X;(F) € As.
(b) Soit F € A(T"). Alors, pour chaque « € GL;r (Q),ona
(th sz(F))a = X(XIZ(F)a)lfl_l
= X*(Fa)ly'p!
= X*(F)lry 'z
= (szth (F))a

(3.4)

Donc, [X¢,, X+,] = 0. O

Pour chaque m € Z, posons py 1= (§7) et X, := X,,,. De plus, pour chaque
0 € SLy(Z) etn € Z, posons ¢(n) := py - 0. Nous considérons la tour suivante :

Ag(T) := P Asmy (D). (3.5)

nez
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Alors, Ay (T") est un espace vectoriel gradué. Rappelons qu’un morphisme

f:E:@EnHE/z@E;

nez nez

des espaces gradués est dit homogene de degré m si f(E,) € E,,,, pourtoutn € Z

(voir par exemple [3, Chapitre 2]). Pour m,n € Z, notons que pm * Pn = Pn+m €t

donc on a un morphisme X,, = X,,, 1 Agn)(I') — Ag+m)(I'). Alors, pour

chaque m, les morphismes X, : Ag(n)(I') — Ag@u4m)(T'), ¥V n € Z induisent un

opérateur X, : Ag (') = P As(ny(I') — Ag(T') = P As(n)(T') de degré m. De
ez

n nez
plus, soit Z : Ay (') —> A4 (I") l'opérateur de degré O défini comme suit : pour

F € Agn)(T"), on pose :
Z(F)y :=nFy +Y(Fy) VYaeGLI(Q) (3.6)

Nous considérons maintenant 1’algeébre de Lie [z engendrée par les générateurs
{Z, X;u|m € Z} modulo les relations suivantes :

[Z. Xm]=m+ DX [Xm.Xw] =0 VYmm' €Z 3.7)

En particulier, [Z, Xo] = Xp. Donc, I’algebre de Lie [y, qui agit sur A, (T"), est
contenue dans [7. Nous allons montrer que A, (I") est munie d’une action de 1’algebre
de Lie [5.

Proposition 3.2. Soit I" un sous-groupe principal de congruence de SL»(Z). Fixons
0 € SLy(Z). Alors, Ay (T") est munie d’une action de ’algébre de Lie l; comme
suit :

(Xm(F))a = X(Fa)|p;11 Z(F)o :=nky + Y (Fy)
VF € Asy(T),a € GLF (Q),m,n € Z (3.8)
Démonstration. 11 suffit de vérifier les relations (3.7) pour les opérateurs Z, Xy,
m € 7Z. Comme une conséquence de Proposition 3.1(b), on sait que les opérateurs
Xm = X,,,, m € Z se commutent entre eux. De plus, pour F' € Ay (I") et
o€ GL;(Q), on a
(ZXm(F))a = (0 +m)Xpm(F)o + Y X (F)a
= (n +m)X(Fa)lpy,' + YX(Fa)lpy'
(XmZ(F))a = X(Z(F)a) |y
= nX(Fo)lpy' + XY (Fo)lpy,'

(3.9)

Puisque [Y, X] = X, ilrésultede (3.9) que [Z, X;u|(F)o = mXm(F)ag+ Xm(F)o =
(m + 1) Xm(F)a- O
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Soit hz I’algebre enveloppante de [z. Donc, le coproduit A sur hz est défini
comme suit :

AZ)=ZR@14180Z AXp)=Xn®1+1®X,, YmeZ (3.10)

Alors, on a une action induite de bz sur Ay (I') = @ Ay ) (I'). On veut construire
nez
un appariement sur Ay (I") qui se comporte bien vis-a-vis de 1’action de hz. Nous

généralisons maintenant 1’appariement défini dans (2.11).

Proposition 3.3. Soit I" un sous-groupe principal de congruence de SL,(Z). Fixons
0 € SLy(Z). Soient t1, 12 € SL2(Z) deux matrices telles que 1115 = T271. Alors,
on a un appariement (__, __) : Ago(I') @ Ar,o (') —> Aqg 1,0 (I') défini comme
suit (VF € Ao (1), G € Aryo(T),0 € GLT (Q)) :

(F.G)o =Y (Fgolt3 ") - (Gugm1p-1m20B7 15 ") (3.11)
BeT\SL,(7)

Démonstration. Prenons y € T'. Alors, pour chaque 8 € SL,(Z), on a

1 1

(Gaaflﬁflyfl |rzayﬁrl_lrz_1) = (Gyo-1p-1lT20y 0~ ‘[2_1‘[20]/,3‘[1_1‘[2_1)

= (Gao—lﬂ—l |‘L’2C7ﬂ1’1_1172_1)

et donc la somme dans (3.11) est bien définie. De plus, on a

(F.Gay ==Y (Fgolt3 ")+ (Goyo—1p-11m20B71 ' 1571) (3.12)
BeT\SL»(7Z)

Dans (3.12), nous posons § = Boy 'o~!. Puisque F € A o(I), on a Fsqy =

Fs, |rloyo_lrl_1. Alors, on peut écrire (3.12) comme

(F.G)ay = Z (F50y|‘52_1) (Gyp-15-1|12080ys e e )
BET\SL>(2)

=Y (Fsolioyo 17" ;") - (Goo15-1 12080 v0 1y ' ;1)

BeT\SL>(Z)

= Z (Fso)t5 ") - (Gyo—1s—1|m208t 05 | [mimaoyo oyt ey,

BeT'\SL,(Z)

1

= (F, G)a|7,'1‘520)/0'_11'1_11'2_1
(3.13)
Donc, (F,G) € Ay r,6(I). O]

En particulier, pour n, n’ € Z, on a un appariement (__,_) : A;m)(T) ®
Asy(T) — Aggn) (D). Puisque Ag(I') = P Agm)(I), il est clair qu’on

nez
peut étendre 1’appariement défini dans Proposition 3.3 a un appariement (__, ) :

Ao (T) ® Ag(I') —> Ay (T).
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Lemme 3.4. Soit T un sous-groupe principal de congruence de SL,(Z). Fixons
0 € SLy(Z). Soient 11, 12, 13 € SL>(Z) trois matrices telles que 7;7; = 1;7;, V I,
J €1{1,2,3}. Alors, pour chaque F € A, ;(I'), G € Ar,o(I'), 0na:

X3 (F.G) = (Xi3(F). G) + (F, X3 (G)) (3.14)

Démonstration. Par définition, pour chaque @ € GL} (Q), ona:

Xey(F.Ga = Y X((Fpo|t3") - (Gugm1g—1|r20B77 ' 15|75
BeT\SL>(2)

= D (X(Fpo) |55 ' 13") - (Gog1p-1 |20ty 15 137
BeI\SL>(2)

+ 3 (Fpolt ' 55"  (X(Gomig-1) 0By 1 55 )
BeT\SL>(2)
(3.15)

Notons que X+, (F) € Az 130 (') et X153 (G) € Aqyr36(I). Appliquant I’appariement
défini dans Proposition 3.3, on a

(Xey(F).G)a = Y (Xey(F)golts ") - (Goo1-1|m20B71 75 ' 131
BeT\SL2(Z)

= ) (X(Fgo)lt3 ' 131) - (Gugm1p—1m20B7y 15" 13 )
BeT\SL2(Z)

(F. Xe3(C)a = ) (Fpolts'15") - (X13(G)go1g-1|T2m30B71 ' 151 737
BeT\SL2(Z)

= Z (Fgolty '3 ) - (X(Gw—lﬂ—l)|t3_112130,3r1_112_113_1)
BET\SL>(2)

= > (Fgolts'13") - (X(Ggm1g-1)|r20B7y 151 1571)
BeI'\SL2(Z)
(3.16)

Ceci montre le résultat. O
Enfin, nous montrons que I’appariement (__, ) : A;(I') ® Ax(I') — As(T)
se comporte bien vis-a-vis de I’action de bz sur A, (T).

Proposition 3.5. Soit I" un sous-groupe principal de congruence de SL,(Z) et soit
0 € SLy(Z). Pour chaque h € bz, posons A(h) = Y ha)y®h). Alors, pour chaque
F,GeA;(),ona

h(F,G) =) (hay(F), hz)(G)). (3.17)
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Démonstration. Choisissons n, n’ € Z. On peut supposer que F € Ay, (T") et
G € Ay (). 11 suffit de vérifier (3.17) pour les générateurs {Z, X,,|m € Z} de
I’algébre de Hopf hz. Pour les générateurs X,,, m € Z, ceci est une conséquence du
Lemme 3.4. Puisque A(Z) = Z ® 1 + 1 ® Z, il reste a montrer que

Z(F.G) = (Z(F).G) + (F.Z(G)) Y F € Ay (), G € Agu)(T") (3.18)

Appliquant Proposition 3.3, il est clair que (F, G) € Ag(n4n7)(I"). Alors, pour chaque
o€ GL;'(Q), on a

Z(F,G)y = +n")F,G)g + Y(F,G)q
= +n) Y (Fpoloy") - (Goo-15-110w0B0, " o)

Bel'\SL»(Z)
+ Y Y((Fpolpp") - (Gag—15-1 10w 0Bpy " )
BeT\SL2(2)
= > ((nFgo + Y(Fp))|pi") - (Gag—15-11pwoBpy " )
BeT'\SL»(Z)
+ Z (Fﬁalp;’l) : ((n,Gow_lﬂ—l + Y(Gaa_lﬂ_l))lpnlaﬂp;lp;’l)
BeT\SL2(2)
=Y (Z(F)golpy") - (Goo—15-1 1o oBpy " 07"
Be'\SL»(2Z)

+ > (Fpolop") - (Z(G)ao—15-1 lowoBpy 01"
BeT\SL>(2)
= (Z(F).G)o + (F. Z(G))a
(3.19)

O
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