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Un analogue non archimédien d’un résultat de Haagerup
et lien avec la propriété (T) renforcée

Vincent Lafforgue

Abstract. Inspired by a preprint of Haagerup and failed attempts to prove the Baum—Connes
conjecture, we study the approximation of the trivial function on SL3 or Sp4 on a local non-
archimedian field, by spherical functions with good Schur multiplier properties when restricted
to the Borel subgroup, or its unipotent radical.
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1. Introduction

Pour tout groupe localement compact G on note A(G) 1’algebre de Fourier de G,
c’est-a-dire I’ensemble des fonctions de la forme

buw g+ (AQh k), h I € L*(G)

ol A est la représentation régulieére gauche. On munit A(G) du produit point par point
et de la norme

1/ la) = inf{llAll 2) 11 | 26y /= b}

On note MA(G) C C(G) ’espace des multiplicateurs de A(G), muni de la
norme

I flara) = suptll fhlla)y. 1Ml a) < 1}
= sup{|[Schur s (1) [ c* (6). Ilcx,6) = 1}

red

ou Schur s (h) est g — f(g)h(g) (dans C%,(G) le produit est la convolution, c’est
pourquoi on note le produit point par point Schur (1) au lieu de f'h).

Enfin on note MyA(G) C C(G) V'espace des multiplicateurs complétement
bornés de A(G), muni de la norme

If I Moac6) = sup {||SChurf(h)||c;:d(G,B), ||h||Cr’:d(G,B) <1}
B une G-C*-algebre
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Dans la suite on se trouvera toujours dans le cadre suivant : F sera un corps
local (qui sera R ou bien un corps local non archimédien, c’est-a-dire une extension
finie de Q, ou de [F,((;r))), G sera égal a SL3(F) ou Sp4(F), K sera un sous-
groupe compact maximal de G, B sera un sous-groupe de Borel de G et N le
radical unipotent de B (par exemple pour SL3, B sera le sous-groupe des matrices
triangulaires supérieures et N le sous-groupe des matrices triangulaires supérieures
unipotentes). Dans toute la suite on fera I’hypothese

(H) : si F estnon archimédien et G = Sp4(F), la caractéristique résiduelle p de F
est impaire.

Comme B est moyennable les normes | - [[ao4¢B), || - Iamas) et || - [|as)
sur C,(B) sont égales, et il en va de méme pour N . Pour toute fonction K -biinvariante

f eCq.(G),ona

| fllamoac) = 1 fIma) = 1 1Blla)y = I fInllawv- (1)

En effet comme G = KB, les deux égalités résultent de la proposition 1.6 de [3], et
la derniere inégalité est évidente (on verra plus loin qu’elle peut étre stricte).

Théoreme 1.1. On ne peut pas approcher 1 (pour la topologie de la convergence
sur les compacts) par une suite de fonctions de C.(G) bornées uniformément
pour || - | o 4(G)-

Pour F = R le théoréme 1.1 est montré dans [6]. On renvoie aussi a [5] ou des
résultats de [6] sont généralisés et aux articles [1-3] qui sont reliés a ce probleme.

Pour F' non archimédien, on montre le théoréme 1.1 dans cet article. On note
que dans le cas ot G = SL3(F) le théoréme 1.1 résulte aussi de la propriété (T)
renforcée [7].

La méthode de la preuve du théoréeme 1.1 pour FF = R dans [6], qui est aussi
notre méthode dans cet article pour F' non archimédien, consiste & se ramener au
théoréme suivant.

Théoreme 1.2. On ne peut pas approcher 1 (pour la topologie de la convergence
sur les compacts) par une suite f, de fonctions K-biinvariantes de C.(G) telles
que || fu|N |l av) soit borné indépendamment de n.

Ce théoreme est montré dans [6] pour FF = R et dans cet article pour F' non
archimédien (voir le lemme 2.1 et le commentaire qui suit, et le corollaire 3.3).

Démonstration du théoréme 1.1 en admettant le théoréme 1.2. En moyennant a gau-
che et a droite par K on voit qu’il suffit de montrer qu’on ne peut pas approcher 1
par une suite de fonctions K-biinvariantes de C.(G) bornées uniformément pour
| - [ m04(G)- On applique alors (1). O

Remarque. La preuve de la propriété (T) renforcée [7, 8] ne permet pas de montrer
le théoreme 1.2. Ce qu’elle montre de facon naturelle est le théoréme analogue a 1.2
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obtenu en remplagant N par B, comme on le verra a la fin de I’introduction du
paragraphe 2.

Pour FF = R, la preuve du théoreme 1.2 donnée dans [6] repose sur les deux
lemmes suivants.

Lemme 1.3 (Haagerup). Soit f € C.(SL3(R)) une fonction biinvariante par K =
SO3(R). Alors

2

1 x O Y2\ —1/2
/f010(1+7) dx
00 1

xX€R

<A4x|f|nllaw-

Démonstration. Ce lemme est une conséquence du lemme E de [6], qui est plus
général car il concerne toutes les fonctions SO, (R)-biinvariantes sur SL,(R) x R2.
O

Lemme 1.4 (Haagerup). Soit f € C.(Spa(R)) une fonction biinvariante par le
sous-groupe compact maximal K = Sp4(R) N SO4(R). Alors

|1

x€R

2

(1 + %)_1/2 dx

Démonstration. Ce lemme est une conséquence du résultat analogue au lemme E
pour Sp4, qui apparait dans [6] a I’intérieur d’une démonstration et qui est plus
général car il concerne toutes les fonctions SO, (R)-biinvariantes sur SL,(R) x
Sym?(R?). O

< 4x | fInllam)-

SO O
S O = O
S = =% O
- o O O

Pour les deux lemmes précédents on renvoie aussi a [5].
On va réécrire les lemmes 1.3 et 1.4 sous une forme équivalente qui est plus
adaptée a la comparaison avec le cas non archimédien. Pour x € R} eta €]1, o0

on a ((1)’1‘) € SOZ(]R)(?) a91 )SOZ(R) si et seulement si x = a —a~! et alors

1+ %)1/2 = —“+gfl ,d’ot (1+ %)‘Uza’x = 2—(1:_7_;?161“ = 2‘2—”. Les lemmes 1.3
et 1.4 sont donc équivalents aux deux lemmes suivants.

Lemme 1.5 (Haagerup). Soit f € C.(SL3(R)) une fonction biinvariante par K =
SO5(R). Alors

< x| finllaw-

a

aOOda
/fOlO—
00 ') ¢

a€]l,o00[
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Lemme 1.6 (Haagerup). Soit f € C.(Sp4(R)) une fonction biinvariante par le
sous-groupe compact maximal K = Sp4(R) N SO4(R). Alors

a
[ 1o
0

da
—| = 7l fInlaavy-

0
0
0
-1

a€]l,00[

(=
oS = O O

a

Le but de cet article est de montrer des résultats analogues aux lemmes 1.5 et 1.6
dans le cas ot F est non archimédien. On renvoie aux introductions des paragraphes 2
et 3 pour I’énoncé de ces résultats, en donnant seulement ici quelques commentaires.

Gréce au fait que les calculs sont plus simples dans le cas non archimédien, on
obtient en fait des estimées plus completes. Il apparait une différence surprenante
entre le cas de SLj et celui de Spy :

— pour SLj3, le lemme analogue au lemme 1.5 pour F non archimédien est
essentiellement optimal car il existe une suite de fonctions K-biinvariantes
fn € C.(G) telle que f, soit égale a 1 sur la boule de rayon n (pour une
longueur naturelle sur G) et que || /|~ || acv) croisse linéairement en n (donc a
la méme vitesse que le membre de gauche de 1’inégalité du lemme 1.5) et les
normes || fu|n|lav) et || fu|B |l a(B) se comportent de fagon trés différentes car
la propriété (T) renforcée implique que pour une telle suite fy, || /|8l 4(B) croit
au moins exponentiellement en #,

— pour Sp4, on a un énoncé beaucoup plus fort que le résultat analogue au
lemme 1.6 pour F non archimédien et en particulier pour toute suite de fonctions
K-biinvariantes f, € C.(G) telle que f, soit égale a 1 sur la boule de
rayon 7, la suite || f |~ || 4(vy croit au moins exponentiellement (donc a le méme
comportement qualitatif que || /|8 || 4¢))-

On ne sait pas si des résultats analogues aux résultats complémentaires qu’on a
obtenus pour F non archimédien sont vrais pour F = R.

Les résultats de [6] sont plus généraux que les lemmes 1.3 et 1.4 car ils concernent
toutes les fonctions SO, (R)-biinvariantes sur SL,(R) x R? et SL,(R) x Sym?(R?)
et Dorofaeff [5] a étendu ces résultats 2 SL,(R) x Sym” (R?) pour tout 7. On ne sait
pas si I’analogue non-archimédien de ces résultats est vrai.

Les résultats de cet article figuraient dans le texte non publié [10], datant de 2010.
Depuis, Benben Liao a obtenu des améliorations importantes des démonstrations
du paragraphe 3 consacré a Spy4, avec de meilleures estimées (de plus il les a
considérées dans une situation discrétisée qui est bien plus intéressante du point
de vue de la conjecture de Baum—Connes). Ces arguments constituent la preuve de la
proposition 3.2 de [12], a laquelle nous nous référerons donc pour les démonstrations
dans le cas de Spg4.
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2. Lecasde SLj

Soit F un corps local non archimédien, O son anneau d’entiers et 7w une
uniformisante de O. Soit F le corps résiduel de F. On note ¢ le cardinal de F.
Soit G = SL3(F)et K = SL3(0).

Soit A = {(i, j) € N?,i — j = 0 modulo 3}. Pour (i, j) € A on note

o =+ 0 0
L. i+2j .
D@,j)=n"3 0 7/ 0]eG
0 1

Lapplication qui a (i, j) € A associe KD(i, j)K induit une bijection entre A
et K\G/K.Onnote B le sous-groupe de Borel de G (formé des matrices triangulaires
supérieures). On introduit deux sous-groupes fermés de B :

N = <(1))lcz)x zeF
“\eol )Y

. H:{(% - i),x,y,zeF,i,j,keZJH +k =0
0 0 =k

Pour une matrice A = (ag;) on note ||A|| = max(|ag;|). Alors pour 4 € G,

2i+j i+2j

A€ KD(i,j)K sietseulementsi [|[A] =g~ 3 et|A7l =g 3 . 2)

L’analogue non archimédien du lemme 1.5 est I’énoncé suivant.

Lemme 2.1. Pour toute fonction K-biinvariante f € C.(G),

1> FDG. )] < 13) £ v llaw)- 3)

i€eN

D’apres les arguments qui figurent a la fin de la preuve du théoréme 1 pour
SL3(R) dans [6] (ou dans le paragraphe 12 de [5]), le lemme 2.1 implique que
I’on ne peut pas approcher 1 par des fonctions K-biinvariantes f € C.(G) telles
que || /|~ || v reste bornée (I’argument consiste a mettre f au carré et a appliquer
le lemme de Fatou au membre de gauche de (3), mais en fait il est encore plus simple
d’appliquer le lemme 2.2 ci-dessous).

La démonstration du lemme 2.1 sera donnée dans le paragraphe 2.3. Elle fournira
en fait ’estimée un peu plus forte du lemme suivant.
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Lemme 2.2. Pour toute fonction K-biinvariante f € C.(G),

D i f(DG ) = f(DG+ Li+ D) <120 f|n aw)-

ieN*

Le lemme suivant, dont la démonstration sera donnée dans le paragraphe 2.4,
fournit, pour toute fonction K -biinvariante ' € C.(G), des estimées sur la variation
de (i, j) = f(D(, j))enfonctionde || f'|n | 4(n), qui sont différentes de celles des
lemmes 2.1 et 2.2.

Lemme 2.3. 1] existe une constante C telle que pour toute fonction K-biinvariante

f € C(G),

|£(DG. ) = F(DG +2.j — )| < Cq & | fInllaw) pouri <j (@)
et |f(DG. )= f(DG—1,j +2)| <Cq"T I fInllaw) pouri > j. (5

Le dessin ci-dessous illustre les estimées du lemme. On a dessiné la chambre de
Weyl, paramétrée par (i, j) € R%r et A est1’intersection du réseau entier {(i, j) € Z2,
i = j mod 3} avec la chambre de Weyl. La droite i = j est la bissectrice de 1’angle
a lorigine. Le lemme permet de comparer les valeurs de f en deux points voisins
sur un segment comme Xy ou xz mais ces estimées deviennent banales quand on se
rapproche de x. Géométriquement y et z sont les pieds des perpendiculaires abaissées
depuis x sur les droites i = Oet j = 0.

Les estimées du lemme 2.3 montrent que si ’on cherche une suite de fonctions
K-biinvariantes f, € C.(G) telle que f,(D(i,j)) = lpouri <netj <mn
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et que || fu|~|lav) soit majoré par un polynéme en n, pour tout n la fonction
(i,j) = fu(D(,j)) doit étre a peu pres constante le long des segments notés
xy et xz sur la figure précédente. Le candidat le plus naturel pour une telle suite
de fonctions est xp,, ol B, est défini comme ci-dessous, et caractérisé par le fait
que x,(D(i, j)) vaut 1 exactement quand (i, j) appartient au quadrilatére délimité
par 'origine et x yz dans la figure ci-dessus en prenant 1’échelle telle que x = (n, n).
Le lemme suivant montre que ce candidat convient et qu’il existe donc une telle suite
de fonctions f;,.
Soit £ 1a longueur sur G définie par
L(kD(, j)k') = max (ﬁ, ﬂ)
3 3
pour k.k' € K et (i,j) € A. Autrement dit pour A € G, on a ¢‘ =
max(||4]], |A7"])). Pour n € N, soit B, = {g € G,{(g) < n}.

Lemme 2.4. Pour toutn € N,

XB,INllavy = 2n + 1.

Ce lemme montre que le lemme 2.1 est optimal (a la constante pres). En effet

pour f = xB,,le membre de gauche de (3) vaut n + 1 alors que le membre de droite
est < 13(2n + 1).
Remarque. On a déja dit que le choix de B,, est dicté par les estimées du lemme 2.3.
Par exemple le lemme 2.3 montre que si dans la définition de B, on remplacait la
longueur ¢ par la longueur kD(i, j)k' + i + j, I’énoncé du lemme 2.4 ne serait
plus vrai.

La propriété renforcée implique que ||y, |8 || 4(B) croit exponentiellement en 7.
En fait la propriété renforcée implique le lemme suivant, qui résulte de [7, 9], mais
dont nous rappellerons la démonstration sous une forme qui rend plus facile la
comparaison avec le résultat de Haagerup.

Lemme 2.5. [l existe une constante C telle que pour toute fonction K-biinvariante

f € Ce(G),

|£(DG. j) = F(DG +2.j — )| < Cqa 5 flullac pourj =1 (6)
et |f(DG. )= FDG—1.] +2)| < Cq 50 flalla pouri > 1. (T)

Comme H est un sous-groupe fermé de B on a bien sir || f|g|lam) =

|/ 1Bllaes)- En fait on a égalité, et || flullacy = | f1Bllay = 1fImac) =
| fllmoa) car H et B sont moyennables, G = KH = KB et d’apres la
proposition 1.6 de [3].

Le lemme permet de comparer les valeursde f(D(i, j)) en deux points voisins sur
les segments yy’ et zz’ de la figure ci-dessous (et pas seulement sur les segments xy
et xz comme dans le lemme 2.3), les estimées devenant banales quand on se rapproche
de y’ oude z’. On voit que I’estimée du lemme 2.5 reste non triviale pour i = j alors
que celle du lemme 2.3 devient banale quand on s’approche de la bissectrice i = j.
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i=0

Comme dans [7,9] on montre en zigzaguant le corollaire suivant.

Corollaire 2.6. Il existe une constante C telle que pour toute fonction K -biinvariante

€6,
. — max(2iEd i+2)
| £(DG, j))| < Cq ™76 flullac)-

La figure ci-dessous illustre I’argument de zigzag en partant d’un point arbitraire.

En appliquant le corollaire 2.6 a la fonction yp, du lemme 2.4 on voit que
| xB, | H |l acery €t || xB, |N |l av) se comportent trés différemment quand n tend vers
I’infini puisque le premier croit exponentiellement et le second polynomialement.
En particulier yp, ne vérifierait pas les estimées du lemme 2.5 si on remplagait
| xB, | alacy par || xB, |~ |lawv)- Donc il n’y a pas d’implication logique entre les
estimées des lemmes 2.5 et 2.3. De méme il n’y pas d’implication logique entre




Un analogue non archimédien d’un résultat de Haagerup 1387

I’estimée du corollaire 2.6 et celle des lemmes 2.1 et 2.2, et I’estimée du corollaire 2.6
ne serait plus vraie si on le remplagait || f | g || 4czry par || f| v || acv)-

2.1. Rappels sur la transformation de Fourier. Pour x € F on note |x| = ¢"
six € m7"O% et |x|] = 0si x = 0. On munit F de la mesure de Haar telle

que [,,da = 1.Pour A € F ona [, da = ||, ce qui justifie la normalisation de | - |
par 7| = ¢~
On fixe un caractere ¥ : F/O — C* non trivial sur 7710/ O.

La transformation de Fourier est I’isométrie

FiLA(F) > L2(F), [ (s ~ [ vense dx).

xeF

On note que F(xo) = xo, de sorte que yo joue le méme rdle qu’une gaussienne
pour la transformation de Fourier réelle.

Plus généralement pour tout A € F* ona F(x,0) = |A|x1-10, ce que I’on peut
exprimer aussi en disant que J envoie |/\|_% Y20 qui est de norme 1 dans L?(F),
sur M|%XA—1 o (qui est également de norme 1 dans L2(F)).

Enfin F estessentiellement involutive, au sens oit J o F envoie f surx — f(—x).

2.2. Rappels sur la formule de Plancherel pour V. Dans tout ce texte onnote H =
L?(F). Pour tout A € F* on définit la représentation irréductible p; : N — U(H)
telle que poura,b,c € F, f € H

soit la fonction

x> f(x +a)ybix)y(re).

On note C°(N) I’espace des fonctions localement constantes a support compact
sur N et a valeurs complexes (une telle fonction ne prend donc qu’un nombre fini de
valeurs). Pour 1 € C2°(N) on a donc

(0 (0) (1) () = / ha.b.c) f(x + @)y (bAx)¥(ic) dadbde
a,b,ceF

(I’abus de notation %(a, b, c) sera systématique). On vérifie facilement que p) (h) est
un opérateur de rang fini.
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On sait que les représentations unitaires du groupe moyennable N sont les p;,
ainsi que des caracteres dans I’adhérence de pj quand A tend vers 0. Pourh € C°(N)
on a donc

lnlles oy = sup lloa(d)l cao- ®)
AEF*

La formule de Plancherel pour N est donnée par le lemme suivant (qui est bien
connu).

Lemme 2.7. Pour h € C°(N), ona

22y = [ Rlloa00ls a2 ©
AEF*

out |- | s est la norme de Hilbert-Schmidt, ¢’est-a-dire la norme dans HQ H* et d A
est comme précédemment la mesure de Haar sur F telle que f odd =1

On donne la preuve pour la commodité du lecteur, bien qu’elle soit analogue a celle
pour le groupe de Heisenberg sur R, voir par exemple le théoréme 12.4.1 de [4].

Démonstration. Soith € CZ°(N) et A € F*. Alors p,(h) est un opérateur de rang
fini donné par le noyau
K(x,y)= / h(a,b,c)y(bAx)¥(Ac)dbdc ola =y —x.
b,ceF
On a donc

2
Lo ()25 = / K (e, y) dxdy
x,yEF

:/ ‘ /h(a,b,c)w(b/\x)W(/\c)dbdc

x,acF b,ceF

2
dxda

grace au changement de variable y = x + a. Donc

2

/|)t|||px(h)||%{sd/\: / |A|‘ /h(a,b,c)w(b/\x)w(/\c)dbdc dxdad).
AEF* x,a€F, b,ceF
AEF™*

On applique maintenant le changement de variables X = Ax. Comme dx = |A|dx et
comme {0} C F est de mesure nulle, on obtient

2

/|)&|||px(h)||%1sd)t:/ ‘ /h(a,b,c)tﬁ(bi)xﬁ(/\c)dbdc d¥dad).

AEF* X,a,AeF b,ceF
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Or pour touta € F on a

2
/h(a,b,c)xp(b)z)w(xc)dbdc d¥dA = / |h(a, b, ¢)|” dbde

X,A€F b,ceF b,ceF

car la transformation de Fourier est une isométrie. O

11 résulte de la formule de Plancherel pour N que pour 4 € C>°(N) on a

llsoacn = Uellwaon = lbllaov = [ 17llpal, 5, @
AEF*

En effet les trois premieres normes sont égales parce que N est moyennable et la
derniere égalité a lieu car la troisieme norme est la norme duale de (8) par rapport
a(9).

2.3. Preuve des lemmes 2.1 et 2.2. Pour tout n € N, on note

= (q—” Z Xn_jo(a)xn—n-‘rjo(b)) (‘I_n)(n—n—‘+n—"o(c)) € C(N)
j=0

hy, = (q‘” > Xn_jo(a)Xn—”‘HO(b)) (q_an*”*2+n*"O(C)) € CX(N)

J=0

et on pose h, = h), — h).
Le lemme suivant nous servira a plusieurs reprises.

Lemme 2.8. Soit A = (é fl) lj;) Alors
1Al = max(lal, [b], [c]) et AT = max(lal, |b], |c —ab]).
De plus A € KD(i, j)K si et seulement si

2i+j i+2j
max(lal, [b],[c]) = ¢ 3 et max(lal,|b],|c —ab]) =q 3

Démonstration. La premiere assertion vient du fait que

1 —a ab-—c

A'=10 1 —b (10)
0 0 1
et la deuxiéme assertion résulte alors de (2). ]

Sous-lemme 2.9. Pour tout n, h), est supportée par N N KD(n + 1,n + 1)K et h),
est supportée par NN KD(n +2,n + 2)K.
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Démonstration. Cela résulte du lemme 2.8. En effet pour a,b € 77O tels que
ab € m™"Oetpour ¢ dans 7" 1O* ou 7" 20*, ona || A| = |c| et |[AT]| = |c]
car [c —ab| = |c]. O

Les deux sous-lemmes suivants serviront a estimer la norme d’opérateur de
combinaisons des /.

Sous-lemme 2.10. Pourm € Z et A € n™O* ona

/ w(Ae) (q—"x,,_n_1+,,_no(c) - q—”x,,_n_2+,,_no(c)) de=0 (11
F

simg{n,n+ 1} et

‘ / YA (4 A4 10(©) =@ " Hgon2imno(@))de| =2 (12)
F
sim € {n,n+ 1}.
Sous-lemme 2.11. Pour toutn € N,m € {n,n + 1} et A € 1™ O%,
n
Hf o (xm (f (7 X teo@itanso)
a,be j=0
- f(x + a)y(brx) dadb)) <3.
L(H)
Démonstration. Soitn € N,e € {0,1},m = n+cetA € ™ O*.Pourj € {0,...,n}
on note
i f o (50 (O 0 e so@ienio®)f05-+ @y in) daah) )
a,beF
de sorte que I’inégalité du sous-lemme est
n
T| =3 13
H Z &J L(H) (13)
j=0

Ona

[ s G0 @2 8b = " 10 0) = 4" o)
beF
Donc
f i (v ([0t o 6+ @) ).

aen—JO
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L’idée de (13) estqueles T j pour j = O, ..., n sontles projections orthogonales
sur les espaces de fonctions sur 7 /"¢ /m 7/ O, et que ces espaces sont A peu pres
orthogonaux entre eux.

Soit o : F/O — F une section de la projection F — F/Q, telle que 0(0) = 0
(le choix de o n’a aucune importance). Pour i € Z,b € F/O et pour £ un caractere
non trivial de O/ O = F (vu comme fonction sur O prolongée par 0 & F) on
introduit A

figh x> q 2 (' x — 0 (b))

de sorte que cette fonction est a support dans 7~ (b + ). Alors

(ﬁ,s,b)iez,sezﬁ\{o},bep/o

est une base orthonormale de # = L?(F). On a par exemple, pour j € 7Z,

o0

_J _J _
G An-i0 =472 Y 4 @An-i—t410 = Xn-i~t0)
=1

o0
_¢
=Zq 2 Z Si+ee0
t=1 gei\{0}

J+e

car Z;e]ﬁ\{o} Si+te0 =92 (QXn—J'—HlO - Xn—f—‘fo)'
OnaT;;(fiep) =O0saufsii > jeth=0,et

(e, 0)
. . _i _izj+¢
pour i > j, To;(fie0) =4 2Xn-io =D 4" 2 ) fitteo
(=1 gef\(0)

pouri = j + 1, Ti;(figo) = fito

oo
. _i _imj—ite
pouri > j + 1. Tij(fieo) =4 2Xn-icto=_4" 2 Y fit1+L£0-

t=1 g elf\{0}
On en déduit
n —1
1 _3 l—gq _1
HZTSJH <Sl+@-D@ ' +qg 2+ )=1+——F=2+¢"2 <3.
=0 L(H) 1—qg 2

Sous-lemme 2.12. Pour toute suite (a,)nen a support fini on a

poe
neN

< 12max |a,|.
Cri(N) neN
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Démonstration. Par (8) on a
” Zanhn pk(zanhn)
neN neN

Soitm € Z et A € x™O*. D’apres 1’égalité (11) du sous-lemme 2.10 on a

= sup

CH(N)  jepx ‘L(H)'

PA(Z%M) = prlam—1hm-1 + amhm).

neN

Enfin d’apres I’inégalité (12) du sous-lemme 2.10 et le sous-lemme 2.11,

loA(hm—D ey <6 et [lpathm)llcio < 6. O
Pour f,h € CZ°(N)ona

| /N R (14)

Soit f € C.(G) une fonction K-biinvariante. D’aprés le sous-lemme 2.9, pour
neN,

/ flnhp = (n + 1)(f(D(n +1,n+1)— f(Dn+2,n —|—2))). (15)
N

Il résulte du sous-lemme 2.12 et de (14) et (15) que pour toute suite (@, )nen &
support fini, et pour f comme ci-dessus, on a

’Zan(n + D(f(Dn+1,n+1))— f(D(n+2,n +2))))

neN

< 12(max |a, )| f |~ llacvy- (16)
neN

Démonstration du lemme 2.1. Soit f € C.(G) une fonction K-biinvariante. Soit m
assez grand pour que f(D(i,i)) = 0 pour i > m. On applique (16) a la suite (a,)
donnée par a, = 1 pourn < meta, = 0 pourn > m. Par ailleurs on a évidemment
| £(DO,0)] < | fnllawv)- O

Démonstration du lemme 2.2. Pour n € N*, on applique (16) a la suite (a;) donnée
par

o fDGE+1,i+1)— f(DGE+2,i+2))

"UfDG+ 1,0 4+ 1) — (DG +2,i +2))]
pouri <net f(D(G 4+ 1,i +1)) # f(D@i +2,i + 2)), et a; = 0 sinon, puis on
fait tendre n vers 1’infini. 0

Remarque 2.13. On aurait pu déduire le lemme 2.1 du lemme 2.2. En fait le
lemme 2.2 est 1a meilleure estimée que ’'on peut déduire de (16).
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2.4. Démonstration du lemme 2.3. Lestimée (5) se déduit de I’estimée (4) par
I’automorphisme

0 0 1 0 0 1
0:4—[0 1 0)*47 (0o 1 0 (17)
1 00 1 00

de G quipréserve K et N.Eneffet 0(D(i, j)) = D(J,i). 1 suffit donc de montrer (4).
Comme | f(D(i, j))| < |I.f|n |l av) il suffit de montrer (4) pouri < j—6, ce que’on
fait maintenant. Soit donc (i, j) € A vérifianti < j —6.Onpose y = @ —1eN,
etonnote e, B € Ntelsqueaw — f € {0, 1} et + § = % —2.0n adonc

BHl<a+l<y+l<y+2<a+p+2. (18)

On vérifie que pour a € 771 0*, b € 7 F~10*

— pourc € 7V 1O* ona

1 a c
0 1 b|ekDG, j)K
0 0 1
— pourc € 7 V720* ona
1 a c
0 1 b|lekDi+2,j-1)K
0 0 1

Cela résulte du lemme 2.8 car

2itJ
y+1 ==

max(lal, [b],c]) = ¢* ! = ¢
i+2j
et max(|al. || |c —ab]) = ¢*+A+2 = 45"

danslecasoic € 77V 1O* et

’ 26 +2)+(—1)
max(|al, [l [e]) = ¢""* =¢~ 3

i+2)+2G -1
et max(|al, [b], |c —ab|) = ¢g*PF2 =g 3

dans le cas ol ¢ € 7V 200*,
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Soit maintenant

h/ = q_a_ﬂ_an—D‘—l—Hr—ao(a)Xn*ﬁ*l+n*BO(b)Xn_V_1+7r_VO(C)’
hN =:q_a_ﬂ_an_“_l+n_“0(a)Xn—B—1+n—ﬁo(b)Xn_V_2+n_VO(c)

et h = W' — h”. D’aprés ce qui précede, i’ est supporté par KD(i, j)K et h”
est supporté par KD(i + 2, j — 1)K. Donc pour toute fonction K-biinvariante
feC.(G),ona

/N Flvh = F(DG. ) — F(DG —1.j +2)).

D’apres (14), et comme %

le lemme suivant.

=y —a—f —1,lelemme 2.3 est donc impliqué par

Lemme 2.14. I/ existe C tel que pour o, B, y € Nvérifiant max(o, f) <y <o+ B,

ona
y—a—B

wy =Cq 2

Le sous-lemme suivant reprend le sous-lemme 2.10 avec des notations différentes.

I7llc

red

Sous-lemme 2.15. Pourm € Z et A € ™ O*, on a

/F ¥ (Ac) (q_an71’71+7[*1’(9(c) - q_y)(”fyf2+nfy@(€)) dc=0
sim &{y,y + 1} et

|| VG4 a0 = a7 2 nr0(©)) de| <2

sime{y,y + 1}

On note

Ty: f (x > (q—“—ﬂ / f(x + a)y(bAx) dadb))

aex— ¢ lyg—ap,
ber B l4z—Bo

Sous-lemme 2.16. 1l existe C tel que pour o, B,y € N vérifiant max(a, f) < y <
y—a—=p8

a+ B, pourmely,y+1}etd e n™O% ona||Txlzz) <Cq 2
Démonstration. On vérifie facilement que T}, a la méme norme que ’opérateur

T, : f (x > (q—“—ﬂ / f(x + a)y(bAx) dadb))

aen~%0,
bex BoO
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qui est aussi égal a

s f e (v (a7 [ 6t otsmowa) ).
aen—*0O
Comme 8 —m > B — (y + 1) > —«, on voit que cet opérateur est de rang 1, égal a

—a—B+m  B—m _a
49~ 2 g = Xps-mo){q 2 Ya—eo]

, . —a—=B+4m —a—B+y+1
et sa norme est donc égale a ¢~ 2 <gq ) .

O

Démonstration du lemme 2.14. Le lemme résulte de (8) et des sous-lemmes 2.15
et 2.16. O

2.5. Démonstration du lemme 2.4. Le lemme 2.8 montre que

On a

v lao = [ lpatem Il g, . .
AEF*

Soit A € F*. Pour raccourcir les formules suivantes, on définit I’opérateur
Sp.a i H — H par

Spat f (x — / f(x + a)y(brx) dadb).

aen "O,ben 0O,
abex™ 0O

Alors, pour f € H,

m(xBnm)(f):( / W(/\C)dC)Sn,A(f)-

cex— O

Ona fcen—"o Y(Ac)de = g™ yzno(X). D’ou

Sn.A H « dA. (19)

I llan =" [ 1A *
HOH

Aex O\{0}

On va montrer que pour m > netA € xO* on a

S,,,;LH . <q"Qn+1). (20)
HIOH*
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On voit déja que (20) implique le lemme 2.4. En effet, grace a (19) et a (20), et
comme le volume de 7 O* est (1 — g~ ')g™™, ona

Iz vl <" 3 / Alg™2n + 1) dA
m>n
AexmO*

=> (1—gHg"™@n+1)=2n+1.

m>n

Il reste donc a montrer (20). Soit m > n et A € 7™ O*. Gréce a la décomposition
en réunion disjointe

{(a,b) € (n"O0)*,ab e n7"O} = (O x 1 "O) U U(n_j(’)* X 7" 0)

J=1

etcomme 7 /O* =7/ O\ n /1O, 0ona

n
Sna=Tos+ Y (T}, =T/
j=1

N £ / " P
ou les opérateurs Tg 5, Tj’ 5 et Tj, 5, sont définis par

Tos: frH (x — / f(x 4+ a)y(brx) dadb)

ac0,
bex™ 0O

TJ/',A e (x — / f(x +a)y(bix) dadb)

a€n_j0,
bex—ntio

et T/ f+ (x > / f(x + a)y(bAix) dadb).

aEn_j+IO,
bexntio

Comme [, —nijo, ¥ (bAx)db = q"7 Y pn—m—j o (x) ces opérateurs admettent les
expressions plus simples suivantes :

Toa(f) = ¢" (m / f(x+a))(:r'1—mo(x)da)

ac0
aex—J O
et T/, () =q"" (X ~ / J+ @ fnom=i0 () da)'

aen—J/+10
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Lopérateur Ty est de rang g™ ", et on peut le considérer comme égal a
n — gm
q Id(Z(ﬂn—mo/O), donc ” TO’AH’H%’H* =q .

m—n

Lopérateur T]’.’ , est de rang g™ ", et on peut le considérer comme égal a

qnldgz(ﬂn—m—jo/;.[—jo), donc || T]/',A HH%H* = qm

m—n+1

’ £ 14 . z z N
Lopérateur Tj, 5, est de rang ¢ , et on peut le considérer comme égal a

4" Mdg2 (i o m—i+1 0)» done | T =q".

allz,.
On a donc

Dz .= en+ e,
’ HOH*

n
[0+ 317, -,
J=1
et 'inégalité (20) en résulte. Ceci termine la preuve du lemme 2.4.

2.6. Démonstration du lemme 2.5. Pour montrer le lemme 2.5, on commence par
un calcul dans N. Pour n € N on définit

/’ln = q_”)(n—no(a))(o(b))(n_lO(c)w(_c) c CCOO(N)
Lemme 2.17. Ona ||hyllcx vy < g\t

Démonstration. On a [, 1, ¥(—c)¥(Ac)dc = g pour A € 1 + 7O et cette
intégrale vaut 0 sinon. Donc p) (h,) = OpourA &€ 1+ 7O, etpour A € 1 + 7O ona

(P () () () = g'" f £(x + @)y (Abx) dadb

aex 0O,
beO
=q'" / f(x +a)yo(x)da
acen— O
donc p; (hy) est Popérateur ¢'~2 | xo) (¢~ 2 yz—n0|, qui est de norme ¢!~ 2. 0

Démonstration du lemme 2.5. L'estimée (7) résulte de 1’estimée (6) par 1’automor-
phisme (17), comme dans la preuve du lemme 2.3. On montre (6).
Soit (i, j) € A avec j > 1. On pose

i+2j ]r_j 0 0
DG jy=n3|0 1 0o |eo.

On a bien stir KD'(i, j)K = KD(i, j)K. On considére

h,’yj = hjeD/(i,j) S CL?O(H)
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oll ep/(;,j) désigne la mesure de Dirac en D’(i, j), de sorte que hjep:, ;) est
simplement /1 ; translatée a droite par D’(i, j)~!. En notant

N 1 a c 1o 7 a a @+
Ae=10 1 b|DGj)=n"3 | 0 1 a@blen (@1
00 1 0 0 7 G+t)

on a
hij=q / e i V(=c)dadbde € C(H).
a.b.c

aen—/ 0,be0,
cexn 1o

Il résulte du lemme 2.17 que

L
kil <q' 2. (22)
On calcule
o 1 —a ab-c
(Agh) =D'G.pH~ o 1 =b
0 0 1
. . . (23)
e w) —mla w/(ab—c)
— g3 1 b
0 0 mits
Poura e 1/ O,b € O,c € n__IOOna ||Afl’§),c|| = q% max(1, |c|) et comme
J=Tlonal(4;y )7l = q%. Donc d’apres (2),
— sice OonaAfl’,j,')’c € KD(, j)K,
—sicen 'O*ona Ay € KD(i +2,j — DK,
Donc pour toute fonction K-biinvariante f € C.(G), on a
| latiy = FDG. )= FDG +2. = 1) 4
puisque .. __1,« ¥ (c)dc = —1. Enfin
[ At < 1A e ez (25)

Le lemme 2.5 résulte de (22), (24) et (25). O
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3. Le cas de Sp4

On rappelle d’abord que dans le cas de Sp4 sur un corps local non archimédien
la propriété (T) renforcée banachique a été établie dans [11].

Dans [12], Benben Liao a beaucoup amélioré les démonstrations et certaines
estimées qui figuraient dans le second paragraphe de ’ancienne version de ce
texte [10]. Nous nous contentons donc ici d’énoncer les résultats et renvoyons a [12]
pour les démonstrations.

Soit F un corps local non archimédien, O son anneau d’entiers et 7w une
uniformisante de O. Soit F le corps résiduel de F. On note ¢ le cardinal de F.
On suppose que g est impair.

Soit G = Sp4(F) et K = Sp4(O). Plus précisément on note (ey, ez, €3, €4)
la base canonique de F* et on munit F* de la forme symplectique w telle que
w(er,es) =1, w(ez,e3) = letw(e;,ej) =0pouri + j #5.

Soit A = {(i, j) € N?,i > j}. Pour (i, j) € A on note

™0 0 0 0
. 0 =/ 0 0
ben={0o o 5 o]<C
0o 0 0 =
Lapplication qui a (i, j) € A associe KD(i, j)K induit une bijection entre A
et K\G/K.
On rappelle que pour une matrice A = (ag;) on note ||A|| = max(|ag;|). Alors
pour A € G,

A€ KD(i, j)K sietseulementsi |A|| = ¢' et |A%A|| = ¢' 1. (26)

On note B le sous-groupe de Borel de G (formé des matrices triangulaires
supérieures) et

(27)

son radical unipotent.
On a les deux lemmes suivants.

Lemme 3.1. Pour toute fonction K -biinvariante f € C.(G),

| f(DG. ) — DG+ 1, —1)| <2¢°¢77 1 fInllaew)

pour (i, j) € A vérifiant j > 3.
Lemme 3.2. Pour toute fonction K-biinvariante f € C.(G),

(DG, j)) — F(DG. j+ 1) <2477 1 £ v lLaow)

pour (i, j) € A vérifianti > j + 1.
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Ces lemmes se démontrent de la méme facon que les inégalités (4) et (3) de
la proposition 3.2 de [12]. Plus précisément on reprend exactement la preuve la
proposition 3.2 de [12]

— en supprimant partout la partie entiere [-],

— en enlevant I’hypotheése que F' est d’égales caractéristiques (mais en supposant
toujours que sa caractéristique résiduelle est impaire).

Les preuves montrent que

— dans I’énoncé du lemme 3.1 on pourrait remplacer N par le sous-groupe formé
des matrices (27) telles que y = 0sii + j estpairet y € 77 'F, sii + j est
impair,

— dans I’énoncé du lemme 3.2 on pourrait remplacer N par le sous-groupe formé

des matrices (27) telles que x = 0.

Les lemmes 3.1 et 3.2 permettent de comparer les valeurs de f(D(i, j)) en deux
points voisins sur les segments yy’ et zz’ respectivement. Les estimées deviennent
banales quand on se rapproche de y’ ou de z’.

La situation est donc comparable a celle du lemme 2.5 (et non a celle du lemme 2.3,
ce qui est étonnant puisqu’on utilise ici || f|n|lav) au lieu de | f|g|l4(B))- En
zigzaguant on déduit des lemmes 3.1 et 3.2 le corollaire suivant (qui est trés proche
du théoreéme 3.1 de [12]).

Corollaire 3.3. I/ existe une constante C telle que pour toute fonction K -biinvariante
/€ Ce(G),

itJ i

NS Inlaw)-

| f(DG, j))| < Cq~m
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Démonstration. La preuve est par zigzag, comme dans le corollaire 2.6 (avec i = 3j
comme “bissectrice”). O

Remarque 3.4. Jean-Philippe Anker m’a fait remarquer que les mouvements se font
suivant les coracines simples, aussi bien pour SL3 que pour Sp4. On peut remarquer
aussi que la bissectrice est, dans les deux cas, colinéaire a la somme des coracines
positives. Je n’ai pas d’explication pour cela.

Il est évident que le corollaire 3.3 implique I’existence d’une constante C telle
que pour toute fonction K-biinvariante f € C.(G) on ait

1> £(DG.0)| = CILf v llaww)

ieN

ce qui est I’analogue non archimédien du lemme 1.6. Cependant le corollaire 3.3 est
beaucoup plus fort.
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