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Abstract For some values of the degrees of the equations, we show, using geometric invariant
theory, that the coarse moduli space of smooth complete intersections in PV is quasi-projective.
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1. Introduction

1.1. Quasi-projectivité d’espaces de modules

La question de la quasi-projectivité des espaces de modules de variétés algébriques a été
révolutionnée par Mumford qui a développé pour 1’étudier la théorie géométrique des
invariants. Cette technique a permis 2 Mumford [20] de montrer la quasi-projectivité de
I’espace de modules des courbes lisses, puis a Knudsen [12] et Gieseker et Mumford [19]
de montrer indépendamment la projectivité de 1’espace des modules des courbes stables.
En dimension supérieure, les travaux de Viehweg [25] montrent la quasi-projectivité des
espaces de modules de variétés lisses canoniquement polarisées en caractéristique nulle.

Une autre stratégie pour montrer la quasi-projectivité d’un espace de modules, effi-
cace quand celui-ci est propre, a été développée par Kollar [14]. Elle devrait permettre de
montrer la projectivité de compactifications modulaires des espaces de modules étudiés
par Viehweg (voir [13]).

Dans ces exemples, le fibré canonique des variétés considérées vérifie des propriétés
de positivité. A contrario, on ne connait pas d’énoncé général sur la quasi-projectivité
des espaces de modules de variétés de Fano. Vu les exemples de Kollar [16] d’espaces de
modules non quasi-projectifs de variétés polarisées, il n’est pas clair dans quelle généralité
attendre des résultats positifs.

Dans ce texte, on étudie le cas particulier des intersections completes lisses par des
méthodes de théorie géométrique des invariants. On construit ainsi de nombreux exemples
d’espaces de modules quasi-projectifs de variétés de Fano.
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1.2. Enoncé des principaux résultats

Soient N > 2,1 <¢c < N—-1let2 <d; < ---<d, des entiers. Une intersection
compléte sur un corps k est un sous-schéma de codimension ¢ de IP’,iV défini par ¢ équations
homogenes de degrés dy, . . ., d..

Soit H I’ouvert du schéma de Hilbert de IP’% paramétrant les intersections completes
lisses (voir [22, 4.6.1]). Sion n’apas ¢ = 1 et d; = 2, 'action par changement de
coordonnées de PGLy 41 sur H est propre [5, Théoreme 1.7], et le théoreme de Keel et
Mori [11] montre I’existence d’un quotient géométrique M de H par PGLy, unique
par [15, Corollary 2.15]. C’est un espace algébrique séparé de type fini sur Spec(Z) :
I’espace de modules (grossier) des intersections completes lisses.

L’espace algébrique M est-il un schéma ? Un schéma quasi-projectif ? Un schéma
affine ? Le résultat principal de ce texte est le suivant :

Théoreme 1.1. Soit M I’espace de modules des intersections complétes lisses.

(i) Sidi=---=d.etsil’onn’apasc =1etdy =2, M est un schéma affine.
() Sic>=2dy <dy=---=dcetdy(N—c+2)>di((c—1)(dr—dy)+ 1), M est
un schéma quasi-projectif.

En caractéristique nulle, la quasi-projectivité d’un espace de modules de variétés lisses
dont le fibré canonique est ample est connue par les travaux de Viehweg [25]. Orsic > 2
etd) <dy =---=d,,etque le fibré canonique des intersections completes considérées
n’est pas ample, les hypotheses du théoreme 1.1(ii) sont vérifiées. En effet, ona N + 1 >
(c=Ddr+dy = (c=D)(d2—d1)+(c—1)+di. Ainsi, day(N —c+2) = dr(c—1)(dr—d1)+
drdy > di((c — 1)(da —dy) + 1). Les résultats de Viehweg et le théoreme 1.1 impliquent
donc :

Corollaire 1.2. En caractéristique nulle, sid;y < d» = --- =d et sil’'onn’apasc =1
etd; = 2, M est un schéma quasi-projectif.

13. Lecasd) = --- =d,

La preuve du théoreme 1.1(ii) occupe la majeure partie de ce texte. En revanche, le
théoreme 1.1(i) est facile : le cas des hypersurfaces (¢ = 1) est di a Mumford [20,
Prop. 4.2], et la preuve se généralise facilement.

Preuve du théoreme 1.1(i). Soit Hla grassmannienne (relative sur Spec(Z)) des sous-
espaces vectoriels de dimension ¢ de H 0PN, O(dy)). Le schéma de Hilbert H s’identifie
a un ouvert de H : le complémentaire du diviseur discriminant. Comme la grassman-
nienne est lisse de groupe de Picard engendré par le fibré de Pliicker, tout diviseur effectif
non trivial sur celle-ci est ample. Ainsi, le discriminant est ample, et son complémentaire
H est affine. On pose H = Spec(A).

Par [5, Théoreme 1.7], PGLy ;1 agit proprement sur H. Comme de plus PGL 1 est
réductif, on peut appliquer un théoreme de Seshadri ([23, Theorem 3], [15, Theorem 7.3])
pour montrer que le quotient géométrique de H par PGLy 1 est M = Spec(APCLv+1),
et est donc affine. O
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1.4. Plan du texte

L’argument de Mumford décrit ci-dessus fonctionne car H admet une compactification
trés simple. Quand d; < d» = --- = d., H a encore une compactification explicite H :
un fibré en grassmaniennes sur un espace projectif. Les paragraphes 2.1 et 2.2 sont
consacrés a la construction et a I’étude de cette compactification. Le résultat principal
est le théoreme 2.7 qui calcule son cone ample.

On pourrait alors espérer que 1’argument de Mumford fonctionne encore : il faudrait
que le diviseur discriminant soit ample sur H. Malheureusement, ce n’est jamais le cas si
¢ = 2 (voir laremarque 2.9). On doit donc appliquer la théorie géométrique des invariants
de maniére moins naive : on fixe un fibré ample sur H et on calcule a 1’aide du critére
de Hilbert-Mumford quand toutes les intersections compleétes lisses sont stables. C’est
I’objet du paragraphe 2.3.

La preuve de I'inégalité (12) qui permet de vérifier le critere de Hilbert—Mumford est
reportée a la troisieme partie : c’est le théoreme 3.1. Celui-ci est énoncé et démontré sans
hypotheses restrictives sur les degrés des intersections completes.

On peut maintenant expliquer le role des hypotheses du théoréeme 1.1. Si’on n’a pas
di < dy = --- = d,, je ne connais pas de compactification explicite de H analogue a
celles évoquées ci-dessus. Sid; < dp = --- = d., mais qu'on n’a pas do(N — ¢ + 2)
> di((c — 1)(d» — dy) + 1), aucun fibré en droites ample sur H ne rend toutes les
intersections completes lisses stables (proposition 2.16), et on ne peut pas appliquer la
théorie géométrique des invariants sur H.

Pour montrer la quasi-projectivité de M pour d’autres valeurs des degrés a 1’aide de
théorie géométrique des invariants, il faut donc considérer une autre compactification
de H. On peut choisir (suivant Mumford [19]) le schéma de Hilbert de PN Cette possibi-
lité est discutée dans la quatrieme partie. On y explique en particulier pourquoi I’'inégalité
(12) est plus faible que celle qui serait nécessaire a la preuve de la Hilbert-stabilité des
intersections completes lisses.

1.5. Liens avec d’autres travaux

La théorie géométrique des invariants d’hypersurfaces ou d’intersections completes
dans PV a été étudiée dans de nombreux cas particuliers : surfaces quartiques [24], solides
cubiques [1], cubiques dans P5 [17], pinceaux de quadriques dans P* [3], intersections
d’une quadrique et d’une cubique dans P3 (6], [7], ...

Chacun de ces travaux étudie un espace de modules précis et mene une analyse
complete : le lieu semi-stable est calculé et on obtient une compactification de 1’espace
de modules. Dans ce texte, on obtient des résultats pour beaucoup de valeurs des degrés,
mais le résultat est moins fort : on se contente de montrer que les intersections completes
lisses sont stables.

Signalons particulierement [6] et [7] ol est menée une étude tres précise du cas parti-
culier N =3, c =2,d; = 2etd, = 3, en utilisant la compactification H étudiée dans la
suite de cet article.
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2. Géométrie du schéma H

Conventions 2.1. Dans cette partie,onfixe2 <¢c < N —let2 <d) <dp=---=d,
des entiers. Une intersection compléte sur un corps K est toujours de codimension ¢
dans P% etde degrés dy, ..., d..

Sauf mention du contraire, les schémas que nous considérerons seront définis sur
Spec(Z). En particulier, PN = ]P’g . Quand on manipulera un point géométrique, on notera
toujours K le corps algébriquement clos sur lequel il est défini.

Si F est un faisceau localement libre sur un schéma, le fibré vectoriel géométrique
associé a F est celui dont le faisceau des sections est F". Par G(r, F), on désignera la
grassmannienne des sous-espaces vectoriels de rang r de ce fibré vectoriel géométrique.
Quand r = 1, on notera aussi ce schéma P(F).

2.1. Constructions

On construit tout d’abord les schémas H et H, les familles de sous-schémas de PV qu’ils
parametrent, ainsi que divers faisceaux localement libres sur ces espaces. On utilisera
notamment les notations du diagramme ci-dessous.

X

\ pri ﬂ;Xdl
pr _/
PN x H 2

2

H
T

Ha, pri
‘px /
]P)N

sl

Spec(Z) T

S
IPN

Hypersurfaces. Soitd > 1.Notons pr: PN — Spec(Z) le morphisme structurel. Le fais-
ceau pr,, Opn (d) sur Spec(Z) est localement libre, et ses fibres géométriques s’identifient
a HOPY, O(d)). On note H; = P((pr, Opn (d))Y) et 7y : H — Spec(Z) la projection.
Un point géométrique de Hy est une droite vectorielle (F) de H 0PN, O@)).

On note encore pr : PN x H; — Hgetm : PN x H; — PV les changements
de base. La construction de H; fournit une injection du fibré en droites tautologique
Op,(=1) — 7 pr, Opn(d). Par changement de base par le morphisme plat 7;, cette

injection se réécrit Op d(—l) — pr,Opny . (d: 0). Tirant en arriere sur PN x Hy, et
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utilisant I’adjonction, on obtient un morphisme de fibrés en droites Opy a,0;—1) —
Opn o A, (d; 0). Le lieu ol ce morphisme est nul est un diviseur de Cartier /'\_fd sur PN x Hy.
Par construction, la fibre en (F) de pry : X; — Hy est le sous-schéma {F = 0} de ]P’%.
L’équation de X, fournit sur PV x Hj la suite exacte courte suivante :

0— Opnyp,(=d; =1) = Opny g, > Og, — 0.

Tensorisons par Opny , 7 ,(1;0), et appliquons pr, en remarquant par calcul du H ! des
fibres que R! pr, Opn y jg,(—d; —1) = 0. Utilisons la formule de projection et le chan-

gement de base par le morphisme plat 77 pour obtenir sur Hy la suite exacte courte de
faisceaux suivante :

0— nfpr, Opn(l —d)® Ogd(—l) — 7ty pr, Opn (1) — pry, 02\?,1(1) - 0. (1

Par exactitude a droite du produit tensoriel, on voit que la fibre géométrique
(pri5 O, (D) (r) est HOPY, O(l))/ (F), ou I'on a noté (F) = HOPY, O —d)) - F.
Ainsi, pry, O3, (1) est localement libre par constance de la dimension de ses fibres, et la
fibre géométrique en (F') de la suite exacte courte de faisceaux localement libres (1) est

0— (F) —» H'®Y, 00) — H'PY, 00)/(F) — 0. )

Intersections completes. On a vu ci-dessus que pry, O %, (d2) est un faisceau locale-
- - 1 - -
ment libre sur Hy,. On notera H = ng (c — 1, (pr, 023,1 (d2)Y)) ety : H — Hy,
1 1

la projection. Par (2), les points géométriques de H sont en bijection avec la donnée
d’une droite (F;) de H 0PN, O(dy)) et d’un sous-espace vectoriel de dimension ¢ — 1 de
HOPY, O(d))/(F1).Si P>, ..., F. € HOPY, O(d»)) engendrent ce sous-espace vec-
toriel, on notera [Fy, F», ..., F,] ce point géométrique de H.la description de H comme
grassmannienne relative sur un espace projectif montre que son groupe de Picard est de
rang 2, engendré par O(1, 0) = 77 O(1) et par le fibré de Pliicker relatif O(0, 1).

La construction de H fournit une injection du fibré tautologique F —
7y pri, O 2, (d2). Par changement de base par le morphisme plat m;, cette injection

se réécrit F — pry, (’)n* X, (dy; 0,0). Tirant en arriere sur nfé\_fdl, et utilisant 1’ad-
2 1
jonction, on obtient un morphisme de fibrés vectoriels priF — O_. %, (d2; 0, 0).
_ Tt

Le lieu des zéros de ce morphisme est un sous-schéma X" de 75Xy, . Par construc-

tion, la fibre en [Fi, F2, ..., F,] de la projection pr, : X — H est le sous-schéma
{Fi=F,=--=F.=0}deP}.

Notons H 1’ouvert de H constitué des points géométriques [Fy, F>, ..., F.] tels que
{Fi = F, = --- = F, = 0} soit lisse de codimension ¢ dans IP’%. Onnote ¥ — H la

restriction de X — H a H. On montre aisément que X — H s’identifie au schéma de
Hilbert des intersections completes lisses et a sa famille universelle.
Par construction de H, on dispose d’une suite exacte courte de faisceaux localement
libres sur H :
0— F — 7} pri, O)gdl (dr) - Q@ — 0, 3)
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dont la fibre géométrique en [F7, ..., F.] s’identifie a

0— (Fa,..., F.) = H'(BY, O(d))/(F1) — H'(PY, O(d2))/(F}, ..., F.) = 0.
“
Par ailleurs, par (1) pour d = d; et ! = d,, on dispose d’une suite exacte courtes de
faisceaux localement libres sur H :

0 — nimf pr. Opn(dy — dy) ® O(=1,0) — mywy pry Opn (dp) — 705 pris (’)ggdl (d2) — 0.
(5
Par (2), la fibre géométrique de (5) en [F1, ..., F.] s’identifie a
0— (F) > H'PY, O(dr)) — H(PY, O(d2))/(Fi) — 0. (6)

Notons & le faisceau localement libre noyau de la composée des surjections
) pry Opy (d2) — 75 pry, O EA (dr) — Q. Les suites exactes (3)—(6) permettent
d’écrire le diagramme exact (7) de faisceaux localement libres sur H ci-dessous et de
calculer sa fibre géométrique (8) en [F1, ..., F¢]:

0 0

1 1

i pr, Opn (dy—d))®O(=1,0) = ninf pr, Opy (d2—d)®O(—1,0)

{ {
0 if nimi pr, Opy (dy) —— Q = 0 )
0 F 73 Pr Oz, (do) —— Q-0
1 .
0 0
0 0
l il
(Fl) _ (Fl)
1
0 — (Fy,....Fe) —— HOPY,Odp)) — HO(PR,O(d))/(F),...Fe) = 0 8)
l 4 l

0 = (F1,... F)/(F1) » HO®R,O@))/(F1) = H'®Y,O0W)/(Fi,.... Fe) = 0

1
0

S <

Action de SLy41. Laction de SLy4; sur AN+ induit des actions de SLy+1 par
changement de coordonnées sur tous les espaces et faisceaux décrits ci-dessus. En
particulier, SLy41 agit sur le faisceau localement libre pr, Opn (d1), induisant une
linéarisation de O(1) sur 1’-_1[1I . Par fonctorialité, on en déduit une linéarisation de O(1, 0)
sur H. De méme, SLy 1 agit sur le faisceau localement libre pr, OXdl (d2), donc sur
/\Cil(prl* (’)Xd1 (d»)), induisant une linéarisation du fibré de Pliicker relatif O(0, 1)

sur H. Par combinaisons linéaires_, on construit alors une linéarisation naturelle de tous
les fibrés en droites O(ly, I) sur H. Ces linéarisations sont uniques par [20, Prop. 1.4].
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2.2. Fibrés amples sur H

Avant de pouvoir prouver le théoréme 2.7 qui décrit les fibrés en droites amples sur H,
on a besoin de résultats préliminaires sur la géométrie de H.

Lien entre H et F_Id1 X Fljz_l. L’injection de faisceaux localement libres £ —
3} pry Opw (da) dans le diagramme (7) induit une immersion fermée PE Vies Hx Hy,
entre fibrés projectifs sur H. En prenant le produit fibré au-dessus de H de ¢ — 1 copies
de ces fibrés projectifs, on obtient une immersion fermée i : ¥ — H x H;z_l.

Remarquons que, par le diagramme (8), les points géométriques de ¥ sont les
([F1,..., F.1,(G2),...,(G.) € (H x Hd‘;l)(l() tels que G; € (Fy,..., F¢) pour
2 <i < c. Le diagramme ci-dessous résume les notations que nous utiliserons.

Hc 1
Hd1

T

\//

Notre objectif est de comparer les espaces H et Hdl X 1:152_1 via Z. On commence par
étudier I’application e := (7> X id) o i. La description des points géométriques de X et
de Hy, x H;z_l montre que le fermé de Hy, x ng_l ou e a des fibres de dimension > 0 a
pour points géométriques les ((F1), (Ga), ..., (G¢)) telsque (F1) N (G2, ..., G¢) # {0}.
On note ce fermé W, et on le munit de sa structure réduite. Notons E le fermé e~ (W)
de ¥, et munissons-le de sa structure réduite (E = e~ !(W) vaut ensemblistement
mais pas nécessairement schématiquement). Les points géométriques de E sont les
points géométriques ([Fy, ..., F¢], (G2), ..., (G.)) de X tels que (F1,Ga,...,G¢) C
(F1,..., F¢).

Lemme 2.2. Les schémas E et W sont irréductibles.

Preuve. Comme W = e(E), il suffit de montrer que E est irréductible. Pour cela, il
suffit de montrer que les fibres géométriques de q|g : E — H le sont. Soit [Fy, ..., F,]
un point géométrique de H. La fibre géométrique de ¢|rz : E — H correspondante
est constituée des ((G2), ..., (G)) n’induisant pas une base de (Fi, ..., F¢)/(F1). Elle
est donc ensemblistement définie par 1’annulation d’un déterminant, et irréductible par
irréductibilité du déterminant. O

Lemme 2.3. Le morphisme e|s\g : ¥ \ E — (Hdl X 1:152_1) \ W est un isomorphisme.
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Preuve. Le morphisme e = (2 X id) o i est propre comme composée, donc, par chan-
gement de base, e|x\ g est propre. De plus, la description des points géométriques de &
et I{le X P_Ij;] montre que e|x\ g réalise une bijection entre points géométriques. Ainsi,
e|x\g est propre et quasifini, donc fini. Finalement, par lissité générique (I-_Id] X I-_Igz_l
est de caractéristique générique 0), e L ((F1), (G2), ..., (G)) est un point réduit pour
((F1), (G2), ..., (G.)) générique, de sorte que e|x\ g est birationnel. Comme Hdl X I-_Ijz_1
est régulier donc normal, par le Main Theorem de Zariski, e|x\ g est un isomorphisme.

O

Des équations pour E et W

Proposition 2.4. Le sous-schéma E est un diviseur de Cartier dans ¥ et O(E) =
i*O0©,—-1,1,...,1).

Preuve. La construction de ¥ comme produit de fibrés projectifs sur H fournit c— 1 sous-
faisceaux tautologiques L1, ..., L.—1 de ¢*£. On a donc un morphisme @,‘(;% Ly —
q*€ dont la fibre géométrique en ([Fy, ..., F.], (G2), ..., (G¢)) est (G2)D- - - D (G,) —
(F1, ..., F:). Remarquons que, par compatibilité entre les faisceaux tautologiques des
fibrés projectifs PEY et H x Fldz sur H,ona £, =i*0(0,0, —1,0,...,0), ..., Lo =
i*0(0,0,...,0,—1).

D’autre part, en tirant en arriere sur X le morphisme & — F du dia-
gramme (7), on obtient un morphisme ¢*£ — ¢*F dont la fibre géométrique en
([F1, ..., F1,(G2),...,(G¢)) est (Fy,...,F;) — (Fi,...,F.)/(F1) par le dia-
gramme (8). Notons S : @i;} Ly — q*F la composée de ces deux morphismes de
faisceaux.

Les fibres B(F, ... F.1.(G2),...(Go)) : (G2) D -+ - D (G¢) — (F1, ..., F¢)/{F1) de B sont
des isomorphismes exactement si ([F1, ..., F¢], (G2), ..., (G¢)) ¢ E(K). On en déduit
que det(B) est une injection, et que son conoyau K a pour support un sous-schéma fermé
de ¥ dont la réduction est E.

On remarque alors que det(@i;ll L) i*0(,0,—-1,...,—1) et que, par
définition du fibré de Pliicker, on a det(¢*F) = i*O(0, —1,0, ..., 0). Tensorisant par
i*0(0,1,0,...,0), on obtient

0—i*00,1,-1,...,—-1) > Oy - K®i*0(0, 1,0,...,0) > 0.

Le fibré en droites i*D(0, 1, —1, ..., —1) s’identifie ainsi au faisceau d’idéaux d’un di-
viseur de Cartier D de ¥ qui coincide ensemblistement avec E.

Le sous-schéma E est donc le diviseur de Cartier réduit associé a D sur le schéma
régulier ¥. Comme, par le lemme 2.2, E est irréductible, il existe k > 1 tel que

i*O0©,1,—-1,...,—1) = O(—kE). Or la description de ¥ comme produit de fibrés
projectifs montre que i*O(0, 1, —1, ..., —1) n’est pas divisible dans Pic(X). On a donc
nécessairement k = 1, et O(E) =i*O(0, —1,1,...,1). ]

Les calculs que nous menerons par la suite nécessitent d’avoir des équations au moins
ensemblistes pour W. C’est I’objet de la proposition 2.5.
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Proposition 2.5. Soit ((F1), (G2), ..., (G.)) un point géométrique de ﬁdl X ﬁ;;] n’ap-
partenant pas a W. Alors il existe un diviseur

D€ 10g, g (€= Dida=d)+ 1,1, D]

contenant W mais pas ((F1), (G2), ..., (G¢)).

Preuve. Soit (Xg, ..., Xy) un systetme de coordonnées sur PN, ¢’est-a-dire une base
de HO(PV, O(1)). On note M, I’ensemble des mondmes de degré d en les X; : c’est
une base de HO(PY, O(d)). On obtient des coordonnées sur les espaces projectifs I-_Id1 et
P_Id2 en considérant les bases duales (aL)Legmd1 et (195(,1))11,169;nd2 de HO(PN, Od)))Y =
HO(Hy,, 0O(1)) et HYPN, O(dy))Y = H(Hy,, O(1)), ot 'exposant i (2 < i < c) per-
met de distinguer les coordonnées sur les ¢ — 1 copies de I-_Idz. On choisit notre systeme de
coordonnées de sorte que F ait un coefficient non nul en Xg !, qu’on peut alors supposer
égalal.
Soit 2 < i < c¢. Considérons I’identité

d—di+1 () _ @) @)
angl Y =dg g S (€))

obtenue en substituant la variable by,,) ala variable by dans I’identité fournie par le lemme
2.6 ci-dessous. Substituant alors les coefficients de Fj dans les a;, et les coefficients de G;
dans les bgl,l), on obtient une égalité de la forme G; = Q; F; + R; dans K[Xg, ..., Xn].
Comme ((F1), (G2),...,{(G¢)) ¢ W, les R; forment une famille libre. On peut donc
trouver (Mj)2<j<c des mondmes de My, tels que la matrice (c — 1) x (¢ — 1) dont le
coefficient (i, j) est le coefficient de M; dans R; soit inversible.

On note C}') € Zlay, bxl)]Lefm,/] , MeMy, le coefficient de M; dans ra(llz)—d1+1' Alors
P = det(C;')) est un polyndme homogene de degré (¢ — 1)(do — dy + 1) en les ap

et, pour tout i € {2,...,c — 1}, de degré 1 en les bxl). On voit P comme une sec-
tion de Oﬁd w1 ((c = D(dy —di + 1), 1,..., 1). Par choix des M;, P est non nul en
1% Hay

((F1),(G2), ... (Gc)).

Montrons que {P = 0} contient W. Comme, par le lemme 2.2, W est integre, il
suffit de voir que {P = 0} contient les points géométriques de 1’ouvert dense de W
défini par 1’équation ax(‘)“ # 0. Soit donc ((Fy), (G}), ..., (G.)) un point géométrique

de W tel que le coefficient en Xgl de F| vale 1. Comme ((Fy), (G)),....(G.)) € W,
il existe une équation de la forme ) ;_, 1;G; = QF| avec Q € K[Xo,..., Xn] et
Ai € K non tous nuls. Pour 2 < i < ¢, en substituant dans 1’égalité (9) les coefficients
de Fl/ dans les aj, et les coefficients de G; dans les b;l}, on obtient des égalités de la
forme G, = Q)F{ + R/. 1l vient } i_, AR} = (Q — > i_»2;Q})F|. Comme aucun
des mondmes des R n’est divisible par Xgl et que le coefficient en Xgl de F| est non
nul, on a nécessairement Q — Y 7 5 A; Q; = 0, donc Yo AiR; = 0. Par conséquent,
P(F{, G}, ..., G.) estle déterminant d’une matrice dont les lignes sont liées, et est nul.
Ceci montre que ((F;), (G), ..., (G,)) € {P =0}.
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Enfin, remarquons que P est divisible par aX d . Pour cela, utilisons la derniére partie

0
dulemme 2.6 : on a une identité de la forme r¢, 4, +1 = a e T+b s S. Par homogénéité,
0 0

S ne dépend pas des variables (bys)yreom > de sorte qu’on obtient pour 2 < i < ¢ des

identités de la forme r;) A1 =@ dl T® +b(l) S. Ces expressions montrent que, dans la

matrice (C( )) chaque ligne est somme de deux termes : les premiers divisibles par a Xdl ,

les seconds tous proportionnels. Développer le déterminant montre que P est d1V151ble
-2

par axgl .
Posons alors P = P/a;_ : ¢’est une section de (’)H XHC 1((c — D(dr —dy) + 1,

1,...,1). Comme P est non nul en ((F1), (G2),...,{G.)), c’est aussi le cas de P.

Comme W C {P = 0}, que W est integre par le lemme 2.2, et que W n’est pas in-

clus dans {axdl =0}, W C {P = 0}. On a montré que D = {P = 0} convenait. O
0

Lemme 2.6. On se place dans I’anneau

A =Z[Xs,ar, bulo<s<n, Lemny, . MeMy,

trigradué par le degré total en les X;, en les ay, et les by;. On considere les éléments
f= ZLemdl apLetg = ZMemdz byM de A. Alors, si0 < j < dy —d + 1, il existe
qj,rj € A homogenes de degrés respectifs (dy —dy, j — 1, 1) et (d2, j, 1) tels qu’aucun

R e dy+1—j
mondme de 1 ne soit divisible par XO2+ I et que
J — . :
a .8 _qu+rj'
XO

De plus, si j > 1, tout mondme intervenant dans r; est divisible soit par a,d soit
0
ar b a,.
p ng

Preuve. L’existence de g; et r; résulte de I’algorithme de division euclidienne.
Plus précisément, on raisonne par récurrence sur j. Si j = 0, on prend go = 0 et
ro = g. Pour passer de I’égalité pour j a celle pour j 4+ 1, on multiplie par aXdl, on

regroupe dans a Xd] rj les termes divisibles par X, B , et on réécrit ces termes en utlhsant

I’identité
aa ng*] — ng,dl,]f _I_ngﬂi

1—J di _
X4 (anl Xo ).

Cette construction explicite permet facilement de vérifier la derniere propriété par récur-
rence sur j. ]

Calcul des fibrés amples. On peut a présent montrer

Théoréme 2.7. Le fibré Oy, 1) sur H est ample si et seulement sil, > 0 et i/l >
(c—1D(dr —dy)+ 1.
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Preuve. Comme Spec(Z) est affine, O(ly, [5) est ample si et seulement s’il est ample
relativement a Spec(Z). Par [9, 4.7.1], il suffit de tester I’amplitude de O(ly, [) sur les
fibres du morphisme structurel, donc sur les fibres géométriques du morphisme structurel.
La proposition est alors conséquence de la proposition 2.8 ci-dessous et du critere de
Kleiman : pour une variété projective sur un corps algébriquement clos, le cone ample est
I’intérieur du c6ne nef [18, 1.4.23]. ]

Proposition 2.8. Soit K un corps algébriquement clos. Alors le fibré O(ly,2) sur
H x7 K est nef si et seulement silp > Qetly > lI((c — 1)(dy — dy) + 1).

Preuve. Dans toute cette preuve, les variétés qu’on manipule sont définies sur le corps K.
Les extensions des scalaires a K seront partout sous-entendues.

Etape 1 : La condition est nécessaire.

Supposons que O(l1, Io) est nef. On alp > 0 car O(ly, I») est wp-nef. On va montrer
la seconde inégalité en calculant le degré de O(ly, [) sur une courbe bien choisie.
Soient Xo, X1 € H 0 (]P’N O(1)) des equatlons linéairement 1ndependantes H €

Pour2 <i <c,onnote G; = HX;_ ]_[ d‘ (X /\(.’)Xl). Considérons 8 : P! — Hdl
le pinceau t +— (H (X + #X1)). La section constante s : F_Id1 — Hdl X 1:152_1 de valeur
((G2), ..., (G,)) fournit un morphisme s o 8 : P! — H,, x Hj;l.

Calculons les points de P! dont 1’image par s o 8 est dans W. Soient t € P!(K) et
a, ,d. € K non tous nuls. Alors H (X + tX) divise Zz‘czz a; G; si et seulement si
Xo + tXl divise Y i_, a;i X;_1 ]_[ 2T d] (Xo + )\](.i)Xl). On voit aisément que cela ne peut
se produire que si tous les a; sauf un sont nuls. Si c’est a; qui est non nul, les valeurs
possibles de ¢ sont soit t = Aj(.i) pourun j € {l,...,dy —dj},soitt =oosii =2.0na
montré qu’exactement (¢ — 1)(da — dy) + 1 points de P! sont envoyés dans W par s o B.

Comme I’image de s o 8 n’est pas incluse dans W et que e est birationnel par le lemme
2.3, le critere valuatif de propreté permet de relever s o 8 en un morphisme y : P! — .
Remarquons qu’exactement (¢ — 1)(d> —d;) + 1 points de P! sont envoyés dans E par y.
Finalement, en composant par ¢, on obtient un morphlsme goy :P' > H.

On calcule alors les degrés des fibrés en droites de H sur P! :

PL.y*g*O(1,0) = P y*q*n3O(1) = P' - y*e* prO(1)
=P'- g piO(1) = P! - g*O(1)
=1 carp:P' — Hy estune droite;
P! . y*q*0(0,1) = p!. y*e*0(0,1,...,1) — P! . y*O(E) par la proposition 2.4
<P'. B*s*0(0,1,...,1) = (c — 1)(do —dy) — 1 par calcul de Card(y ' (E))
=—(c—1D(d—d)—1 cars*0(0,1,..., 1) =0
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On montre enfin I’inégalité voulue comme suit :

Iy —h((c—1)da—di) + 1) = P - y*q*O(ly, 1) carly >0
>0 car O(ly, [») est nef.

Eta pe 2 : La condition est suffisante.

Supposons a présent les inégalités vérifiées, et montrons que O(/1, [7) est nef. Soit
pour cela C une courbe intdgre de H. Notons C sa normalisation et @ : C — H le
morphisme naturel. Comme ¢ est un fibré localement trivial, on peut trouver une section
rationnelle B : C --» ¥ de a ; on peut de plus supposer que son image n’est pas incluse
dans E. Par critére valuatif de propreté, 8 est en fait un morphisme. Notons y = e o 8.
Comme B(C) ¢ E,onay(C) ¢ W.On peut donc choisir par la proposition 2.5 un

diviseur de Cartier D € |Oﬁdle152_' ((c—=1D(dr—dy)+1,1,...,1)| contenant W mais
pas y (C), donc tel que e* D contienne E mais pas S(C). On calcule alors :
C " Opzl, I) = C- B q* Oz, ) par projection
=C- ﬂ*(e*ogdl <! (., ....1) —hE) par 2.4
>C- ﬁ*(e*ogdlxggz_l(zl, lr, ..., 1o) —lhe*D) car EC e*D, 1, >0
=C-y*O( —Lh((c — 1)(dy —dy) +1),0,...,0) par projection
> 0.
On a bien montré que O (I1, [>) est nef. ]

Remarque 2.9. Au paragraphe 1.3, on a pu montrer facilement le théoréme 1.1(i) car le
diviseur discriminant A = H \ H était ample sur H, et son complémentaire H était donc
affine. Cette méthode ne permet pas de montrer le théoreme 1.1(ii) ; plus précisément, si
¢ = 2, elle ne fonctionne jamais.

En effet, le théoréme 1.2 de [4] permet de calculer le fibré en droites associé au divi-
seur discriminant A = H \ H.Quand ¢ = 2, les calculs sont menés dans I’exemple 1.10
de [4], et on obtient O(A) = O(l1, hp) avec I} = da(e) ' +2e1e) 72 + .- + NeM ™)
et = dl(eiv_l + Zege{V_Z + -4 Neév_l), et ot I’on a posé ¢; = d; — 1. Comme
/1y <dy/dy < dyp —dy + 1, le théoreme 2.7 montre que ce fibré n’est jamais ample.

Quand ¢ > 2, les formules calculant /; et I sont plus compliquées, et font apparaitre
des sommes alternées, ce qui rend difficile une vérification analogue.

2.3. Théorie géométrique des invariants

Dans ce paragraphe, on applique le critere de Hilbert—-Mumford pour montrer le théoréme
1.1(ii). On commence par évaluer les fonctions p intervenant dans ce critere pour 1’action
de SLy 41 sur H relativement aux fibrés en droites SL ~N+1-linéarisés décrits au paragraphe
2.1. Ces fonctions u dépendent d’un point géométrique P = [Fy, ..., F ] € H(K) et
d’un sous-groupe a un parametre non trivial p : Gy xk = SLy+1.k-
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Rappelons brievement leur définition. Considérons la fibre en lim;_.¢g p(¢) - P du fibré
en droites géométrique sur H associé 3 O(l1, ). Le morphisme p induit une action de
Gm, x sur cette fibre. Cette action se fait via un caractere de Gy, g, ¢’est-a-dire un entier ;
on note MO(ZI LY(P, p) I’opposé de cet entier. Dans les deux lemmes qui suivent, on met
p et P sous une forme qui permettra de calculer ,uo(l LR (P, p).

Lemme 2.10. Soit p : Gy k — SLn41,x un sous-groupe a un parameétre non trivial.

Alors on peut trouver des entiers oy < --- < ay non tous nuls de somme nulle et une
base de KN T dans laquelle p(t) - (xo, ..., xn) = (t%xq, ..., 1"V xy).
Preuve. C’est standard. O

Dans le reste de ce paragraphe, p est fixé. On travaille avec un systeme de coordonnées
et des entiers «; comme dans le lemme 2.10.

Conventions 2.11. Si « est la donnée d’entiers «p < --- < an non tous nuls de somme
nulle, le a-degré d’un mondme M = X())‘O...X;‘VN est deg, (M) = Y, airi. Si F €
HOPY, O(d)) est une équation non nulle, on note deg, (F) le plus grand «-degré des
mondmes de F. Par convention, deg, (0) = —oo. Soit F* la somme des termes de F' de
a-degré deg, (F). On dit que F' est a-homogeéne si F = F*.

Lemme 2.12. Soit P = [Fy,..., F.] € I:I(K). Alors il existe des équations ®; €
HOPY, OWd)) pour2 <i < ctelles que :

(1) P:[F11¢)29"'1CDC]'
(i) deg, (P;) < deg,(F;) pour2 <i <c.
(i) [FY, ®5,..., P € H(K).

Preuve. Choisissons ®; € HY(PY, O(d;)) pour 2 < i < ¢ vérifiant les propriétés (i) et
(i), et telles que Y ;_, deg, (®;) soit minimal. Montrons par I’absurde que la condition
(iii) est automatiquement vérifiée.

Si ce n’était pas le cas, on pourrait trouver Q € HOPY, Od, —dy)etry,...,rc€K
non tous nuls tels que QFy = YA ®%. En ne gardant dans cette identité que les
termes de a-degré maximal (i.e. quitte a remplacer Q par Q% ou O et a remplacer certains
des A; par 0), on peut supposer que tous les termes de cette identité sont ¢-homogenes de
méme a-degré. Soit alors 2 < j < c tel que A; soit non nul ; on pose <b; =@;sii £ jet
(D} = Z§=2 A D — QF;.

Les d>:. vérifient encore la propriété (i). On a bien deg, (<I>§) = deg,(®;) sii # j.
De plus, I’expression de @} montre que dega(q)}) < deg, (®;), mais que la somme des
termes de «-degré deg, (®;) dans @} est nulle, i.e. dega(d>}) < deg, (P;). D’une part
cela montre que les ®; vérifient encore la propriété (ii). D’autre part, cela contredit la
minimalité dans le choix des ®;. O

Calculons maintenant les fonctions & qui nous seront utiles.

Lemme 2.13. Soit (F1) € Hy, (K). Alors u® MV ((Fy), p) = deg, (F1).
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Preuve. On rappelle que, par définition de I’action duale, si F est un élément o-homo-
genede HO(PY, O(d))) = Symd' (KN*T1V, T’action de p sur F est donnée par p(r)- F =
1~ 98 (F) F - Ainsi, si on écrit F| = FY + R,

p(1) - (F1) = {p(t) - F1) = (18T p(0) - Fi) = (F{' + 1% p(0) - R).

Le terme de droite tendant vers 0, on a lim; o o (¢) - (F1) = (F}).
Enfin, dans HO(PY, O(d))), p(t) - F = t~%&(F)F¥ ce qui montre, par définition
de la SLy 4 -linéarisation de O(1), que u@ MV ((Fy), p) = deg, (Fy). o

Lemme 2.14. Soit P € H(K). On écrit P = [Fy, @3, ..., ®.] oit les ; ont été choisis
comme dans le lemme 2.12. Alors uo(o’l)(P, p) = 25:2 deg, (®;).

Preuve. La preuve est analogue a celle du lemme précédent. O

En combinant les lemmes 2.13 et 2.14, on obtient :

Proposition 2.15. Soit P € H(K). On écrit P = [F, ®a, ..., ®,.] oit les ; ont été
choisis comme dans le lemme 2.12. Alors

C
uCU (P p) =1y deg, (F\) + 1o Y deg, ().
i=2

Nous sommes préts a appliquer le critere de Hilbert—-Mumford.

Proposition 2.16. 1/ existe un fibré en droites ample SLy-linéarisé L sur H tel que
H C H*(L) si et seulement si

(N —c+2) > di((c—D(d2—d) +1). (10)

Preuve. On a vu au paragraphe 2.1 que les fibrés en droites sur H sont de la forme
O(l1, I) et sont uniquement SLy 41 -linéarisés. Par le théoréme 2.7, un tel fibré en droites
est ample si et seulement sily > Oetly/lr > (c — 1)(da —dy) + 1.

Supposons dans un premier temps que (10) est vérifiée et montrons que £ = O(l1, Ip)
avec 1 = kdo(N +2 —c¢) — 1 et [ = kd; convient si k > 0. Ce fibré en droites est
bien ample : b, > Oetli/ly > (c — 1)(d2 — d1) + 1 est vrai pour k& > 0 par (10).
Montrons alors H C H*(O(l1, 1)) en appliquant le critere de Hilbert—-Mumford [20,
Theorem 2.1]. Soient pour cela P = [Fy, ..., F.] € H(K) et p : Gmx — SLyy1.kx
un sous-groupe a un parametre non trivial qu’on peut supposer de la forme obtenue dans
le lemme 2.10. Par le lemme 2.12 et la proposition 2.15, quitte a modifier F», ..., F,
on peut supposer que wOlUL)(p py =1, deg, (F1) + 12 > i_, deg, (F;). Par le théoréme
3.1(ii) ci-dessous, pour montrer que pLO(ll’ZZ)(P, p) > 0 et conclure, il suffit de vérifier
que (N + DIl1dy > L1dy + (¢ — )lpda et que (N + 1)lads > 11dy + (¢ — 1)lads, i.e. que

d) c—1 I

DN_—ct)
< =< — —C .
d N I d;

On remarque alors que [1/l> est une fonction croissante de k qui tend vers
(d2/d1)(N — ¢ + 2). Cela montre que la seconde inégalité est toujours vraie. Comme
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(c—1)/N <1 < N — ¢+ 2, cela montre aussi que la premiere inégalité est vraie pour
k> 0.

Réciproquement, supposons que (10) n’est pas vérifiée, et soit O(l1,l2) un fibré
ample sur H. L’amplitude de O(l1, [,) et le fait que (10) n’est pas vraie montrent que
I/l = (d2/d1)(N — ¢ + 2), donc que (N + D)lhd> < l1dy + (c — 1)lady. Alors,
par le théoreme 3.1(iii), on peut trouver des entiers o < --- < «ay non tous nuls
de somme nulle et des équations F; € HOPY, OW;)), 1 < i < ¢, définissant
une intersection complete lisse telles que /; deg, (F1) + l» > i_, deg, (F;) < 0. Soient
&), ..., &, comme dans le lemme 2.12. Par la condition (ii) de ce lemme, on a encore
Iy deg, (F1)+1 > i, deg, (®;) < 0.Notons p : Gy g — SLy41,k le sous-groupe a un
parametre défini par p(¢) - (xg, ..., xy) = (t“xg,...,tVxy), et P = [Fy,..., F.] €
H(K). Par la proposition 2.15, MO(“JZ)(P, p) < 0, et le critere de Hilbert—-Mumford
montre que P ¢ H*(O(y, 1»)). m]

On en déduit immédiatement le théoréme 1.1(i1).

Preuve du théoreme 1.1(ii). Par la proposition 2.16, il existe un fibré en droites SLy1-
linéarisé ample sur H rendant tous les points de H stables. La théorie géométrique des
invariants permet donc de construire un quotient géométrique quasi-projectif de H par
SLy+1 [23, Theorem 4]. Celui-ci est aussi un quotient géométrique quasi-projectif de H
par PGLy 1 ; ’espace de modules grossier M est donc bien quasi-projectif. O

3. Minoration du «-degré

On fixe un corps algébriquement clos K. Dans cette partie, on autorise 1 < ¢ < N et
2 <dj <--- <d.. Une intersection complete sur K est toujours de codimension ¢ dans
]P)% et de degrés dy, ..., d.. On conserve les conventions 2.11. L’objectif de cette partie
est la preuve de I’inégalité suivante, qu’on a utilisée au paragraphe 2.3 pour vérifier le
critere de Hilbert—-Mumford.

Théoreme 3.1. (i) Soient ki, ..., k. des nombres réels tels que
1 <
min k; > ki. 11
lfz‘gcl_N—i—l;l an
Alors si g < --- < ay sont des entiers non tous nuls de somme nulle et
si Fy, ..., F. constituent une suite réguliere globale définissant une intersection
complete lisse, on a
C
deg, (F;
Zki—g"‘( Do, (12)
4 d;
i=1
(i) Supposons qu’on n’a pas ¢ = 1 et di = 2. Alors si l'inégalité (11) est stricte,

linégalité (12) est stricte.
(iii) Les énoncés (i) et (ii) sont optimaux au sens oit ils seraient faux pour d’autres valeurs
des k;.
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Précisons le sens de (iii). Dire que 1’énoncé (i) est optimal signifie que si k1, .. ., k. sont
des réels ne vérifiant pas (11), il existe des entiers non tous nuls de somme nulle og <
-+ < ay et des équations F1, ..., F, définissant une intersection complete lisse tels que
I’inégalité (12) soit fausse. L’assertion concernant 1’énoncé (ii) est analogue.

L’inégalité (12) permet de minorer les a-degrés des équations d’une intersection
complete lisse. Son heuristique est la suivante : si les ¢-degrés des équations d’une inter-
section compléte sont petits, cela signifie que beaucoup de mondmes n’interviennent pas
dans ces équations. Ce fait doit permettre de montrer, via le criteére jacobien, que cette
intersection complete est en fait singuliere.

Le paragraphe 3.1 est constitué de résultats préliminaires autour du lien entre «-degré
d’une équation F et singularités de {FF = 0} ; le paragraphe 3.2 est consacré a la preuve
du théoreme 3.1.

3.1. Etude d’une équation

On fixe dans tout ce paragraphe un entier d > 2 et une équation non nulle F €
H O(]P’N , O(d)). Le lemme 3.2 ci-dessous permettra de faire le lien entre la géométrie
de I’hypersurface {F = 0} et le a-degré deg, (F).

Lemme 3.2. Soient u, v et s des entiers tels que u,v > 0, s > 0etu+v = N —s. Alors,
sideg, (F) <oy + (d — Day,

dim(Sing({F = 0) N {Xg = -- = X,_; = 0}) > s.

Preuve. Comme d > 2 et les o; sont croissants, quitte a échanger u et v, on peut sup-
poser que u < v. Ecrivons alors F = XoPy + --- + Xy Py, ol P; ne dépend pas de
X0, ..., Xi—1. L'hypothese deg,(F) < a, + (d — 1)a, montre que si i > u, P; ne
dépend que de Xo, ..., Xy—1.

Posons Z ={Xog=---=Xy_1=P=---=P,_1=0}.Sii <v-—1, X; estnul
sur Z.Sii > v,onai > u, de sorte que P;, qui ne dépend que de Xy, ..., Xy—1, est nul
sur Z. Par conséquent, F = Z;’V:o X; P; est nul sur Z. De méme, pour 0 < j < N, on
peut écrire

OF N al . OP

— =P f—.

0X; = 0X;
En distinguant comme ci-dessus les cas i < v — 1 eti > v, on voit que X; % s’annule

J
sur Z. Deplus, si j < u, Pj estnul sur Z et si j > u, P; ne dépend que de Xo, ..., Xy_1,
est donc aussi nul sur Z. Sommant, on voit que % est nul sur Z.
J
On a montré que F et tous les ;TF s’annulent sur Z, de sorte que, par le critere
J

jacobien, Z C Sing({F = 0}). Comme, par le théoreme de I’intersection projective,
dim(Z) > N —u — v = s, le lemme est démontré. O

Le lemme 3.2 motive la définition qui suit.
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Définition 3.3. On note s(F) le plus petit entiers € {—1,..., N — 1} tel que, siu, v > 0
sont des entiers avecu +v =N —s — 1, onadeg, (F) > oy, + (d — Day.

Supposons que 0 < s < s(F). On note vs(F') le plus grand entier v € {0, ..., N — s}
tel que deg, (F) < an_y,(F)—s + (d — Doy, (F).

Lemme 3.4. L’entier s(F) est bien défini. Soit 0 < s < s(F). Alors vs(F) est bien défini
et vg(F) > (N 4+ s(F) — 25)/2. De plus, si0 < s < s(F), ona vs—1(F) > vg(F) + 1.
Preuve. Comme le plus petit a-degré possible d’'un mondme de degré d est dog, on a
deg, (F) > dayp, de sorte que s(F) est bien défini.

Par définition de s(F), et comme s(F) > 0, il existe u,v > O tels que u + v =
N — s(F) etdeg,(F) < ay + (d — 1)ay,. Comme d > 2 et que les «; sont croissants,
quitte a échanger u et v, on peut supposer v > u, soit v > (N — s(F))/2. Alors, si
v/ = v+ s(F) — s, comme les ¢; sont croissants, on a deg, (F) < o, + (d — 1)a,. Ceci
montre d’une part I’existence de vs (F) et d’autre part que

w(p)zv = 0y o S NN 22
2 2

Finalement, supposons 0 < s < s(F). Comme deg, (F) <oy —_s—y, (F)+(d—1)aty, (F),
par croissance des «;, on obtient deg,, (F) < oy —s—y,(F)+ (d — 1)y, (F)+1, c€ qui montre
que v (F) > vg(F) + 1. o
Le lemme ci-dessous permet d’interpréter I’entier s(F) comme la dimension attendue,
connaissant deg, (F), de Sing({FF = 0}). Les entiers v;(F) indiquent, eux, la maniere

dont on s’attend a ce que les singularités de {F = 0} se situent par rapport au drapeau

Lemme 3.5. On a dim(Sing({F = 0})) > s(F). Si 0 <s < s(F),
dim(Sing({F = 0)) N (Xo = -+~ = Xy, (-1 = 0)) = s.
Preuve. C’est une conséquence immédiate du lemme 3.2 et des définitions. O
Les deux lemmes suivants permettent de minorer le «-degré des équations telles que
s(F) = —1 (resp. s(F) > 0).
Lemme 3.6. Supposons que s(F) = —1. Alors deg, (F) > 0. De plus, cette inégalité est
stricte si d > 3.
Preuve. On calcule :
N degy(F) = (@0 + (d — Daw) + -+ + (ay—1 + (d — Day) car s(F) = —1
=—ay—(d—-1Day car ) ,0; =0

1
d_ldega(F)Ed_lao-i-aN car s(F) = —1.
Sommant ces deux inégalités, on obtient
d(d —2)
d F)>——" "™ .
eg(x( )_ Nd_N+1050

Ceci conclut car d > 2 et g < 0 (les «; sont croissants non tous nuls de somme nulle).
O
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Lemme 3.7. Supposons que s(F) > 0. Alors

F
deg, (F) _ 2300 owr)
d ~ N—s(F)
Preuve. Par définition de vg(F), on a
(N —vo(F))deg, (F) = (2o + (d — Day)
+ o+ (@N—y(F)—1 + (d — Dayymy+1)- (13)

Pour 0 < s < s(F), par définition de vs(F), et comme vs_1(F) > vg(F) + 1 par le
lemme 3.4, on a

(Us—1(F) — v (F) — 1) deg, (F) > (aN—s—v,_;(F)+1 + (d — Doy, (F)-1)
+ (AN —s—v (F)—1 + (d — Doy (ry41). (14)

Le lemme 3.4 montre que 2vg(r)(F) + s(F) — N > 0. Ceci permet d’écrire, utilisant la
définition de s(F),

Qugpy + s(F) = N) deg, (F) = (tN—s(F)—vyy(F) + (d — Dty (F)—1)
+ ot (=1 T (d = Dan—s(F)—vypy (7). (15)
Sommant deux fois ’inégalité (13), deux fois les inégalités (14) et I'inégalité (15), on
obtient
(N —s(F))deg, (F) = 2(a0 + - - + &N —s(F) vy (F)—1)
+ d(aN—s(F)—vyp(F) T+ + Qo (F)—1)

s(F)
+Q2d = 2)(otuy i)+ Fan) = 24 =2) Y oy ). (16)
s=0
Remarquons alors que
s(F)
0= [+ + aN—s(F) vy (F)-1] = [avsmw) +otany — Z avx(F)]-
s=0

En effet, chacun des crochets est une somme de N — s(F) — vy (F) des ;. Les indices
intervenant dans le premier crochet sont tous plus petits que les indices intervenant dans
le second, de sorte que I’on conclut par croissance des ;.
Multipliant cette équation par (d — 2) > 0, et I’ajoutant a (16), on obtient
s(F)
(N = s(F))deg,(F) = d(ag+ - +an) —d Y _ ().
s=0
Comme les «; sont de somme nulle, cela prouve 1’inégalité voulue. O
Finalement, montrons une propriété de positivité des oy, (r) :

Lemme 3.8. Supposons que s(F) > 0. Alors

(F)
o D s uy(F) ~ o
vs(F) (F) N — s(F) .
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Preuve. En sommant les inégalités (13) et (14) de la preuve du lemme 3.7, on obtient

(N = s(F) — vs(r)(F)) degy, (F) = (g + - - - + &N —s(F)—vyp (F)—1)
s(F)

+(d = D@y + +an) = d =D amy. (17
s=0

Par définition de US(F)(F), dega(F) < aN—s(F)—vS(p)(F) + (d — 1)av_r(F)(F). Comme,
parle lemme 3.4, N —s(F) — vs(F) (F) < vg(F)(F), la croissance des o; montre deg,, (F)
< day, s, (F). Combinons ce fait avec I'inégalité (17), puis utilisons le fait que d > 2 et
que les «; sont croissants :

s(F)

(N = s(F) = vy(r) (F)doty, i (p) + (d = 1) Y oy ()
s=0

> (@0 + - A+ UN—s(F)—vypy(F)-1) F (d = Dy (7) + - +an)
> (d = D@0+ + AN s(F) vy (F) -1 F gy (F) 7+ o)
— (N = 5(F) = v5(r) (F))(d = 2)qty, (F).-

Utilisons que les «; sont de somme nulle, puis a nouveau leur croissance :

s(F)

(N = s(F) — vs(r)(F))(2d — 2)oty () + (d — 1) Zavs(F)
s=0

> —(d = D(aN—s(F)—vy(ry(F) -+ Qugpy (F)—1)
> —Qugr)(F) + s(F) — N)(d — Day, g, (F)-

On obtient I’inégalité voulue en divisant par (d — 1)(N — s(F)) > O. O

3.2. Equations d’une intersection compléte lisse
Utilisons les résultats du paragraphe précédent pour montrer le théoreme 3.1.

Preuve du théoreme 3.1(i). Tout d’abord, en sommant pour i € {1, ..., c} les inégalités
ki > (ki +---+k)/(N + 1), on montre (N +1 —c)(ky +--- + k.) > 0, donc
ki +---+ k. >0, et finalement k; > Opouri € {1,...,c}.

Distinguons alors deux cas. Si s(F;) = —1 pour touti € {1,...,c}, le lemme 3.6
montre que deg, (F;) > 0. Ainsi, Y ;_, k; deg‘zl—i(F") > 0.

Supposons au contraire qu’il existe / tel que s(F;) > 0. On choisit un tel / de sorte

que Zi(:%) Ay, (F)/N — s(Fy) soit maximal. On va construire des entiers jo, ..., js(F) €
{1, ..., c} distincts tels que, pour 0 < s < s5(F),

deg, (Fj)

— B >y (. (18)

d;

s
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Supposons  jo, ..., js—1 convenables, et construisons j;. Par le lemme 3.5,
dim(Sing({F; = 0}) N {Xg = --- = Xy, (p)—1 = 0}) = s. Le théoreme de I'intersection
projective implique que dim(Sing({F; = 0}) N{Xo = --- = Xy (p)—1 = Fj, = -+ =
Fj,_, = 0}) = 0. Ce fermé est donc non vide ; on y choisit un point fermé P. Comme
{Fi1 = --- = F, = 0} est une intersection complete lisse, elle ne peut contenir le point
singulier P de {F; = 0} : il existe j tel que Fj, soit non nul en P. Comme Fj,, ..., Fj_,
s’annulent en P, j; ¢ {jo, ..., js—1}. Enfin, comme P € {Xg = = Xy,(;)—1 = 0},
ona{Xg= = Xy, (;)—1 = 0} ¢ {Fj; = 0}. En considérant les mon6mes intervenant
dans Fj , on voit que cela implique deg,, (Fj,) > d; ay,(F;), comme voulu.

Soit maintenant i € {1, ..., c} quelconque. Montrons que

deg, (Fi) _ i I () (19)
d; - N —s(F)

Si s(F;) = 0, cela résulte du lemme 3.7 et du choix de /. Si s(F;) = —1, on raisonne
comme suit. Par le lemme 3.8,

S(F)
Yoty Qo (R

Fosirp () + N — s(F)) -0

Comme, par le lemme 3.4, ay,(r) est le plus petit des (v (r7))0<s<s(#;)» On en déduit

s(F)

Z Ay (F) = 0.
s=0

Par le lemme 3.6, on a donc

s(Fp
degy (F) _ oo X5 —0 %(Fn.
i~ T — s(F7)
On peut alors conclure. Notons I = {jo, ..., js( £y} et utilisons les minorations (18)
pouri € I et (19) pouri ¢ I. On obtient
- dega(F) W 3ol ey
Z —_— > Z k]SOle(FI) (Zk )T(F‘l) (20)
i=1 i¢l
Montrons que le terme de droite de (20) coincide avec
s(Fy) Oyy(F) + -+« F i+ +k
Z (avy(Fl) + o) RGN 1)><qu AT c). (21)
‘ N —s(Fp) ‘ N+1

s=0
Pour cela, on développe (21), et on identifie les coefficients des k; avec ceux apparaissant
dans le terme de droite de (20). Sii ¢ I, ce coefficient vaut

1 s Qug(Fy) + o Qg ()
vs (F7)

N+1 & N —s(F)
1 (s(Fz)+1 1)”” 1 %
— o = - o .
N+1\N—s(F) LTI TN sy &



Espaces de modules d’intersections compleétes lisses 1769

Sii = j; € I, un terme supplémentaire apparait, de sorte que ce coefficient vaut bien

1 s(F)

—————— )y () )+
N—s(Fl);; ve(F) T (R

Qyo(Fy) + -+ Qg (F1)
N —s(Fp)

= Oy (F))-

Il reste & montrer que (21) est positif ou nul. Comme, par le lemme 3.4, ay, () est
le plus petit des (o, (F))o<s<s(F), le lemme 3.8 montre que le premier facteur (21) est
positif. Le second facteur est positif ou nul par hypothese sur les ;. O

Preuve du théoréme 3.1(ii). Tout d’abord, en sommant pour i € {1, ..., c} les inégalités
ki > (ki +---+ ko)/(N + 1), on montre (N +1 —c¢)(k;y + --- + k.) > 0, donc
ki +---+k; > 0, et finalement k; > O pouri € {1,...,c}.

On effectue alors la méme preuve que ci-dessus. Le second cas, ou il existe i tel que
s(F;) = 0, est identique : on obtient une inégalité stricte grace aux hypotheses plus fortes
ki > (ki +---4+ko)/(N + 1) et a I’inégalité stricte dans le lemme 3.8.

Dans le premier cas, ou s(F;) = —1 pour tout i, on raisonne de méme pour montrer
que > i, ki% > (0. Comme k; > 0, et par le cas de stricte inégalité du lemme
3.6, on obtient une inégalité stricte sauf éventuellement si dy = --- = d. = 2. L’étude
du cas d’égalité montre qu’on peut alors supposer deg, (F;) = --- = deg, (F,) = 0 et
ai +any—j =0pour0 <i <N.

Traitons ce cas directement ; rappelons que par hypothese, on a alors ¢ > 2. Soit
0 < r < N le plus petit entier tel que o, > 0. Comme «; + ay—; = 0,r' = N —r
est le plus grand entier tel que o,y < 0. Comme deg, (F;) = 0, on voit que {Xo =

- = X1 = 0} C {F; = 0}, de sorte que {Xgo = --- = X,_1 = 0} est inclus
dans I’intersection complete {F; = --- = F, = 0}. Montrons qu’il existe un point de
{Xo =---= X,—1 =0} enlequel {F; = 0} et {F> = 0} ont mé€me espace tangent. Cela
contredira la lissité en ce pointde {F]; = --- = F. = 0}.

Comme deg,(F1) = 0, g—g([O co. 20 x s . xyDestnulsii > 7' Cest
une forme linéaire en x,, ..., xy sii < r’. Notons A; la matrice (' + 1) x (+' + 1)
dont les lignes sont les formes linéaires (0F1/9X;)o<i<~. De méme, on note A la
matrice (r' + 1) x (+' 4+ 1) dont les lignes sont les formes linéaires (3 F>/9X;)o<i<,-
Considérons det(A1 A1 + Az A2) ; ¢’est un polyndme homogene en A1 et Ap. Comme K est
algébriquement clos, on peut trouver (A1, A2) 7# (0, 0) tels que det(A1 A +A2A2) =0.11
existe donc (x,,...,xy) # (0,...,0) tel que (A1 A1 + 12A2) (X, ..., xy) = 0. Alors

(A F1 + A Fp)

oxX, 0:...:0:x,:...:25]) =0 pourtouti;

c’est ce qu’on voulait. O

Preuve du théoréme 3.1(iii). Montrons I’optimalité dans le cas (i) : supposons donnés
des réels ki, ..., k. tels que la conclusion de (i) soit satisfaite. Fixons 1 < j < ¢. On
choisitag = --- = ay_1 = —letay = N.Sii # j, on choisit pour F; une équation
générique ne faisant pas intervenir la variable X ; en particulier deg,, (F;) = —d;. Par le
théoréme de Bertini, I’intersection des {F; = 0};«; a[0: ... : 0 : 1] comme unique point
singulier. On choisit une équation F; générique, qui €vite ce point singulier. Le mon6me
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d; . . PR
X intervient donc dans F; de sorte que deg, (F;) = Nd;. De plus, par le théoréme de
Bertini, {F] = --- = F, = 0} est lisse. On peut donc écrire

C
> kideg,(Fi) =Y —ki + Nk; > 0.
i=1 i)

Ceci se réécrit kj > (ki + -+ - + k¢) /(N + 1) comme voulu.
Dans le cas (ii), la méme preuve fonctionne. Il faut seulement vérifier qu’il était

nécessaire d’exclure le cas ¢ = 1 et di = 2. Pour cela, on prend g = —1, o; = 0
pour ] <i < N —1letay = 1. On choisit alors F1 = XoXy + O(X1,..., Xn—1) OU
Q est une forme quadratique ordinaire en X1, ..., Xy_1. Alors {F; = 0} est lisse, mais
deg, (F1) = 0. O

4. Hilbert-stabilité

Dans cette partie, on conserve les conventions 2.1 et 2.11, a ceci prés qu’on autorise
I<c<N-let2<d; <.+ <d..

Dans [19], Mumford propose de construire des espaces de modules quasi-projectifs en
appliquant la théorie géométrique des invariants au schéma de Hilbert. On spécialise ici
cette stratégie au cas des intersections completes, et on fait le lien avec les résultats des pa-
ragraphes précédents. On obtient en particulier (Corollaire 4.4) une condition nécessaire
de Hilbert-stabilité des intersections completes.

On note P le polyndome de Hilbert des intersections completes, et Hilb]f;N le schéma
de Hilbert de PV correspondant ; ¢’est un schéma projectif sur Spec(Z). Si Z est un sous-
schéma de ]P’]]\(’ de polyndme de Hilbert P (par exemple une intersection compléte), on
note [Z] le point géométrique de HileI;N correspondant. Si/ > 0, on peut plonger Hilng
dans la grassmannienne des quotients de dimension P (/) de H 0PN, O()), et le fibré de
Pliicker induit un fibré ample sur Hilbf;N noté P;. Le schéma en groupes SLy 1 agit sur
HilbI';N par changement de coordonnées, et les fibrés en droites P; sont naturellement
linéarisés. On dit que Z est Hilbert-stable si [Z] € (Hilng)s (Py) pour I > 0. Par le
critere de Hilbert—-Mumford, il est équivalent de demander que, pour / >> 0, pour tout
sous-groupe a un parametre p : Gm x — SLy1 k, on ait ,upl ([Z], p) > 0. Pour pouvoir
utiliser ce critere, explicitons ces fonctions u dans notre situation.

Proposition 4.1. Soit | > 0, Z une intersection complete sur le corps algébriquement
clos K et p : G,k — SLyy1.x un sous-groupe a un parametre choisi comme dans le
lemme 2.10. Alors

P21, p) = mi deg, (F)),
Jz P rr%n(F; eg )

ot le min porte sur les bases B de HO(IP’N, Zz()).

Preuve. Ce calcul classique se trouve par exemple dans [10, Prop. 4.23]. O
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4.1. Majoration des fonctions |

On majore ici la quantité MP’ ([Z], p) calculée dans la proposition 4.1.

Lemme 4.2. Soient Z = {F| = --- = F, = 0} une intersection compléte sur le corps
algébriquement clos K, p : Gm,x — SLn+1,x un sous-groupe a un paramétre choisi
comme dans le lemme 2.10 et [ > 0. Alors

MP’([Z],p)SZdega(Fi)< > <—1>°‘"'(N+Z_Z-"¢’d’)>. (22)

i=1 i¢Icql,....c} N

Preuve. Sil C{1,...,c},onnote V' = HYPY, OU — 3,4, di)). Pour 0 < r < ¢, on
pose

Considérons la résolution de Koszul de Oz sur IP’%. Si I’on tensorise cette résolution par
O() pour I > 0, le complexe obtenu en prenant les sections globales reste exact par
annulation de Serre. On obtient ainsi une suite exacte longue de la forme

dr—l

0> KO — .. KIS s K= HY(Z,0) — 0,

oud” : VII — V/ est au signe pres la multiplication par F; si J = I U {i} et est nul dans
les autres cas. On notera N; = Ker(d") = Im@d@ " c K;.
On introduit les notations suivantes. Si F € Vll , On pose

deg;, (F) = deg, (F) — ) _ deg, (F).
i¢l

Si ® = (Fy) € K/, on pose deg, (®) = max; deg, (F;). De plus, on modifie légerement
les conventions 2.11 : dans toute cette preuve, la notation & ou la notion d’élément a-
homogene fait référence a deg), et non a deg,,. Remarquons quesi0 <r <cet® € K/,
par définition de deg], et vu I’expression de d”, on a deg), (d" (®)) < deg, ().

On va montrer par récurrence sur 0 < r < ¢ I’énoncé suivant : il existe une base %l’
de N/ telle que

Zdegg,@)sidega(m( > o ameh). @3

PeB] i=1 igIC{l,....c}

Pourr =0, NIO = {0}, de sorte qu’on peut prendre B = .

Supposons I’énoncé vrai pour r et montrons-le pour 7+1. Soit 5] une base de N| telle
que Zdje%lr deg,, (®) soit minimal. On voit aisément que B;* = {®* : & € B/} est une
famille libre d’éléments a-homogenes de K. Complétons cette famille en une base &}
de K| constituée d’éléments a-homogenes. Remarquons que ) ¢ deg/, () ne dépend
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pas de la base € de K| constituée d’éléments a-homogenes. Utilisant ag + - - - +ay =0,
cette quantité est facile a calculer pour la base € constituée des monémes. Il vient donc

Y deg, (@) = Y degl () = Z dim(V/ ( Zdega(F)) (24)

dedy PeC c{l,...,c} i¢l
|1 |=r
Comme {®* : @ € B) U (€] \ B;*)} = € est une base de K/, B) U (€] \ B”) est
¢galement une base de K;. En particulier, &} \ B;“ est une base d’un supplémentaire

de N; dans K], de sorte que %lr“ =d" (€] \ %Ir’o‘) est une base de N[H. Montrons que
cette base convient. Pour cela, on calcule

D deg (@) < ) deg, (@)= ) deg, (D)~ Y deg,(P)
peB ! DeC)\ B deg] PeB]
.
=Y deg, () Y (=1 Mdimv))).
i=1 i¢lc(l,....c}
[I=<r

ou I’on a utilisé respectivement (24) et I’hypothese de récurrence (23) pour évaluer les
deux termes. Cela conclut la récurrence.

Faisons a présent r = c dans (23). On obtient une base B} de N/ =Ker[H 0PN, OW))
— H%Z,0)] = H'(PY, Iz(1)) carl > 0. Comme deg, et deg/, coincident pour des

éléments de HO(PY, O(1)), et comme dim(V/) = (NH*I%!W dj), il vient

Z dega(F) < Zdega(F)( Z (_1)C—l—|1|<N + 1 — ngél dj))
FeB] i¢1CT.c) N

Par la proposition 4.1, cela conclut. O

On en déduit la proposition suivante :

Proposition 4.3. Soient Z = {F| = --- = F, = 0} une intersection compléte sur le
corps algébriquement clos K et p : Gy, x — SLy41,k un sous-groupe a un parametre
choisi comme dans le lemme 2.10. Alors

P, c ,
W0Z)p) _dr-de g deg(F)

lim su
p d;

ftos VT T (N e+ D

(25)

Preuve. Le polyndme } ¢/ }(_1)0—1—|1|(N+X*1\[Zj¢1‘1j)

‘(ijlv‘i +1";ﬁ XN=c+l comme le montre une récurrence sur c.

Ainsi, le terme de droite dans I’inégalité (22) est un polyndme en [/ de degré <
N — ¢ + 1 et dont le coefficient de /N F! est

a pour terme dominant

,,,,,

di...d, Xc:dega(Fi)
N—c+D & d

On conclut en divisant par [N ~¢*+! I’inégalité (22), et en faisant tendre / vers +oo. O
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4.2. Condition nécessaire de Hilbert-stabilité

La proposition 4.3 a pour corollaire immédiat une condition nécessaire de Hilbert-stabi-
lité, qui est le résultat principal de cette partie.

Corollaire 4.4. Soit Z = {F| = --- = F. = 0} une intersection complete Hilbert-stable
sur le corps algébriquement clos K. Alors, si ag < --- < ay sont des entiers de somme
nulle, et quel que soit le systeme de coordonnées choisi,

XC: dego (F1) (26)
i=1 di B

Vu [21, Theorem 1.1], si Z est Chow-stable, I’inégalité (26) est stricte. Rappelons que, par
un théoréme de Fogarty ([8], voir aussi [20, App. 4C]), la Chow-stabilité de Z implique
la Hilbert-stabilité de Z (en général, on n’a pas I’implication inverse). Le corollaire 4.4 et
[21, Theorem 1.1] sont donc tres proches mais ne peuvent se déduire I’un de I’autre.

Enfin, Particle [21] affirme (dans la preuve du Corollary 1.2) que, si ¢ = 2, et si
I’inégalité (26) est vérifiée et est stricte, Z est Hilbert-stable. L’argument donné est mal-
heureusement erroné.

Quand Z est lisse, I'inégalité (26) est vraie par le théoreme 3.1 pour ky = --- =
k. = 1. Autrement dit, le théoreme 3.1 implique une forme faible de la Hilbert-stabilité
des intersections completes lisses.

La Hilbert-stabilité des intersections completes lisses est connue dans trés peu de cas.
Quand ¢ = 1 est trivial, HileI;N est un espace projectif, tous les fibrés amples P; introduits
ci-dessus sont donc nécessairement proportionnels au fibré O(1), et les hypersurfaces
lisses sont Hilbert-stables par [20, Prop. 4.2]. Signalons un cas non trivial ou la Hilbert-
stabilité est connue. Quand N = 3, ¢ = 2, d; = 2 et d, = 3, Casalaina-Martin, Jensen
et Laza [6] montrent que les intersections completes lisses sont Chow-stables, ce qui
implique leur Hilbert-stabilité par le théoreme de Fogarty mentionné ci-dessus.

Pour montrer la Hilbert-stabilité d’une intersection complete lisse Z, la difficulté
supplémentaire par rapport au théoreme 3.1 est une estimation de la différence entre les
deux termes de 1’inégalité (22), qui dépend des compensations entre termes de «-degré
maximal des équations de Z. Comme le signale le rapporteur, il serait déja intéressant de
montrer la Hilbert-stabilité d’une intersection complete générale, dans I’esprit de [2].

Remerciements. Les suggestions d’un rapporteur anonyme ont permis d’améliorer la présentation
de ce texte de maniére importante.
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