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Obere und untere Schranken vollergodischer dynamischer Systeme
" mit quasidiskretem Spektrum

K. HAsLEr

In jeder Klasse dynamischer Systeme induziert der Faktorbegriff eine Ordnungsstruktur,
beziiglich der gemeinsame Faktoren und gemeinsame Vielfache zweier dynamischer Systeme
studiert werden kénnen. Diese Fragestellungen werden im folgenden speziell fur die Klasse X™*
der vollergodischen dynamischen Systeme mit quasidiskretem Spektrum untersucht und ins-
besondere Bedingungen dafiir angegeben, wann maximale untere bzw. minimale obere Schran-
ken in X'* existieren.

B KoM Kiacce EHAMMYECKAX CHCTeM NOHATHe (axTOpa ONpefeisieT NOPANOK, OTHOCH-
TeJbHO KOTOPOr0 MOKHO M3YUUTh COBMECTHHE (JAKTOPH M COBMECTHHE KPAaTHHE JIA J06hIX
AMHAMMYECKHX cHCTeM. B mocienyomem Bonmpoc 0 COBMECTHHX (AaKTOpPax M COBMECTHHIX
KPaTHBIX pPacCMaTpUBAeTCA, B- YACTHOCTH, B Kjacce J¢* BIOJIHE 3ProgHyecKAX MMHAMH-
UeCKAX CHCTEM .C KBASHENCKPETHRIM CHOEKTPOM I JAIOTCA YCJIOBHA CYM[eCTBOBAHMA JIA
MaKCHMAJbHBX HEKHEIX H MUHHMAJIbHHX BePXHHAX I'PAHHN B )'*.

For every class of dynamical systems the factor conception induces an order structure. With
respect to this structure one can regard common factors and common multiples of any two
dynamical systems. In the following this question is studied for the class 2™* of totally ergodic
dynamical systems with quasidiscrete spectrum and conditions of existence and of uniqueness
are considered for maximal lower and minimal upper bounds for any two systems of o *.

1. Einleitang

Ist (X, &, m) ein Mafraum (im folgenden stets Lebesguesch) und 7' eine maBtreue
Transformation in (X, &, m), so heit das Quadrupel D = (X, &, m, T') ein dyna-
misches System. Fiir dynamische Systeme hat sich insbesondere das Problem der
Isomorphlemvarmnten als wichtige und zugleich in vielen Fillen schwierige Frage-
stellung erwiesen.

Vollstindige Losungen dieses Problems sind z. B. fiir die Klassen der ergodlschen
Systeme mit diskreten Spektrum (durch J.v. NEUMANN und P. Harmos, [7]), der
vollergodischen Systeme mit quasidiskretem Spektrum (durch L. M. ABramov, [1])
und der Bernoulli-Schemata (durch D. ORNSTEIN, [9]) gefunden worden. Eine um-
fassende Beschreibung des Isomorphieproblems in der Klasse der K—Automorphls-
men {10] liegt dagegen nicht vor.

Neben Isomorphiebetrachtungen haben in den letzten Jahren auch Untersuchun-
gen iiber Faktoren dynamischer Systeme verstirktes Interesse gefunden. Ihr Zu-
-sammenhang mit Isomorphieproblemen liegt auf der Hand : Ist von zwei dynamischen
Systemen jedes Faktor des anderen, so sind sie (wenigstens) zueinander schwach
isomorph [13). Zum Beispiel wurde die Frage der Faktorerblichkeit in vorgegebenen
Klassen 2 dynamischer Systeme fiir wichtige Falle untersucht. (Eine Klasse 2. wird
faktorerblich genannt, wenn aus D € 2 stets D’ € @ fiir jeden Faktor D’ von D
folgt.) So konnte fiir ergodische dynamische Systeme mit diskretem Spektrum {7},
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fiir vollergodische dynamische Systeme mit quasidiskretem Spektrum [5] und Ber-
noulli-Schemata [10] Faktorerblichkeit nachgewiesen werden, was aber gerade in’
den letzten beiden Klassen nicht trivial ist. Das zeigt, dal trotz gut handhabbarer
Isomorphieinvarianten Untersuchungen zur Faktorbeziehung in einer Klasse
dynamischer Systeme ein kompliziertes Problem darstellen kénnen. Die GauBschen
Systeme liefern ein Beispiel fiir eine nichtfaktorerbliche Klasse [8].

Auch bei den von H. FURSTENBERG [4] definierten Begriffen extremer Nicht-
isomorphie dynamischer Systeme (Disjunktheit, Teilerfremdheit) spielen Faktoren
dynamischer Systeme eine wichtige Rolle.

Interessant sind ebenfalls Resultate, die sich mit der Kennzeichnung besonderer
Faktoren beschaftlgen Der Satz von J. Smvar, daB in jedes dynamische System mit
positiver Entropie ein Bernoulli-Schema derselben Entropie eingebettet werden
kann [13], die Ergebnisse von M. PINskER iiber die Existenz eines maximalen
Faktors der Entropie 0 fiir jedes dynamische System [12] oder die Untersuchungen
von W. PARRY iiber maximale Faktoren mit einer Darstellung als unipotente affine
Transformationen auf Mannigfaltigkeiten fiir vollergodische dynamische Systeme
[11] sind Beispiele fiir wichtige Ergebnisse in dieser Hinsicht.

Angeregt durch solche Resultate werden in dieser Arbeit in der Klasse X™* der
vollergodlschen dynamischen Systeme mit quasidiskretem Spektrum vor allem zwei
Probleme untersucht: :

‘a) Existenz und (eventuelle) Elndeutlgkelt maximaler gemeinsamer Faktoren fiir
zwei Systeme D,, D, € X%,

b) Existenz und (eventuelle) Eindeutigkeit minimaler Vielfachen fiir zwei Systeme
D,, D, € X%,

.In der Klasse J* sind die Losungen fiir die oben formulierten Probleme aus der
Kenntnis des Isomorphieinvariantensystems nicht unmittelbar angebbar. Sie lassen
den Strukturreichtum der Klasse %#™* von einem anderen Betrachtungspunkt aus
deutlich werden, als ihn Isomorphieuntersuchungen eréffnen.

Fiir eine Anwendung dieser Irgebnisse auf Disjunktheit dynamischer Systeme
sei auf [6] verwiesen.

2. Vollergodische dynamische Systeme mit quasidiskretem Spektrum

‘Es sei D = (X, &, m, T) ein dynamisches System. Im folgenden wird der Hilbert-
raum der auf X definierten, quadratisch integrierbaren Funktionen durch L%(X)
bezeichnet werden, durch U der durch den Automorphlsmus T auf L*(X) induzierte
isometrische Operator: Up(f) = fo T (f € L¥X)).

Fiir jedes dynamische System D liBt sich die multiplikative Gruppe G <« LX)
der Funktionen f € L*(X) betrachten, die die Eigenschaft |f| = 1 m-f.ii. besitzen.
Unter Benutzung der Restriktion des Operators U, auf @ la.Bt sich auf folgende
Weise ein Endomorphismus RBp auf G definieren: :

Ry =TUplH-f (feB.
Daraus folgt unmittelbar die Beziehung
Ul = Boll) -/ (f€ 0.

Die Funktion R,(f) wird Qwunezgenwert der Quasteigenfunktion f € G genannt. Auf
der’ Grundlage dieser Festsetzungen bestimmt man fiir alle n € N u {0} durch

Gu(D) = Ry ™({2€ C: 2] =1}) ={f € G: R)"(f) € K = {z € C: |2 = 1}}



Schranken vollergodischer dynamischer Systeme 43

die Menge der Quasieigenfunktionen n-ter Ordnung (von U D) und durch
H,(D) = RyG, (D)

die Menge der Quasieigenwerte n-ter Ordnung (von Up). Entsprechend w1rd
G(D) = U G,(D)
als Menge der ngsnexgenfunktiénen von U, und
H(D) = U H,(D)
n=0 :

als Menge der Quasieigenwerte von U), bezeichnet.?)

Fiir ergodische dynamische Systeme haben die eingefiihrten Begriffe folgende
Eigenschaften: .
- 1. Die Mengen G(D), H(D), G (D) und H,(D) (n € N.u {0}) sind multiplikative,
abelsche Gruppen. - ,

2. Die Gruppe H(D) ist hochstens abzahlbar.

3. Die Abbildung R ist ein lokal-nilpotenter Endomorphnsmus auf H(D).

4 Es gilt Hy(D) & Hp(D) S Gu(D) & Gria(D) (n € N 0 {0}).2) :

. G(D) + Go(D) gilt genau dann, wenn Hy(D) + Hy(D) richti ist, und-es
m)pllmert Go(D) = G(D) =% -+ & Go(D) und Hy(D) == H,(D) %= --- &= H(D). .

. Gehoren die Funktlonen f1: f- € (D) zum gleichen Quamelgenwert 80, gllt
/1 = ¢ - f,, wobei ¢ ein Element der Gruppe K ist.

Ist die maBtreue Transformation 7' vollergodisch, sind also alle Abblldungen VA
(n 6 N), ergodisch, so gilt zusitzlich noch folgende Eigenschaft: ’

7. Quasieigenfunktionen zu verschiedenen Quasieigenwerten sind orthogonal.3)

3

Ein dynamisches System D = (X, &%, m, T) heilt vollergodisch und von gquasi-
diskretem Spektrum, wenn T ein vollergodischer Automorphismus auf (X, &, m) ist
und der Hilbertraum L*(X). aufgespannt wird durch die Gruppe der Quasnelgenfunk-
tionen G(D) von Up.

Jedem dynamischen System D aus der Klasse J* der vollergodlschen dynamlschen
Systeme mit quasidiskretem Spektrum kann das Paar (H(D), Ry} zugeordnet werden,
das durch die Gruppe H(D) seiner Quasieigenwerte und den zugehdrigen Endo-
morphismus R, bestimmt wird. Aus dem Vorangegangenen geht hervor, daB -die
Komponenten jedes solchen Paares bestimmte algebraische Eigenschaften auf-
weisen. Das gibt AnlaB, diese Paare, die den Elementen der Klasse X * zugeordnet
werden kénnen, algebraisch zu beschreiben. :

Definition. Tst A eine torsionsfreie, abelsche, abzihlbare Gruppe und- S
ein auf A definierter, lokal-nilpotenter Endomorphismus mit der Eigenschaft
A, ={a€ A:8a = l} — K, so wird das Paar (A S) eine Endomorphismus-Gruppe
genannt.

1) Die Einfithrung der Begnffe‘ der Quasieigenfunktionen und -werte fiir dynamische Systeme
entspricht dem Vorgehen in der Arbeit [3], S. 215/218.

?) Fir die Relation des mengentheoretischen Enthaltenseins wird im folgenden stets das
Zeichen ,,=*¢ verwendet. Soll das die Gleichheit ausschlieBende Enthaltensem bezeichnet
werden, so wird das Symbol ,,c* benutzt.

3) Zum Beweis der genannten Eigenschaften vgl. z. B. [1] oder {7].
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Definition. 1. Zwei Endomorphismus-Gruppen (4,8) und (4’, 8") werden .
dquivalent genannt (im Zeichen: (4, 8) ~ (4’, §’)), wenn ein Isomorphismus V.
von 4 auf 4’ existiert, der folgende Eigenschaften besitzt:

1. V(a) =a (a € 4,),
2. VS(a) = 8'V(a) (a € A4).

2. Zwei Endomorphismus-Gruppen (4, S) und (4’, 8’) stehen in der Relation ,,<*
zueinander (in Zeichen: (4, 8) < (4’, 8') bzw. (4, S) < (4’, 8') mit der vermattelnden
Abbildung W, falls der vermittelnde Homomorphismus W von 4 in 4’ fiir die Be-
trachtung von Bedeutung ist), wenn ein injektiver Homomorphismus W von 4 in 4’
existiert, der folgende Eigenschaften besitzt:

1. Wa)=a (ac4d,),
2. WS(a) = 8'W(a) (ac A).9

Die Relation ,,<** bestimmt fiir Endomorphismus-Gruppen, benutzt man die an-
gegebene Aquivalenzrelation, eine Ordnung. L. M. ABRAMOV wies in seiner Arbeit
[1] den eineindeutigen Zusammenhang zwischen den Elementen der Klasse X¢™*
und den Aquivalenzklassen von Endomorphismus-Gruppen nach. Es kann nicht nur
jedem dynamischen System .aus X#* eine Endomorphismus-Gruppe, nimlich das
Paar (H(D), Bp), zugeordnet werden, auch die umgekehrte Beziehung ist richtig.
Zu jeder Endomorphismus-Gruppe (4, S) existiert ein System D € X* derart, dall
(4, 8) ~ (H(D), By gilt.

L. M. ABraMoV bewies, daB die Menge der Aquivalenzklassen der Endomorphis-
mus-Gruppen ein vollstandiges System von Isomorphieinvarianten fiir die Klagse o¢*
bildet. Zwei dynamische Systeme aus J¢* sind genau dann isomorph, wenn ihre
Endomorphismus-Gruppen dquivalent sind.5)

3. Faktoren dynamischer Systeme aus K*

Der Begriff des Faktors ercffnet eine Mdoglichkeit, Beziehungen zwischen dynami-
schen Systemen zu erschlieBen und darzustellen.

Definition. Ein dynamisches System D, = (X,, &, m,, T,) wird Faktor des
dynamischen Systems D, = (X,, &, m,, T,) genannt, wenn es eine multiplikative
Isometrie V: L*X,) - L*X,) gibt, die der Bedingung VU, = Up,V geniigt. (In
Zeichen: D; <D, oder, falls die Abbildung V fiir die Untersuchung von Bedeutung
ist, D, < D, mit der vermittelnden Abbildung V.)

Fiir die Betrachtung des Faktorbegriffes fiir dynamische Systeme aus ¢ * lieferten
F. HaaNy und W. Parry [5] einen wichtigen Beitrag. Sie wiesen nach, daBl die
Klasse J¢* faktorerblich ist.

4) Ist fir zwei Endomorphismus-Gruppen, die in der Relation ,,<** zueinander stehen, wesent-
lich, daB sie nicht auch dquivalent sind, so wird das Symbol ,,<** ersetzt durch das Zeichen
”<u-

5) Zwei dynamische Systeme D,, D, sind bekanntlich genau dann isomorph (= konjugiert in
der Terminologie P. Halmos’), wenn es einen multiplikativen, isometrischen Operator V:
L*(X,) — L¥ X,) mit folgenden Eigenschaften gibt:

L. VIXX,) = L¥(X,),
2. VUp() = Up,¥(f), [e€ LX)
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Satz (HarX, PARRY). Ist D, ein Element der Klasse 2'* und D, ein dynamvsches
System mat der Eigenschaft D, < D,, so gilt D, € X'*.

Die Untersuchung der Faktoren eines dynamischen Systems aus X* fiihrt wegen
der Faktorerblichkeit dieser Klasse nicht aus ibr heraus. Da jedem System aus X™*
auf eineindeutige Weise (mod. Aquivalenz) eine Endomorphismus-Gruppe zuge-
ordnet werden kann, wird sich die Beziehung zwischen einem System aus 2™ und
jedem seiner Faktoren in einer bestimmten Beziehung der zugehérigen Endomorphis-
mus-Gruppen widerspiegeln. Der nachfolgende Satz zeigt diesen Zusammenhang auf.
(Dabei wird auf die in Paragraph 2 betrachtete Ordnungsrelation fiir Endomorphis-
mus-Gruppen Bezug genommen.)

Satz. Fiir zwei dynamische Systeme D,, D, aus X* qilt D, < D, genau dann,
wenn fiir thre Endomorphismus-Gruppen die Beziehung (H(D,), Rp) < (H(Dy), Rp,)
richirg vst. -

Beweis. 1. Gilt D, < D,, existiert also eine multiplikative Isometrie V: L¥X,)
— L¥X,), die die Bedingung VU)p, = U,V erfiillt, so lassen sich leicht folgende
Eigenschaften des Operators ¥ nachpriifen:

1. restryp,V: H(D,) = H(D,).

2. restry(p,V ist eine multiplikative und injektive Abbildung.

3. Esgilt V(g) =g, (g € H\(D)))- ‘

4. Esist VRp,(g) = Rp,V(g), (g € H(D,)), richtig. :

Diese Eigenschaften zeigen, daB (H(D,), Rp,) < (H(D,), Rp,) mit der vermittelnden
. Abbildung W = restr yp,V von H(D,) in H(D,) gilt. .

2. Es wird die Beziehung (H(D,), Rp) < (H(D;), Rp,) mit der vermittelnden Ab-
bildung V: H(D,) — H(D;) vorausgesetzt. Jeder Endomorphismus-Gruppe (H, E)
kann ein unitdrer Ring mit aufgeprigtem Automorphismus zugeordnet werden.
(Vgl. [1], S. 522—524.) Der Raum 5#(H) aller auf H definierten, komplexwertigen
Funktionen f, die der Bedingung

2O < o0
c€H

geniigen, wird mit folgendem Skalarprodukt und folgender Multiplikationsoperation
ausgestattet:

(59 =c€z” f(c) - g(0),
(f-9) () = X fla) - g(®),
a,beH

ab=c

wobei die Produktfunktion f - g existiert (in #(H)), wenn
2| X fla)-g)f < o0

c€H abeH
. ab=c

gilt (f, g € S#(H)). :
Mit diesen Festlegungen wird 5#(H) zum unitéren Ring. Durch die Bedingung

U(1,) = Z(a) + 1, - 1g(e wird fiir die Elemente der Orthonormalbasis {1} von 5#°(H).
die definiert sind durch

1, falls a =¢,

0, sonst, (a, c € H),

Io(c) = {
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ein isometrischer Operator konstruiert. Dabei ist Z ein (beliebiger) Jsomorphismus

der Gruppe H in die Kreisgruppe K, der die Eigenschaft Z(«) = « fiir alle a € H;

besitzt.. Die lineare Fortsetzung von.U auf den gesamten Ring liefert einen multipli- .
kativen, unitdren Operator von J#(H ) auf sich.

Es seien im folgenden (5 (H(D;)), U ) (¢ = 1, 2), unitdre R.mge mit aufgepragten
Automorphismen, die auf die angegebene Weise den Endomorphismus-Gruppen
(H(D,), Rp,) Lugeordnet sind. Man betrachtet nun die Endomorphismus-Gruppe
(VH (Dy), Rp,) und den zugehérigen unitiren Ring mit aufgeprigtem Automorphis-
mus (X (VH(Dy)), ) wobei der Automorphlsmus U durch die Bedingung

U(L) = Z(“) 1 - IRD(a)

mit Z(a) = Z,VYa) (e VH( (Dy)) festgelegt sei. : o

Durch die Bestimmung W(1,) = Iy,, (a1 € H(Dy)): und  anschlieBende’ lineare
Fortsetzung des Operators W auf den ganzen Raum s#(H(D,)) wird eine multipli-
kative Isometrie von J#(H(D,)) auf #(VH(D,)) definiert, fir die die Eigenschaft
UW(f) =-WUi(f) (f € #(H(D, ) gilt.

Sowohl dem unitidren Ring mit Automorphlsmus (3?’( VH D)), U) als auch dem
unitdren Ring mit Automorphismus (#(VH(D,)), U,) entspricht gemif der Kon-
struktion zu Beginn dieses Beweisteils diec Endomorphismus-Gruppe (VH(D,), Rp,).
Es kann gezeigt werden, da.B fiir jedes dynamische System D € 2¢'*, dessen Endo-
morphismus- Gruppe (H(D), Rp) isomorph zu (VH(D,), Bp,) ist, multlphkatxve Iso-
metnen

8;: L2(X) >f(VH(D,)) und  S,: LX) »-W(VH(DI))
mit den Eigenschaften '

BLHX)) = f(VII(Dl)) T G=1,92) o
und . A JE
S,Up = US,, S, Uy = U,S2 s ‘

existieren. (Vgl. {1].) - o

Man betrachtet nun den Operator %" = S,8,7*W, der den unitiren Ring 5#(H(D,))
in:den unitiren Ring #’(H(D,)).abbildet. Man zeigt leicht, da$ die Abbildung %
eine multiplikative Isometrie ist, die der Bedingung %'U, = U,%" geniigt. Auller-
dem gilt: Die Spektraltypen (Lz( i), Up,) besitzen die Eigenschaft: es existieren
multiplikative Jsometrien #7: L¥(X,) - s#(H(D;)) (i =1,2), wobei # (L¥X,)
= JC(H(D;)) und W ,Up, = UH"; (i = 1, 2) zutrifit. (Vgl. [1].) '

Daber ist die Beziehung D, < D, mit der die Fa.ktorexgenscha.ft vermittelnden
Abbildung 8 = W ,~ 1w ¥, richtig. § .

Bemerkung. - o o

1. Der vorangegangene Satz ermdéglicht eine emfache Bewelsfuhrung fur den
bekannten Sachverhalt, daB in der Klasse o¢* die Begriffe der starken und der
schwachen Isomorphie iibereinstimmen. L. M. ABrRaMOV bewies, daBl zwei dynamische
Systeme aus X™* genau dann (stark) isomorph sind, wenn jhre Endomorphismus-
Gruppen (H(D,), Rp,) und.(H(D,), Rp,) dquivalent sind [1]. Nach der Definition von
J. Stvar [13] werden zivei Systeme D,; D, schwach zsomorpk genannt, wenn sowohl
D; < D, als auch D, < D, gilt. Der vorangegangene Satz zéigt, daB schwache Iso-
morphie fiir dynamische Systeme D,, D, aus ¢ * glelchbedeutend ist mit'dem gleich-
zeitigen Gelten der beiden Relationen

(H(D,), Bp) < (H(D,), Rp) und (H (Dz) Rp,) < (H(Dy), Rp,).
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Da die =-Relation fir Endomorphismus-Gruppen aber eine Ordnung ist, _ent-
spricht das gerade der Aquivalenz der zwei Endomorphismus-Gruppen. .

2. Der angegebene Satz ermdéglicht einfache Folgerungen, die vor allem die prak-
tische Untersuchung iiber das Verhéltnis von zwei vorgegebenen dynamischen
Systemen aus X' erleichtern kénnen:

So folgt fiir zwei Systeme D,, D, aus X* aus der Bezxehung D, £ D, stets
H,\(D,) € H\(D,); die Umkehrung dieses Satzes ist natiirlich i. a. falsch.

Bezeichnet man durch n(D,), n(D,) die Halmos-Invarianten der Systeme D,, D2
aus X'*, dann ergibt sich mit obigem Satz unmlttelbar Die Beziehung D,'< D,
hat die Eigenschaft n(D,) < n(D,) zur Folge. "

4. Untere Schranken dynanuscher Systeme aus X*

Bei der Strukturuntersuchung der Klasse X¢™* mit Hilfe des F&ktorbegrlffes ist és
naheliegend, nach der Beschaffenheit der gemeinsamen Faktoren zweier oder mehr
dypamischer Systeme aus X™* zu fragen Im folgenden wird nur die Memge der
gemeinsamen Faktoren fiir beliebige zwei Systeme aus ¢* untersucht. Die angefiihr-
‘ten Resultate lassen sich. aber ohne Schwierigkeiten auf den Fall'einer beliebigen
endlichen Zahl von Systemen aus X#™* verallgemeinern. Die Betrachtung einer ab-
zéthlbaren oder tiberabzihlbaren Anzahl von Elementen aus %¢™* beziiglich der ihnen
allen gememsa,men Faktoren bedarf neuer Uberlegungen.

Definition. Sind D,, D, Elemente aus %™*, so wird ein dynamisches System D,
untere Schranke von Dy und D, genannt, wenn D, < D; (z = 1, 2) gilt. Ein dynami-
sches System D, wird maxitmale untere Schranke von D1 und D2 genannt, wenn gllt

1. D, ist untere Schranke von D, und D,.
2. Fir jedes dynamische System D mit der Engenscha.ft Dy=D=D; (= 1 .,)
ist Dy ~ D richtig. .

Bezeichnung. Die Menge der unteren Schra.nken zweier Systeme D, und D,
wird durch %(D,, D,) bezeichnet, die Menge der maxmlalen unteren Schranken
durch % ,(D,, D,). :

Die Definitionen der unteren und .der max1malen unteren Schranke konnen auf
die angegebene Weise fiir Elemente aus beliebigen Klassen dynamischer Systeme
getroffen werden. Die faktorerbliche Klasse o~ der ergodischen dynamischen Systeme
mit diskretem Spektrum liefert eine einfache Maoglichkeit dafiir, sich die betrachteten
Mengen %(Dy, Dy) und %, (D,, D,) (D,, D, € ) am speziellen Beispiel zu ver-
anschaulichen. Benutzt man das von Neumannsche vollstindige System- von Iso-
morphieinvarianten fiir die Klasse 2", so lassen sich leicht folgende Zusammenhinge
nachpriifen: Die Menge (D), D,) wird fiir beliebige zwei Systeme D,, D, aus X
durch alle Elemente aus J¢ gebildet, deren Eigenwertgruppen enthalten sind im
Durchschnltt der. Eigenwertgruppen von D, und D,. Als (mod. Isomorphie) ein-
deutig bestimmte maximale untere Schranke von D, und D, erweist sich dasjenige
System aus ¢, dessen Elgenwertgruppe g]elch dem Durchschhitt der Elgenwert-
gruppen von D, und D, ist.

Die Mengen %(D,, D,) und U o( Dy, D,) weisen fur beliebige Systeme D,, D2 aus o*
entsprechende Eigenschaften auf. Mit Hilfe des Faktorkriteriums fiir #* konnen die
Elemente aus %(D,, D;) (D,, D, € X"*) durch Forderungen an. die Beschaffenheit
ihrer Endomorphismus-Gruppen beschrieben werden. Es lafit sich zeigen, daf} die
Menge %,(D,, D,) fir beliebige Systeme D,, D, aus X™* (bis auf Isomorphie) genau
ein Element enthilt. Der Nachweis hierfiir soll in zwei Schritten erfolgen. ,
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Satz. Gilt Dy, D, € X™* und D € U(D,, D,), so existiert ein dynamisches System
Dy € U, (D,, D,) mit der Eigenschaft D < D,. : .

Beweis. Es seien
DeUD, D) und % ={D € %(D,, D,): D < D'}.

% ist nicht leer. Der Faktorbegriff fiir dynamische Systeme induziert fiir die Menge %
eine Ordnung. Fiir Systeme D', D" € % gelte D' D" genau dann, wenn D' < D"’
richtig ist. Mit dieser Ordnungsrelation versehen, ist % induktiv geordnet. Ist (D.’)
(¢ € I = Indexmenge) eine beliebige Kette aus %, dann gilt gemi8 § 2

(H(D/), Bp) = (H(D,4y), Bp,4+1)

fijr alle ¢ € I. Der induktive Limes dieser Endomorphismus-Gruppen (beziiglich des
Homomorphismus-Systems (V) ist (mod. Aquivalenz) eine Endomorphismus-
Gruppe, die die Eigenschaft besitzt, daB das durch sie bestimmte dynamische
System aus J* simtliche Systeme D, (¢ € I) zu Faktoren hat und gleichzeitig ein
Element in % ist.$) :

Die Anwendung des Zornschen Lemmas auf die geordnete Menge # erbringt den
Beweis fiir-die Existenz eines maximalen Elementes in %, das wegen der Konstruk-
tion von % und %,(D,, D,) auch zu %,(D,, D,) gehort. §

Hilfssatz. Gilt Dy, D, € X™* und D, D’ € U, (D, D,), so st fiir die Gruppen der
Quasieigenwerte zweiter Ordnung Hy(D), Hy(D') die folgende Beziehung richtig:
(Hy(D), Rp) = (Hy(D"), Ep). o
Beweis. Es seien D® und D'® die zu den Endomorphismus-Gruppen (H,(D), R}

bzw. (H,(D’), Rp) gehorigen Systeme aus ¢ *. O. B. d. A. kann angenommen wer-
den, dafl die vermittelnden Transformationen fiir die Faktorbeziehungen

(Hy(D), Ro) < (H(Dy), Rp) und (Hy(D"), Ry) < (H(D)), Rp)
die identischen Abbildungen sind. Fiir die Beziehung
(Hy(D), Rp) < (H(D,), Rp,)
wird die vermittelnde Abbildung durch W, fiir
(Hy(D'), Ryy < (H(D,), Rp,)
durch W’ bezeichnet.
1. Konstruktion eines Elementes Dy € %(D®, D’'®), Die Menge
H = {h € Hy(D): 3k’ € Hy(D') mit " Rp(h) = Rp(h')}
bildet offensichtlich eine torsionsfreie, abelsche Gruppe, deren Kern beziiglich R,
“eine Untergruppe der Kreisgruppe K ist. Es gilt ker B, n H = H,(D). Die Gruppe H
kann vermittels eines Isomorphismus V in die Gruppe H,(D’) abgebildet werden:
" Fiir jedes b € H,(D) n H = H,(D) bestimmt man ¥V (k) = A. Existiert ein Element
h € H\ Hy(D), so erweitert man den Isomorphismus ¥V auf die Gruppe A, die erzeugt
wird von H,(D), allen Vielfachen von % und allen Wurzeln von %, die in H liegen,

auf folgende Weise: Besitzt & keine Wurzel in H, so setzt man V(k) = c - &, wobei
c € Hy(D,) so gewahlt ist, daB V(k) =c -k € H(D') gilt. Hat k eine Wurzel in H,

¢) Zur Konstruktion des inversen Limes vergleiche man (2] (besonders Theorem 1) unter Beach-
tung der Faktorerblichkeit der Klasse X'*.
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existiert also eine Zahl » € N\ {1} mit "]/I—z € H, so bestimmt man V(i/}_f,) =c - i/l_z
€ H(D') mit geeignetem ¢’ € H,(D,). Gehoren zwei Wurzeln von % zu H, d. h. gibt

es natiirliche Zahlen m und n (m =n, m = 1, n & 1) mit 'i/l_z € H und i/; € H, so

ist auchzi/l-b—" € H richtig, wobei k der gréte gemeinsame Teiler von m und = ist.
Man definiert. ‘ '

VYA = o YRF € BD)

mit geeignetem ¢” € H,(D,). Induktive Fortsetzung des Verfahrens fiihrt wegen der
Abzihlbarkeit von H nach héchstens abzidhlbar vielen Schritten auf eine Wurzel A
von k in H mit der Eigenschaft, da alle anderen Wurzeln von % in H Vielfache
von k sind. Man bestimmt V(k) =c -k € H(D’) mit geeignetem ¢ € Hy(D,). Die
Abbildung V kann auf 24 multiplikativ fortgesetzt werden. Gilt {h} S H \ A, so
wendet man die eben benutzte Konstruktion zur Erweiterung von V auf die Gruppe
H an, die erzeugt wird durch H, alle Vielfachen von k und alle Wurzeln von & in H.
Nach hdchstens abzihlbar vielen Schritten endet auch dieses Vorgehen wegen der
Abzihlbarkeit von H. Aus der Bestimmung von V folgt unmittelbar, daB Rp V =V Rp,
gilt. Das dynamisgche System D, € *, das die Endomorphismus-Gruppe
(H(D,), Rp,) =~ (H, Rp,) besitzt, ist daher ein Element aus %(D?», D'®),

2. Es qilt Dy € U (D®, D'®),

Fiir ein beliebiges System D € #(D®, D’®) ist namlich folgendes richtig:

H\(D) € H\(D®) n H,(D'®) = Hy(D,).

AuBerdem existieren fiir beliebiges Element & € H(D) nach Voraussetzung iiber D
Funktionen h € H,(D) bzw. b’ € Hy(D’) mit der Eigenschaft Z(k) = hund Z'(h) =}/,

wenn man D < D® mit der vermittelnden Abbildung Z und D < D'® mit der
vermittelnden Abbildung Z’ setzt. Wegen

Ry(h). = RpZ(h) = ZRj(k) = Rj(k) = Z'Rp(h) = RyZ'(h) = Ry(k')
ist o = Z(k) € H richtig. Es gilt daher -

(H(D), R5) < (H, Rp) ~ (H(Dy), Rp,)
mit der vermittelnden Abbildung Z: H(D) — H.

Mithin ist das System D, € X™* eindeutig bestimmte maximale untere Schranke
von D™ und D’'®,
3. Wie in §5 angegeben, konstruiere man zu den Systemen D® und D'® unter

Benutzung threr maximalen unteren Schranke D, ein dynamisches System D* aus
O0¥(D®, D'®), Es gelte also

(L2(Xo), UD,) = (Lz(X@)), UD) mit der vermittelnden Abbildung V,
(Lz(X@)), UD) = (Lz(X*), UD.) mit der vermittelnden Abbildung W,
(L¥X,), Up,) < (LHX'®), Up) mit der vermittelnden Abbildung ¥V’
und ‘
(Lz(X'@)), UD») = (Lz(X"‘), UDo) mit der vermittelnden Abbildung W,

wobei die Eigenschaft WV(f,) = W'V'(f,) fiir alle Funktionen f, € L*X,) gilt.
Dabei ist H,(D*) = H,(D) = H,(D’) richtig. Gilt ndmlich -
Rpe(h*) = Rpe(Wh - W'h') =1 (Wh € WHyD), W'k ¢ W'H,(D")),
d. h.
RpeW(h) = WRp(k) = W' Rp (k') = RpeW'(h'-) € H\(D,),

4 Analysis Bd. 1, Heft 1 (1982)
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wie unmittelbar aus den Bedingungen fir W(k) und W'(R’) folgt, ergibt sich
W(h) € WH. Wegen der Ergodizitit von D* (vgl. §5, Hilfssatz 5), erhdlt man
W(h) =c- W'(h'"1), ¢c € K. Aus den Voraussetzungen iiber D, und die Abbildungen
V, W, V', W folgt sofort ¢ € H\(Dy) = H (D) = Hy(D’). Daher gilt b* = ¢ € H,(D,).

Die Eigenschaft H,(D*) = H\(D,) beweist, da D* vollergodisch ist: Gemal
Hilfssatz 4 und 5 aus § 5 ist D* ergodisch und besitzt quasidiskretes Spektrum. Aus
der Torsionsfreiheit von H,(D*) folgt nun sogar D* € X'*,

4, D* ist untere Schranke von D, und D,.
Man konstruiert dazu entsprechend wie in Beweisteil 1 eine untere Schranke
von D* und D;, indem man definiert

H; = {h* € Hy(D*) = H(D*): 3 h; € Hy(D;) mit Rpe(h*) = Rp,(R;)}
(z=1,2).
Aus der Konstruktion von D* folgt dann unmittelbar, da8 (H;, Rp,) ~ (H(D*), Rpe)
richtig ist. Das heifit, es gilt D* < D; (i = 1, 2). Das ist mit der Voraussetzung

D, D’ € uy(Dy, Dy), d. h. speziell D®, D'® € % (D,®, D,®), nur dann vereinbar,

wenn D® ~ D* ~ D'® richtig ist. §
s

Satz. Qilt Dy, D, € A* und D, D' € U (D,, D,), so st D ~ D’ richtig.

Beweis. Es gelte Dy € %,(D, D’). Wie in § 5 -angegeben, konstruiert man zu D
und D’ unter Benutzung von D, eine minimale obere Schranke D*. Bezeichnet W
die vermittelnde Abbildung der Beziehung (L‘-’(X ), U D) < (L3(X*), Upe) und W’ die -
vermittelnde Abbildung fiir (LX), Upy) < (L¥(X*), Ups), so lassen sich folgende
Eigenschaften zeigen: '

1. Es gilt H\(D*) = H\(D) = H\(D') & H\(D;) (* = 1, 2), wie man mit Hilfe des
vorangegangenen Hilfssatzes beweist. ,

2. Es gilt D* € X'*, wie aus der Torsionsfreiheit von H,(D*), die durch die Eigen-

" schaft 1 bewiesen wird, unmittelbar mit Hilfssatz 4 und 5 aus § 5 folgt.
- 3. (Hqo(D¥*), Rpe) ~ (Ho(D), Rp) < (Hy(D;), Rp,) (+ = 1, 2) ist richtig. Das beweist
man leicht mit Hilfe des vorangegangenen Hilfssatzes. Es gilt speziell H,(D*)
= WH,(D).

4. Fiir jedes j € N gilt

(H(D*), Rpe) =~ ({(WH(D), WH{D")}, Bps).
Ist ndmlich
W(k)- W'(') € H(D*) (k€ H(D), k' € HD")),
richtig, so ist
Riy.(W(h) - W'(k')) = c € H\(D*) = Hy(D) = Hy(D")
giiltig. Man erhilt daher Riye(W(h)) = c- R)s(W'(k’-?)), und aus dem Vorangegangenen
R';‘(W(h)) € WHy(D), d.h. W(h) € WH(D), und entsprechend W’(k’) € W H(D').
Also gilt
W(k) - W'(k') e {WH (D), WH;D")}.
Umgekehrt ist offensichtlich auch
{(WH (D), WH{D")} & H{(D¥)
richtig.
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5. Fiir jedes j € N ist WH(D) = W'H(D’) giiltig:

Die Behauptung sei fiir j — 1 zutreffend. Ist W(k)- W'(k’) € H;(D*) (h € H(D),
k€ H(D')) beliebig gewihit, so erhilt man W(h) =g- W'(k’) mit g € WH;, (D)
= W'H; (D). (Vgl. Eigenschaft 4.) Das heiBt, fiir jedes W(k) € WH;(D) gilt

Wk) =g - W(k') € {WH_\(D'), WHD')} = WH{D’)
und fiir jedes W'(k') € W’H,(D’)
W'(k') =gt - W(k) € {(WH,_(D), WHy(D)} = WH (D).

Daraus folgt WH (D) = W H{(D’).
Die Eigenschaften 1—5 des Systems D* beweisen, dai D ~ D’ gelten muB.

5. Obere Schranken dynamischer Systeme aus o¢'*

Alternativ zur unteren Schranke dynamischer Systeme 1a8t sich zur Beschreibung
der Menge aller dynamischen Systeme, die zwei oder mehr vorgegebene Systeme
als Faktoren besitzen, der Begriff der oberen Schranke einfiihren. Er soll im folgen-
den fiir beliebige zwei Systeme aus 2¢"* untersucht werden. Die angefiihrten Resultate
lassen sich auch hier ohne Schwierigkeiten auf eine beliebige endliche Anzahl von
Systemen aus )™* erweitern.

Definition. Sind D,, D, Elemente aus )*, so wird ein dynamisches System D,
obere Schranke von D; und D, genannt, wenn D; < D, (i = 1, 2) gilt. Ein dynamisches
System D, wird minimale obere Schranke von D, und D, genannt, wenn gilt:

1. D, ist obere Schranke von D, und D,.
2. Fiir jedes dynamische System D mit der Eigenschaft D; < D. < D, (7 = 1, 2)
ist Dy =~ D richtig.

Bezeichnung. Die Menge der oberen Schranken zweier Systeme D, und D,
wird durch 0(D,, D,) bezeichnet, die Menge der minimalen oberen Schranken durch_
OX(D,, D).

Es ist offensichtlich, daB fir beliebige Systeme D,, D, € X * stets O(D,, D,) = @
gilt, denn es ist z. B. immer D, X D, € O(D,, D,) richtig. Ebenso leicht iiberzeugt
man sich, daBl O(D,, D,) nicht in X"™* enthalten ist: Bestehen die Mengen X; beide
mod. Isomorphie aus genau einem Element, so ist jedes andere dynamische System,
speziell also auch jedes nichtergodische System, obere Schranke von D, und D,.
Besitzt wenigstens eines der beiden Systeme D; eine nichttriviale Grundmenge X;,
o.B.d. A. sei es D), dann ist das System D, X D, X D, nichtergodische obere
Schranke von D, und D,. .

Der nachfolgende Satz liefert ein Hilfsmittel zur Beschreibung der Menge
O(D,, D)} n o>,

Satz. Sind D,, D, Elemente aus X*,. so quit O(D,, D) n X* =+ @ genau dann,
wenn die erzeugte Gruppe (H,(D,), Hy(D,)} torsionsfrez ist.

Beweis. : ‘ -

1. Es wird vorausgesetzt, daB die Gruppe {H,(D,), H,(D,)} torsionsfrei ist. Man
betrachtet das Produktsystem D; X D,. Im Hilbertraum L2X, X X,) bilden
dann die Funktionen g¢,-g,, ¢; € @(D;)/x (i = 1,2) eine Orthonormalbasis. Die
Elemente dieser Orthonormalbasis sind Quasieigenfunktionen in L*X, X. X,).
beziiglich des durch die Formel Ul(g, - g;) = Up,(g,) - Up,(gz), g: € G(D;) (1 = 1, 2)

4%
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definierten Automorphismus U. Die Abbildung R, ,, die durch die Beziehung

Ruxalgs - g2) = Bogy) - Rofge), g: € &(D)  (i=1,2)

festgelegt ist, ist ein lokal-nilpotenter Endomorphismus auf der Gruppe {G(D,), G’(Dz)}
S L} X, X X,). Alle Elemente der erzeugten Gruppe

{H(Dl > H(De) = {RD, ( 1)s RD.G(Dz

sind daher Quasieigenwerte in L3 X, x X,) beziiglich U.

Offensichtlich ist {H(D,), H(D,)} kommutativ und abziahlbar. Beziiglich des Endo-
morphismus R, ., ist diese Gruppe torsionsfrei:

Zunichst zeigt sich, daB der Kern von R,., beziiglich {H(D,), H(D,)} enthalten
ist in der erzeugten Gruppe {H,(D,), Hz(Dz)} Gilt ndmlich

Ryxolhy - hy) =1,
d. h.
Bixolhy) = Bp(hy) = Bp,(h7t) = Ryxa(hs™?),

h; € HD,) (v = 1, 2), so ist fiir die eindeutigen Darstellungen

RByyo(hy) = ¢ fi-l
und
Byxolhy™) =c,-1-f;, c¢; €K, [ eQD)k (=12,

€1 fi-1=c¢"1-f, richtig. Wegen der Eindeutigkeit der Darstellung durch Ele-
mente der Orthonormalbasis fiir jede Funktion aus L} X, X X,) ergibt sich f;, =1
und f, = 1. Es gilt daher Rp (k) = ¢, d. h. &, € Hy(D,), und Ej (k) = ¢,71, d. h.
hy € Hy(D,).

Die erzeugte Gruppe {Hy(D,), Ho(D,)} ist torsionsfrei. Ist namlich &, -hA,
€ {Ho(D,), Hy(D,)} ein Gruppenelement mit der Eigenschaft. .

(hy - hz)” =1 fiir gewisses n € Z \ {0},

so zeigt man unter Benutzung der angegebenen Orthonormalbasis A," = h,™"
=c € K. Wegen der Torsionsfreiheit der Gruppen H(D;) (i =1,2) gilt dann
Rp (k) =1 und Rp(hy,"t) =1, d. h. ky € H(D,) und hy, ! € Hy(D,). Die voraus-
gesetzte Torsionsfreiheit der Gruppe {H,(D,), H,(D,)} liefert daher fiir alle Funktio-
nen hy - ky, by € Hy(D;) (7 = 1, 2), fiir die ein n € Z \ {0} mit (h, - h,)* = 1 existiert,
folgende notwendige Beziehung: A, %, = 1. Mithin ist {H,(D,), Hy(D,)} torsions-
frei.

Die Torsionsfreiheit der Gruppe {H(D,), H(D,)} folgt aus der Torsionsfreiheit der
Gruppe {Hy(D,), Hy(D,)}: Ist h'€ {H(D,), H(D,)} eine Funktion mit der Eigenschaft
h® = 1fiir gewisses n € Z \ {0}, so laBt sich, falls R,,,(k) & 1 gilt, wegen der lokalen
Nilpotenz von R, ., eine natiirliche Zahl m so bestimmen, da}

EUG(R) =1 und RT,(R) =f=1, [e{HyD)), Hy(D)},
richtig ist. Die Voraussetzung iiber % fithrt zu dem Widerspruch
1= RTx?(I) = Rinx2(h") = (R;nx2(h))" = /" :# 1.

Gilt andernfalls unter der Voraussetzung A* = 1, n == 0, die Beziehung R, ,(k) = 1,
so folgt A = 1, wie bereits oben gezeigt wurde.

-'Man betrachtet nun das Paar ({H(D,), H(D,)}, R,x,). Falls der Kern von R,,
in {H(D,), H(D,)} keine Untergruppe der Gruppe X ist, so bildet man {H(D,), H(D,)}
vermittels eines  Isomorphismus ¢, der der Beziehung ¢(c) = ¢ fiir alle Elemente ¢
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aus {H,(D,), Hy(D,)} geniigt, in K ab. Die Existenz eines solchen Isomorphismus ¢
ist wegen der Eigenschaften der Gruppe {H(D,), H(D,)} gesichert. (Vgl. [1], S. 519,
Lemma 3.)

Durch die Bedingung

: 4
R(f) = R(Q’(h)) = ‘P(Rlxe(h)): h € {H(D,), H(D,)}, = g(h),

wird ein lokal-nilpotenter Endomorphismus R auf ¢({H(D,), H(D,)}) definiert. Aus
den oben bewiesenen Eigenschaften folgt, daBl ({(H(D,), H(D,)}, R,x.) (bzw.
(p({H(D,), H(D,)}), R), falls eine Transformation erforderlich sein sollte) eine Endo-
morphismus-Gruppe bildet. Jedes dynamische System D € X¢*, fiir das die Beziehung

(H(D), Rp) =~ ({H(Dy), H(D,)}, Byx2)
(bzw. (H(D), Rp) ~ {g({H(D,), H(D,)}), R)) richtig ist, ist obere Schranke von D,

und D,.

2. Es wird vorausgesetzt, daB die Gruppe {H,(D,), H,(D,)} nicht torsionsfrei ist.
Existierte ein System D € X#* mit der Eigenschaft D; < D (¢ = 1, 2), so miilten
die Beziehungen (H(D;), Rp,) < (H(D), Rp), mit den vermittelnden Abbildungen
Vi: H(D;) - H(D) (i = 1,2) richtig sein. Es miiBte also insbesondere H,(D;)
= V,H(D;) S H\(D) (+ = 1,2), d. h. {H\(D,), H{(D,)} S H,(D), gelten. Die Vor-
aussetzung steht dann aber im Widerspruch zur Torsionsfreiheit der Gruppe H,(D).

Bemerkung. Man iiberzeugt sich leicht, dafl es dynamische Systeme D;, D, € X™*
mit der Eigenschaft @O(D,, D,) n X* = 0 gibt. Man betrachte z. B. zu beliebigem
System D, € X'* ein D, € X'*, das die folgende Eigenschaft besitzt: Es gibt eine
Konstante ¢, € H,(D,) 8o, daB ¢, = ¢ - ¢, fiir ein Element ¢, € H\(D,) gilt, wobei
¢ eine n-te Einheitswurzel aus K ist (¢ == 1, n == 0). Die Gruppe {H(D,), H,(D,)}
enthilt dann mit ¢ ein Element endlicher Ordnung, ist also nicht torsionsfrei.

Fiir die Menge der oberen Schranken zweier Systeme D,, D, € X* war die Eigen-
schaft O(D,, D,) 4 ¥ offensichtlich. Der Nachweis der Richtigkeit der Bedingung
0% D,, D,) &= 3 soll konstruktiv erfolgen. In den Beweis wird ein Element D, der
Menge %,(D,, D,) einbezogen. Nach einem Satz von H. FURSTENBERG ([4], S. 5)
existiert eine obere Schranke D von D, und D, derart, daB (L¥(X ), Up,) < (L*(X,),Up))
mit der vermittelnden Abbildung V;: L%*X,) — L¥X;) und (L*X,), Up,)
< (L¥X), Up) mit der vermittelnden Abbildung W;: L¥X,) - L¥X) (¢ = 1, 2),
mit der Bedingung W,V (fo) = W,V.(f,) fiir alle Funktionen f, € L*(X,) richtig ist.
Man betrachtet den unitédren Unterring 5# von L?(X), der durch die erzeugte Gruppe
{W,G(D,), W,G(D,)} aufgespannt wird. Das mod. Isomorphie eindeutig bestimmte
dynamische System, dessen Spektraltyp zu (3, Up) dquivalent ist, soll durch das
Symbol D’ bezeichnet werden. Die folgenden Hilfssiitze zeigen einige Eigenschaften
von (J#, Up). (Es werden dabei die angegebenen Bezeichnungen und Zusammen-
héange benutzt.) '

Hilfssatz 1. Es gilt W, H(D,) 0 W,H(D,) = W,V,H(D,) = W,V,H(D,).

Hilfssatz 2. Gilt fiir zwer Funktionen g, € G(D,), g, € G(D,) die Beziehung Rp(W,g,)
= Rp(Wsgs,), soexistiert exn Element gy € G(Dy) derart, daf g, = V(g,) und g, = c- Va(go),
¢ € K, richtig vst. : ’

Hilfssatz 3. Die Funktionen f, - f, € (W,Q(D,), Wo,G(DM g, f; € W,G(D))
(z = 1, 2) bilden in S ein Orthonormalsystem. ’ : -

Durch Ry(f, - f2) = W\Rp,(g1) - WoBp,(g2), fi = Wilg:), gi € G(D;) (2 =1, 2) wird
auf der Gruppe {W,G(D,), W,G(D,)} ein Endomorphismus bestimmt, der jeder
Funktion dieser Gruppe ihren Quasieigenwert beziiglich Uj zuordnet.
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Hilfssatz 4. Fiir jeden Quasieigenwert h € {W,G(D,), W,G(D,)} in # existiert
evne Funktion g € {W,G(D,), W,Q(D,)}/x mit der Eigenschaft Ry(g) = h.

Hilfssatz 5. Der unitire Ring 3# mit dem aufgeprigten Automorphismus Uj, st
ergodisch. .

Firr beliebige zwei Systeme D,, D, € X'* existiert also stets eine ergodische obere
Schranke mit quasidiskretem Spektrum. Der folgende Satz benutzt das System D',
um die Beziehung 0*(D,, D,) % 9 nachzuweisen.

Satz. Fiir beliebige 2wer Systeme Dy, D, € X °* gilt O*(D,, D,) = J.

Beweis. Man konstruiert, wie oben angegeben, zu D, und D, das System D'
Dann gilt D’ € O%(D,, D,): D’ € O(D,, D,) ist aus der Konstruktion offensichtlich.
Ist D” € O(D,, D,) ein dynamisches System mit der Eigenschaft D" < D, so folgt
D" ~ D', wie man auf nachfolgende Weise einsieht.

Es gelte

(Lo(X)), Up) < (L3X"), Up~) mit der vermittelnden Abbildung

Z;: L¥(X;) — LA X"),

(LAX"), Up) < (o#, Up) =~ (L*X’), Up) mit der vermittelnden Abbil-
dung Z: L3 X") — 2,

(LA X,), Up,) < (L¥X;), Up,) mit der vermittelnden Abbildung

V,': Lz(Xo) - L2(X,) und

(LZ(X;), UD‘) = (5%, Up) mit der vermittelnden Abbildung

W LAX) > # (i =1,2)

1. Sind ¢; € G(Dy)/x (# =1,2) zwei Funktionen mit der Eigenschaft W,(g,)
= Wo(g,), so gilt auch ZZ,(g,) = ZZ,(g,). Sind ndmlich die Funktionen g; Elemente
von G4(D;)/x (7 =1, 2), so folgt aus der Ergodizitit von Up, und den Hilfssitzen
1—3 leicht die Behauptung. Durch Induktion nach der Ordnung der Quasieigen-
funktionen zeigt man, ebenfalls unter Heranziehung der Ergodizitit von U, und
der Hilfssitze 1—3, die Richtigkeit der Aussage fiir beliebige Quasieigenfunktionen
g; € G(D;)/x mit der Eigenschaft W,(g,) = W,(go). .

2. Die Gruppe G(D,)/x kann vermittels der multiplikativen, isometrischen Ope-
ratoren ZZ,V, und ZZ,V, in die Gruppe {ZZ,G(D,)/x, ZZ,G(D,)/x} isomorph ein-
gebettet werden. Beweisteil 1 zeigt, dall ZZ,V(go) = ZZ,V,(g,) fiir alle Funktionen
go € G(D,)/ g richtig ist.

3. Nimmt man an, da D" < D’ gilt, so ergeben sich folgende Zusammenhinge:
Aus Hilfssatz 4 und 5 folgt, daB die Gruppe {W,G(D,), W,G(D,)} alle Quasieigen-
funktionen aus 5 enthilt. Da die Abbildung Z-die Faktorbeziehung zwischen
(Lz(X”), UDu) und (5, Up) vermittelt, besitzt sie speziell auch die Eigenschaft,
die Gruppe der Quasieigenfunktionen {Z,G(D,), Z,G(D,)} in die Gruppe {W,G(D,),
W,G(D,)} abzubilden. Wegen der Annahme muB dann

{ZZ1G(D1)’ ZZ2G(D2)} < {W1G(D1)» W20(D2)}

richtig sein. Daher 18t sich die Gruppe {ZZ,G(D,)/x, ZZ,Q(D,)/x} durch einen in-
jektiven Homomorphismus stets nur in die Gruppe {(W,Q(D,)/x, W.G(D,)/x} ab-
bilden. Es existieren daher Funktionen g; € G(D;)/x (¢ = 1, 2) mit den Eigenschaften

Wilg)) + Welge), - (1)
2Z\(gy) = ZZy(g,). (2)
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Es seien g,, g, s0 ausgewihlt, daB sie den Beziehungen (1) und (2) geniigen. Fiir die
erzeugte Gruppe {ZZ,V ,3(Do)/ x, ZZ,(g,)} gilt dann:

H(Do) ~ ZZ,V\Q(Do)l x = {ZZ,VG(Do) x, ZZ\(g1)} '
{ZZ,V \G(Dy), ZZ\(g:\)} x = {ZZ,V H(Dy), ZZ\Ep,(g:)},

(vgl. [1], S. 516), und
(22,V,H(D), 22,Rp,(g)} = 12Z,V:H(D), Z2,Ro,(2)} -

Dabher sind die folgenden Beziehungen richtig:

4 (2Z,V\H(D,), Ry) < {122,V H(D,), ZZ\Rp,(g\)}, Bp) < (ZZ,H(D,), Ry)

und |
{22,V H(D,), ZZ\Rp(9\)}, Ro) = ({Z2Z,V,H(D,), ZZ;Ry(g>)}, Rp)

< (ZZ,H(D,), Rp).
Es existiert also ein System D’ € X'*, das folgende Eigenschaften hat:
(H(Dy), Rpyy < (H(Dy), Bp;) = ({ZZ,V,H(Dy), ZZ:Rp,(g:}}, Bp)
S(HDy), Byy (1= 1,2).

Das widerspricht aber der Voraussetzung Dy € %,(D,, D,). Es gilt folglich

{ZZ,G(D), ZZ,G(D,)} = {W,G(Dy), W.G(D.)}.

Der von der Gruppe {ZZ,G(D,), ZZ,G(D,)} erzeugte unitire Ring ', stimmt daher
mit 5 iiberein. Damit ergibt sich s# = #, S ZL¥X") S #. D" und D’ sind also
isomorphe dynamische Systeme. 8

Satz. Qult fiir zwei Systeme D,, D, aus X* die Bezichung O(D,, Dy) n X™* + a,
s0 ist auch O*(D,, D,) n X* &= @ richtig. ™ -

Beweis. Die Menge S = O(D,, D,) n X" *,A ausgestattet mit der Faktorbeziehung
als Ordnungsrelation, ist eine induktiv geordnete Menge. Ist ndmlich (D;');¢ eine
beliebige (fallend geordnete) Kette aus ./, gilt also

(H(D}1y), R, ) < (H(D), Boy)

mit der vermittelnden Abbildung V;: H(D;,,) - H(D;') (i € I), so ist jedes dyna-
mische System D, dessen Endomorphismus-Gruppe dquivalent ist zu

i—1
( Q ( bii V,~) H(D{) n H(Dy"), R) ,

il \j=1
i1
untere Grenze der betrachteten Kette in . (Dabei bezeichne [] V; die Hinter-

=1
einanderausfithrung der Homomorphismen V; (j =1, ..., 7 — 1).) Die Anwendung
des Zornschen Lemmas ergibt, daB in . ein beziiglich der betrachteten Ordnungs-
relation minimales Element D, existiert. Da die Klasse J¢'* faktorerblich ist, ist
D, zugleich auch minimal in @(D,, D,). Es gilt also D, € *(D,, D;) n X*. &

Satz. Gilt D,, D, € XX'*, so enthiilt die Menge O*(D,, D,) n X™*, sofern sie nicht
leer ist, mod. Isomorphie genau ein Element.

Beweis. Es gelte D, D’ ¢ 0* (D,, D;) n *. Fiir_jedes System D € (D, D’
trifft dann, da D,, D, € %(D, D’) richtig ist, D; < D (+ = 1, 2) zu. Wegen D, D’
€ 0%(D,, D,) folgt daraus sofort D ~ D' und D~ D,d.h. D~ D'. B
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Bemerkung. Die von W.PARRY in der Arbeit [11] durchgefiihrten Unter-
suchungen fiir spezielle obere Schranken unipotenter affiner Transformationen lassen.
sich in die vorliegenden Betrachtungen auf folgende Weise einordnen :

Man priift leicht nach, daB fiir zwei Systeme D,, D, € X'* genau dann eine voll-
ergodische obere Schranke existiert, wenn O(D,, D,) n )¢'* =+ & gilt. (Sei namlich
O(D,, D)) no* =@, d. h. {H(D,) ,H,(D,)} eine nichttorsionsfreie Gruppe, dann
enthilt der Hilbertraum-L* X) jeder vollergodischen oberen Schranke D von D,
und D, einen Eigenwert endlicher Ordnung (beziiglich U,): Ist C=2¢ -G
= Rp (f,) Bp(f,) eine n-te Einheitswurzel, (n # 0), dann gilt

Up(sxfl < Sofa) = ¢+ (81/) - (Sofe) (e; € H\(Dy), f; € G(Dy),
Bo(f) =ei (i=1,2),

wenn 8; die Faktorabbildungen zwischen D; und D darstellen. Die Existenz eines
Eigenwertes endlicher Ordnung widerspricht aber der vorausgesetzten Vollergodi-
zitit von D. Die Richtigkeit der umgekehrten Behauptung ist offensichtlich.)

Benutzt man die Bezeichnung

A/ = Menge aller dynamischen Systeme, die eine Darstellung durch eine unipotente
affine Transformation auf einer Nilmannigfaltigkeit besitzen, .
so liefert Theorem 2.2 aus [11] fiir Elemente aus 2¢* folgendes Resultat:

Satz. Fir beliebige zwei Systeme Dy, D, € X* 0l mit ODy, D)0 X *=+ O
existiert stets ein minimales Element in O(D,, D,) n A.
(Minimalitit ist hier beziiglich der Faktorrelation gemeint.)

Unter den im Satz angegebenen Voraussetzungen fiir D,, D, € X'* ergibt sich
dariiber hinaus mit Hilfe des zitierten Theorems von W. Parry, daB jedes voll-
ergodische System aus 0¥(D,, D;) eine Darstellung als unipotente affine Transfor-
mation auf einer Nilmannigfaltigkeit besitzt. Das Ergebnis von W. PARRY ermoglicht
also, fiir spezielle Systeme aus ) * Eigenschaften der Menge ihrer minimalen oberen
Schranken von einem andersgearteten Aspekt aus, als es in der vorliegenden Arbeit
getan wird, zu beschreiben.
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