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Obere and untere Sehranken vollergodiseher dynamiseher Systeme 
mit quasidiskretem Spektrum 

K. IIASLErt 

In jeder Masse dynamiseher Systezne induziert der Faktorbegriff eine Ordnungsstruktur, 
bezuglich der gemeinsame Faktoren und gemeinsame Vielfache zweier dynamischer Systeme 
studiert werden können. Diese Fragestellungen werden im folgenden speziell für die Kiasse 
der vollergodischen dynamischen Systeme mit quasidiskretem Spektrum untersucht und ins-
besondere Bedingungen dafur angegeben, wann maximale untere bzw. minimale obere Schran-
ken in	existieren. 

B Ka)i{1oM Knacee AHHamvi qecKffx CUCTeM noHHTHe 4iawrop4 onpeeJrneT nOpROK, OTHOCH-
TeJmH0 KOTOpOI'O MO}RH0 113y'I14Tb coBMecTIiue IlaKTopIz H coBMecTHhle KpaTH}le JJIH JI106LIX 

HHarduqecx1Ix cscrei. B noczeAywimem BOH0C 0 coBMecTm.zx 4aKTopax H COBMCfl[UX 
}cpaTuNx paCCMaTpHBaCTCH, B qaCTHOCTH, B Rnacce it BnoJIHe aproaecix gsmaMn-
'lecKHx CHcTeM C KBa8WJU1CHPeThL.M cuex'rpoM It 1a1oTcH yCTIOBI4H CUCCTBOBHMH JJ1H 
MaKdHMa.ublIMx HII?KUL1X H MIIHHMa.nbHazx BXHHX FBHI B it. 
For every class of dynamical systems the factor conception induces an order structure. With 
respect to this structure one can regard common factors and common multiples of any two 
dynamical systems. In the following this question is studied for the class X* of totally ergodic 
dynamical systems with quasidiscrete spectrum and conditions of existence and of uniqueness 
are considered for maximal lower and minimal upper bounds for any two systems of X'*. 

1. Einleitung 

1st (X, .9', m) ein Mallraurn (im folgenden stets Lebesguesch) und T eine maBtreue 
Transformation in (X, .5°, m), so heiBt das Quadrupel D = (X, .9', m, T) ein dyna-
misches System. Für dynainische Systeme hat sich insbesondere das Problem der 
Isomorphieinvarianten als wichtige und zugleich in vielen Fallen schwierige Frage-
stellung erwiesen. 

Vollstandige Losungen dieses Problems sind z. B. für die Kiassen der ergodischen 
Systeme mit diskretem Spektrum (durch J. v. NEUMANN und P. HALM0s, [7]), der 
vollergodischen Systeme mit quasidiskretem Spektrum (durch L. M. ABRAMOV, [11) 
und der Bernoulli-Schemata (durch D. ORNSTEIN, [91) gefunden worden. Eine urn-
fassende Beschreibung des Isomorphieproblems in der Klasse der K-Automorphis-
men [10] liegt dagegen nicht vor. 

Neben Isomorphiebetrachtungen haben in den letzten Jahren auch Untersuchun-
gen uber Faktoren dynamischer Systerne verstärktes Interesse geftmden. Ihr Zu-
sammenhang mit Isomorphieproblenien liegt auf der Hand: 1st von zwei dynamischen 
Systemen jedes Faktor des anderen, so sind sie (wenigstens) zueinander schwach 
isomorph [13]. Zum Beispiel wurde die Frage der Faktorerblichkeit in vorgegebenen 
Kiassen dynarnischer Systeme für wichtige Falle untersucht. (Eine Kiasse I wird 
faktorerblich genannt, wenn aus D E stets D' E für jeden Faktor .D' von D 
folgt.) So konnte für ergodische dynamische Systenle mit diskretem Spektrum [7],
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für vollergodische dynamische Systetne mit quasidiskretem Spektrum [5] und Ber-
noulli-Schemata [10] Faktorerblichkeit nachgewiesen werden, was aber gerade in 
den letzten beiden Klassen nicht trivial ist. Das zeigt, dalI trotz gut handhabbarer 
Tsomorphieinvarianten Untersuchungen zur Faktorbeziehung in einer Masse 
dynamischer Systeme ein kompliziertes Problem darstellen können. Die Gaullschen 
Systerne liefern ein Beispiel für eine nichtfaktorerbliche Klasse [8]. 

Auch bei den von H. FURSTENBERO [4] definierten Begriffen extremer Nicht-
isomorphic dynamischer Systeme (Disjunktheit, Teilerfremdheit) spielen Faktoren 
dynamischer Systeine eine wichtige Rolle. 

Interessant sind ebenfalls Resultate, die sich mit der Kennzeichnung besonderer 
Faktoren beschaftigen. Der Satz von J. Sti, daB in jedes dynarnische System mit 
posit.iver Entropie ein Bernoulli-Schema derselben Entropie eingebettet werden 
kann [13], die Ergebnisse von M. PLNSKER über die Existenz eines maximalen 
Faktors der Entropie 0 für jedes dynamische System [12] oder die Untersuchungen 
von W. PARRY über maximale Faktoren mit einer Darstellung als unipotente affine 
Transformationen auf Mannigfaltigkeiten für vollergodische dynamische Systeme 
[ii] sind Beispiele für wichtige Ergebnisse in dieser Hinsicht. 

Angeregt durch solche Resultate werden in dieser Arbeit in der Masse der 
vollergodischen dynamischen Systeme mit quasidiskretem Spektrurn vor allem zwei 
Probleme untersucht: 

a) Existenz und (eventuelle) Eindeutigkeit maximaler gemeinsamer Faktoren für 
zwei Systeme D 1 , D2 E 3f, 

b) Existenz und (eventuelle) Eindeutigkeit rninimaler Vielfachen für zwei Systeme 
D1,D2E.I(*. 

In der Masse X* die Losungen für die oben fornulierten Probleme aus der 
Kenntnis des Tsomorphieinvariantensystems nicht unmittelbar angebbar. Sie lassen 
den Strukturreichtum der Masse X" von einem anderén Betrachtungspunkt aus 
deutlich werden, als ihn Isomorphieuntersuchungen eröffnen. 

Für eine Anwendung dieser Ergebnisse auf Disjunktheit dynamischer Systeme 
sei auf [6] verwiesen. 

2. Vollergodisehe dynamisehe Systeme mit quasidiskretem Spektruni 

Es sei D = (X, b, m, T) ein dynamisches System. Tm folgenden wird der Hilbert-
raum der auf X definierten, quadratisch integrierbaren Funktionen durch L2(Z) 
bezeichnet werden, durch U0 der durch den Autornorphismus T auf L2(X) induzierte 
isometrische Operator: UD(/) = /o T (/ E L2(X)). 

Für jedes dynamische System D lkBt sich die multiplikative Gruppe 0 c L2(X) 
der Funktionen / E L(X) betrachten, die die Eigenschaft Jfj = 1 m-f.ü. besitzen. 
lJnter Benutzung der Restriktion des Operators UD auf 0 lällt sich auf folgende 
Weise ein Endomorphismus R0 auf 0 definieren: 

RD(/)=UD(/).J	(lEG). 

Daraus folgt unmittelbar die Beziehung 

U0(/) =RD(/) . /	(fEG). 

Die Funktion R0(/) wird Qua8iei'enwert der Qua8ieigen/'unktion / E 0 genannt. Auf 
der Grundlage dieser Festsetzungen bestimmt man für alle n 6 N u {0} durch 

G(D) = R0 ({zE C: Izi = 1}) = {t E 0: R0t1 (1) 6 K = {z € C: Izi = 1}}
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die Menge dér Quasieigenfunktionen n-Icr Ordnung (von UD) und durch 

H(D) RDGfl(D) 

die Menge der Quasieigenwerte n-ter Ordnung (von UD). Entsprechend wird 

0(D) =uO(D) 

als Menge der Quàsieigenfunktionen von UD und 

11(D) =uH(D) 

als Menge der Quasieigenwerte von UD bezeichnet.') 

Für ergodische dynamische Systerne haben die eingefuhrten Begriffe folgende 
Eigenschaften: 

1. Die Mengen 0(D), 11(D), G(D) und H(D) (ii EN. u {O}), sind multiplikative, 
abelache Gruppen. 

2. Die Gruppe 11(D) ist höchstens abzählbar. 
.3. Die Abbildung RD ist ein lokal-nilpotenter Endomorphismus auf 11(D). 
4. Es gilt H(D) 9 H +1 (D)	G,,(D)	0 + 1(D) (n € N u {0}).2) 
5. 0,,(D) + 0.1 (D) gilt genau darn, wenn H(D)	H, 1(D) richtig 1st, undes 

inipliziert G0(D) == G 1(D)	...	G(D) und H0(D) + H1(D) +	rl= H(D). 
6. Gehoren die Ftmktionen /1, /2 € 0(D) zum gleichen Quasieigenwert, so. gilt 

/1 = c /2, wobëi c ein Element der Gruppe K ist. 
1st die maBtreue Transformation T vollergodisch, sind also alle Abbildungen T" 

(n € N), ergodisch, so gilt zusätzlich noch folgende Eigenschaft: 
7. Quasieigenfunktionen zu verschiedenen Quasieigenwerten sind orthogonal.3) 

Ein dynamisehes System D = (X, .9', m, T) heiBt vollergodisch und von quasi-
diskretem Spektrum, wenn T ein vollergodischer Automorphismus auf (X, .9', m) ist 
und der Hilbertraum L2(X),au.fgespannt wird durch die Gruppe der Quasieigenfunk-
tionen 0(D) von UD .	 .	.	 . 

Jedem dynamischen System D aus der Klasse . 'r der vollergodischen dynarnischen 
Systeme mit quasidiskretem Spektrum kann das Paar (H(D), RD) zugeordnet werden, 
das durch die Gruppe H(D) seiner Quasieigenwerte und den zugehorigen Endo-
niorphismus RD bestimmt wird. Aus dern Vorangegangenen geht hervor, daB die 
Komponenten jedes soichen Paares bestimmte algebraische Eigenschaften auf-
weisen. Das gibt AnlaB, these Paare, die den Elementen der Klasse	zugeordnet 
werden konnen, algebraisch zu beschreiben.	 . 

Definition. Jet A eine torsionsfreie, abelsche, abzahlbare Gruppe und S 
ein auf A definierter, lokal-nilpotenter Endomorphismue mit der Eigennchaft 
A 1 = (a € A: Ba = 11 K, so wird das Paar (A, 5) eine Endomarphi8mu8-Gruppe 
genannt. 

1)Die Einfuhrung der Begriffe der Quasioigenfunktionen und -werte für dynamieche Systeme 
cntspricht dem Vorgehen in der Arbeit [3], S. 215/216. 
2) Fur die Relation des mengentheoretischen Enthaltenseins wird im folgonden stets das 
Zeichen ,," verwendet. Soil das die Gieichheit ausschiieBende Enthattensein bezeichnet 
werden, so wird das Symbol ,," benutzt. 
3)Zum Beweis der genannten Eigenschaften vgl. z. B. [1] oder [7].
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Definition. 1. Zwei Endomorphismus-Gruppen (A, 8) und (A', 2') werden 
aquivalent genannt (im Zeichen: (A, 8) (A', 8')), wenn ein Isomorphismus V. 
von A auf A' existiert, der folgende Eigenschaften besitzt: 

1. V(a)=a	(aEA1), 

2. VS(a)=S'V(a)	(aEA). 

2. Zwei Endomorphismus-Gruppen (A, 8) und (A', 2') stehen in der Relation „” 
zueinander (in Zeichen: (A, 2) ^5 (A', 2') bzw. (A, 8) (A', 2') mit der vermitteinden 
Abbildung W, falls der vermitteinde Homomorphismus W von A in A' für die Be-
trachtung von Bedeutung ist), wenn ein injektiver Homomorphismus W von A in A' 
existiert, der folgende Eigenschaften besitzt: 

1. W(a)=a	(aEA1), 

2. W2(a) = 8' W(a)	(a E A).') 

Die Relation ,, " bestimmt für Endomorphismus-Gruppen, benutzt man die an-
gegebene Aquivalenzrelation, eine Ordnung. L. M. ABRAMOV wies in seiner Arbeit 
[1] den eineindeutigen Zusammenhang zwischen den Elementen der Klasse i' 
und den Aquivalenzldassen von Endomorphismus-Gruppen nach. Es kann nicht nur 
jedem dynamischen System .aus )(9c eine Endomorphismus-Gruppe, mimlich das 
Paar (11(D), RD), zugeordnet werden, auch die umgekehrte Beziehung ist rich tig. 
Zu jeder Endomorphismus-Gruppe (A, 8) existiert ein System D E t' derart, daB 
(A, 8) (11(D), RD) gilt. 

L. M. ABBAMOV bewies, daB die Menge der Aquivalenzklassen der Endomorphis-
mus-Gruppen ein vollstandiges System von Tsomorphieinvarianten fur die Klasse .t' 
bildet. Zwei dynamische Systeme aus .t'' sind genau dann isomorph, wenn ihre 
Endomorphismus-Gruppen aquivalent sind.5) 

3. Faktoren dynamischer Systeme aus K 

Der Begriff des Faktors eroffnet eine Moglichkeit, Beziehungen zwischen dynami-
schen Systemen zu erschlie8en und darzustellen. 

Definition. Ein dynamisches System D1 = (X 1 , $", m 1 , T 1 ) wird Faktor des 
dynamischen Systems D2 = (X21 9'21 m2 , T2) genannt, wenn es eine multiplikative 
Isometrie V: L2(X 1 ) -* L2 (X2) gibt, die der Bedingung VUD, = UD.V genugt. (In 
Zeichen: D1 :H-^- D2 oder, falls die Abbildung V für die Untersuchung von Bedeutung 
ist, D 1 ^ D2 mit der vermitteinden Abbildung V.) 

Für die Betrachtung des Faktorbegriffes für dynamische Systeme aus 't'' lieferten 
F. Hu und W. PARRY [5] einen wichtigen Beitrag. Sie wiesen nach, daB die 
Kiasse X faktorerblich ist. 

4)1st für zwei Endomorphismus-Gruppen, die in der Relation ,, " zueinander stehen, weseut-
lich, daB sie nicht auch äquivalent sind, so wird das Symbol ,," ersetzt durch des Zeichen 

5) Zwei dynamische Systeme D1 , D2 sind bekanntlich genau dann isomorph (= konjugiert in 
der Terminologi2 P. Halmos'), wenn es einen multiplikativen, isometrisehen Operator V: 
L2(X1) , L2(X2) mit folgenden Eigenschaften gibt: 
1. VL2(X1 ) = L2(X2), 
2. VUD1 (1) = UDS V(/),	/ E L2(X1).
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Satz (HBx, PARRY). 18t D2 elm Element der Masse .'t und D 1 elm dynamisehes 
System mit der Eigen8chaft D1 D2, 80 gilt D1 € ..i*'. 

Die Untersuchung der Faktoren eines dynamischen Systems aus it führt wegen 
der Faktorerblichkeit dieser Masse nicht aus ihr heraus. Da jedem System aus 
auf eineindeutige Weise (mod. Aquivalenz) eine Endomorphismus-Gruppe zuge-
ordnet werden kann, wird sich die Beziehung zwischen einem System aus	und
jedem seiner Faktoren in emer bestimmten Beziehung der zugehorigen Endomorphis-
mus-Gruppen widerspiegein. Der nachfolgende Satz zeigt diesen Zusammenhang auf. 
(Dabei wird auf die in Paragraph 2 betrachtete Ordnungsrelation für Endomorphis-
mus-Gruppen Bezug genommen.) 

Satz. Für zwei dynamisehe Systeme D1, D2 aus .)t'' gilt D 1 D2 genau dann, 
wenn für ihre Endomorphi8mu8-Gruppen die Beziehung (H(D1 ), RD) (H(D2), ED,) 

richtig 1st. 

Beweis. 1. Gilt D1 ;5 D2, existiert also eine multiplikative Isometrie V: L2(X1) 
—±

 

L2 (X2), die die Bedingung VUD = UD.V erfüllt, so lassen sich leicht folgende 
Eigenschaf ten des Operators V nachprufen: 

1. restrH(1) V: H(D 1 ) -- H(D2). 
2. restrff(D ,) V ist eine multiplikative und injektive Abbildung. 
3. Es gilt V(g) = g, (g € H1(D1)). 
4. Es ist VR 1(g) = R,V(g), (g € 11(D1)), richtig. 

Diese Eigenschaften zeigen, dal3 (H(D1), RD.) ;5 (H(D2 ), RD,) mit der vermitteinden 
Abbildung W = rcstr H(D L)V von H(D1) in 11(D2 ) gilt. 

2. Es wird die Beziehung (H(D1), RD) ;5 (11(D2), RD.) mit der vermitteinden Ab-
bildung V: H(D1) -- 11(D2) vorausgesetzt. Jeder Endomorphismus-Gruppe (H, B) 
kann ein unitãrer Ring mit aufgepragtem Automorphismus zugeordnet werden. 
(Vgl. [1], S. 522-524.) Der Raum .°(H) aller auf H definierten, komplexwertigen 
Funktionen f, die der Bedingung 

EIf(c)1 2 < 00 
cell 

genügen, wird mit folgendem Skalarprodukt und folgender Multiplikationsoperation 
ausgestattet: 

V, g) =' AC) .g(c), 
cEll 

g) (c) =/(a).g(b), 
o.bEH 
obc 

wobei die Produktfuuktion f . g existiert (in °(H)), wenn 

El Ef(a).g(b)Il<oo 
c(ll o.bEH 

gilt (f, g € O(H)) 

Mit diesen Festlegungen wird .°(H) zum unitären Ring. Durch die Bedingung 
U(10) = Z(a) . Jo wird für die Elemente der Orthonormalbasis {1} VOfl °(B), 
die definiert sind durch 

=	 (a,c€H), 10(c)	
{ 1, falls a = 

0, sonst,
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ein isometriseher Operator konstruiert. Dabei ist Z em (beliebiger) 'Tsoiuorphismus 
der Gruppe H in die Kreisgruppe K, der die Eigenschaft Z(a) = a für alle a E Hi 
besitzt., Die lineare Fortsetzung von U auf den gesamten Ring liefert einen multipli-
kativeri, unitären Operator von 0(H) auf sich. 

Es seien irn folgenden (.°(H(D1)), U) (i = 1, 2), unitäre Ringe mit aufgepragten 
Automorphismen, die auf die angegebene Weise den Endomorphismus-Grupen 
(H(D1 ), R) zugeordnet sind. Man betrachtet nun die Endomorphismus-Gruppe 
(VH(DJ ), ED,) und den zugehorigen unitären Ring mit áufgepragtem AutomOrphis-
hius (°( VH(D 1 )), U), wobei der Automorphismus U dureh die Bedingung - 

U(10) = Z(a)	1R, .(a) 

mit Z(a) = Z1 V'(a) (a *E' VH(D 1 )) festgelegt sei. 
Durch die Bestimmung W(10,) = 1 Vo, (a1 E H(D1)) und anschlie8ende lineare 

Fortsetzung des Operators W auf den ganzen Raum ."(11(D1 )) wird eine riiulti'pli- 
kative Isometrie von .r(H(D1 )) auf ar(VH(D1 )) definiert, für die die Eigenschaft 
UW(/) = WU1(/) (/ E .f'(11 (D 1 ))) gilt. 

Sowohi dem unitären Ring mit Automorphismus (f(V11(D1)), U) als auch dein 
unitären Ring mit Automorphismus ('( VH(D1 )), U2) entspricht gemal3 der Kon-
struktion zu Beginn dieses Beweisteils die Endomôrphismus-Gruppe (VH(D1 ), RD,). 
Es kann gezeigt werden, daB für jedes dynamisehe System D E dessen Eñdo-
morphismus-Gruppe (11(D), ED) isomorph zu (VH(D 1 ), ED,) ist, multiplikative iso-. 
metrien	- 

S: L2(X) - .Yt'(VH(D1)) und S2 : L2(X) -*.r(V11(D1)) 

mit den Eigenschaften 
S(L2(x)) = .1"(i'II(D1))	(i = 1 2) 

und	 S 

SI UD = US 1 , - S2 UD = U2S2 

existieren. (Vgl. [11.) 
Man betrachtet nun den Operator YV = S2S'W, der den unitaren Ring .*'(H(D1)) 

in Aen untären Ring .(H(D2 )) .bbildet. Man zeigt leicht, daB die Abbildung 'V 
eine midtiplikativ6 Isometrie ist, die der Bedingung VU 1 = U2V 
dem gilt: Die Spektraltypen (L2(X1),

	

	
genugt. AuBer-

UD,) besitzen die Eigenschaft: es existieren 
multiplikative Isometrien 1r1 : L2(X,) —**'(H(D1)) (i =1 2), wobei 
= .°(H(D1 )) und IVI UDI = U#' 1 (i = 1, 2) zutrifft. (Vgl. [1].) 

Daher ist die Beziehung D 1 D2 mit der die Faktoreigenschaft vermittelnden 
Abbildung S = V2 'YVV1 richtig. I 

Bemerkung. 

1. Der vorangegangene Satz ermoglicht eine einfaehe .Beweisfuhrung für den 
bekannten Sachverhalt, daB in der Kiasse .(* die Begriffe der starken und der 
schwachen Isomorphie ubereinstimmen. L. M. ABRAMOV bewies, daB zwei dynaniische 
Systeme aus genau darin (stark) isomorph sind, wenn ihre Endomorphismus-
Gruppen (11(D 1 ), ED,) und. (11(D2), RD.) aquivalent sind [1]. Nach der Definition von 
J. SINAI [13] werden zvei Systerne D 1 , D2 schwach isoinorphgenannt, wenn sowohi 

D2 als auch D2 D gilt. Der vorangegangene Satz zéigt, daB schwache Iso- 
morphie für dynamische Systeme D 1 , D2 aus .)1' gleichbedeutend ist mitdem gleich-
zeitigen Gelten der beiden Relationen 

(11(D1 ), R0,) ^5 (11(D2 ), ED,) und (11(D2), RD.) :—< (11(D 1 ), ED).
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1)a die -Relation für Endomorphismus-Gruppen aber eine Ordnung ist, .ent-
spricht das gerae der Aquivalenz der zwei Endomorphismus-Gruppen. 

2. Der angegebene Satz ernioglicht einfache Folgerungen, die vor allem die prak-
tisehe Untersuchung uber das Verhältnis von zwei vorgegebenen dynamischen 
Systemen aus .t erleichtern können: 

So folgt für zwei Systeine D1, D2 aus 't' aus der Beziehung D 1 D2 stets 
111 (D 1 )	H1 (D2); die Umkehrung dieses Satzes ist natürlich i. a. falsch. 

Bezeicimet man durch n(D 1 ), n(D2) die Halmos-Invarianten der Systeme D, D 
aus X, dana ergibt sich nut obigem Satz unmittelbar: Die Bçziehung D1 1)2 
hat die Eigenschaft n(D 1 )	n(D2) zur Folge. 

4. Untere Schraiiken dynamiseher Systeme aus it" 

Bei der Strukturuntersuchung der Kiasse mit Hilfe des Faktorbegriffes . ist és 
naheliegend, nach der Beschaffenheit der gemeinsamen Faktoren zweier oder mehr 
dynamischer Systeme aus .f zu fragen. 1w folgenden wird nur die Mernge der 
gemeinsamen Faktoren für beliebige zwei Systeme aus f" untersucht. Die angefuhr-
ten Resultate lassen sich. aber ohne Schwierigkeiten auf den Fall . einer beliebigen 
endlichen Zahi von Systemen aus	veraligemeinern. Die Betrachtung einer ab-
zählbaren oder überabzählbaren Anzahl von Eleinenten aus	bezuglich derilinen
allen gemeinsamen Faktoren bedarf neuer Uberlegungen. 

Definition. Sind D1 , D2 Elemente aus so wird ein dynamisches System DG 
untere &hranke von D1 und D2 genannt, wenn b,;5 D• (i = 1, 2) gilt. Ein dynami-
sches System D0 wird niaximale untere &hranke von D 1 und D2 genannt, wen  gilt: 

1. Do ist untere Schranke von D 1 und D2. 
2. Für jedes'dynainische System D mit der Eigenschaft D0 D D1 (1 = I, 2 

ist D0	D richtig. 
Bezeichnung. Die Menge der unteren Schranken zweier Systeme D1 und D 

wird durch 4?1(D 1 , D2) bezeicknet, die Menge der maxirnlen unteren Schrañken 
durch W(D1 , D2). 

Die Definitionen der unteren und der niaximalen unteren Schranke können auf 
die angegebene Weise für Elemente aus beliebigen Kiassen dynamiseher Systeme 
getroffen werden. Die faktorerbliche Kiasse .'t der ergodischen dynamischen Systeme 
mit diskretem Spektrum liefert eine einfache Moglichkeit dafür, sich die betrachteten 
Mengen 0&(D 1 , D2) und 4'1(D1, D2) (D1 , D2 E X') am speziellen Beispiel zu ver-
anschaulichen. Benutzt man das von Neumannsche vollständige System von -Iso-
morphieinvarianten für die Kiasse .t', so lassen sich leicht .folgende Zusammenhange 
nachprufen: Die Menge '(D 1 , D2 ) wird für beliebige zwéi Systeme D 1 , D2 aus 
durch alle Elemente aus X gebildet, deren Eigenwertgruppen enthalten sind imn 
Durchschnitt der. Eigenwertgruppen von D 1 und D2. Als (mod. Isomorphie) em-
deutig bestimmte maximale untere Schranke von D 1 und D2 erweist sich dasjenige 
System aus ., dessen Eigenwertgruppe glich dem Durchschhitt der Eigenwert-
gruppen von D1 und D2 ist. 

Die Mengen 0 i!(D 1 , D2)und 1(D1, D2 )weisen für beliebige SystemeD 1 , D2 aus 
entsprechende Eigenschaf ten auf. Mit Hilfe des Faktorkriteriums für	können die
Elemente aus QI(D 1, D2 ) (D1 , D2 E i(*) durch Forderungen an die Beschaffenheit 
ihrer Endomorphismus-Gruppen beschrieben werden. Es la8t sich zeigen, daB die 
Menge '?1(D1, D2 ) für beliebige Systeme D1, D2 aus X* 	auf Isomorphie) genau
ein Element enthält. Der Nachweis hierfiir soil in zwei Schritten erfolgen.



48	K. HASLER 

Satz. Gilt D1, D2 E if'* 	D E QI(D 1 , D2), so existiert ein dynamische8 System
D0 E '3'(D1, D2) mit der Bigenscha/t D D0. 

Beweis. Es scien 

DE'W(D1,D2) und q ={D' E 4!(D 1 , DO: D :!^:D'}. 

'?/ ist nicht leer. Der Faktorbegriff für dynamische Systeme induziert für die Menge 
eine Ordnung. Für Systeme D', D" E 021 gelte D'<(D" genau dann, wenn D' :!^ D" 
richtig ist. Mit dieser Ordnungsrelation versehen, ist 'f induktiv geordnct. let (D.') 
(t E I = Indexmenge) eine beliebige Kette aus 0&, darn gilt gemat3 § 2 

(H(D'), RD.)	(H(D 1), R,+1) 

1ür alle i E I. Per induktive Limes dieser Endomorphismus-Gruppen (bezuglich des 
Homomorphismus-Systems (V)) ist (mod. Aquivalenz) eine Endomorphismus-
Gruppe, die die Eigenschaft besitzt, daB das durch sie bestimmte dynamische 
System aus .)t' sämtliche Systeme D' (e E I) zu Faktoreu hat und gleichzeitig em 
Element in q?I ist.6) 

Die Anwendung des Zornschen Lemmas auf die geordnete Menge "21 erbringt den 
Beweis furdie Existenz eines maximalen Elementes in 4?1, das wegen der Konstruk-
tion von 'f and Q1(D1, D2 ) auch zu 0&(D1 , D2 ) gehort. I 

Hilfssatz. Gilt D1, D2 E .,r* und D, D' E Q1(D1, .11)2 ), so ist für die Gruppen der 
Qua.sieigenwerte zweiter Ordnung 112(D), H2(D') die folgende Beziehung richtig: 

(H2(D), RD)	(H2 (D'), RD'). 

Beweis. Es seien D(2) and D' 2 die zu den Endomorphismus-Gruppen (I!2 (D), RD) 
bzw. (H2(D'), RD') gehorigen Systeme aus 0. B. d. A. kann angenommen wer-
den, daB die vermittelnden Transformationen für die Faktorbeziehungen 

(H2(D), RD) (H(D1), RD1) und (112 (D'), R1,.) < (H(D 1), RD L) - 

die identiechen Abbildungen sind. Für die Beziehung 

(112(D), RD) (H(D2 ), ED,) 

wird die vermittelnde Abbildung durch W, für 

(H2(D'), R0')	(11(D2 ), RD.) 

durch W' bezeichnet. 
1. Kon.struktion eine8 Elemente8 D0 E QI(D(2), D'(2)). Die Menge 

H = {h E H2 (D): 3 4' E H2(D') mit RD(h) = RD'(h')} 
bildet offensichtlich eine torsionsfreie, abelsche Gruppe, deren Kern bezhglich RD 
eine Untergruppe der Kreisgruppe K jet. Es gilt ker RD n H = H1(D). Die Gruppe 11 
kann vermittels eines Isomorphismus V in die Gruppe H2(D') abgebildet werden: 

Für jedes h E H1(D) n H = H1(D) bestimmt man V(h) = h. Existiert ein Element 
A E H \ HI(D), so erweitert man den Isomorphismus V auf die Gruppe 11, die erzeugt 
wird von HI(D), allen Vielfachen von h und allen Wurzeln von h, die in H liegen, 
auf folgende Weise: Besitzt h keine Wurzel in H, so setzt man V(h) = c h, wobei 
C E H1(D1) so gewahlt ist, daB V(h) = c h E H(D') gilt. Hat h eine Wurzel in H, 

6) Zur Konstruktion des inversen Limes vergleiche man [2] (besonders Theorem 1) unter Beach. 
tung der Faktorerblichkeit der Masse %.
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existiert also eine Zahi n € N \ {1} mit	E H, so bestimmt man v(')	
C, 
c' 

E H(D') mit geeignetem c' E H1(D 1 ). Gehoren zwei Wurzeln von h zu H, d. h. gibt 
es naturliche Zahien m und n (m r= n, m + 1, n = 1) mit 3/h € H und 3/h € H, so 
1st auchj/h" E H richtig, wobel k der gr6t3te gemeinsame Teiler von m und n ist. 
Man definiert 

v(9/i) = c" . iY E H(D') 
mit geeignetem C" € H1(D). Induktive Fortsetzung des Verfahrens fuhrt wegen der 
Abzahlbarkeit von 11 nach hochstens abzählbar vielen Schritten auf eine Wurzel h 
von h in H mit der Eigenschaft, daB alle anderen Wurzeln von h in H Vielfache 
von Ii sind. Man bestimmt V(h) = c . h € H(D') mit geeignetem c € H(D). Die 
Abbildung V kann auf 17 multiplikativ fortgesetzt werden. Gilt {h H \ 11, so 
wendet man die eben benutzte Konstruktion zur Erweiterung von V auf die Gruppe 
H an, die erzeugt wird durch fi, alle Viellachen von h und alle Wurzeln von h in H. 
Nach höchstens abzählbar vielen Schritten endet auch dieses Vorgehen wegen der 
Abz.ählbarkeit von H. Aus der Bestimmung von 1' folgt unmittelbar, daB RD V = VBD 
gilt. Das dynamihe System D0 €	 das die Endomorphismus-Gruppe 
(11(D0), R00)	(H, RD,) besitzt, ist daher ein Element aus 'W(D(2 , D'. (2)). 

2. Es gill D0 € 0&(D (2) , D'(2)). 
Für ein beliebiges System D € 0/I(D(2) , D'(2)) ist nämlich folgendes richtig: 

H1(D) 9 H1 (D(2)) r H 1 (D'(2 )) = H3(D0). 
Aul3erdeni existieren für beliebiges Element )i € 11(D) nach Voraussetzung fiber D 
Funktionen h € 112 (D) bzw. h' € HAD') mit der Eigenschaft Z(h) = h und Z'() = 
wenn man D D(2) mit der vermitteinden Abbildung Z und D D'(2) mit der 
vermitteinden Abbildung Z' setzt. Wegen 

RD (h). = RDZ(ii) = ZR(&) = R) = Z'R(ii) = RD'Z'(&) = R1,(h') 
1st h = Z(1) € H richtig. Es gilt daher 

(11(D), R5) (H, RD) (11(D0), RD. 

mit der vermitteinden Abbildung Z: H(D) —± H. 
Mithin ist clas System D0 €	eindeutig bestimmte maximale untere Schranke 

von D(2) und D'(2). 
3. Wie in § 5 angegeben, konstruiere man zu den Systemen D(2) und D'(2) unter 

Benutzung ihrer maximalen unteren &hranke D0 ein dynomisehes System D* aws 
0*(D(2), D'(2)). Es gelte also 

(L2(X0), UD,) ^5 (L2(X(2)), U0) mit der vermittelnden Abbildung V, 
(L2(x(2)), UD)	(L2(X*), UD.) mit der vermittelnden Abbildung W, 

(L2(X0), UD.)	(L2(X'(2), UD) mit der vermitteinden Abbildung V' 
und

(L2(X'(2)), UD.) ^5 (L2(X*), UD.) mit der vermittelnden Abbildung W', 

wobei die Eigenschaft IVV(10) = W'V'(10) für alle Funktionen to € L2(X0) gilt. 
Dabei ist H1(D*) = H1 (D) = H1(D') richtig. Gilt nämlich	 - 

I?D.(h*) = RD.(Wh . W'h') = 1 (wh € WH2(D), W'h' € W'H2(D')), 
d. h.

RD-W(h) = WRD(h) = W'R0'(h'') = R0.W'(h'') € H1(D0), 

4 AiiaysIs Ed. 1, Heft 1 (1982)
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wie unmittelbar aus den Bedingungen für W(h) und W'(h') folgt, ergibt sich 
W(h) E WH. Wegen der Ergodizitat von D* (vgl. § 5, llilfssati 5), erhält man 
W(h) = c . W'(h'-'), c € K. Aug den Voraussetzungen fiber D0 und die Abbildungen 
V, W, V', W' folgt sofort c € H 1 (D0) = H 1 (D) = 111(D'). Daher gilt h* = c E H1(D0). 

Die Eigenschaft 11 1 (D*) = H1(D0) beweist, daB D* vollergodisch ist: GemäB 
Hilfssatz 4 und 5 aus § 5 ist D* ergodisch and besitzt. quasidiskretes Spektruin. Aug 
der Torsionsfreiheit von 111(D*) folgt nun sogar D* E 

4. D' jet untere &hranke von D1 und D2. 
Man konstruiert dazu entsprechend wie in Beweisteil 1 eine untere Schranke 

von D* und D, indem man definiert 

11, = {h* € H2 (D*) = H(D*): B h 1 € H2 (D1) mit .RD.(h*) = RD(hI)} 
(1 = 1, 2). 

Aug der Konstruktion von D* folgt dann unmittelbar, daB (Be , RD) (11(D*), RD.) 
richtig ist. Das heiBt, es gilt D* :E^: D 1 (i = 1, 2). Das ist mit der Voraussetzung 
D, D' E u*(Di , D2), d. h. speziell D(2), D'(2) € 0&(D1 (2), D2 (2)), nur dann vereinbar, 
wean D(2 )	D'	D'(2 ) richtig 1st. p 

Satz. Gilt D1 , D2 E	und D, D) € 0&* (D I , D2), so ist D D' richtig. 

Beweis. Es gelte D0 € cW(D, D'). Wie in § 5angegeben, konstruiert man zu D 
und D' unter Benutzung von D0 eine minimale obere Schranke D*. Bezeichnet W 
die vermitteinde Abbildung der Beziehung (L2(X), U0) :.,^: (L2 (X*) , UD.) und W' die 
vermittehide Abbildung für (L2(X'), LTD ) ^ (L2(X*), UD.), so lassen sich folgende 
Eigenschaften zeigen: 

1. Es gilt 11 1(D*) = H 1 (D) = 111(D') H1(D) (i = 1, 2), wie man nut Hilfe des 
vorangegangenen Hilfssatzes beweist. 

2. Es gilt D* € i", wie aus der Torsionsfreiheit von H1(D*), die durch die Eigen-
schaft 1 bewiesen wird, unmittelbár mit Hilfssatz 4 und 5 aus § 5 folgt. 

3. (H2 (D'), RD.) KH2(D), R0) ;5; (H2 (D 1 ), RD,) (i = 1, 2) ist richtig. Das beweist 
man leicht mit Hilfe des vorangegangenen Hilfssatzes. Es gilt speziell 112(D*) 
= W112(D). 

4. Für jedes j € N gilt 
(11,(D*), RD.)	({WH,(D), W'Ii,(D')}, RD.). 

1st namlich 

W(h) . W'(h') € H(D*)	(h € 11(D), h' € 

richtig, so ist 
Ri,.(W(h). W'(h')) = c € H1(D*) = H 1(D) = 111(D') 

galtig. Man ,erhält daher Ro.( W(h)) = c R D.( W'(h' 1 )), und aus dem Vorangegangenen 
Ri '(W(h)) € WH2(D), d. h. W(h) € WH,(D), und entsprechend W'(h') € W'111(D').. 
Also gilt

V(h) . JV'(h') € { JV1I,(_l.), R7'111(_D')} 

Umgekehrt ist offensichtlich auch 

{WI1,(D), W'H,(D')} c H.(D*) 

richtig.
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5. Für jedes I E N ist WH,(D) = W'H1 (D') gultig: 
Die Behauptung sei für j - 1 zutreffend. 1st W(h) . W'(h') E H,(D*) (h E H(D), 

h' E H(D')) beliebig gewahlt, so erhält man W(h) = g W'(h') mit g € WB,1(D) 
= W'H, 1(D'). (Ygi. Eigenschaft 4.) Das hei8t, für jedes W(h) E WH,(D)gilt 

W(h)	g - W'(h') E {W'H,1(D'), W'H1 (D')} = W'H,(D') 

und für jedes W'(h') E W'H,(D') 

W'(h') = g' W(h) € {WH,_ 1 (D), WH,(D)} = WLJ,(D). 

Daraus folgt WIJ,(D) = W'Il,(D'). 
Die Eigenschaften 1-5 des Systems D* beweisen, daB D D' gelten mull. 

5. Obere Schranken dynamiseher Systeme aus .'t' 

Alternativ zur unteren Schranke dynamiseher Systeme lällt sich zur Beschreibung 
der Menge ailer dynamischen Systeme, die zwei oder mehr vorgegebene Systeme 
als Faktoren besitzen, der Begriff der oberen Schranke emführen. Er soil im folgen-
den für beliebige zwei Systeme aus .f' untersucht werden. Die angefuhrten Resultate 
lassen sich auch hier ohne Schwierigkeiten auf eine beliebige endliche Anzahl von 
Systemen aus .'t erweitern. 

Definition. Sind D 1 , D2 Elemente aus	so wird ein dynamisehes System D0 
obere &hranke von D 1 und D2 genannt, wenn	D (i = 1, 2) gilt. Ein dynamisches
System D0 wird minimale obere &hranke von D1 und D2 genannt, wenn gilt: 

1. D0 ist obere Schranke von D 1 und D2. 
2. Für jedes dynamische System D mit der Eigenschaft D, D D0 (i = 1, 2) 

ist D0	D richtig. 

Bezeichnung. Die Menge der oberen Schranken zweier Systeme D 1 und D2 
wird durch (D 1 , D2 ) bezeichnet, die Menge der minirnalen oberen Schranken durch - 
9*(D1 , D2). 

Es ist offensichtlich, daB für beliebige Systenie D 1 , D2 E stets e2(D 1, D2) 4 0 
gilt, denn es ist z. B. immer D1 x D2 € &(D 1 , D2 ) riehtig. Ebenso leicht tiberzeugt 
man sich, daB tD(D 1 , D2) nicht in i(* enthalten ist: Bestehen die Mengen X i beide 
mod. Isoinorphie aus genau einem Element, so ist jedes andere dynamisehe System, 
speziell also auch jedes nichtergodische System, obere Schranke von D1 und D2. 
Besitzt wenigstens eines der beiden Systeme Di eine nichttriviale Grundmenge X., 
o. B. d. A. sei es D1, dann ist das System D1 x .D1 x D2 nichtergodisehe obere 
Schranke von D 1 und D2. 

Der nachfolgende Satz liefert ein Hilfsmittel zur Beschreibung der Menge 
tD(D 1 , D2) n 

Satz. Sind D1, D2 Elemente aus 1'', co gilt (V(D 1 , D2) n .)f 4 0 genau dann, 
wenn die erzeugte Gruppe {H 1 (D1 ), H1 (D2 )} torsion/rei 281. 

Beweis.	 - - 
1. Es wird vorausgesetzt, daB die Gruppe H1 (D1 ), 111 (D2 )} torsionsfrei ist. Man 

betrachtet das Produktsystein D1 x D2. Tm Hilbertraum L2(X 1 x 12) bilden 
dann die Funktionen g1 g2, g• € G(DI )/K (i = 1, 2) eine Orthonormalbasis. Die 
Elemente dieser Orthonormalbasis sind Quasieigenfunktionen in L2(X 1 x 12) 
bezuglich des durch die Formel U(91 . 92) = U,(9 1 ) . UD,(92 ), g• € G(D 1) (i = 1, 2) 

4*
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definierten Automorphismus U. Die Abbildung R12, die durch die Beziehung 

R12(91 . 92) = RD1(91) . R,(92), 9i E 0(D1)	(1 = 1, 2) 

festgelegt ist, ist ein lokal-nilpotenter Endomorphismus auf der Gruppe {0(D1),G(D2)} 
c L2 (X 1 x X2 ). Alle Elemente der erzeugten Gruppe 

{H(D 1), H(D2 )} = {RDIG(D I ), RD,0(D2)} 

sind daher Quasieigenwerte in L2 (X 1 x X2 ) beziiglich U. 
Offensichtlich ist {H(D 1), 11(D2 )) komrnutativ und abzählbar. BezUglich des Endo-

morphismus R I X2 ist these Gruppe torsionsfrei: 
Zunächst zeigt sich, daB der Kern von R12 bezuglich {H(D 1 ), 11(D2 )) enthalten 

1st in der erzeugten Gruppe {H2(D1 ), H2(D2 )}. Gilt nämlich 

R12(h 1 •h 2 ) = 1, 
d. h.

= RD 1 (h l ) = RD,(h2 ') = 

h 1 E 11(D 1 ) (1 = 1, 2), so ist für die eindeutigen Darstellungen 

= c 1 - /1 . 1 
und

R12(h2-1 - ,_c2 . 1/2 ,	C j EK,	/EG(D1 )/,c	(11,2), 

C1 /, - 1 = c2 1 /2 richtig. Wegen der Eindeutigkeit der Darstellung durch Ele-
mente der Orthonormalbasis für jede Funktion aus L2(X 1 x X2 ) ergibt sich / = 1 
und /2 = 1. Es gilt daher RD1 (h l ) = c 1, d. h. h 1 E H2(D1 ), und RD (h2) = c, d. h. 
h2 E H2(D2). 

Die erzeugte Gruppe {H2(D 1 ), H2(D2)) ist torsionsfrei. 1st nämlich h 1 . 
E {H2(D 1 ), H2(D2 )} ein Gruppenelement mit der Eigenschaft 

(h l,- h2)' = 1 für gewisses n E Z \ {O}, 

so zeigt man unter Benutzung der angegebenen Orthonormalbasis h 1" = 

= c E K. Wegen der Torsionsfreiheit der Gruppen 11(D1) (1 = 1, 2) gilt dann 
RD,(h l) = 1 und RD.(h2 ') = 1, d. h. h1 E H 1(D 1 ) und h2-' E H 1(D2). Die voraus-
gesetzte Torsionsfreiheit der Gruppe {H1(D 1 ), H 1(D2 )1 liefert daher für alle Funktio-
nen h 1 . h2, h 1 E 112(D1 ) (1 = 1, 2), für die ein n E Z \ {O) mit (h 1 . h2)" = 1 existiert, 
folgende notwendige Beziehung: h i . h2 = 1. Mithin ist {H2(D1 ), 112 (D2 )1 torsions-
frei. 

Die Torsionsfreiheit der Gruppe {H(D1 ), H(D2 )1 folgt aus der Torsionsfreiheit der 
Gruppe {H2(D1 ), H2 (D2 )1: 1st h e {H(D1), H(D2)} eine Funktion mit der Eigenschaft 

= 1 für gewisses n E Z \ {O}, so läBt sich, falls .R12(h) j= 1 gilt, wegen der lokalen 
Nilpotenz von R12 eine naturliche Zahi m so bestimmen, daB 

R1 (h) = 1 und 1m 'h) = / == 1,	/ E {H 2	 2(D1), H2(D2)}, 1 x 2 

richtig ist. Die Voraussetzung über h führt zu dem Widerspruch

1 = R 2(1) = Rr2(h") = (Rr2(h)) = r = i. 

Gilt andernfalls unter der Voraussetzung h" = 1, n = 0, die Beziehung R12(h) = 1, 
so folgt h = 1, wie bereits oben gezeigt wurde. 

Man betrachtet nun das Paar ((11(D 1), 11(D2 )), R12). Falls der Kern von R12 
in (11(D1 ), H(D2)} keine Untergruppe der Gruppe K ist, so bildet man {H(D1), 11(D2)) 
vermittels eines Isomorphismus q, der der Beziehung q(c) = c für alle Elemente c



Schranken vollergodischer dynamischer Systeme	53 

aus (H 1(D 1 ), H 1(D2 )} genugt, in K ab. Die Existenz eines solchen Isomorphismus q 
ist wegen der Eigenschaften der Gruppe (11(D 1 ), 11(D2)) gesichert. (Vgl. [1], S. 519, 
Lemma 3.) 

Durch die Bedingung
 

R(/) =	= q(Ri 2 (h)), ii E (11(D 1 ), 11(D2 )), 	= 
wird ein lokal-nilpotenter Endornorphisrnus R auf 92((H(D1 ), 11(D2 ))) definiert. Aus 
den oben bewiesenen Eigenschaften folgt, daB ((11(D 1 ), 11(D2)), R12) (bzw. 
(ç({H(Di), 11(D2))), R), falls eine Transformation erforderlich seth soilte) eine Endo-
morphismus-Gruppe bildet. Jedes dynamische System D E .'f", für das die Beziehung 

(H(D), RD)	({H(D 1 ), 11(D2 )1, R12) 

(bzw. (11(D), RD) (q((H(D1 ), 11(D2))), R)) richtig ist, ist obere Schrankc von D1 
und D2. 

2. Es wird vorausgesetzt, daB die Gruppe {H1(D1 ), 111 (D2 )} nicht torsionsfrei ist. 
Existierte ein System D E .*' mit der Eigenschaft D . ;5 D (i = 1, 2), so muBten 
die Beziehungen (11(D1 ), R01) ^5 (H(D), RD), mit den vermitteinden Abbildungen 
V: 11(D1) - H(D) (i = 1, 2) richtig scm. Es rnuBte also insbesondere H1(D1) 
= VH1 (D1) H(D) (i = 1, 2), d. h. {H 1 (D 1 ), H1 (D2)) 9 H(D), gelten. Die Vor-
aussetzung steht dann aber im Widerspruch zur Torsionsfreiheit der Gruppe H1(D),I 

Bemerkung. Man aberzeugt sich ieicht, daB es dynamische Systeme D 1 , D2 E 
mit der Eigenschaft (D 1 , D2 ) n = 0 gibt. Man betrachte z. B. zu beliebigem 
System D 1 E ..'t' ein D2 € .t", das die folgende Eigenschaft besitzt: Es gibt eine 
Konstante c 1 E 11 1 (D 1) so, daB c2 = c c 1 für ein Element c2 E 11 1 (D2) gilt, wobei 
c cine n-te Einheitswurzel aus K ist (c r= 1, n 0). Die Gruppe {11 1 (D1 ), 111(D2)} 
enthält dann mit c ein Element endlicher Ordnung, ist also nicht torsionsfrei. 

Für die Menge der oberen Schranken zweier Systeme D1, D2 E war die Eigen-
schaft &(D1 , D2) 4= 0 offensichtlich. Der Nachweis der Richtigkeit der Bedingung 
9*(D 1, D2) = 0 soil konstruktiv erfolgen. In den Beweis wird ein Element D0 der 
Menge 0&(D1, D2) einbezogen. Nach einem Satz von H. FIJRSTENBERG ([41, S. 5) 
existiert eine obere SchrankeD von D 1 und D2 derart, daB (L2(X0), LID,) ^5 (L2(Xl),UD,) 
mit der vermittelnden Abbildung V1 : L2(X0) -. L2(X 1) und (L2(X), LID1) 

(L2(X), LID) mit der vermittelnden Abbildung W1 : L2(X 1 ) - L2(X) (i = 1, 2), 
mit der Bedingung W 1 V(/) = W2 V2 (10) für alle Funktionen /0 £ L2(X0) richtig ist. 
Man betrachtet den unitären Unterring von L2(X), der durch die erzeugte Gruppe 
(W10(D1), W2G(D2 )) aufgespannt wird. Das mod. Isomorphie eindeutig bestimnite 
dynamische System, dessen Spektraltyp zu (, UD) aquivalent ist, soil diirch das 
Symbol D' bezeichnet werden. Die folgenden Hilfssätze zeigen einige Eigenschaften 
von (3°, LID). (Es werden dabei die angegebenen Bezeichnungen und Zusammen-
hange benutzt.) 

Hilfssatz 1. Es gilt W 111(D1 ) n W2H(D2) = W 1 V1H(D0) = W2V2H(D0). 

Hiifssa tz 2. Gilt für zwei Funktionen g 1 € 0(D 1 ), 92 € 0(D2 ) die Beziehung RD(W1g1) 
= RD( W292), so existiert ein Element g0 € 0(D0) derart, da/3 g 1 = V 1 (g0) und 92 = c V2(90)1 
c El K, richtig iRS. 

Hilfssatz 3. Die Funklionen /1 - /2 E ( W 10(D1), W2G(D2)}/, /i € W.G(.D1) 
(1 = 1, 2) bilden in .° ein Orthonormalsystein. 

Durch RD(/1 . /2) = W 1R,(91 ) . W2RD,(92), / = W1 (g 1 ), g• € G(D) (i = 1, 2) wird 
auf der Gruppe (W1G(DI ), W2G(D2)) ein Endomorphismus bestimmt, der jeder 
Funktion dieser Gruppe ihren Quasieigenwert bezuglich UD zuordnet.
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Hilfssatz 4. Für jeden Qua8ieigenwert h € {W10(D 1 ), W2G(D2)} in ' exietiert 
eine Funklion g € f W1G(D1), W2G(D2 )}/K mit der Eigenscha/t RD (g) = ii. 

Hi! fs sat z 5. Der unitäre Ring .° mit dem au/gepra glen Automorphi8mw t1D 
ergodi.sch.	 - 

Für beliebige zwei Systeme D1 , D2 € f* existiert also stets eine ergodische obere 
Schranke mit quasidiskretem Spektrum. Der folgende Satz benutzt das System D', 
urn die Beziehung *(D1, D2) rr 0 nachzuweisen. 

Satz. Für beliebige zwei Systeme D 1, D2 E .1'* gilt e)*(D1, D2 )	0. 

Beweis. Man konstruiert, wie oben angegeben, zu D 1 und D2 das System D'. 
Dann gilt D' € 0*(D 1, D2): D' E &(D 1 , D2) ist aus der Konstruktion offensichtlieh. 
Jst D" € 9(D 1, D2) ein dynamisehes System mit der Eigenschaft D" D', so folgt 
D" D', wie man auf nachfolgende Weise einsieht. 

Es gelte 

(4(X 1 ), UDJ (L2(X"), UD") mit der vermitteinden Abbildung 
Z: L2(X 1 ) -> 
(L2(Xh'), u1) ^ (°, UD )	(L2(X'), UD') mit der vermitteinden Abbil-
dung 
(L2(X0), UD,)	(L2(X8), UD1) mit der vermitteinden Abbildung 
V . : L2 (X0) - L2(X 1 ) and 
(L2(X) , U01)	(.', U) mit der vermitteinden Abbildung 
W•: L2(X 1 )	 (1 = 1, 2). 

1. Sind g, € G(D I )/K (i = 1, 2) zwei Funktionen mit der Eigenschaft W1(g1) 
= W2 (92 ), so gilt auch ZZ1(g1) = ZZ2 (92). Sind nãmlich die Funktionen g1 Elemente 
von G l(DI )/K (i = 1, 2), so folgt aus der Ergodizitat von UD, :und den Hi1fsstzen 
1-3 leicht die Behaüptung. Durch Thduktion nach der Ordnung der Quasieigen-
funktionen zeigt man, ebenfalls unter Heranziehung der Ergodizitat von UD, und 
der Hilfssatze 1-3, die Richtigkeit der Aussage für beliebige Quasieigenfunktionen 
g, € G(Dj)1K mit der Eigenschaft W1 (91 ) = W2(92). 

2. Die Gruppe G(DO)I kann vermittels der multiplikativen, isometrischen Ope-
ratoren ZZ 1 V 1 and ZZ2 V2 in die Gruppe {ZZ 1G(Dl )/K , ZZ2G(D2 )/K} isomorph em-
gebettet werden. Beweisteil 1 zeigt, daB Z7, 1 V 1 (g0) = ZZ2 V2 (g0) für alle Funktionen 
g0 € G(Do)/K richtig ist. 

3. Nimmt man an, daB D" <D' gilt, so ergeben sich folgende Zusanimenhange: 
Aus Hilfssatz 4 und 5 folgt, daB die Gruppe {W1G(D 1), W2G(D2)} alle Quasieigen-
funktionen aus aY enthält. Da die Abbildu.ng Z die Faktorbeziehung zwischen 
(L2(X"), UD") and (.°, UD) vermittelt, besitzt sic speziell auch die Eigenschaft, 
die Gruppe der Quasieigenfunktionen {Z10(D 1 ), Z20(D2 )1 in die Gruppe { W10(D1), 
W20(D2 )} abzubilden. Wegen der Annahme muB darm 

{ZZ 1G(D I ), ZZ2 G(D2 )1	{W 1G(D 1 ), W2G(D2)) 

richtig scm. Daher läBt sich die Gruppe {ZZ 1G(D 1)/, ZZ20(D2)/} durch einen in-
jektiven Homomorphismus stets nur in die Gruppe {W jG(D l )/K , W2G(D2)/K} ab-
bilden. Es existieren daher Funktionen g i € G(D 1)1 (i = 1, 2) mit den Eigenschaften 

W1(91) + JV2 (92),	 -	 (1) 

ZZ1(91) = ZZ2 (92).	 (2)
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Es seien 91, 92 so ausgewahlt, daB sie den Beziehungen (1) und (2) genugen. Für die 
.erzeugte Gruppe {ZZ1 V1G(D0)/, ZZ1(91 )} gilt dann: 

11(D0) ZZ1 V1G(Do)/K c: {ZZI V1G(Do)/K , ZZ1(91)1, 

{ZZ1 V 1G(D0), ZZ1(91)11K	fZZI V111(D0), ZZ1RD1(g1)}, 

(vgl. [1], S. 516), und 

ZZ1 V1H(DO), ZZ 1RD,(g1)} = {ZZ2 V2H(D0), ZZ2RD,(92). 

Daher sind die folgenden Beziehungen richtig: 

(ZZ1V1H(DO), RD .) <({ZZ1 V 1H(D0), ZZ1R 1 (g l )}, RD .) (ZZ1H(D 1 ), RD') 
und

((ZZ1 V1H(D0), ZZ 1RD1 (g1)), RD.)	({ZZ2 V2H(D0), ZZ2RD'(92)}, RD.) 

^5 (ZZ2H(D2 ), RD). 

Es existiert also ein System D0' E	das folgende Eigenschaften hat: 

(11(D 0), RD.) <(H(D0'), RD..) ({ZZ1 V 1H(D0), ZZ1RD1 (gl ), RD.) 

(H(D1 ), RD,)	(1 = 1, 2). 

Das widerspricht aber der Voraussetzung D0 E 'W(D1, D2). Es gilt foiglich 
{ZZ1G(D I), ZZ2G(D2 )} = { IV1G(D), W2G(D2)} 

Der von der Gruppe {ZZ1G(D), ZZ2G(D2 )} erzeugte unitäre Ring	stimmt daher 
mit .i° uberein. Damit ergibt sich .° = 	9 ZL2(X")	*'. D" und D' sinci also
isomorphe dynamische Systeme. I 

Satz. Gilt /ür zwei Systeme D 1, D2 aus f* die Beziehung &(D 1 , D2) n	0, 
so ist auch 0*(D 1 , D2 ) n	0 richtig. 

Beweis. Die Menge ./1 = 9(D1 , D2) n 't', ausgestattet mit der Faktorbeziehung 
als Ordnungsrelation, ist eine induktiv geordnete Menge. 1st nümlich (D$ ') IEJ eine 
beliebige (fallend geordnete) Kette aus .4', gilt also 

(H(D 1 ), RD', 1)	(H(D'), RD,.) 

mit der vermitteinden Abbildung V . : H(D +1 ) - 11(D1 1 ) (i E I), so ist jedes dyna-
mische System D, dessen Endomorphismus-Gruppe aquivalent ist zu 'W-I 

i] V) .11(D 1 1 ) n .F1(l)'), RD1. 
\i = i	/

i-i 
untere Grenze der betrachteten Kette in X. (Dabei bezeichne fJ V, die Hinter-

j=1 

eiinanderausfiihrung der Homomorphisnien V, (j = 1, ..., i - 1).) Die Anwendung 
des Zornschen Lemmas ergibt, daB in dl ein bezuglich der betrachteten Ordnungs-
relation minimales Element D0 existiert. Da die Kiasse f* faktorerblich ist, ist 
D0 zugleich auch minimal in (D1 , D2). Es gilt also D0 E 9*(D 1 , D2) n it'*. • 

Satz. Gilt D1, D2 E .V, so enthält die Menge 0*(D1, D2) n	solern sie nicht
leer ist, mod. I8oflU)Tphie genau ein Element. 

Beweis. Es gelte D, D' ,E V' (D 1 , D2) n .f'. Für jedes System b E 4(D, D') 
trifft dann, da D 1, D2 € 1(D, D') richtig ist, D D (i = 1, 2) zu. Wegen D, D' 
€ *(D1, D2) folgt daraus sofort D D' und D D, d. h. D D'. U
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Bemerkung. Die von W. PARRY in der Arbeit [11] durchgefuhrten Unter-
suchungen für spezielle obere Schranken unipotenter affiner Transformationen lassen 
sich in die vorliegenden Betrachtungen auf folgende Weise einordnen: 

Man pruft leicht nach, daB für zwei Systeme D 1 , A E	genau dann eine you-



ergodische obere Schranke existiert, wenn tP(D 1 , D2) n t' == 0 gilt. (Sei námlich 
CV(D 1 , D2) n = 0, d. h. H 1 (D1 ) ,H1 (D2 )} eine nichttorsionsfreie Gruppe, dann 
enthält der Hilbertraum L2(X) jeder voliergodischen oberen Schranke 'D von D1 
und D2 ethen Eigenwert endlicher Ordnung (bezuglich U0): 1st c = c 1 c2 
= RD ,(f ) RD.(12) eine n-te Einheitswurzel, (n	0), dann gilt 

UD (Sl/l . 82/2) = c (S1 1 1 ) . (82/2 )	(c, € H1 (D 1 ), /j € G(D1), 

RD(/I) = c .	(1 = 1, 2), 
wenn Si die Faktorabbildungen zwischen D 1 und D darstellen. Die Existenz eines 
Eigenwertes endlicher Ordnung widerspricht aber der vorausgesetzten Vollergodi-
zität von D. Die Richtigkeit der umgekehrten Behauptung ist offensichtlich.) 

Benutzt man die Bezeichnung 
iI = Menge aller dynamischen Systeme, die eine Darstellung durch eine uñipotente 

affine Transformation auf einer Nilmannigfaltigkeit besitzen, 
so liefert Theorem 2.2 aus [11] für Elemente atis ..)t' folgendes Resultat: 

Satz. Für beliebige zwei Systeme D 1 , D2 €	n .2' mit 9(D 1 , D2 ) n )t"	0
existiert stets ein minimales Element in P(D 1 , A) n X. 

(Minimalität ist hier bezüglich der Faktorrelation gemeint.) 

Unter den im Satz angegebenen Voraussetzungen für D 1 , D2 € f* ergibt sich 
darüber hinaus mit Hilfe des zitierten Theorems von W. PARRY, dal3 jedes volt-
ergodische System aus 0*(D1, D2) eine Darstellung als unipotente affine Transfor-
mation auf einer Nilmannigfaltigkeit besitzt. Das Ergebnis von W. PARRY ermoglicht 
also, für spezielle Systeme aus .'t' Eigenschaften der Menge ihrer minimalen oberen 
Schranken von einem andcrsgearteten Aspekt aus, als es in der vorliegenden Arbeit 
getan wird, zu beschreiben. 
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