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Asymptotisehe Darstellung veraligemeinerter Fourierintegrale TV 

R. RLEDEL 

Für veraligemeinerte Fourierintegrale der Form 
b 
fK(t - a) euhi(t.3) 

a 
wird das asymptotische Verhalten bei Annäherung des Parameters 8 an eine kritische Stelle 8 
untersuchti Dabei moge H(t, 8) bei t = a eine stationäre Stellé .ter Ordnung (fi> 0) besitzen 
und die Fouriertransformierte zu K(r) sei explizit angebbar. Es wird gezeigt, daB man unter 
gewissen Bedingungen stets ems asymptotische Darstellung zu diesern Integral mittels der 
Fouriertransformierten von K erhalten kann. 
Lia HHTdFflOB vuna 4ypae unga 

b 
fK(t - a) e'ttt 
a 

nccnegye'rca aduMrrro'ra qececoe nosegeue npli np1I61H)ReHHu uapaevpa 8 K KpHmecKoll 
votn<e 8, flycTb flK ;)TOM H(t, s) BMT Ef Toqice 9 = a cvaiuouapuyio TOK (gpo6iioro) 
nopnga fi> 0 n flCTh aajano npeo6paaosaHae 4ypbe YHKUHM K() B OKOHHHOM 
BHge. JoKaauBaeTcH, 'ITO npa HKOTOUX Tpe6onaHHRx MO?KHO Bcerga naTu acHMUT0TH-
4ecicoe npeAcTaBjieHHe aroro nnTerpana, ncnomayn npeo6paaosanie ypae yieiunii K. 

The asymptotic behavior of Fourier integrals of the form. 
b	

- a) ehf(e.8) dt, 

where the parameter 8 tends to a critical point 8, is considered. It is provided that H(i, 8) 
has at t = a a stationary point of (fractional) order P > 0, and the Fourier transform of the 
function K(r) is given in closed form. Under certain conditions it is demonstrated that it's 
possible to obtain an asymptotical expansion of this integral by the Fourier transform of the 
function K. 

Untersucht wird das asymptotiache Verhalten von Parameterintegralen der Form 

1(8) =f G(t, s) 1(1.8) dt, 

b 
I(8) = 	8) cos H(t, 8) df, 

i(8)	
fbG(t 8) sin H(t, 8) dt
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für 8 - S (80 kritische Stelle), 8 E S. Die Integrationsgrenzen a, b können dabei 
auch vom Parameter 8 abhangig scm, und es ist auch b = oo zugelassen. Dabei sei 
a = a(8) eine hinreichend genaue Naherung einer stationären Stelle -ter Ordnung 
der Funktion ll(t, 8), so daB gilt 

H(t, 8) = h(t, 8) + /(t, e) 
mit

h'(t, 8) = (t - a)' k(t, 8)	( > 0), 
k(a, 8) zj= 0 und k'(t, 8) bez. der Variablen t stetig. Ferner sei 

O(t, 8) = K(t - a) g(t, 8). 

Wie in nachstehenden Voraussetzungen (14), (15), (16) näher ausgefuhrt, seien 
k(t, 8), g(t, 8) Funktionen, die innerhaib des EinfluBbereiches der Stelle a annähernd 
konstante Funktionswerte annehmen, und 1(1, 8) sei eine soiche mit nur hinreichend 
klemen Funktionswerten. Für spezielle Funktionen K(x) und spezielle Werte 
sind asymptotische Darstellungen für Integrale der Form (1) bereits in der Literatur 
bekannt. So wird in [1], [2] (Sätze 20.4 und 20.5) der Fall 

K(x)1,	5=2
	

(2) 

behandelt, in [3]. 

K(x) = z 1 mit 0 < a <9
	

(3) 
und in [4]

K(x) x' In x mit 0 <a <.	 (4) 
Gemeinsames Grundprinzip der hierbei vorgenommenen Herleitungen ist die Zurück-
fuhrung der Funktion ll(t, 8) aul eine soiche der Form u(8) £ und damit der Inte-
grale (1) auf geschlossen auswertbare Grundintegrale der Form 

co	

00 F(p) =JK(z) cos pxfl di, F9(p) =fK(x) sin pxdx.'	 (5) 

AuBer bei den (2)—(4) verwendeten Grundintegralen sind weitere bekannt, die 
zur Herleitung asymptotischer Darstellungen Verwendung linden könnten. So 
bieten sich folgende Beziehungen an: 

Für K(x) = e' (b> 0), = 1 (vgl. [6], 3.896): 

F(p) = -- i/.. exp{_} 1 3

	
(6) 

F5(p) = k 
exp {--} 

1F1	; p2/4b); 

für K(x) = e In x (b> 0), fi = 1 (vgl. [6], 4.441): 

Fe (p) = -2 ± b2	
In (p2 + b2) + p arctan + bC]

(7) 
F(p) =	

1
2 + b2 Ib 

arctan - - pC + In (p2 + b2)]; 

für K(x) = (b2 + )1I2, fi = 2 (vgl. [6], 3.855): 

.Fc(P) =	'114 (1) K114 (Lb-),
,	 F5(p) = -- V^-?2'^z '1/4 (Lb-)

 
K114 ((ç);	(8)
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für K(z) = (b + x) -112 (b > 0),fl = 1 (vgl. [6], 3.751): 

1 'c(P) = 
V^	 1 

[cos (bp) + sin (bp) - 2C(j/) cos (&p) - 2S(}/ ) sin (bp)],
(9) 

F,(p) =	[cos (bp) -sin (&p) + 2C(}/ ) sin (bp) - 2S(}f ) cos (bp)J;


für K(x) = In x/x, P = 1 (vgl. [6], 4.421(1.)): 

F,(p) = -j- (C + In p)	 (10) 

für K(x) = x"(In x) 2 (0 < < 1), p = 1 (vgl. [6], 4.424(2.)): 

F,(p) =	sin	[/(cc) + 2() + rx) cot	- 2x) In p PC 

- rinp cot	+ (In p)2	2].	
(11) 

Es könnten weitere soiche Grundintegrale angefiihrt werden (vgl. in [6] z. B. 3.765, 
3.766, 3.771(1.2.), 3.773, 3.774, 3.853, 4.421(2.3.), 4.424(1.)). In der vorliegenden 
Arbeit soil gezeigt werden, wie nach dem in [3] und [4] verwendeten Herleitungs-
prinzip soiche Grundintegrale zur Aufsteilung asymptotischer Darstellungen von 
Fourieriptegralen der Form (1) genutzt werden können. Wir setzen dabei voraus, 
daB K(x) eine Funktion mit auswertbaren Fourierintegralen (5) sei, für weiche die 
nachfolgenden Bedingungen (I), (II), (III) erfüilt seien. In ihnen seien A, 2,, .a 
(i = 1, 2, 3) Hilfsfunktionen einfacher Beschaffenheit, die moglichst scharfe obere 
asymptotische Schranken zu den angegebenen Funktionen sind: 

(I) Für alle Werte p € P R, (Menge der positiv-reellen Zahlën) eel 

F(p) = c(A(p)),	F,(p) = 
und

(P) "--N' 2 ()I + 1()I 
(X bedeutet asymptotische Aquivalenz, vgl. [2], Satz 1.3.). 

(H) GldchmdAig für ails p € R, 8ei 

p	 p 

/ IK(x)I dx =	2(P)) / IK( x)I x dx = (A3(p)). 

(III) Für y -+ 00, gleichmaf3ig für aile p E P eei 

f
If x\

K -) ) 
x l cos x dx = 0p1IP1j(p)), 

V	 -, 

f K ((-X )I")
 
x'IP' sin x dx = 4p1'# 2(p)). 

V 

Bei vorgegebener Funktion K sind (I) und (Ill) einschrünkende Bedingungen für 
die Menge F, weiche hiernach oft als ein Intervail der Form (0, oo), [c, oo), (0, C]
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oder [c, C] mit 0 <c < C < co gewahit werden kann. (II) beinhaltet lediglich 
defmierende Eigenschalten zu den Funktionen A, A3, die für die Voraussetzungen 
des nachfolgenden Satzes von Bedeutung sind. In diesem Satz und in seinem Beweis 
verwenden wir die Abkürzungen 

E =sgnk(a,$), k(a,e) = k, g(a,$) =g, h(a,8) = h 

und bezeichnen mit 

w9[a, a + ô],	wk[a, a + ô] 

die Schwankung der Funktion g(t, 8) bzw. k(t, 8) un Interval] a I a + 6. Die 
Intervallange 6(8) sei dabei so gewahit, daB der Integralanteil 

a+o 
16 (8) =f G(t, s) e1' 

von (1) (bzw. entsprechende Integrale mit Kosinus- oder Sinuskern) mit 0<6 b - a 
den für das asymptotisehe Verhalten bestimmenden Anteil ergibt (vgl. Voraus-
setzung (17)). Die Wahl dieser Intervallange wird aul3erdem durch die Voraussetzun-
gen (13)—(16) eingeschrankt.	

0 

Satz. 181 für alle s € S stet. 

pk!/flEP	
0	

(12) 

undgilt/ür8- so, eES 

ôJkI"F-+oo,	 .	 (13) 

a + 61 = .(g2 1 (Ikj/fl)/A2 (b)),	 (14) 

wk[a, a +6] = c(Ai(IkI/,)/1a(ö))	 (15) 
80w1e

f(t, 8) = c(Ai(IkI/)/22 (ô))	 (16) 

gleichma/3ig für a t a + 6, gilt ferner für da8 Re8tintegral 

f 0(1, s) eiH(t8) dl = c(gAi( lkI/)),	 (17) 
a+o 

80 ist für 8 -+ 8o 8 E S 

1(8) ' g eth[F (Ik I/fi) + ieF,(IkI/P)].	 (18) 

Unter denselben Vorausseizungen, le4iglich mit der Modifikation von (17) durch 
enisprechende Ilestintegrale mit Koeinus- bzw. Sinuskern, erhält man 

I(8) ' g[F(JkI/) cos h — eF,(IkI/fl) sin h] 

Is(s) .-_'g[Fc(IkJ/fl) sin  + eF,(IkJM) cosh]. 

Die a8ymptotischen Beziehungen (18), (18') sind dabei im Sinne einer verailgemeinerten 
Definition asymptotiecher Oleichheit nach E. RuEsTrt (vgl. [5], (3.3)) zu verstehen 
nit einem Restglied der Ordnung ogAi(IkI/)). 

Beim Beweis beschränken wir uns auf Integrale (1) mit Kosinuskern, die anderen
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Pypen lassen sich analog behandeln. Geht man von den Integralen 
0+6 

1(8) 
= 

f g(t,.) 
K(t - a) cos 11(1, 8) di, 

0 

0+6 
12(8) f K(t - a) cos 11(1, 8) di, 

0 

0+6 

13(8) =f K(1 - a) cos h(l, 8) di, 

o+ 6	 - 

14(8) =f .K(i - a) cos [h +(i - a)fl k/fl] dl 

aus, so ist die asymptotische Beziehung 
(1+6

G(t, 8) COS 11(1, 8) di .-' g14(8)
	

(19) 

im oben erklärten Sinne offenbar erfüllt, wenn 

I,(8) - 1,+ (8) = (A1(lkI/fl) 

für v = 1, 2, 3 gilt. Unter Verwendung von (14) und (IT) erhält man nun 
o+6	 6 

Iii	121 ^ I	8) - g K(t - a) I dl :51- f K(x) dx = o(Ai(!k!/fl)); 
-	g	 glj 

0	 0 

aus (16) und (II) folgt
6 

12 - 131	f K(t - a) /(t, 8) di	max I/(' 8)1 f IK(x)I dx 
o	 ota+ö	0 

= 

Benutzt man die bereits in [3] und [4] herg1eitete Beziehung 

Icos h(t, 8) - cos [h + (I - a) k/fl]! ;5 (I - a) wk[a, a + 61/fl, 

so erhält man mit (15) und (II) 

113 — 'I	
f I

K(x)l xdx = (A1(!kl/fl)). 

Damit ist (19) bewiesen. Wir versuchen nun, das Intera1 auf der rechten Seite 
durch Grundintegrale der Form (5) zu ersetzen. Mittels Variablensubstitution 
1k! xe/fl = u erhält man 

fK(x) cos (1k! x/fl) dx =	(fllk)hIP f K((flu1IkI) 1Ifl) u'I' cos u du, 

6	 oflu,ci
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und wegen (12), (13) und (III) ist 

fK(x) cos (I k i xP/fl) dx = (A1(IkI1fl)). 

Eine soiche Beziehung gilt auch für das entaprechende Integral mit Sinusfaktor 
im Integranden. Daraus ersieht man, daB 

14 (8) =fK(x) cos [h + kxP/fl] dx + 41(IkIM)) 

gilt. Zusaininen mit (19) und (17) (in modifizierter Form) erhält man nun nach 
einigen trigonometrischen Umformungen die gewunschte Beziehung (18') U 

Die im Satz formulierten asymptotischen Beziehungen bestatigen die eingarigs 
angefiihrten bekannten asymptotischen Darstellungen für Integrale vom Typ (1). 
So erhält man irn Fall (3) mit der Menge P = R+ und mit 

'2P,	)3p+P 
die asymptotischen Beziehungen (9) in [3], die für x = 1, 9 = 2 die wichtigen Be- 
ziehungen (20.20) und (20.27) in [2] am Spezialfalle enthalten. Im Fall (4) ergeben 
sich die Beziehungen (7) und (19a) in der Arbeit [4]. Dabei ist die Menge P = 
und sind die Funktionen 

)	A	1+IInp 
'(C = = 

1 - 

A=p(1+IInpI),	Aa=Pa1P(1+I1nPI) 

zu benutzen. Der Sachverhalt (II) ist dabei im dort bewiesenen Lemma 2 enthalten, 
und (ITT) ist mit der Aussage von diesem Lemma 2 ebenfalls leicht nachweisbar. 

Unschwer lassen sich jetzt weitere asymptotisehe Aussagen für.  Integrale vorn 
Typ (1) formulieren, beispielsweise bei Zugrundelegung der Integralbeziehungen (6) 
bis (9). Dabei braucht man sich nur noch mit den Bedingungen (I)—(III) ausein-
anderzusetzen, denn die Formulierung des Satzes in der entsprechenden speziellen 
Form kann hiernach formal vorgenornmen werden.	- 

Beginnend mit dem Grundintegral (6) steilt man fest, daB Aie erwähnten Bedin-
gungen auf jedem endlichen Intervall P = (0, C] mit Funktionen 

.a=i,	)sP,	1=l, 

A— 2'	A— 
P2 

2p + 1 '	3p2+1 
erfüllbar sind. Für p —p co sind die Bedingungen (I) und (III) nicht vereinbar, so 
daB die Formeln (18) und (18') im Fall Iki —* 00 nicht aligemneingliltig sind. Das 
bestatigt beispielsweise die mit der Methode der stationären Phase ermittelbare 
Beziehung

I1\ 
I e cos st dt = sins + I—I	(. --> 00), 

J	 8 
0 

wahrend (18') für das linksstehende Integral eine asyxnptotische Darstellung von der 
GroBenordnung o(ifs) ergabe. Ein ähnlicher Sachverhalt liegt bei (7) vor, wo man
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sich ebenfalls auf endliche Intervalle P = [0, C] beschranken mul3 und die Funktiônen 

A_1 1	A. = P' p	21-22=23=1 

verwendet werden können. 

Bei den Integraldarstellungen (8) sind die Bedingungen (I)—(III) jedoch fur 
P = R erfujibar, wobei die Funktionen 

= i/(j/ + 1),	1, =Vi(p + 1),	A = i/('+ i), 

= pI(p + 1),	23 = p30 + p2) 

herangezogen werden konnen. Zuru Nachweis von (III) ist 
co 
f[t(b2 + (t/p)2)]1(2 cos t	=	± i)) 

für y -* co gleichrnal3ig für alle p E R (und entsprechendes für ein Integral mit 
Sinusfaktor) zu bestatigen. Das entspricht der Beziehung 

	

f [b2 + x]- cos (px2 ) dx =	+	 (20) 

Diese Bedingung ist für alle p jedes endlichen Intervalles wegen 

f[b2 + x41- 112 cos (px2) dx	f[b2 + x1 -1I2 dx 

und 6ip -* co gleichmaBig in p erfüllt. Im Fall p -* co formen wir das in (20) 
linksstehende Integral durch partielle Integration urn und erhalten 

sin (px2) 1	 1	'	 1	1 1 \ ?(1) + UI-). 2px 3/b2 +	- I ( 3/be + ) 
sin (px2) dx = 

FY Tp-

Ahnliches gilt im Fall (9), wo die Bedingungen (I), (II), (III) für die Menge P = 
mit den Funktionen 

	

2, = A = if/, (/ + 1), A = 1/j/•	 - (p + 1), 22	p	23 = 
_}/	

V2 

+1'	3/p+i 
erfullbar sind. Zum Nachweis von (III) ist für y - b. 00 

f x 
[P 

+ b] ' cosxdx = ' i(+ i)) 

gleichmaf3ig für p E R zu bestatigen. Durch partielle Integration des linkastehenden 
Integrals erhält man

	

co	 co 
sin x 1	sin x	 Slfl - 1,r—	Y	1	Sifl Z 

+ b - J ( + b)'2 
dx - [yy + bp -	(x + )3!2 dx] 

woraus die gewunschte Relation hervorgeht. 

6 Analysis Bd. 1, Heft 1 (1982)
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Zusatz: Wean h(a, 8) = 0 für alle 8 E S und nur emes der Integrale I(8) oder 
1,(8) aaymptotisch untersucht werden 8011, so ist dies unter Abschwachung einer 
Voraussetzung moglich. In der Bedingung (I) kann man nämlich dann 

21 = A bzw. A = A5 

setzen. Das Ergebnis (18) nimmt jetzt die Form 

1c(e) —'gF(k/19) 
bzw.

I(8) .-' egF5(kJ/fl) 

an. So kann beispieisweise das Grundintegral (11) im Fail h(a, s) =0 zur Aufsteilung 
einer asymptotischen Beziehung nach dem obigen Satz verwendet werden. Hierbei 
ist P = R mid sind die Funktionen 

= 2 =p(in2 p + 1), 

23 =p'(ln2 p + 1),	23 =p'( 2 p + 1) 

zu verwenden. Die Gultigkeit von (II) ist ähnlich wie beim Lemma 2 in [4] nach-
weisbar. Dagegen kann mit dem Grundintegral (10) nach dem hier dargelegten Ver-
fahren keine asymptotische Darsteilung gefunden werden, weil K(x) = in xix an 
der Steile x = 0 nicht Jokal integrierbar ist. Soichen Fallen soil eine spätere Unter-
suchung gewidmet sein. 
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