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Asymptotische Darstellung verallgemeinerter Foﬁrierintegrale:IV

R. RIEDEL

Far verallgemeinerte Fourierintegrale der Form
b
f K(t — a) ef73) d¢
J

wird das asymptotische Verhalten bei Anndherung des Parameters g an eine kritische Stelle s,
untersucht. Dabei moge H(t, s) bei ¢ = a eine stationédre Stelle 8-ter Ordnung (8 > 0) besitzen
und die Fouriertransformierte zu K(r) sei explizit angebbar. Es wird gezeigt, da man unter
gewissen Bedingungen stets eine asymptotische Darstellung zu diesem Integral mittels der
Fouriertransformierten von K erhalten kann. ‘

Jas narerpanos tTuna ¢oypbe BHZA
b
f K(t — a) et gt
.

MCCIEeRYeTCA aCHMITOTHYECKOEe MOBefeHMe NMPH NpUOIMKeHMH mapaMeTpa 8 K KpHTHYECKOH
TouKe g§. Ilycte mpu aTom H(t, 5) EMeeT B 'TOYKe { — a CTALUOHAPHYIO TOYKY (IpoGHOro)
nopAaka f > 0 m mycrb sagano mpeoGpasosande ¢ypbe PyHKUMM K(r) B 3aKOHUYCHHOM
BuAe. JlOKasHBAeTCA, 4T0 OPH HEKOTOPHX TPeGOBAHMAX MOMKHO BCerga HafiTH aCMMOTOTH-
4yecKoe NPeCTaBJIeHWe 3TOro MATErpaslia, HCcOojbayA mnpeobpasosamme $ypbe dyHKunn K.

The asymptotic behavior of Fourier integrals of the form.

[

J Bt — a) B0 de, s

a BN
where the parameter s tends to a critical point s,, is considered. It is provided that H((, s)
has at ¢t = a a stationary point of (fractional) order § > 0, and the Fourier transform of the
function K(r) is given in closed form. Under certain conditions it is demonstrated that it’s
posgible to obtain an asymptotical expansion of this integral by the Fourier transform of the
function K. :

Untersucht wird das asymptotische Verhalten vé)n Parameterintegralen der Form

¢

b
I(s) = [ Glt, s) &40 gt

6 - - ' . . . .
I.(s) =fG(t, 8) cos H(t, s) dt, - (1)

b
1,(s) = [ G(, 8) sin H(t, 5) dt
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fiir s — s, (s, kritische Stelle), s € S. Die Integrationsgrenzen a, b konnen dabei
auch vom Parameter s abhingig sein, und es ist auch b = oo zugelassen. Dabei sei
a = a(8) eine hinreichend genaue Ndherung einer stationiren Stelle g-ter Ordnung
der Funktion H(¢, s), so daB gilt

H(ts 8) = ,h(" 8) -+ /(t: 8)

Rt 8) =(—a)y'kit,s) (8>0),
k(a, s) # 0 und k'(t, s) bez. der Variablen ¢ stetig. Ferner sei

G(t, 8) = K(t — a) g(¢, 8).
Wie in nachstehenden Voraussetzungen (14), (15), (16) néiher ausgefiihrt, seien
k(t, 8), g(t, 8) Funktionen, die innerhalb des EinfluBbereiches der Stelle a annidhernd
konstante Funktionswerte annehmen, und f(¢, 8) sei eine solche mit nur hinreichend
kleinen Funktionswerten. Fiir spezielle Funktionen K(z) und spezielle Werte B

sind asymptotische Darstellungen fiir Integrale der Form (1) bereits in der Literatur
bekannt. So wird in [1], {2] (Sdtze 20.4 und 20.5) der Fall

mit

‘Kxy=1, pg=2 . (2
behandelt, in [3],” ' ,
Kz)y=21 mit 0<ax<§p ' G
* und in [4] '
Kz) =2*1lnz mit 0<a < 8. (4)

Gemeinsames Grundprinzip der hierbei vorgenommenen Herleitungen ist die Zurtick-
fithrung der Funktion H(t, s) auf eine solche der Form u(s) £/ und damit der Inte-
grale (1) auf geschlossen auswertbare Grundintegrale der Form .

Fop) = [ K(z) cos pzfdi, Fyp) = [ K(z)sin pxﬂdz.‘: | (5)
0 0

AuBer bei den (2)—(4) verwendeten Grundintegralen sind weitere bekannt, die
zur Herleitung asymptotischer Darstellungen Verwendung finden konnten. So
bieten sich folgende Beziehungen an:

]?iir K(z) = e (b > 0), f = 1 (vgl. [6], 3.896):

1 - 2
Fip) =5 |2 e {2,

1 3
Fy(p) =£‘ €Xp {—ﬁ} 1Fy (?’ 5§P2/4b);
fir K(z) = e Inz (b > 0), 8 = 1 (vgl. [6], 4.441):
' _ 1 b 2 0 : r
Fc(P)———m[Eln(P +b)+parcta.n? +b0], ‘ -
1 P _ P 4 )
Fy(p) =T [barctanb pC + 5 In(p +b)], )

fiir K(z) = (b2 + 24)"12, B = 2 (vgl. [6], 3.855):

1 4 /pa b b 1 y/pn b b
Fio) =5 |2 o (B) ke (B): Riw =5 5 0 () i (B): @
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fiir K(z) = (b 4+ )12 (b > 0), 8 = 1 (vgl. [6], 3.751):

Fy(p) = l/% [cos (bp) + sin (bp) — 2C(}/bp) cos (bp) — 28(Vbp) sin (bp)],

9
Fyp) = 1/;”7 [cos (bp) — sin (bp) + 2C(V?p) sin (bp) — 25(Ybp) cos (bp)]; v
fiir K(z) = In 2/, B = 1 (vgl. [6), 4.421(L.)):
Fp) = =5 (C +Inp); | » (10)
fir K(z) =2 (nz2 (0 <ax<1),f=1 (vgi (6], 4.424(2.)):
Fyp) = % sin 22 [vp (@) + ) + (o) cot 2% — 2pla) In p

-

fnlnpcot? —}-‘(lnp)zfn“’]. (11)

Es kénnten weitere solche Grundintegrale angefiihrt werden (vgl. in [6] z. B. 3.765,
3.766, 3.771(1.2.), 3.773, 3.774, 3.853, 4.421(2.3.), 4.424(1.)). In der vorliegenden
Arbeit soll gezeigt werden, wie nach dem in [3] und [4] verwendeten Herleitungs-
prinzip solche Grundintegrale zur Aufstellung asymptotischer Darstellungen von
Fourierintegralen der Form (1) genutzt werden konnen. Wir setzen dabei voraus,
daB K(z) eine Funktion mit auswertbaren Fourierintegralen (5) sei, fiir welche die
nachfolgenden Bedingungen (I), (IT), (III) erfiillt seien. In ihnen seien 4., 4, 4
(¢ =1, 2, 3) Hilfsfunktionen einfacher Beschaffenheit, die mdglichst scharfe obere
asymptotische Schranken zu den angegebenen Funktionen sind:

(I) Fiir alle Werte p € P S R, (Menge der positiv-reellén Zahlen) sev
Fe(p) = 0(a(p)),  Fup) = O(4(p)) .
und
(P) X 12(p)] + |As(p)]
(X bedeutet asymptotische Aquivalenz, vgl. [2], Satz 1.3.).
(II) Glezchmaﬂzg fiir alle p € R, ser

4 2
[ |E(2)] dz = O(2(p)), f |K(2)| 2* dz = O(A(p))-
4]

0

(IX1) Fir y — oo, glevchmifig fiir alle p € P ser .

f K ((%)l/ﬁ) 2181 cos z dz = op'/fAy(p)),

v

f X ((%)Ilﬁ) Zl/B-1 sil.] rdx = D(Pl“’ 11(1’))~
; .

Bei vorgegebener Funktion K sind (I) und (III) einschrinkende Bedingungen fiir
die Menge P, welche hiernach oft als ein Intervall der Form (0, o), [¢, o0), (0, C]
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oder [¢, C] mit 0 < ¢ < C < oo gewihlt werden kann. (II) beinhaltet lediglich
definierende Eigenschaften zu den Funktionen 4,, 4;, die fiir die Voraussetzungen
des nachfolgenden Satzes von Bedeutung sind, In diesem Satz und in seinem Beweis
verwenden wir die Abkiirzungen

N e =sgnkla,s), ki s) =k, gla,s)=g, hia,s8)=nh
und bezeichnen mit
wﬂ[d: a + 6], wk[a: a + 6]

die Schwankung der Funktion g(¢, 8) bzw. k(t, s) im Intervall a < ¢ < a -+ 8. Die
Intervallinge (8) sei dabei so0 gewahlt daB der Integralanteil

6+
Is(s) = [ G(t, s) e'H0) d¢

von (1) (bzw. entsprechende Integrale mit Kosinus- oder Sinuskern) mit 0 <6 <b —a
den fiir das asymptotische Verhalten bestimmenden Anteil ergibt (vgl. Voraus-
setzung (17)). Die Wahl dieser Intervallinge wird auBerdem durch die Voraussetzun-
gen (13)—(16) eingeschrinkt.

Satz. Lst fir alle s € S stets.

|k|/B € P , - 2
u7uigzlt/urs——>so,s€S . .‘ , . e

6 |k|M8 — oo, . : - . (1l3)

wila, @ + 6] = o(gh(HIBIA®), BT

wila, a +.8) = o(2,(|%l/B)/24(6)) SR - - (13)
sowie ‘ , . ,

16, 8) = o(W(IRUBYA(8) (16)
gleichmafig fir a < t < a + 8, gilt ferner fiir das Restintegral '

» ..

f;G(t: s) eiH dt = o(gdy(|kI/B)), : . (7

a+ .

soisifﬁre»so, s€e 8
‘ I(s) ~ g e®[F(|kl/B) + icF,(kI/B)]. (18)

Unter denselben Voraussetzungen, lediglich mait der Modifikatron von (17) durch
entsprechende Restintegrale mit Kosinus- bzw, Smuskem, erhdlt man .

I.(8) ~ g[F()k}/B) cos b — eF(|k|/B) sin h]
I(s) ~ g[F:(|k|/B) sin b + eF(|k|/B) cos R].

Die asymptotischen Beziehungen (18), (18") sind daber tm Sinne einer verallgemeinerten
De/mmon asymptotischer Gleichheit nach E. RIEESTINS (vgl. (5], (3.3)) zu verstehen
mit einem Restglied der Ordnung o(ghy(|k|/B)). ,

(18)

Beim Beweis beschrinken wir uns auf Integrale (1) mit Kosinuskern, die anderen
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en lassen sich analog behandeln. Geht man von den Integralen
g gr:
a+é
I(s) = f ﬂ;i) K(t — a) cos H(t, §) dt,

a4é
I,(s) = [ K(t — a) cos H(t, 8) dt,

a+é
I(8) = fK(t — a) cos h(t, 8) dt,

a+dé

1,(8) = fK(t — a) cos [ +* (t — a)f k/p] dt

aus, so ist die asymptotische Bemehung

a+d
J G(¢, 8) cos H(t, 8) dt ~ gI(s) _ (19)

im oben erkldrten Sinne offenbar erfiillt, wenn

1,(8) — I,,,(8) = o(A:(|kl/B)
fiir v = 1, 2, 3 gilt. Unter Verwendung von (14) und (IT) erhilt man nun

g(t s) 969 — 9 gy _ g

6 .
i, mg%fmma=$MWm
0

aus (16) und (II) folgt
a+d » é

oy — I Sf|K(t—a)/(t 8)| dt < max |f(t, s)|f|K x)ldx
. astSa+s, 0
= “(/-1 |’°|/ﬂ))

Benutzt man die bereits in {3] und (4] hergeleitete Beziehung
lcos k(t, 8) — cos [k + (t — a)? k/B]] < (¢t — a)? wi[a, a + 6)/8,

so erhilt man mit (15) und (IT)
o
11— 10 <% [ 1K) 2 do = o1(111P)-
0 |

Damit ist (19) bewiesen. Wir versuchen nun, das Integral auf der rechten Seite
durch Grundintegrale der Form (5) zu ersetzen. Mittels Variablensubstitution
|kf 26/ = u erhélt man .

fK(x) cos (|k| 27/B) dx = — (ﬂ/k)”ﬁ f K((Bul |k|)*#) ullt=1 cos u du,

8Bix
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und wegen (12), (13) und (III) ist
J K(2) cos (k| 2#/B) dz = o(A,(IkI/B)).
s

Eine solche Beziehung gilt auch fiir das entsprechende Integral mit Sinusfaktor
im Integranden. Daraus ersieht man, da3

I(s) = [ K(z) cos [h + kx#|B) dz -+ o(4s(|kI/B))
1]

gilt. Zusammen mit (19) und (17) (in modifizierter Form) erhéilt man nun nach
einigen trigonometrischen Umformungen die gewiinschte Beziehung (18') §

Die im Satz formulierten asymptotischen Beziehungen bestitigen die eingangs
angefiithrten bekannten asymptotischen Darstellungen fiir Integrale vom Typ (1).
So erhdlt man im Fall (3) mit der Menge P = R, und mit

A=A =1, =p 8, 2y = p°, Ay = potf

die asymptotischen Beziechungen '(9) in (3}, die fir « = 1, 8 = 2 die wichtigen Be-
ziehungen (20.20) und (20.27) in [2] als Spezialfille enthalten. Im Fall (4) ergeben
sich die Beziehungen (7) und (19a) in der Arbeit [4]. Dabei ist die Menge P = R,
und sind die Funktionen

1 + |ln p|

p“/ﬁ
b=p(1+(npl), - d=p*1+|np)

zu benutzen. Der Sachverhalt (II) ist dabei im dort bewiesenen Lemma 2 enthalten,
und (ITI) ist mit der Aussage von diesem Lemma -2 ebenfalls leicht nachweisbar.

Ge = Ay = A =

Unschwer lassen sich jetzt weitere asymptotische Aussagen fiir Integrale vom
yp (1) formulieren, beispielsweise bei Zugrundelegung der Integralbeziehungen (6)
bis (9). Dabei braucht man sich nur noch mit den Bedingungen (I)—(III) ausein-
anderzusetzen, denn die Formulierung des Satzes in der entsprechenden speziellen
Form kann hiernach formal vorgenommen werden.

Beginnend mit dem Grundintegral (6) stellt man fest, daB die erwihnten Bedin-

gungen auf jedem endlichen Intervall P = (0, C] mit Funktionen

}‘c=1’ )~s=P: )'l:l)

P P
}, = — 1 =
e+l TPt

erfiilllbar sind. Fiir p — oo sind die Bedingungen (I) und (ITI) nicht vereinbar, so
daB die Formeln (18) und (18’) im Fall |k| = co nicht allgemeingiiltig sind. Das

bestitigt beispielsweise die mit der Methode der stationiren Phase ermittelbare
Beziehung

1
i 1
fe“' cos stdt = sn ¢ + o (—) (8 - o0),
8 s
[1]

wihrend (18’) fiir das linksstehende Integral eine asymptotische Darstellung von der
GréBenordnung o(1/s) ergibe. Ein dhnlicher Sachverhalt liegt bei (7) vor, wo man




Asymptotische Darstellung verallgemeinerter Fourierintegrale IV 81

sich ebenfalls auf endliche Intervalle P = [0, C] beschrinken muB und die Funktionen
=1, AQ=p, A=l=2Xh=1
verwendet werden kénnen.

Bei den Integraldarstellungen (8) sind dle Bedmgungen (I)—(III) ]edoch fiir
P = R, erfiilllbar, wobei die Funktionen

e=1Up+1), A=Valp+1), H=14p+1),
h=plp+1), A =pY1 +p)

herangezogen werden kénnen. Zum Nachweis von (ITI) ist
10 + @) cos et = oyl 1)
v

fiir y - oo gleichmiBig fiir alle » € R, (und entsprechendes fiir ein Integral mit
Sinusfaktor) zu bestitigen. Das entspricht der Beziehung

f (62 + 2#)-112 cos (px2) de = o((}/—+ 1)71). : (20
Vulp e -

Diese Bedingung ist fiir alle p jedes endlichen Interva,lles wegen

f [62 + zA]~12 cos (pa?) dx| < f [b® + 2t V2 dx
Yoir Yoir

und }/g_//—p-—» oo gleichmiBig in p erfiilllt. Im Fall p — co formen wir das in (20)
linksstehende Integral durch partielle Integration um und erhalten

o) 1° L (L N angeae=oLew +0(2)
e I py/_ (x b2+x4) sin (p2?) dz o (1) + 7)
yip .

Ahnliches gilt im Fall (9), wo die Bedingungen (I), (II), (III) fiir die Menge P = R,
mit den Funktionen

—_ 2
=h=1p, (fp+1) A=1Up(p+1), ==L —, 13=-—L

erfilllbar sind. Zum Nachweis von (III) ist fiir y — oo

f[g o] " conwe = (/31007 + 1)

gleichmiBig fiir p € R, zu bestitigen. Durch partielle Integration des linksstehenden
Integrals erhdlt man :

___sinz © 1f sin z dx—}/;_) sin y __1_ sin z d:z:‘
z %) [z V" Vo rtp 2) Grop |
— +b v |+ v
p v P

woraus die gewiinschte Relation hervorgeht.

6 Analysis Bd. 1, Heft 1 (1982)
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Zusatz: Wenn k(a, 8) = 0 fiir alle s ¢ S und nur eines der Integrale I(s) oder
I,(8) asymptotisch untersucht werden soll, so ist dies unter Abschwichung einer
Voraussetzung méglich. In der Bedingung (I) kann man namlich dann

11 = A‘C bzw.' 21 = AS
setzen. Das Ergebnis (18) nimmt jetzt die Form’

I.(8) ~ gF(|k|/B)
bzw.
I(s) ~ egF(|k|/B)

an. So kann beispielsweise das Grundintegral (11) im Fall k(a, s) = 0 zur Aufstellung
einer asymptotischen Beziehung nach dem obigen Satz verwendet werden. Hierbei
ist P = R, und sind die Funktionen .

h=h=p(ntp + 1),
ho=plotp +1), A =p*i(n’p+1)

zu verwenden. Die Giiltigkeit von (II) ist #hnlich wie beim Lemma 2 in [4] nach-
weisbar. Dagegen kann mit dem Grundintegral (10) nach dem hier dargelegten Ver-
fahren keine asymptotische Darstellung gefunden werden, weil K(z) = In z/z an
der Stelle z = 0 nicht lokal integrierbar ist. Solchen Fillen soll eine spitere Unter-
suchung gewidmet sein, :
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