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Uber die Beschrinktheit der Losungen diskreter nichtstationirer
Phasensysteme <

V. REITMANN

Es werden hinreichende Bedingungen fiir die Beschrinktheit der Lésungen und fir 4 -Stabilitat
im ganzen von diskreten Phasensystemen formuliert, die entsprechende Ergebnisse von Yu. A.
KorYaRIN, G. A. LEONOV, A. R. Liss, V. N. BELYER, V. P. Maxsagov [3, 5—7] verallgemei--
nern.

IIpEBefeH OCTATOYHHE YCJOBHA OrPaHNYEHHOCTH PeRIeHH# B A-YCTONYMBOCTH B LelIoM
AHMCKPETHHX (Ja30BHX CHCTEM, KOTOpPHE 0G06ImMAlOT COOTBETCTBYOmue pesyabrath IO. A.
Hopaknra, I'. A. Jleomosa, A. P. JIncca, B. H. Beaux, B. I1. Maxcakosa [3, 5—17].

In this paper we give sufficient conditions for the solutions to be boundet and for the 4-stabi-
lity in the whole of discrete phase systems. This generalizis related results of Yu. A. KorYaKIN,
G. A. LeoNov, A. R. Liss, V. N. BELYkH, V. P. MaRsakov [3, 6—7].

In der vorliegenden Arbeit werden diskrete Phasensysteme, d. h. Systeme der auto-
matischen Steuerung mit einer beziiglich bestimmter Argumente periodischen Nicht-
linearitdt, mit Methoden der absoluten Stabilititstheorie betrachtet und damit in
[1, 3, 5—8, 14] angegebene Untersuchungen fortgefiihrt. Dabei wird zunéchst ein
Frequenzkriterium fiir die Beschrinktheit der Losungen diskreter Phasensysteme
mit einer Nichtlinearitit, die auch unstetig sein kann, bewiesen. Unstetige Nicht-
linearititen spielen z. B. bei der Beschreibung von Ziffernsystemen der Phasen-
synchronisation eine Rolle. :

Einen wichtigen Platz beim Nachweis der Beschrinktheit der Losungen nimmt die
Betrachtung spezieller Matrizenungleichungen ein. Thre Losbarkeit wird durch den
»Frequenzsatz‘‘ {16] (mitunter auch als ,,Lemma von YAKUBOVICH-KALMAN‘‘ be-
zeichnet) garantiert. Mit Hilfe dieser Matrizenungleichungen wird im Phasenraum
der zu untersuchenden Systeme ein Netz von quadratischen Kegeln konstruiert,
die invariant fiir die Lésungen der Systeme sind. Weiterhin wird ein Kriterium fiir
die Beschrinktheit der Losungen von diskreten Phasensystemen formuliert, das
keinen ,,Frequenzcharakter‘ trigt, sondern auf der Benutzung eines Netzes invarian-
ter Kegel, die als Schnitt einer endlichen Zahl von Hyperebenen entstehen, be-
ruht. Vom praktischen Standpunkt aus garantiert die Beschrinktheit der Lésungen
von Systemen der Phasensynchronisation einen Synchronismus ,,im Mittel‘.

SchlieBlich wird in der Arbeit ein Kriterium fiir die 4-Stabilitat im ganzen von
diskreten Phasensystemen angegeben.

Mit Hilfe der formulierten Kriterien werden in der Arbeit die Beschrinktheit der
Losungen und die 4-Stabilitit im ganzen eines autonomen Ziffernphasenkopplungs-.
systems erster Ordnung, in dessen Steuerkette der Ziffernfilter fehlt, nachgewiesen.

Der Charakter der in der Arbeit erhaltenen Ergebnisse und die Vorgehensweise
besitzen weitgehende . Ahnlichkeit mit Untersuchungen von kontinuierlichen
Phasensystemen, die durch nichtlineare Differentialgleichungssysteme beschrieben
werden. Die Spezifik diskreter Systeme kommt jedoch insbesondere in Lemma 2

6*
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zum Ausdruck, in dem eine Art Sprungverhalten diskreter Systeme charakterisiert’
wird, das bei kontinuierlichen Steuersystemen nicht anzutreffen ist. Deshalb lassen
sich z. B. in diskreten Systemen erster Ordnung Schwmgungen im Sinne von Yaxu-
BOVICH nachweisen [12], wihrend bekanntlich [1] in Differentialgleichungen erster
Ordnung Schwingungen nicht auftreten kénnen.

Gegeben sei das System
Ty = Az, + bolt, o),

0"=C*x‘ (t=01 ...).‘

(1)

mit der konstanten » X v-Matrix A4, die den Eigenwert 1 und » — 1 Eigenwerte
innerhalb des offenen Emheltskrelses besitzt. Des weiteren sind b und ¢ konstante
v-Vektoren fiir. die das Paar (4, b) vollkommen steuerbar ist und das Paar (4, ¢c)
vollkommen beobachtbar ist.!) Mit dem Symbol * wird die Operation des Transponie-
rens bezeichnet. Alle in der Arbeit vorkommenden GroBen sind, soweit nicht anders
vereinbart, reell. Es sei ¢(t, 0) eine skalare Funktion der Argumente ¢ € {0, I, ...}
und ¢ € R}, die der Bedingung

:u'laz = (p(t’ 0)o = .“262 (6 €RLt=0,1, .sd) a o (2)
geniigt. Dabei sind u#; und u, Konstanten mit i V
-0 =y 20 <y £ fo0. co : (3)

Es sei aulerdem die Funktion ¢ perlodxsch bezughch ¢ mit der Periode 4 > 0,
d. h., es gelte

I

pltbo+4) =pt,0) (c€BLE=0,1,..). L " (4)

Unter den getroffenen Vm'au.sselzungen bezuglzch des lmeare’n Tezls des Systems (1)
existiert exn Vektor r mat -

Ar=r7r und c*r =4. . t5)

Zum Nachweis der Richtigkeit dieser Behauptung ist es ausreichend zu zeigen, da8
fir den Eigenvektor » von 4 mit Ar = r (ein solcher existiert laut” Voraussetzung)
c*r == 0 gilt. Wenn man annimmt, daB ¢c*r = 0 ist, so erhilt man die Beznehungen

c*d¥r =c*r =0 (k=0,1,...,v— 1),

woraus wegen der vollstindigen Beobachtbarkeit des Paars (4, ¢) die Gleichung
r = 0 folgt. Der erhaltene Widerspruch beweist die Moglichkeit der Darstellung GIN |

Wir bezeichnen mit
2(p) =c¥4 —pD)* b

die Ubertragungsfunktion des linearen Teils von System (1) vom Eingang ¢ zum
Ausgang —o. Dabei ist p eine komplexe Zahl und I die » X »-Einheitsmatrix.

Satz 1. Es existiere evne Zahl 4 € (0, 1), so daf die Matriz T A einen Eigenwert

auferhalb des Einheitskreises und v — 1 Eigenwerte innerhalb des offenen Einheits:

1) Das Paar (4, b) heiBt vollkommen steuerbar, wenn det ||b, 45, ..., A'8|| # 0 ist. Das Paar
(4; c) heiBlt vollkommen beobachtbar, wenndet ||c, A%, ..., (4*)™1c]| = 0 ist. Dabei bezeichnet
, wie auch oben, die Operation des Transponierens: ’ -
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kreises besitzt und fiir alle komplexen p mit |p] = 1 qilt:?)
Re {[1 + p,2(Ap)} [1 + pox*(AP)} > O bei py == —o0, pp = +00,
Re {x(2p) [1 + pax*(Ap)]} <O “bet py = —o0, ppF +o0,
_ Re {[1 + mx(4p)] x*(4p)} > O bet py + —o0, pp = +o0.
Dann st jede Losung des Systems (1) beschrinkt auf [0, +oo).
Fiir den Beweis dieses Satzes sind eine Reihe von Hilfsaussagen notwendig, die
im weiteren formuliert und bewiesen werden.

Lemma 1. Es se? Q eine v X v-Matriz, ¢ und r seven v-Vektoren, wobei ¢ = 0 st.
Es set weiterhin

&(z, §) = 2*Gox + 2gr*at

eine quadratische Form der Veriinderlichen z € R* und & € R'. Dabei ist Gy = Go*
eine positiv semidefinite v X v-Matriz, g ist eine Zahl. Es existiere eine v X v-Matrix
H = H*, die evnen negativen und v — 1 positive Eigenwerte besitzt, und es existiere eine
Zahl 8 > 0, so daf dive Ungleichung®)

(Qx + ¢&)* H@Qz + ¢&) — 2*Hx + G(2,§) < —90 |z? ©

(x€ R, E€RY
erfillt ist. Dann gilt
{x | z*Hz < 0} n {z | r*z = 0} = {0}. )

Beweis. Wegen der Eigenwertverteilung von H existiert ([4], S. 297) ein Vektor &,
so daB gilt: .

{z|z*Hz < 0} n {z | k*xz = 0} = {0}. (8)

Wird in der Ungleichung (6) z = 0 gesetzt, erhélt man ¢g*Hg < 0. Hieraus und aus

(8) folgt h*g == 0. Es werde angenommen, daB (7) nicht erfiillt ist, d. h., da8 es einen

Vektor z, == 0 mit 7*z, = 0 und z,*Hz, < 0 gibt. Wegen z,*Gyz;, = 0 erhalten wir
dann aus (6) die Ungleichung '

(Qzo + g5)* H(Qzo + g§) = —b x> <0 (£ € RY). (9)
Wegen h*q + 0 liBt sich ein solches ¢, angeben, daB

h¥Qxo + géo) =0 . ' (10)
gilt. Aus (8), (9) und (10) folgt sofort

Qo + g5 = 0. (11)

Es ist offensichtlich, daB die Beziehungen (9) und (11) einander widersprechen.
Lemma 1 ist bewiesen. §

Bemerkung. Lemma 1 wurde unter etwas anderen Voraussetzungen bereits in
{13] bewiesen. In [7] wurde dieses Lemma zur Herleitung von Frequenzkriterien der
Stabilitait diskreter Systeme, die die Dynamik von Ziffernsystemen der Phasen-
synchronisation beschreiben, benutzt.

2) Im Satz 1 dient das Symbol s ausnahmsweise auch zur Kennzeichnung der konjugiert
komplexen Zahl.
3) Hier und im weiteren ist Jz] die Euklidische Norm des Vektors z € R".
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Lemma 2. Wir betrachten das System
Zeer = Qx, + golt, o)),
oy = r¥*z, ¢t=0,1,...).
Hyierbei ist Q etne v X v-Matriz; g und r sind v-Vektoren. Das Paar (Q, ) sei vollkommen
beobachtbar und ¢ sei etne skalare Funktion der Argumente t € {0, 1,...} und o € R,

die den Beziehungen (2) und (3) geniigt. Es mogen weiterhin eine Matriz H — H* und
Zahlen 2 > 0 und & > 0 existieren, fiir die gilt:

(12)

1 : '
bl (Qr + g&)* H(Qz + ¢&) — 2*Hz + G(0, &) < —6 lz|2 (x € R, & € RY).

(13)
Dabei st ¢ = r*z und .
(g0 — &) (§ — myo) fiir py + —o00, py + +o0, :

(0, &) = (10— &) o fir py = —o0, uy = 400, ~(14)

: (¢ —mo) o fiir py = —o0, py = 4oo0.

Es sei h exn v-Vektor, fiir den (zusammen mit H aus (13)) die Beziehung (8) gilt. Wir
bezeichnen: I' = {z | 2*Hz < 0}, I'* = I'n {x | h*z = O} und I'- =TI n{z|h*z < 0}.
Ser x,(ty, z,) eine Losung des Systems (12) mit der Anfangsbedingung z,(t,, 2,) = «,.
Dann gilt:

1. Wenn die Matrix % Q einen (reellen) Eigenwert > 1 und v — 1 Eigenwerte inner-
halb des offenen Einheitskreises hat, so ist fiir die Losungen von System (12) erfillt:
a) aus xy € I'* folgt x,(ty, ) € I't (¢ = to); ) (15)
b) aus z, € f“'/olgt (2o, o) € '~ (¢t = ¢,).
2. Wenn die Matriz %Q ewnen (reellen) Eigenwert < —1 und v — 1 Eigenwerte .
z:;zl:rhalb des'of/enen Einheitskreises hat, so ist fiir die Lo"eungen von System (12) er-
! a) aus zy € I'* folgt
Tygrarllor Zo) € I' und Tyiopnlte 2) €I~ (K =0,1,...);
b) aus z, € I' folgt
Zegeoulle, Zo) € I'™ und Zypopiallo, o) €M (K =0, 1,...).

Beweis. Wird in (13) £ = 0 gesetzt und beachtet, daB8 wegen (2) und (3)
B(r*z, 0) = 0 (z € B’) gilt, so erhélt man aus (13) die Beziehung

}.—12 *Q*HQx — x*Hzx < —6 |z|2 (x € R).

x
2

der letzten Ungleichung x — u gesetzt, wobei u ein Eigenvektor ist, der zum
Eigenwert x der Matrix  gehért, so erhiilt man .

Es sei — der Eigenwert von %Q, der auBerhalb des Einheitskreises liegt. Wird in

22
(— — l) u*Hu < —6 |ul?.

Hieraus folgt
w*Hu < 0. o (16)
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Aus (16) und (8) folgt A*u = 0. Deshalb kann o. B. d. A. angenommen werden, daB
h*u >0 . ' - (17)
gilt. Weiterhin ist wegen der Beobachtbarkeit von (Q, 7) '
r*u 0. ' ’ (18)

(Der Nachweis érfolgt wie bei. (3).) Wir beweisen nun die Beziehung (15) indirekt.
Es werde angenommen, daB ein Punkt z, € I'* und eine Zahl.z, = 0 existieren, fir
die gilt:

Qo + gplto, Tz0) & T )
Aus (2) und (3) folgt, daB @(r*xo, @(to, 7*2,)).2 0 ist und deshalb wegen (13)
Qo + gop(ty, T*z,) € T gilt. Folglich ist (19) nur mogllch wenn

R*¥[Qxq + gop(to, T*70)] < 0 (20)

ist. Wegen (18) kann eine solche Zahl ¢ > 0 gewa.lﬂt’werden, daB fiir den Punkt
z, = pu gilt: r*z, %= r*z,. Es wird nun eine fiir alle ¢ € R? deflmerte stetige Hilfs-
funktion (o) eingefiihrt, fiir die gelte:

Glr¥z,) =0, F(r*zo) = @lty, 7*%,) und @5(0': 177(0’)) =0 (sc€RY.

Eine solche Festlegung ist méglich, da {(s, &) | ®(o, §) = 0} eine zusammenhéngende
Menge ist und fiir alle o € R die Punkte (o, 0) wegen (3) und (14) dieser Menge an-
gehoren. Die Menge I'* ist wegen (8) und [13] (Hilfssatz 1) konvex. Folglich gilt

y@8) =82+ (1 —8)z, €I (s€[0,1]). : (21)
Wegen h*y(s) = sh*z, + (1 — 8) h*x, > 0 (s € [0, 1]), (8) und (21) ist
y(s) =+ (s €0, 1]). ) (22)

Aus (13) folgt wegen ®(r*y(s), (r*y(s))) = 0 (s € [0, 1]) und (21) die Ungleichung
[Qu(e) + g@(r*y(&)]* H[Qy(s) + g#(r*y(a))] = —d ly(a)l* (s € [0, DAY
Aus (22) und (23) ergibt sich
Qu(s) + gp(r*y()) =0  (s€f0,1]). . o (24)
Wir benutzen nun die sfetige Funktion .
f(s) = h*[Qy(s) + g&(r*y(8))] (s € [0, 1D).
Wegen (17) haben wir
£0) = h*Qx, = xph*u > 0
und wegen (20)
f(1) = R*¥[Qx, + gt 7*20)] < 0. A
Wegen der Stetigkeit von f existiert laut Zwischenwertsatz ein 5 € (0, 1) mit f(8) = 0.
Aus letzterem ergibt sich jedoch wegen (8) und (23) die Glelchung
Qu(3) + gg(r*y(®) = 0. | (25)

Offensichtlich widersprechen sich die Beziehungen (24) und (25). Damit ist die Ein-
schlieBung (15) bewiesen. Die iibrigen Aussagen des Lemmas lassen sich analog
zeigen |
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i

- Die niichste Behauptung findet man fiir verschiedene spezielle Funktionen ¥(x)
implizit in einer Reihe von Arbeiten [1, 5—7].
Lemma 3. Es mogen fiir das System
Zyy = f(2, 8) (t=0,1,..)) (26)

mit der v-dimensionalen Vektorfunktion f(x,t) (x€ R, ¢t =0, 1, ...) esne Funktion
V(z) (x € R°), eine ganze Zahl t, = 0, etne Zahl A mit 0 < A < 1 und eine Zahl § > 0
existieren, fiir die auf den Losungen x, des Systems (26) die Ungleichung

1
= V(g — Vizy) < ._6 EAL (¢ = 1) ’ (27)

qilt. Dann gelangt jede nicht gegén Null konvergierende Losung z, von System (26) in
die Menge I' = {x | V(z) < 0} und verbleibt dort.

Bewei_s. Nach Umformung von (27) erhilt man
V(@) — Viw) + (1 — 22) V(z,) < —21% |z,|? (¢t = ¢). (28)

Es sei z, eine beliebige Losung von (26), die nicht gegen Null konvergiert und fiir die
folglich

2 lalt = +oo S (29)
t=t, . )
gilt. Es werde angénommen, daB diese Losung nicht in die Menge I” gelangt, d. h.,
es sei )
Vi) 20  (t=¢). (30)

Dann kann wegen (30) die Ungleichung (28) umgeformt werden zu
V(@) — Vi) = —226 [z,)? (t = t).

Wird nun die letzte Beziehung von ¢ = ¢, bis ¢ = 7' summiert, so erhélt man

T

Vi(zr,,) — Viz,,) < —1’6‘2" ALK (31)

Nun ergibt sich aber aus (31) unter Beriicksichtigung von (29) sofort V(z,) - —o0

(¢ > +o0), was der Voraussetzung (30) widerspricht. Folglich gelangt jede Losung
von (26), die nicht gegen Null konvergiert, in I" und verbleibt wegen (27) dort J

Lemma 4. Es sei fiir die v X v-Matriz H = H* und den v-Vektor b die Bezichung (8)
erfillt. Dann ist fir beliebige Zahlen «, und o, mit &, < «, die Menge

M={z|2*Hzx <0} n {z| ) < h*x < «,}
beschrinkt.

Beweis. Aus [13] (Hilfssatz 1) folgt, daB unter den Bedingungen des Lemmas
- die Menge M konvex ist. Es werde angenommen, da M unbeschrinkt ist. Wegen der
Konvexitit von M bedeutet diese Annahme, daB ein Strahl existiert, der vollstindig
in M liegt, d. h.,, daB zwei Vektoren a,d € R’ (d % 0) existieren, fiir die gilt:
e + sd € M (s = 0). Aus letzterem folgt aber unter Beriicksichtigung der Konstruk-
tion der Menge M, daB k*d = 0 und daB wegen (8) d = 0 ist. Der erhaltene Wider-
spruch beweist das Lemma § .

- Bemerkung. Im Prinzip ist die Aussage von Lemma 4 implizit in einer Reihe
von Arbeiten enthalten [4, 8].
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Beweis von Satz 1. Da das Paar }.l A, b) vollstindig steuerbar ist, die Matrix
1
A
in Satz 1 als erfiillt vorausgesetzt werden, existieren nach dem Frequenzsatz {16]
eine » X »-Matrix H = H* und eine Zahl § > 0, so daB gilt:
1
7 (Az + b5)* H(Ax + b&) — 2*Hzx + @(c*z, &) < —d6 |z|® (z € R, &£ € RY). (32)
Dabei ist die Funktion ®(c, &) (o € R, & € R1) durch (14) erklirt. Wird in (32)
= 0 gesetzt und beachtet, daB @(c*z, 0) = 0 (z € R’) ist, so erhilt man die Un-

gleichung

A keinen Eigenwert auf dem Einheitskreis hat und die Frequenzungleichungen

%x*A*HAz —2*Hz < —6 22 (z€ R). o (33)

1
Da die Matrix T A einen Eigenwert auBerhalb des Einheitskreises und » — 1 Eigen-

werte innerhalb des offenen Einheitskreises besitzt, so folgt wegen (33) und {15],
daB die Matrix H einen positiven und » — 1 negative Eigenwerte besitzt. Weiter
existiert nach [4] ein Vektor %, so daB fiir das Paar H, % (8) erfiillt ist. Wir definieren
die Funktionen

Vilx) = (x — jr)* H(z — jr) (z€R)

fiir beliebige ganze Zahlen j (r ist der Vektor aus (5)). Weiterhin werden fiir diese 7
die folgenden Mengen eingefiihrt:

I; = {x | Vi) < 0}, I'yt =Tynlx|k*(z — jr) = 0}
und
Iy =T;n{z| ¥z~ jr) < 0}.

Wird in der Ungleichung (33) = = r gesetzt, 8o erhilt man (l2 — l) r*Hr < —6 |r|?
und folglich ist A

r*Hr < 0. 4 O (34)

Wir betrachten nun eine beliebige Losung z,(t,, 2,) des Systems (1). Fiir deren Ver-
halten gibt es zwei prinzipielle Méglitlzhkeiten:

1. Es existiert eine ganze Zahl 7, so daB z(¢y, ;) — j7 (¢ > +-o00) gilt. Eine solche
Losung ist offensichtlich beschrinkt.

2. Die Losung strebt zu keinem jr. Wir beweisen nun, daf eine solche Lésung von
einem bestimmten Zeitpunkt an in allen Mengen I'; liegt. Mit diesem Ziel betrachten
wir den Ausdruck

Vilze) = (g — jr)* H(xy — jr) = xg*Hzy — 2jr*Hz, + j2r*Hr.

‘Aus’ (34) folgt dann, dal eine ganze Zahl j, > O existiert, so dafl die Ungleichung
V;(xo) < 0 fiir alle j mit |j| = j, erfiillt ist. Nun betrachten wir eine beliebige ganze
Zahl j mit [j] < fo. Da 24(ty, ) 3> jr (¢t > o0) gilt, erhdlt man (unter Beriicksichti-
gung der Periodizitit von ¢): ‘

(Lo, Zo) — Jr = Zy(to, 2o — §7) +> 0 (t > +00). (35)
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Aus (32) folgt die Ungleichung
1 : e . V -
= Vo(zzn(to» To — 77)) - Vo(xt(to» Zo — 77)) S =0 [zltoy o — ) (E=to). -

Wegen Lemma 3 ergibt sich aus der letzten Ungleichung, daB ein Zeitpunkt ¢,
existiert, so daB (¢, o — jr) € Iy, d. h. 2(ty, zo) € I (¢ = ¢;) gilt. Da nur fiir eine
endliche Anzahl von ganzen j die Bedingung 171 < 7o erfiillt ist, 1aBt sich ein solches ¢,
auswihlen, das einheitlich fiir alle diese j ist. Demzufolge kann man annehmen,
ohne dabei die Allgemeinheit zu verletzen, daBl =z,(¢), x,) eine Losung ist, fiir die
2o € I'; fiir alle ganzen Zahlen j gilt. Nun 1a8t sich ein j, angeben, fiir das j,h*r
< h*zo = (i + 1) k*r ist. (Es ist h*r &= 0 wegen (8) und (34).) Also gllt auch

g €EF; :=T; nl0iz|jhbr <h*z < (yl + 1) h*} =T} n F;_.H

Mit Lemma 4 folgt aus (8) die Beschranktheit der Menge F;,. Als nichstes wird die
Invarianz von F;, beziiglich der Lsungen des Systems (1) bewiesen, d. h., wir zeigen:

zilte, %) € F;,  (E = t). : (36)

Wegen z, € I, gilt zo— j,7 € I';*. Aus Lemma 2 folgt die Inklusion z(¢,, 2o — 7,7) € I'o*
(t = ¢,). Demzufolge ist ,

zilte, z) € T (£ = ty). ’ (37)
Andererseits ist z, € I';;,. Folglich gilt x, — (j, + 1) 7 € I';". Wegen Lemma 2
erhilt man x(t,, o + (j, — 1) 7) € ;™ und, demzufolge

Z,(to, Zo) € P]—.-(»l ) (t=t). . . (38)

Aus (37) und (38) folgt sofort (36). Der Satz 1 ist damit vollstindig béwiesen §

Definition [7]. Das System (1) heiBt A-stabil vm ganzen, wenn fiir eine beliebige
Losung z, des Systems (1) eine Zahl ¢, existiert, so daB gilt:

jc*ay, —c*x, | = 4 (th =ty 82 = ty).

Satz 2. Es seien alle Bedingungen von Satz 1 erfillt; daber sei entwcdcr = —00
oder u, = +oo. Dann ist System (1) A-stabil tm ganzen.

Beweis. Es ld8t sich der gesamte Beweis von Satz 1 wiederholen. AuBerdem folgt
aus (32) mit Lemma 1 die Beziechung

{z | x*Hx < 0} n {z | c*x = 0} = {0}.

Deshalb kann anstelle von /2 im Beweis von Satz 1 der Vektor ¢ genommen werden.
Aus dem Beweis von Satz 1 folgt, daBl die Mengen

Fi:=PinFi+ln{xl7'A gk‘xé(?—*—l)d}

invariant fiir die Losungen von System (1) sind und jede Loésung, die nicht zu
einem der jr strebt, in eine der Mengen F; gelangt. Hieraus erhilt man sofort die
Behauptung von Satz 2 (i

Bemerkung. ITm Beweis der Siatze 1 und 2 wird die Methode der Konstruktion
eines Netzes von invarianten quadratischen Kegeln benutzt, wie sie in den Arbeiten
[9—11, 5, 7] verwendet wurde. Die Beschrinktheit der Losungen diskreter Phasen-
systeme wird in [1, 5] unter der Voraussetzung gezeigt, daf ¢(t, 6) = ¢(0) eine stetige
Funktion ist. Im Unterschied dazu ist im Satz 1 ¢(¢, o) eine beliebige skalare Funk-
tion, die einer gewissen Sektorbedingung geniigt.
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In der Arbeit [7] werden Frequenzbedingungen fiir 4-Stabilitidt im ganzen von
diskreten Phasensystemen angegeben, wobei Lemma 1 aus [13] verwendet wird. Im
Unterschied zu Satz 2 der vorliegenden Arbeit wird in [7] zusitzlich vorausgesetzt,
daB ¢(t, o) = ¢(o) ist und ¢(o) eine stiickweise stetige Funktion darstellt, die eine
endliche Anzahl von Unstetigkeitsstellen erster Art auf dem Intervall [0, 4] hat und
diese folgender Bedingung geniigt: Wenn o, € [0, 4), 0, € [0, 4] mit 0, < o, beliebige
Unstetigkeitsstellen von ¢(o) sind, wobei (o) stetig fir ¢ € (o,, 03) ist, 80 existiert
ein Punkt ¢’ € (0y, 0;), so daBl 0 < o’ < c*bp(a’) < 4 gilt. Unstetige Nichtlineari-
titen spielen eine groBe Rolle z. B. bei Ziffernsystemen der Phasensynchronisation

[14].

Als nichstes wird noch ein Satz iiber die Beschrinktheit der Losungen von Phasen-
systemen formuliert, der keinen Frequenzcharakter trigt. Der Beweis ist, wie auch
oben, mit der Konstruktion eines Kegelnetzes im R’ verbunden. Im folgenden Satz
werden die Ungleichungen B > 0 (B = 0), wobei B ein Vektor oder eine Matrix ist,
so verstanden, dafl alle Komponenten von B positiv (mchtnegatlv) sind.

Satz 3. Es set die Ungleichung (2) mit u, = +-oco erfiillt. Es set auﬁe‘rdem 4 >0,
b=0,¢c=0und A + pbc* = 0. Dann ist jede Liosung des Systems (1) beschrinkt
au/ [0, +o0). ,

Beweis. Da die Matrix 4 den Eigenwert 1 besitzt und 4 > 0 ist, kann man an-
nehmen, daB (5) mit einem Vektor » > 0 erfiillt ist. Wir definieren fiir ein beliebiges
ganzes § die Mengen

K#={z|z=2jr} und K;” =({z|z < jr}.

Es ist offensichtlich, da fiir beliebiges j diese Mengen konvex sind; folglich ist
auch die Menge Ij,;, = Kj n Kj; mit j, <j, konvex. Die Menge Ij,;, ist be-
schriankt: Wire dies nicht so, S0, exxstlerte wegen ijhrer Konvexitdt ein Strahl, der
vollkommen dieser Menge angehért, d. h., es miiSten solche Vektoren a, g € R’ mit
¢ ¥ 0 existieren, so daB a { sg € I}, (s = 0) gilt. Aus der letzten EinschlieBSung
erhilt man jedoch die Ungleichungen 5,7 < a + s¢ < 4,r (s = 0). Hieraus folgt
sofort ¢ = 0.

Sei z, ein beliebiger Punkt. Da r > 0 ist, existieren solche ganze Zahlen j, und j,,
dall jyr < ¢ < jor gilt. Wir beweisen nun, daB x,(¢,, zo) € I, j, (£ = ¢,) ist. Letzteres
ist bewiesen, wenn gezeigt wird, daB gilt:

Z(to, o) € Kj; und  z(ty, zo) € Kj; (¢t =1¢). (39)

Ihrerse;its ist die Beziehung (39) gezeigt, wenn die EinschlieBungen z,(t,, z,) — 7,7 € Ko+
und z,{to, zo) — jor € Ko, d. h.

Zy(toy o — 717) € Ko* und  z,(t, 2y — jor) € Ky~ (t=t) '(40)‘

gelten. Die Beziehung (40) ist dazu dquivalent, daB fiir ein beliebiges y, € K,* und
ein beliebiges ganzes ¢, = 0 die Beziehung Ay, + be(t;, c*y,) € K+ gilt und fiir ein
beliebiges y, € K~ und ein beliebiges ganzes ¢, = 0 die Beziehung Ay, + be(t,, c*y,)
€ K, gilt. Es sel zunéichst y, € K,* und ¢, = 0. Wir benutzen die folgende Gleichung :

= A./o + bp(ty, c*yo) = (A + wibe*) yo + blglty, cl.‘?/o) — #1*Yol- (41)
Aus der Bedingung (2) folgt die Ungleichung ¢(¢,, c*y,) — ,ulc*yo = 0. Also ist
#1 = 0. Es sei nun y, € Ky~ und ¢, = 0. Wiederum benutzen wir die Gleichung (41).
Wegen (2) und c*y, < 0 ist ¢p(t1, c*yo) — mic*yo < 0 und damit y, < 0. Demzufolge
ist die Invarianz der Menge T, ;, beziiglich der Losungen von System (1) gezeigt.
Aus ihr erhéilt man die Beschrinktheit dieser Losungen, d. h. die Aussage des Satzes @

.
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Belsplel ‘Wir betrachten ‘ein autonomes Ziffernphasenkopplungssystem erster
Ordnung, in dem in der Steuerkette der Ziffernfilter fehlt [14]:

Oln + 1] — O[n] = QuTp — QyTpF(O[R]) (2 =0,1,...). (42)

Hierbei sind 7', die Folgezeit des Signals des Phasenfehlers, 2, der Haltebereich,
Qy die Anfangsdifferenz der Frequenzen des abzustimmenden Generators und des
Eichgenerators bei Nichtvorhandensein von Phasenmodulation des Eichgenerators.
Weiterhin ist F(60) eine normierte 2z-periodische Charakteristik des Ziffern-Phasen-
detektors. Es wird vorausgesetzt, daB fiir F(0) gilt:

F(O) :{—{—1 fir 00 <,

—1 fiir —_ =< 6 <0. (43)

Wird (43) in (42) eingesetzt und die Gré8e y,; = 24/2y eingefiihrt, so erhilt man die
Gleichung

O[n + 1] = 0O[n] + F4(O[n]) (n=0,1,...)
mit
Wu'd schhethh noch O[n] = o[n] + = gesetzt erglbt sich das System

o[n + 1] = o[n] + Fylo[n]) (»=0,1,...), (44)
wobei Fy(o) = F,(0 + =) ist. Wir untersuchen System (44) zunichst mit Satz 2.

Die Ubertragungsfunktion des linearen Teils hat die Form y(p) =
lyal < 1. Dann ist leicht zu sehen, da durch die Festlegung

'QYP

. Es sei
l1—p

QyTp |
,;, ='min{ f:_z Eon— 1), (va + 1)}

die Ungleichung .
Fy(0) 0 = myo* (0 € RY):
gilt. Fiir beliebige « € [—=, =] und 2 € (0, 1) erhdlt man

1 —Acosa

Re x(3e") = 0T cosaf T ot

und
1

fa)| — _
l(2e®)] 1 — 2Acos «)? 4 4% sin® «

Demzufolge ist die Frequenzbedingung aus Satz 2 erfiillt, wenn I — Zcos & + 4, > 0
(x € [—m, =)] gilt. Da wir hier A € (0, 1) beliebig wihlen konnen, ist die letzte Un-
gleichung erfiilit, wenn 1 + g, > 0 ist, d. h., wenn gilt

— T,
max{ £ ”(yﬂ+1)}<1

Unter diesen Voraussetzungen ist dann laut Satz 2 das System (44) (und folglich
auch das System (42)) 2z-stabil im ganzen. Wir wenden nun auf System (44) den
Satz 3 an. Mit den Bezeichnungen dieses Satzes gilt:

A=1>0, c=b=1>0, A+ pubc*=1+p,.

T
Eon— 1),
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Wird nun gefordert, da -
24

—2;T
max {%’ (vu — 1), (vu + 1)} <t

gilt, so sind alle Bedingungen von Satz 3 erfiillt, und demzufolge hat System (44)
(und folglich auch System (42)) nur beschrinkte Ldsungen.

Man sieht also, daBl die Satze 2 und 3 beziiglich der Beschrinktheit der Lésungen
von System (42) faktisch den gleichen Parameterbereich beschreiben. Allerdings
garantiert Satz 2 dariiber hinaus die 27-Stabilitit im ganzen.
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