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Uber das Reduktionsverfahren fiir diskrete Wiener-Hopf-Gleichungen
mit unstetigem Symbol

A. BOTTCHER und B. SILBERMANN

Die in der Arbeit gebrachten Resultate erginzen und vervollstindigen einerseits einige bisher
bekannte Ergebnisse iiber das Reduktionsverfahren fiir diskrete Wiener-Hopf-Gleichungen
mit unstetigem Symbol und beleuchten andererseits neue Aspekte dieser Problematik. So
wird u. a. gezeigt, daB aus der Anwendbarkeit des Reduktionsverfahrens in I?(1 < p < 00)
far die Toeplitzoperatoren T(a,), a, € L® (r' = 1, ..., R) die'Anwendbarkeit fir T(a ...ag)
folgt, falls nur die Singularititentrdger von ay, ..., an paarweise disjunkt sind. Ferner wird
gezeigt, daB fir eine geniigend groBe Klasse stﬁckweise stetiger Symbole fiir dic Anwendbar-
keit des Reduktionsverfahrens auf 7'(a) in I? die Invertierbarkeit von 7'(a) und 7'(@) notwendig
und hinreichend ist.

ITpusenenssie B pabore pecyabTaTH C OJHONH CTOPOHBI JIOMOJHAIT M YCOBEPIIEHCTBYHT
HEKOTOpHIE 10 CHX [IOp H3BECTHHE Pe3yJIbTATH O METORE PEeAYKLHM AJA TUCKPETHHX ypaB-
Henu#t Bunepa-Xonda ¢ paspuHBAHM CHMBOJOM M C JAPYFOH CTOPOHBI OCBEIAIOT HOBLIE
acnexTnl 3ro# mpobsemn. IlokasaHo, 4To ecau K TenauueBnM onepartopam T(a,), a, € L®
(r =1, ..., R) npuMEeHNUM MeTOX PenyKuuHu B [P(1 < p < o0), TO OH npuMeHUM i K T'(a, ... ag),
€CJIH TOJIbKO HOCHUTENM CHHTYJIAPHOCTEH OT a,,...,ap NMONApHO He nepecckatorcA. anee
MOKa3aHo, YTO [JIA MHUPOKOro KJIacCa KYCOYHO-HENMpEepHBHHWX CHUMBOJIOB [AJA NpPUMEHH-
MOCTH MeToHa penymum K T(a) B IP Heo6xoauMO M KocTaToyHo, 9ToOM T'(a) u T(@) Oman
00PaTHMH.

The results of the paper complete and improve some hitherto existing results about the
reduction method for discrete Wiener-Hopf equations with discontinuous symbol and, on the
other hand, illustrate some new aspects of this set of problems. Thus, it is proved that if the
reduction method in IP(1 < p < oo) is applicable to the Toeplitz operators T(a,), a, € L*®
(r=1,...,R) and if a,, ...,ap have no common singularities (discontinuities), then it is
applicable to T(a, ... ag). Furthermore, there is proved that for a large class of piecewise
continuous symbols the reduction method in IP is applicable to 7'(a) if and only if both T(a)
and T'(@) are invertible.

Sei I, (1 <p< oo) der Banachraum aller Zahlenfolgen & = {£,}52_, mit der Norm
IEll = Z |§,,13’} und !, = I, der abgeschlossene Teilraum aller Folgen & mit & =0

fir k < 0. Es sei weiter I' = {t € C: {¢| = 1} und a € L=(I") eine gegebene Funktion.
Mit a; (k = 0, 41, 4 ---) bezeichnen wir ihre Fourierkoeffizienten:

e

ay = — | a(e%) e *odp,

2n
0

Ferner bedeutet M, die Menge aller derjenigen « € L™(I'), fiir die die unendliche
Matrix {a;4}{%-—oo I I, einen beschrinkten Operator induziert. SchlieBlich sei My,
die Menge aller Funktxonen aus L*(I"), die zu Mj fiir alle p aus einer Umgebung von
p gehdren.

Fiir a € M, ist der durch die unendliche Matrix {a;};%-, in I, induzierte Operator
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offenbar beschrinkt; dieser Operator heifit Toeplitzoperator und die Funktion a
heiit Symbol dieses Operators. Letzteren bezeichnen wir mit T'(a).

In der Banachalgebra #(l,) aller beschrinkten Operatoren auf !,'sind offenbar
die durch

,.{50, 51: ---} = {Eo: seey §m ] ”’}

definierten Projektoren P, enthalten. Man sagt, daB fiir 7(a) € £(l,) das Reduk-
tionsverfahren im Raum I, konvergiert, wenn fiir hinreichend groBie » die Operatoren
Tn(a) = P,T(a) Pylimp, invertierbar sind und fiir jedes Element % € I, folgende
Bedingungen erfiillt sind:

1. Es existiert ein Element ¢ € I, mit T,,"Y(a) P,y — &.

2. T(a) & =n.

In diesem Fall schreiben wir 7T(a) € I1(l,). Wie leicht einzusehen ist, folgt aus
T(a) € 1I(l,) die Invertierbarkeit von T'(a). Fiir verschiedene Klassen von Symbolen
a € L™(I') sind Bedingungen bekannt, unter denen 7T'(a) € I1(l,) gilt:

Falls p = 2 und T'(a) invertierbar ist, gilt T'(a) € I1(l,) in folgendén Féllen:

(i) a € PC, wobei PC die Klasse der stiickweise stetigen Funktionen auf I' ist
(vgl. [2])
(ii) @ € C + H® (vgl. [5, 6]); C + H™ ist hierbei die sogenannte Douglasalgebra
(vgl. [4)).
(iii) a reellwertig, ess inf @ > 0 und a € L>(I"). .
Diese Fakten stiitzen die Hypothese, daB T'(a) € [I(l,) genau dann gilt, wenn 7'(a)
invertierbar ist.

Fiir p == 2 ist die Problematik weitaus komphznerter In [7] wurde gezeigt, dal
aus T(a) € II(l,) die Invertierbarkeit von 7'(a) und 7'(@) folgt, wobei a(t) = a (it
ist. Es sei vermerkt, daB fiir p = 2 7'(a) genau dann invertierbar ist, wenn 7'(a@) diese
Eigenschaft aufweist. Fiir p 5= 2 ist dies im allgemeinen nicht mehr der Fall. In [7]
wurde ferner gezeigt, daB, falls fiir die Unstetigkeitsstellen t,, ..., ¢z vona € M, n PC
die Beziehung _

a(t, + O)/a(tr — 0) = aflt, + O)la(tﬁ —0) (r,s=1,...,,R)
gilt (insbesondere ist dies erfiillt, falls @ nur eine Unstetigkeitsstelle 1. Art aufweist)
und 7-(a), T-%(a) existieren, T'(a) € II(l,) folgt. Wir vermerken, da8l in [7] sogar
Réaume [, mit entsprechenden Gewichten betrachtet wurden,

In dieser Arbeit geben wir eine Methode an, die es erlaubt, das Reduktions-
verfahren fiir Toeplitzoperatoren mit allgemeineren Symbolen a € L*®(I") zu be-
griinden. Fiir p = 2 betrifft dies insbesondere den Fall, daB a ein gewisses Produkt
von Funktionen aus PC, C + H®, C + H*® und reellwertigen Funktionen ist;
weiterhin werden wir fiir a € PC n M, zeigen, daB 7T'(a) € II(l;) genau dann gilt,
wenn 7'(a) und 7'(a) invertierbar sind.

Wir beweisen zunéchst folgenden einfachen Hilfssatz.

Hilissatz 1: Fir a € M, gult T(a) € II(l,) genau dann, wenn T(a) € II1(l,).

Beweis: Sei W, der auf [, durch

Wn{éo’ 61’ ---} = {ém [XX3} EO: 0’ '"}

definierte Operator. Dann gilt W,T,(a) W, = T,(a). Wenn T'(a) € 1I(l,), dann ist
fiir hinreichend grofle » T',(a) invertierbar und :

175~ Ya) P <4,
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Wegen W,2 = P, folgt somit fiir hinreichend groBe n die Invertierbarkeit von
T,(a) und wegen ||[W,| = 1 .

ITa"(@) Pol) < 4.

Somit gilt 7'(@) € I1(l,). Wegen @ = a folgt nach eben Bewiesenen aus T'(@) € IT (%)
auch T(a) € 11(1,) 1

Beim Studium von Toeplitzoperatoren spielen die sogenannten Hankeloperatoren
eine grole Rolle. Fiir @ € M, ist der Hankeloperator H(a) € #(l,) durch die unend-
liche Matrix {a;.;.1}3-o gegeben. Es gelten dann die wichtigen Identititen (vgl. [5)):

T(ab) = T(a) T(b) + H(a) H(}), : (1)
Ta(ab) = Ty(a) Ta(d) + P,H(a) H(]) P, + W,H(@) H(b) W,. 2

Mit X'(l,) bezeichnen wir das Ideal der kompakten Operatoren auf [, und mit Do(ly)
die Klasse aller Fredholmoperatoren auf I, mit dem Index 0 (vgl. [4] fir p = 2).
Wir vermerken, daB 7'(a) € £(l,) genau dann invertierbar ist, wenn 7'(a) € Dy(l,)
(vgl. [3], Kap. X1V, Lemma .6.1). Ausgangspunkt fiir das Weitere ist der folgende

Satz.

SATZ 1:
a) Es gelte a, b € L™(I") und es seven folgende Bedingungen erfiilit:

T(a), T(b) € II(L,), H(a) H(b) € X'(1,).
Dann gilt T(a) T(b) € II(1,). ‘ .

-~

b) Es gelte a, b € L™, T(a) T(b) € I1(1,), H(a) H(b) € X(l,). Dann ust T(ab) € I1(l,).
Beweis: Aus (1) und (2) folgt
PnT(a) T(®) P, = Tala) TH(d) + WnH(d) H) W,. (3)

Unter Benutzung von W,® = P, und W,T,(a) W, = T,(@) erhilt man aus (3) und
aus Hilfssatz 1

PnT(a) T(b) Pn = WnTn(é) T,,(S) Wn + WnH(&') H(b) Wn
= W,Tw(@) Ta(b) {I + T,2(b) T, X&) H(a) H®)} W,.

Wegen der starken Koxivergenz von T,"1(@) gegen T,~1(@) und von T,~Y(d) gegen
T-1(b) folgt

IT%~2(8) Tw~Ya) H(@) H() — T-'() T-"(a) H(a) H(b)|| 0. )

Wegen (1) ist I + T-%(8) T-%(a) H(a) H(b) = T-*(5) T-%(a) T(@b). Wiederum wegen
(1) ist T(ab) € Py(l,) und somit invertierbar. Folglich ist nach (4)

I 4+ T,7\(3) T,~X(a) H(a) H(b) . '(5)

fir alle hinreichend groBien n invertierbar. AuBerdem sind die Inversen von (5)
gleichmiBig beschrinkt. Dies liefert zusammen mit

”T,,'l(d)”, ”Tn—l(s)" = A’ "Wu" =1

firr alle hinreichend groBen » die Invertierbarkeit von P,T(a) T'(b) P, und die gleich-
méfige Beschrinktheit der Inversen. Somit ist

T(a) T(b) € 1({1,).

1*



4 A. BoTTCHER und B. SILBERMANN

Die Behauptung b) folgt sofort aus (1) und der Tatsache (vgl. [2]), daB aus der
Invertierbarkeit von 4 + T, T € X'(l,), 4 € II(l,) auch A 4 T € II(l,) folgt @

Satz 1 zeigt, von welchem Interesse die Frage ist, wann das Produkt von Hankel-
operatoren kompakt ist. Wir vermerken hier einige wichtige Fille:

1°. Fiir f € L*®(I") bezeichnen wir mitsing supp f den Singularitdtentriger von £, d. h.
das Komplement der groBten offenen Teilmenge von I, auf der f stetig ist. Fiir
a, b € L*(I') mit sing supp a n sing supp b = ¥ gilt dann

H(a) H(b), H@) H®) € X' (L) (vgl. [3)).

20, Mit PW bezeichnen wir die Klasse aller Funktionen der Gestalt f(¢) = )_1,' Fi(t) 2,(2),
k=1

wobei f, auf I' wienersch und A, die charakteristische Funktion eines Kreisbogens
I, = I' ist. Dann gilt f € M, fiir alle p > 1,.und falls ¢, b € PW keine gemeinsamen
Unstetigkeitsstellen haben,

H(a) H(b), H(&) H(b) € X(1,) (vgl. [3, 8)).
30, Fiir jede stetige Funktion a € M, gilt H(a) € 2(L,) (vgl. [8]).
Wie S. Axler einem der Autoren mitteilte, gilt sogar folgender Sachverhalt:
H(a) H() € (L), falls H®@) n H°() = C + H®
ist; hierbei wird mit H®(f) die durch H* und f erzeugte Algebra bezeichnet.

FOLGERUNG 1-: Es gelte a,,...,ar € L®(I"y und es sei T(a,) € [I(l,) (r =1, ..., R).
Falls .
sing supp @, N sing supp a, = 4 (r ), (6)

so gilt T'(a; ... ag) € I1(l,). Der Beweis'ergibt sich sofort aus Satz 1 und 1°.

FOLGERUNG 2: Sei a =a, ... a,, wobei a, reellwertig ist und essinfa, > 0
gilt, a, € PC, az € H® + C, a, € H® + C und (6) erfiillt ist. Wenn 7'(a,) firz =1, 2,
3, 4 in Z(1,) invertierbar ist, gilt T(a) € IT(L;).

FOLGERUNG 3: Es sei a € M, (1 <p < oo) stiickweise stetig. Dann gilt
T(a) € I1(I,) genau dann, wenn T(a), 7'(@) invertierbar in £(l,) sind.

Beweis: Die Notwendigkeit ergibt sich aus Hilfssatz 1. Seien nun 7'(a) und 7'(@)
invertierbar in #(1,) und ¢,, ..., tg € I" die Unstetigkeitsstellen von a. Dann kann a
als

a = Qo¥t,.8, ++- Vi

dargestellt werden, wobei a, € C(I") n M,y und v, 4, (8, € C) ein eindeutiger Zweig
von t# ist, der in jedem von ¢, verschiedenen Punkt von I stetig ist (vgl. [7]). Die
Bemerkungen 2° und 3° liefern, daB T'(y, ) und T(7,.s,) in £(l,) invertierbar sind,
r =1, ..., R, und daB T(a,) invertierbar ist. In [7] wurde ferner gezeigt, dall

T(yy,p,) € (L) (r=1,...,R), T(ao) € I1({l,).

Satz 1 liefert nun unter Beriicksichtigung von 2° und 3° T'(a) € [1(},) i
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