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tiber das Iteduktionsverfahren für diskrete Wiener-flopf-Gleichungen 
mit unstetigem Symbol 

A. B6rrcHER and B. SILBEBMANN 

Die in der Arbeit gebrachten Resultate ergänzen und vervollständigen cinerseits einige bisher 
bekannte Ergebnisse fiber dna Reduktionsverfahren für diskrete Wiener- Hopf-Gleichungen 
mit unstetigem Symbol und beleuchten andererseits neuc Aspekte dieser Problematik. So 
wird u. a. gezeigt, daB aus der Anwendbarkeit des Red uktionsverfahrens in 1P(1 p < on) 
für die Toeplitzoperatoren T(a,), a, E L (r = 1.... . R) die Anwendbarkeit für T(a. ... 
folgt, falls nur die Singularitätentrager von a, ..., a R paarweise disjunkt sind. Ferner wird 
gezeigt, daB für eine genugend groBe Kiasse stückweise stetiger Symbole far die Anwendbar-
keit des Reduktionsverfahrens auf T(a) in jP die Invertierbarkeit von T(a) und T() notwendig 
und hinreichend ist. 

HpHBeJeaHMe B pa6oTe pecyJlbTaTlJ C OpHOf1 CTOOHU JOUO1HH1OT H ycosepuleHcTsyloT 
HeKOTopue Ao Clix nop H3BeCTHbie peayJmTamI 0 meToAe pegyRgHm JJ1H AHcHpeTHbrx ypae-
Henufl Bflhlepa-Xornfa C pa3pblBHEJM CMMBOJIOM 11 C Apyrotk CTOO1IbI ocBeIIaIor HoBh!e 
acneicmi 3TO1 npo611eMM. IloKasaHo, 'iTO eCJlLl H TenrIMIeBb1M onepaopa T(ar), a, E Lc 
(r = 1.... . R) npMMeH1IM meTOA pegyRiAKH e IP(1 p < no), TO OH I111MCH11M it K T(a1 ... as), 
eciiii TOJlb}{O HocHTeJlH CHuryJuipHOcTen OT a....., aJ nonapiio ue nepeceHaloTefi. )aiee 
noKaaaHo, 'ITO AJIFI [llHpO}cOl'O xiacca }IyCO'IHo-HeflpepbIBHblX CMMBOJIOB jiiiri lipliMeHil-
MOCTH MeTOJa peAyHiAHH x T(a) B 1' Heo6xoJulMo H jociaro'iuio, qTo6bi T(a) it T(ä) 6w1H 
oöpaTHMlJ. 

The results of the paper complete and improve some hitherto existing results about the 
reduction method for discrete Wiener-Hopf equations with discontinuous symbol and, on the 
other hand, illustrate some new aspects of this set of problems. Thus, it is proved that if the 
reduction method in ZP(1 p < no) is applicable to the Toeplitz operators T(a,), a, € Lc 
(r = 1.... . B) and if a 1 .....aR have no common singularities (discontinuities), then it is 
applicable to T(a1 ... as). Furthermore, there is proved that for a large class of piecewise 
continuous symbols the reduction method in 1P is applicable to T(a) if and only if both T(a) 
and T(ã) are invertible. 

Sei 1,, (1 <p < no) der Banachraum aller Zahlenfolgen = mit der Norm 
no	1/p 

RII = { zii P} uridl	1,, der abgeschlosseneTeilraum aller Folgen mit ek 0 

für k <0. Es sei weiter F = (t € C: Itl = 1) und a € L-(r) eine gegebene Funktion. 
Mit ak (k = 0, ±1, + ...) bezeiclinen wir ihre Fourierkoeffizienten: 

2A 
1  

ak	f a(e'') e"'dq,. = - 2,
0 

Ferner bedeutet M die Menge aller derjenigen a E Lno(f) , für die die unendliche 
Matrix {a k}_ in l einen beschränkten Operator induziert. SchlieBlich sei M<> 
die Menge aller Funktionen aus Lno(P), die zu Mp für alle 15 aus einer Umgebung von 
p gehoren. 

Für a € M ist der durch die unendliche Matrix {a,k} k _ 0 in 1,, induzierte Operator 
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offenbar beschrankt; dieser Operator heil3t Toeplitzoperator und die Funktion a 
heiBt Symbol dieses Operators. Letzteren bezeichnen wir mit T(a). 

In der Banachalgebra £t°(l) aller beschränkten Operatoren auf l'sind offenbar 
die durch

, .. .} = {, ..., i,,, 0, . . 
definierten Projektoren P enthalten. Man sagt, daB für T(a) € 2'(4,) das Reduk-
tionsverfahren im Raurn 1,, konvergiert, wenn für hinreichend groBe n die Operatoren 
T(a) = PT(a) PnhImP. invertierbar sind und für jedes Element 77 € 4, folgende 
Bedingungen erfüllt sind: 
1. Es ejistiert ein Element € 1,, mit T'(a) P,,j - 
2. T(a) = 
In diesem Fall schreiben wir T(a) € TI(l,,). Wie leicht einzusehen ist, folgt aus 
T(a) E 17(4,) die Invertierbarkeit von T(a). Für verechiedene Kiassen von Symbolen 
a € L(1') sind Bedingungen bekannt, unter denen T(a) E 17(1,,) gilt: 

Falls p = 2 und T(a) invertierbar ist, gilt T(a) E 17(12) in folgenden Fallen: 
(i) a € PC, wobei PC die Kiasse der stückweise stetigen Funktionen auf r ist 

(vgl. [2]) 
(ii) a € C + H (vgl. [5, 6]); C + ll jet hierbei die sogenannte Dougla8algebra 

(vgl. [41). 
(iii) a reeliwertig, em jul a> 0 und a € L(T). 
Diese Fakten stützen die Hypothese, daB T(a) € 17(12) genau dann gilt, wean T(a) 
invertierbar jet. 

Für p == 2 ist die Problematik weitaus komplizierter. In [7] wurde gezeigt, daB 

aus T(a) € 17(1,,) die Invertierbarkeit von T(a) und T(ã) folgt, wobei ã(t) = a (--) 

1st. Es sei vermerkt, daB für p = 2 T(a) genau darn invertierbar 1st, wenn T(ã) diese 
Eigenschaft aufweist. Für p =j 2 ist dies im ailgemeinen nicht mehr der Fall. In [7] 
wurde ferner gezeigt, daB, falls für die Unstetigkeitsstellen t1, ..., tR von a € M(p> fl PC 
die Beziehung 

a(t + 0)/a(tr - 0) = a(t, + 0)1a(t, - 0)	(r, s = 1, ..., B) 

gilt (rnsbesondere let dies erfüllt, falls a nur eine Unstetigkeitsstelle 1. Art aufweist) 
and T'(a), T'(a) existieren, T(a) € 11(1,,) folgt. Wir vermerken, daB in [7] sogar 
Räume 4, mit entsprechenden Gewichten betrachtet wurden. 

In dieser Arbeit geben wit eine Methode an, die es erlaubt, das Reduktions-
verfahren für Toeplitzoperatoren mit ailgemeineren Symbolen a E L°°(r) zu be-
gründen. Für p = 2 betrifft dies insbesondere den Fall, daB a ein gewisses Produkt 
von Funktionen aus PC, C + 

llc0, C + H°° mid reellwertigen Funktionen 1st; 
weiterhin werden wir für a € PC n M(,,) zeigen, daB T(a) € 11(1,,) genau dann gilt, 
wean T(a) und T(ã) invertierbar sind. 

Wir beweisen zunächst folgenden einfachen llilfssatz. 
Hilfssatz 1: Für a € M,, gilt T(a) € 17(1,,) genau dann, wenn T(ã) € 17(1,,). 

Beweis: Sei W der aul 1,, durch 
W(e0,	. . .} = (, ...) o' ) 

definierte Operator. Dann gilt WT(a) W,, = T(d). Wean T(a) € 17(1,,), daun ist 
für hinreichend grol3e n T(a) invertierbar mid 

Ii T '(a) P Ij	A.
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Wegen W 2 = P. folgt sonjit für hinreichend grol3e n die Invertierbarkeit von 
T(a) und wegen II WIfl = 1 

11 T8 1 (a) P I}	A. 

Somit gilt T(ã) E H(l). Wegen = a folgt nach eben Bewiesenen aus T(ã) € I7(1) 
such T(a) E H(l) I 

Beim Studium von Toeplitzoperatoren spielen die sogenannten Hankelopera2oren 
eine grof3e Rolle. Für a € M ist der Hankeloperator 11(a) E 2'(1,) durch die unend-
liche Matrix {a111 } ._0 gegeben. Es gelten damn die wichtigen Identitäten (vgl. [5]): 

T(ab) = T(a) T(b) + 11(a) 11(6),	 S	 (1) 
T(ab) = T(a) T(b) + PH(a) 11(6) P + WH(a) 11(b) W,,.	 (2) 

Mit .(l) bezeichnen wir das Ideal der kompakten Operatoren aul 1,, und mit O(lp) 
die Kiasse aller Fredholmoperatoren auf l, mit dem Index 0 (vgl. [4] für p = 2). 
Wir vermerken, daB T(a) € £°(4,) genau dann invertierbar ist, wenn T(a) E 00(1p) 
(vgl. [3], Kap. XIV, Lemma .6.1). Ausgangspunkt für das Weitere ist der folgende 
Satz. 

SATZ 1: 
a) E8 gelte a, b E L°°(r) und es selen fo4jende Bedingungen er/illS: 

T(a), T(b) E H(l),	11(4) 11(b) € 3(((l). 

Dann gilt T(a) T(b) € TI(l). 
b) Es gelte a, b E.L, T(a) T(b) € ll(l), H(a) 11(6) E ."(l). Dann 185 T(ab) € 17(1,,). 

Beweis: Aus (1) und (2) folgt 

PT(a) T(b) P,, = T(a) T(b) + WH(a) 11(b) W 1,.	 (3) 
Unter Benutzung von W,,2 = P,, und WT(a) W = T(a) erhält man aus (3) mid 
aus Hilfssatz 1 

PT(a) T(b) P = WT(ã) T(6) W. + WH(a) 11(b) W 

= WT(a) T(6) {I + T.-I (b) T-'(ã) 11(a) H(b)} W,,. 

Wegen der starken Konvergenz von T,,- I (d) gegen T'(ã) und von T 1 (6) gegen 
T-'(b) folgt 

IIT_ 1 (6) T 1 (4) 11(ã) 11(b) - T-'() T'(ã) 11(ã) H(b)jj —i- 0.	 (4) 

Wegen (1) ist I + T- 1 (6) T'(ã) 11(ã) 11(b) = T_ 1 (6) T'(ã) T(46). Wiederum wegen 
(1) ist T(ab) E øo(l,,) und somit invertierbar. Foiglich ist nach (4) 

I + T-'(&) T-'(ã) 11(ã) 11(b)	 .	 ' (5) 

für alle hinreichend grol3en n invertierbar. AuBerdem sind die Inversen von (5) 
gleichmaBig beschränkt. Dies liefert zusammen mit 

Il l ,, 1(4), IIT_ 1 (6)II	A, IIl11W,. 11 = 1 

für alle hinreichend gro8en n die Invertierbarkeit von PT(a) T(b) F,, und die gleich-
ma8ige Beschränktheit der Inversen. Somit ist 

T(a) T(b) € [1(1,,). 

1•
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Die Behauptung b) folgt sofort aus (1) und der Tatsache (vgl. [21), daB aus der 
Invertierbarkeit von A + T, T € .((1,,), A E 11(1,,) auch A + T € 1I(1,,) folgt B 

Satz I zeigt, von weichem Interesse die Frage ist, wann das Produkt von Hankel-
operatoren kompakt ist. Wir vermerken hier einige wichtige Fälle: 
10 . Für / E L°°(r) bezeiclinen wir mit sing supp / den Singularitatentrager von I, d. h. 
das Komplement der grol3ten offenen Teilmenge von I', auf der / stetig ist. Für 
a, b € L(P) mit sing supp a fl sing supp b = 0 gilt dann 

11(a) 11(6), H((i) 11(b) € ( 12)	(vgl. [3]). 

20. Mit PW bezeichnen wir die Kiasse aller Funktionen der Gestalt /(t) = X/k( t ) Ak(t), 

wobei /k auf I' wienersch und AL. die charakteristische Funktion eines Kreisbogens 
I' ist. Dann gilt / € M,, für alle p> 1,und falls a, b € P  keine gemeinsamen 

Unstetigkeitsstellen haben, 

11(a) 11(6), 11(ã) 11(b) € .%((1,,)	(vgl. [3, 8]). 

30 Für jede stetige Funktion a € M<> gilt 11(a) € .%((l,,) (vgl. [81). 
Wie S. Axier einem der Autoren mitteilte, gilt sogar folgender Sachverhalt: 

11(a) H(b) € .t"(12), falls H°°(ã) n H(b) c: C + H 

ist; hierbei wird mit 11°°(1) die durch 11°° und / erzeugte Algebra bezeichnet. 

FOLGERUNG 1: Esgelte a,,..., aR € Lco (1) und es sei T(ar) € 11(12) (r = 1, ..., 1?). 
Falls

sing supp a,. c sing supp a = 0	(r == a),	 (6)

so gilt T(a1 ... a,) E 11(1). Per Beweis ergibt sich sofort aus Satz 1 und 10. 

FOLGERUNG 2: Sei a = a, ...  a4 , wobei a 1 reellwertig ist und ess inf a 1 > 0 
gilt, a2 E PC, a3 € 11 + C, a4 € H°° + C and (6) erfüllt jet. Wenn T(a) für i = 1, 2, 
3, 4 in 11(13) invertierbar ist, gilt T(a) € 11(12). 

FOLGERUNG 3: Es sei a € M(,,) (1 <p < cc) stuckweise stetig. Dann gilt 
T(a) € 17(1,,) genau dann, wenn T(a), T(a) invertierbar in 2(1,,) sind. 

Beweis: Pie Notwendigkeit ergibt sich aus Hilfssatz 1. Seien nun T(a) und T(ã) 
invertierbar in 18(1,,) und t1 , ..., t, € I' die Unstetigkeitsstellen von a. Dann karm a 
ale

a = aotpt ,p, ... 1PSR.PR 

dargesteilt werden, wobei a 0 € C(F) n M<,,> und p, (,,. € C) ein eindeutiger Zweig 
von 01 ist, der in jedem von t,. verschiedenen Punkt von . r stetig jet (vgl. [71). Die 
Bemerkungen 20 und 30 liefern, daB T(tp1,,,) und T(fj',, p,) in 2(1,,) invertierbar sind, 
r = 1, ..., R, und daB T(a0) invertierbar ist. In [7] wurde ferner gezeigt, daB 

T(ep ,,) € 11(1,,) (r = 1, ..., R), T(a0) € 17(1,,). 

Satz 1 Jiefert nun unter Berücksichtigung von 20 und 30 T(a) € 11(1,,)
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