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Verbindungsregeln (matching rules) für Projektoren in linearen Räumen 

A. FELOENIEAUEB 

Bei der Behandlung singular gestorterDifferentialgleichungen spielen Verbindungsregeln und 
zusamniengesetzto asyniptotische Entwicklungen eine bedeutende Rolle (MAE-Methode). 
Im vorliegenden Beitrag definieren wir Verbindungsregeln für allgemeine lineare Rãume and 
betrachten die bekannten Regeln unter diesein Gesichtspunkt. 'Infolge der Allgemeinheit 
dieser Betrachtungsweise ergeben sioh Moglichkeiten, neue Verbindungsregeln zu konstruieren. 
3nanTeJIbHyIo POJIL 1J1H nccJIeoBaHIi q gH4epeHLHaJIauazx ypaBneHnfl C MaJIMM napa-
MCT0M Hrpalor YCJI0BHH cpamnBaHHH ii cocTanHwe acnsinvorø'ecnie pasnoeu (TaR 
Ha8BaeMafl MTO) MAE). B HacToaaeft pa6oTe oupeAeamOTCH YCJIOBHFI cpanrnaHtrn JJ1R 
o6uHx .unHeflualx flOCTHCTB H paccMarpnBaIoTcFI HaBeCTnhIe yCJIOBHH flOg 3TOrl TOqHOik 
peii&ui. Ma o6nHocm aToro noxoja CJICJI,yIOT BOSMOIRROCTH KoHCTpyllpOBaTh nonaie 
CJ1OBHH cpaIwiBaHun. 

Matching rules and composite expansion are useful in asymptotic theory of singular per-
turbations (method of matched asymptotic expansions, MAE). In this paper we give an 
algebraic definition of matching rules in abstract vector spaces. We consider the well-known 
rules from this point of view. By the generality of the definitions we are able to construct 
new matching rules. 

1. Eiafiihrnng 

In einem linearen Raurn X gilt für Projektoren F, d.' h. lineare Operatoren mit 
P2 = P die Beziehung 

XEPx+kerP	 (1) 
für alle x E X. Dabei ist ker P der Nuliraum des Operators P. Die Beziehung (1) 
liegt alien Projektionsverfahren zugrunde. Urn die Approximation zu verbessern, 
betrachtet man oft anstelle eines einzelnen Projektors P eine Familie von Projekto-
ren. Durch 

xEPx+kerP	(nEN) 
wird x bis auf einen Fehier, der in der Menge fl ker P. enthalten ist, festgelegt. Em 

Problem besteht dann im ailgemeinen darin, aus den bekannten Px cin Element !/ 
mit

E fl(Px+kerP) 

explizit zu konstruieren. Es ist gelost, wenn es gelingt, auf der Grundlage der P. 
einen Projektor P mit 

ker P = fl ker P.
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anzugeben. Dann kann y = Px gewahlt werden. In vielen Fallen mit N = (1,2,..., 

gilt
PP+1 = P.	(n = 1,..., no	1).	 (2) 

Dafür ist
P=Pn ,	 (3) 

cine magliche Wahl. (2) ist das einfachste Beispiel einer Verbindungsregel. 
Kompliziertere Verbindungsregeln werden bei der Anwendung der M A E (,,matched 

asymptotic expansions' ')-Methode zur asymptotischen Losung parameterabhangiger 
Differentialgleichungen benotigt (vgl. z. B. [41). Hierbei dienen Verbindungsregeln 
nicht nur dazu, den zusammengesetzten Projektor P zu konstruieren. Hypothesen 
ilber die Gultigkeit bestimmter Verbindungsregeln werden auch genutzt, urn die 
Elemente P,,x cindeutig zu bestimmen. Insbesondere in [7, 111 und [4] werden spezi-
elle Verbindungsregeln im Zusammenhang mit asymptotischen Methoden formuliert 
und genutzt. 

BERG [2] weist auf den aligemeineren Charakter von Verbindungsregeln hin, der 
über den Rahmen der asymptotischen Methoden hinausreicht. Von diesem Gedanken 
ausgehend, setzt sich der vorliegende Beitrag das Ziel, den Begriff der Verbindungs-
regel von einem algebraischen Standpunkt aus zu forrnulieen. Durch these Ver-
ailgemeinerung gelingt es, vorhandene Verbindungsregeln zu systematisieren und 
Moglichkeiten für neue Verbindungsregeln (Satz 2; Beispiel 3) aufzuzeigen. AuCer-
dem lassen sich Methoden, die bisher nicht im Zusammenhang mit Verbindungs-
regeln gesehen worden sind, in das ailgemeine Konzept einordnen (Beispiele 6 und 8). 

2. Bezeichnungen, Definitionen 

Mit L(X) bezeichnen wir eine lineare Menge von linearen Operatoren, die einen 
reellen linearen Raum X in sich abbilden. Es seien F, F,,, Q, Q,, E L(X) Projektoren 
und Zm EL(X). Mit I bezeichnen wir den identischen Operator. Das Symbol 0 ver-
wenden wir sowohl für den Nulloperator, für das Element 0 E X, als auch für die 
reelle Zahi 0. x, fl, 2 sind reelle Zahien. a( . ), b( .),... werden entsprechend des Zusam-
menhangs als formale oder reelle Polynome aufgefaBt. 

Die Indizes n, m, Ic wählen wir aus geeigneten Mengen n E N, m E M, Ic E K. 

Definition 1: Ein Projektor P heiCt zusammengesetzter Projektor (composite 
projektor) der Projektoren P,, (n E N), falls 

kerP = fl kerP,,.	 (4) 
,iEN 

Aquivalent zu (4) sind die Bedingungen 
PnP=Pn ,	 (5) 
kerPflkerP,,.	 (6) 

nEN 

Für die folgende Definition betrachten wir Abbildungen Bk (Ic € K) und P, die 
beliebigen Familien (P,,),,eN, (Z,.) Of formal lineare Operatoren Rk[(Pfl), (Zm)], 
P[(P,,), (Zm)] aus L(X) zuordnen. 

Definition 2: Folgt aus 

Rk[(Pfl), (Zm )] = 0	(Ic E K)	 (7) 

formal, daB P[(P,,), (Zm)] zusammengesetzter Projektor der Projektoren (P,,) ist, so 
hei0en die Beziehungen (7) Verbindungsregel (matching rule).
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Verbindungsregeln sind demnach formale Beziehungen zwischen Projektoren P. 
und evtl. linearen Operatoren Zm, die hinreichend dafür sind, daB ein formal vor-
gegebener Operator P[(P), (Zm )1 zusammengesetzter Projektor von (Pn)EN ist. So 
sind z. B. die Beziehungen P1P2 = PP, = 0 eine Verbindungsregel mit P = Pi + P2. 
In einem linearen Raum X, fiber dem (7) für eine Familie (Ps) mit geeigneten Zm 
(m e M) erfullt ist, steht somit ein zusammengesetzter Projektor zur Verfugung. 

Tm ailgemeinen ist es nicht einfach, für vorgegebene Aufgabenstellungen Verbin-
dungsregeln (7) und - im Zusammenhang damit - den linearen Raum X fest-
zulegen. Diese Frage soll hier nicht untersucht werden. (Zur Anwendbarkeit von 
Verbindungsregeln in konkreten Räumen vgl. [3-9]. 

Für fl ker P. = {0} gilt für den zusamnicngesetzten Projektor notwendig P = I. 

Deshaib können wir für die folgenden Ausfuhrungen 

flkerP,,+{0} (8) 

annehmen, ohne die Ailgemeinheit einzuschränken. (8) erlaubt uns, das folgende 
Lemma zu formulieren. 

Lemma 1: 1st Q Projektor und 

P=XZ,,P,,+cQ 

zusammengesetzier Projektor von (P,,), so sind die /olgenden Behauptungen richtig: 
(a) Aus a + 0 folgt Q == I. 

(b) 1stc + 1, so gilt P =(i+ 1 
a 

Q)2ZP. -	'I 

Besveis: (a) folgt aus (6) und (8). Aus (5) folgt 

P = P2 = jz,,p,, + ccQP, 

aQ =	Z,,P,, + a2Q, 

xQ = 1 a 

und daraus erhalten wir (b) I 

3. Verbindungsregeln hr zwei Projektoren 

Günstig sind zusamrnengesetzte Projektoren der Struktur 

P = Z1P 1 + Z2P21 (9) 

da sich in diesem Fall jedes Element Px direkt aus P1x und P2x bestimmen läBt. 
Wir erhalten dafur die folgende Verbindungsregel. 

Satz 1: (9) ist genau dann zusammengeseizier Projektor von P 1 und F21 tails 

P 1 (I - Z1 ) P1 = P1ZP2,
(10) 

P2(I - Z2) P2 = P2Z1PI.
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Beweis: (10) entspricht (5). (6) ergibt sich unrnittelbar aus (9). Aus (9) und (5) 
folgt dann 2 = P, P ist demnach zusammengesetzter Projektor von P1 und P2 I 

Jetzt wollen wir den Fall untersuchen, daB Z 1 und Z2 Polynome in P1 und P2 dar-
stellen. Satz 3 beantwortet dabei die Frage, warm eine Beziehung 

1? = a(P1 P2 ) + P2b(P1P2) + c(P2P1 ) + P 1d(P2P 1 ) = 0	 (11) 
eine Verbindungsregel darsteilt. 

Satz 2: Sei a(x) ein Polynom mit k' = a(1) == 0. Gilt die Verbindungsregel 

P2a(P1P2 ) (I - F1 ) = 0,	 (12) 
danni8t

P = P1 + (I - F1 ) P2b(P1P2) (I - P1 )	 ( 13) 
zu8ammengesetzter Projektor von P1 und P2 . Dabei iet b(x) da8 Polynom mit 

(1 —x)b(x)= 1 —2a(x). 

Beweis: Der Satz ist ein Spezialfall von Satz 1. Es gilt 

Pip = F1, 

F2P = P2P1 + P2(I - P1P2)b(P1P2)(I - F1), 
= P2P1 + P2(I - )a(P1P2)) (I - P1), 
= P2 N 

Ergänzung: Gilt sogar 

a(P1P2) (I - F1 ) = 0,	 (14) 
so vereinfacht sich (13) zu 

P = I - (I - F2) b(P1P2) (I - F1 ).	 (15) 
Satz 3: (11) 8ei erfuUt. Gilt 

a(0) + c(0) = 0, 
a(1) + b(1) = a(0),	 (16) 
c(1) + d(1) = c(0), 

80 lã/Jt sich für den ailgemeinen Fall kein zusammengesetzter Projektor in Form eines 
Polynom8 in P1 und P2 angeben. Anderenfall8 i.st das immer möglich. 

Beweis: Für zwei Projektoren, die die Beziehungen 

P 1 = P2P1,
(17) 

P2 = P1P2 

erfullen, folgt für B aus (11) 

B = a(0) + c(0) + (a(1) + b(1) - a(0)) P2 + (c(1) + d(1) - c(0)) P1. 
1st (16) erfilhlt, so genügen die Projektoren (17) der Bedingung (11). Der zusammen-
gesetzte Projektor P in Polynomform Witte für these Projektoren die Form 

P=aPi+flP2+i'J.
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Nach Lemma 1 ist y = 0. Daraus folgt wegen (5) und (17) notwendig 

P 1 = P IP =P=P2P=P2. 

DalI Projektoren P 1 = P2 mit (17) existieren, wird später (Beispiel 4) gezeigt. 1st 
dagegen eine der Gleichungen (16) nicht erfullt, so laBt 8ich für mindestens eme der 
Beziehungen 

PR(1—P,) = 0	(i,j= 1, 2), 

die die Form (12) bzw. (14) besitzen, der Satz 2 anwenden I 

Neben zusamméngesetzten Projektoren der Form (9) lassen sich bei asymptoti-
schen Methoden Projektoren 

P=P1+ P2—Q	 (18)

finden (vgl. Beispiel 5). Dafür erhalten wir den folgenden Satz. 

Satz 4: Sei Q sin Projektor. (18) ist genau dann sin zusammengesetzer Projelaor 
von P1 und p2, falls 

-	QP1=QP2=Q,	 (19) 
P1Q = P1P2 ,	P2Q = P2P1 .	 (20)


Auflerdem Jcann dann in (18) Q durch P1P2 bzw. P2P1 ersetz2 werden. 
Bemerkung: Die letzte Folgerung erhält EcKIRAus [5] für einen Spezialfall 

asymptotischer Entwicklungen. Wir weisen darauf hin, daB in deni bier betrachteten 
Fall immer anstelle von (18) der zusammengesetzte Projektor 

P=P1+P2—P1P2 

benutzt werden kann, ohne daB eine konkrete Struktur von P1 oder P2 bekaunt sein 
MUD. 

Beweis: Nach Lemma 1 folgt für zusammengesetzte Projektoren (18) notwendig 

P=(I_-Q) (PI +P2 )	 ( 21) 

2Q=QP1 +QP2	 (22)

and wegen (21) nach Satz 1

 
PIP - P1 = P1P2 - P1Q =0. 

Aus (22) folgt damit 

QP2 = QP1P2 = QP1Q.	 (23)

Genauso erhalten wir 

QP1 =QP2Q.	 (24)

Dáraus folgt 

QP1Q = QP2Q. 

Unter Beachtung von (22), (23) und (24) haben wir (19). Gilt unigekehrt (19), so 
können wir die Darstellung (21) nutzen und Satz I anweucicn.
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Weiterhin gilt dann nach (19) und (20) 

PIP2P1 = P1QP1 = P19 = P1P2 
und analog 

P2P1P2 = P2P1. 
Demnach sind die Operatoren P1P2 bzw. P2P1 ebenfalls Projektoren, die die Bedin-
gungen (19) und (20) erfiillen I 
4. Beispiele für Verbindungsregcln asymptotiseher Entwicklungen 

Zur illustration betrachten wir reelle stetige Funktionen /(x, y) mit dem Definitions-
bereich x € [ac, 1], y € [9e, 11. Dabei ist e € (0, e01 ein kleiner Parameter und 
 0, fi ^ 0. Von Interesse sollen Grenzschichteffekte für r —> 0 bei x = 0 bzw. 

y = 0 sein. Viele weitere Beispiele sind in [4-6, 8-91 angegeben. 
Wir definieren für these Funktionen Entwicklungsoperatoren 

E'2(6, ) = E+(o, t; 60, 5, ..., 
(vgl. [4]); & 0, 60 , ••, 6,, sind geeignete, nur von e abhangende Vergleich8/unktionen 
mit

0<6(e)1,	0<(e):!^1, 

ôk(e) ^ 0,	lini 6k+1(r) = 0	(k = 0,1,...). 
t-+O 

Dann sei

(E(6, ,O) /) (x, y) = (E(o, ,) /) (6(e), ,(e)), 

= flu /(ô(r), i(s)),	> 0, 

[stetig, 

und
E°(ô, 1) f, 	60E(o, i) (ô'f), 

E(o, ) /, = E- 1 (6,,9) / + o,,E(ô, i9) (o,,-'(f, - E"'(o, t9) /)). 

Nach dieser Definition sind Entwicklungsoperatoren Projektoren, die den Funktio-
nen f, für die sie definiert sind, asymptotische Entwicklungen der Form 

(E"(a, 9) t) (x, y) =Egk	6(E) 
k=O ^(T) W(7)) 

zuordnen. 
Breite Anwendung bei asymptotisehen Entwicklungen findet die Verbindungs-

regel
P1P2PI = P1P2	 (25) 

(z. B. [4, 6]). Das ist ein Spezialfall von (14) (a(x) = x). Zusammengesetzter Pro-
jektor ist dann nach (15) 

P = P1 + P2 - P2P1 .	 (26)
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Beispiel 1: Sei 

11(x,y)= (In x—ine+y + eY', 
P2 = E°(1, 1; —In-' e), 
P1 = E°(e, 1; 1). 

Dann gilt

P2PJS = — in-' e,, 
P1P 2/e = P1P iPJe = 

also
Pf. = (in x - In e +. y)' .	- 

Hinreichend für (25) sind die Beziehungen 

P,(I - Q) = 0,	 (27) 

QP2 = P2P1 .	 ( 28) 
(27) ist sicher für Q = P1 erfüllt, wir erhalten die Verbindungsregei von vAN DYKE 
[11]

P1P2 = P2P,.	 (29)

Beispiei 2: Sei 

= cos( y exp (.)) (sin x - exp 

F, = E l (,-, e; 1, ), 

P2 = E'(l, 1; 1, e). 
Bairn gilt

P1P2/c = P2Pi/ =
\	/ y\f 

Pf=cosYsInx_zexP 
/
__

x
)_expk__)1_exp 

/
__

x
 

Eine andere Variante für (27) ist in [10] angegeben. Wir können für 9 die Entwick-
lung in eine Laurentreihe wähien. (27) gibt dabei an, his zu welcher GroBenordnung 
entwickelt werden mull. Für das Beispiel 2 erhalten wir wegen 

sin X-dX+...,. 
cos x ' 1 + 

die Beziehung 

QP2/ = X = P2P1/1. 

Weitere Beispiele dazu sind in [10] zu finden. 
Die Ergebnisse von Kap. 3 erlauben es jetzt, eine Vielzahl weiterer Verbindungs-

regein zu konstruieren. Wir woilen als Beispiel die einfachste Verailgemeinerung der 
Regel (25) betrachten. 

Satz 2 liefert für a(x) = z die Verbindungsregel 

P2P ,P 2P, = P2P1P2	 (30) 

2 Analysis Bd. 1, Heft 2(1982)
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mit
P = P, + P2 - P1 P2 - P2P, + P,P2P,.	 (31) 

Beispiel 3: Sei 

= ey1(x + in e in y - In2 e)' - x(y + in x - In e)', 

P, = E°(1, e; —1n' e), 

P2 = E°(e, In 2 r; 6). 

Dann gilt

P1/, = (ey in e(ln y - in e))' + x 1n' 6, 

P211 = —ry' 1 2 € - x(In x - In s)', 

= x in-' 6, 

P2P1Ie = — 6y 1 In 2 e, 

P 1P2P111 = P2P 1P2I1 =0. 

Aus (31) ergibt sich daraus die zusammengesetzte Entwickiung 

P/, =	In r(In y - In e))' - x(in x - in e)'. 

Ale nächstes vo1len wir den Beweis von Satz 3 vollenden. Weitere Beispiele dafür 
sowie eine ausfuhriiche Diskussion von Verbindungeregeln für Funktionen, in deren 
Entwickiung die Entwicklungsskala nach Potenzen von —in e fortschreitet, findet 
man in [6]. 

Beispiel 4: Sei /(x, y) = 1n' c(In' x - In x in e) 

P, = E1 (1, 1; 1, —In-' 6), 

12 = E'(e, 1; 1, —In-' 6). 

Dann gilt

Pitt = P2P2I1 = - In-' 6 In x, 

P2/1 = P1 P2f = — 1 + In- I 6 In x. 

Insbesondere iälit sich demnach ein iinearer Raum konstruieren, in dem (17) für 
zwei Projektoren P, =1= P2 gilt, wobei (8) erfülit ist. 

Neben den Verbindungsregeln (25) und (29) werden für asymptotische Entwick-
iungen Regeln benutzt, die auf Vberlappungshypothesen beruhen. Die Grundlagen 
dafur sind insbesondere bei KAPLUN [7] und EcinAus [3] zu finden (vgl. auch 
[4, 8-91. Per Vorteii dieser Verbindungsregeln be8teht darin, dali man über die 
Beziehung (4) hinaus die Information erhäit, dali der zusammengesetzte Projektor 
gleichmällig gultige asymptotische Entwicklungen iiefert (vgi. [4]). Das formale Vor-
gehen haben wir in Satz 4 formuliert. Q ist dabei Entwicklungsoperator in einer 
,,Zwischenvariablen" (intermediate expansion), (19) entspricht der tYberlappungs-
hypothese. Eine Folgerung von Satz 4 jet die Tatsache, dali wir im Gultigkeitsbereich 
der Beziehungen (19), (20) stets die Verbindungsregei (25) anwenden können. 

Beispiel 5: Für das Beispiei 2 setzen wir für 0 < a, 8 < I 

Q = E(€, e; 1, 6 1 , ..., 6,,),	6k =
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Dabei durchJäuft Yk alle Werte von 2vfi + (2ii + 1) x mit 
0<2vfl+(2p+1).:!^1	(v,u=0,1,...). 

Damit gilt
+ I.,,2' 

=	 (_1)'±P £	
02Pfl+(2+I)I	(2v)! (21u .-j— 1)! 

Mir 1 <3x < 3, 1 - <29 < 2 ist die t)berlappungshypothese (19) und die Be-
dingung (20) erfullt, wir erhalten 

Qfe = 

und damit nach (18) die gleiche zusammengesetzte Entwicklung wie in Beispiel 2. 
Verbreitet i8t die Methode, zusammengesetzte asymptotische Approximationen 

mit Hilfe von Lokalisierungsfunktionen zu konstruieren. Das läBt sich als Spezialfall 
von Satz 1 interpretieren. Die Operatoren Z1 und Z2 stellen dabei die Miiltiplikation 
mit den Lokalisierungsfunktionen dar. In der Regel gilt dabei 

Z, + z2 = I. 

Dann ist

P1Z2 =0, 
P2Z1 = 0
	 (32)


hinreichend für (10). 

Beispiel 6: Wir betrachten /, F1, P2 aus Beispiel 2 und eine Lokalisierungs-
funktion P(X, y) mit 

Op,(x,y)^1,	 - 
- hinreichend glatt, 

V'e(Z, y) = 0 für mm (x, y) 

,) = 1 für min {x, y}	28Q. 
Wir wählen 

(ZJ1 ) (x, 1/) = p((z, y) /e(Z, y), 
Z21e = 

Dann sind die Beziehungen (32) für beschränktc /, erfullt, falls 0 <q < 1 gewahlt 
wurde. Zusammengesetzte Entwicklung jet dann 

(Ph) (x, y) 

= pt(X, y) sin x cos , + (1 - lpc(X, ))(1 - exp 
(_ .-)) 

(x - exp (_L)). 

5. Yerbindungsregeln für mehr als zwei Projektoren 

Offensichtlich ist das folgende Lemma. 

Lem ma 2: 1st Q (n E N) zusammengese2zer Projektor der Projektoren P,,,, (k E Ku), 
80 ist ein zusammengesetzer Projektor P der Projekoren Q. awh zusarnmengesetzter 
Projektor alter P,,,. 

2*
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Damit können wir leicht Verbindungsregeln und zusarninengesetzte Projektoren 
für mehr als zwei Projektoren konstruieren. Aus der Verbindungsregel (25) erhalten 
wir beispielsweise für drei Projektoren die Bedingungen 

P2P3(I - P2) = 0,	 (33) 

P1 (P2 + P3 - P3P2) (I - F1) = 0 1	 (34) 

für den zusammengesetzten Projektor 

P=P1+(P2+P3—P3P2)—(P2+P3—P3P2)PI-	 (35) 

Eine direkte Untersuchung zeigt jedoch, dalI (35) auch noch zusammengesetzter 
Projektor bleibt, falls anstelle von (33) nur 

P2P3(I - P2) (I'— F1 ) = 0	 (36) 

gilt. Aus dem niichsten Satz folgt, daB die Verbindungsregel (34), (36) auch not-
wendig für den zusammengesetzten Projektor (35) ist. 

Satz 5: Der Operator 

P= 

ist genau dann ztisammengesetzter Projekior der Famitie (F,,), falls für alle k E N 

Pk =Pk ZZflPfl	 (37) 

9i11. 
Der Beweis stimrnt mit dem des Satzes 1 uberein.	 - 

Zwei abschlieBende Beispiele aus dem Bereich asyinptotischer Methoden sollen 
die Moglichkeiten andeuten, auf der Grundlage von Satz 5 konkrete Verbindungs-
regein zu konstruieren. Der Einfachheit halber beschränken wir uns hier auf Funk-
tionen einer Veranderlichen /(z) und setzen 

E(ô;50,...,ô,,) =E"(5, 1;60,...,â,,). 

Beispiel 7: Sei 

P1 = E2(1; s', 1, 

X2	 x 

 e), 

P2=E2(I/1,Vs,e), 

P3 = E'(s; 1, €). 

Dann gilt

P1P2 f = 1 2PiIe = P3P1Ie = X + 6, 

X2 
P1P3f = P2P3/. = P3P2f.= -- + 1 ± 2x + s. 

C
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Damit ist die Verbindungsregel 

Pip2 P2P1 = P3P1,	 (38)

= P2P3 = P3P2 

erfüllt. (38) entspricht der Regel von VAN DE (29) für drei Projektoren und ist 
hinreichend für (33) und (34). Als zusammengesetzten Projektor erhalten wir 

P = P1 + P2 + P3 - P3P 1 - P3P21 

Pt = exp (_' (	
xi'	/ x	.	 (39)


\ e/\ ±x+--)+exP_7)+s1nx+sc0sx. 

Beispiel 8: Wir betrachten weiterhin /, P 1 , P2 und P3 aus Beispiel 7. Analog zu 
Beispiel 6 führen wir hinreichend glatte Lokalisierungsfunktionen 

( 1 für x^t2E, 

= 0 für x 

und Operatoren 

(Z1/) (x) = pQ(x) /(x), 

(Zi/e) (x) = ( P(x) - pQ(x)) /(x), 

(Z3/) (x) = (1 - pP(x)) /(x) 

em. Dann sind die Voraussetzungen von Satz 5 für 0 <q <-- <p < 1 erfiillt. Wir 
erhalten

sin x + e cos x,	 26q <x ^ 1, 
X2	 X2 

p= x+E+exP(_)(1+x+) 

X2	X 

I	E	(_ E)	— — 
o:!9x:5,eq. 
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