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Verbindungsregeln (mafching rules) fiir Projektoren in linearen Riumen

A. FELGENHAUER

Bei der Behandlung singulir gestorter Differentialgleichungen spielen Verbindungsregeln und
zussmmengesetzte asymptotische Entwicklungen eine bedeutende Rolle (MAE-Methode).
Im vorliegenden Beitrag definieren wir Verbindungsregeln fiir allgemeine lineare Réume und
- betrachten die bekannten Regeln unter diesem.Gesichtspunkt. Infolge der Allgemeinheit
dieser Betrachtungsweise ergeben sich Méglichkeiten, neue Verbindungsregeln zu konstruieren.

3BaunTeNbHYI PONb NIA ucCAeNoBaHWA AufdepeHUMANbHHX YpaBREHHHt ¢ MaJmM mapa-
METPOM MIpAT yCJIOBAA CPAMHBAHUA M COCTABHHE ACAMOTOTHYECKHEe DA3JIOMEHUA (Tak
HasuBaeMuit Meton MAE). B nacrosimeit paGoTe onpeRensioTCA yCIOBAA CPAMMBAHNA RJA
o0mux JAMAEHHEX NPOCTPAHCTB M PACCMATPABAIOTCA M3BECTHHE YCHOBHA IOX 3TON TOYKOH
spennsa. M3 o6mHocTH 2TOr0 MOAXOAA CJEAYIOT BO3MOMHOCTH KOHCTPYHPOBATb HOBHIE
YCIOBHA CPAIINBAHUA.

Matching rules and composite expansion are useful in asymptotic theory of singular per-
turbations (method of matched asymptotic expansions, MAE). In this paper we give an
algebraic definition of matching rules in abstract vector spaces. We consider the well-known
rules from this point of view. By the generality of the definitions we are able to construct
new matching rules.

1. Einfihrung
In einem linearen Raum X gilt fiir Projektoren P, d.'h. lineare Operatoren nnt
P2 = P die Beziehung

x € Px 4 ker P (1)

fiir alle z € X. Dabei ist ker P der Nullraum des Operators P. Die Bezichung (1)
liegt allen PrOJekt!onsverfahren zugrunde. Um die Approx:matlon zu verbessern,
betrachtet man oft anstelle eines einzelnen Projektors P eine Familie von Pro;ekt,o-
ren. Durch

z € P,x + ker P, (n € N)
wird z bis auf einen Fehler, der in der Menge n ker P, enthalten ist, festgelegt. Ein

Problem besteht dann im allgememen darin, aus den bekannten P,z ein Element y
mit
Y € N (Pyz + ker P,)
n

explizit zu konstruieren. Es ist gelost, wenn es gelingt, auf der Grundlage der P,
einen Projektor P mit

ker P = N ker P,
n
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anzugeben. Dann kann y = Pz gewihlt werden. In vielen Fallen mit N = {1,2,...,7,}
gilt .

P,P,,, = P, (n=1,..,ny— 1). : (2)
Dafiir ist

P =P, (3)

eine mdgliche Wahl. (2) ist das einfachste Beispiel einer Verbindungsregel.

Kompliziertere Verbindungsregeln werden bei der Anwendung der M AE (,,matched
asymptotic expansions‘‘)-Methode zur asymptotischen Losung paramecterabhingiger
Differentialgleichungen benétigt (vgl. z. B. [4]). Hierbei dienen Verbindungsregeln
nicht nur dazu, den zusammengesetzten Projektor P zu konstruieren. Hypothesen
iiber die Giiltigkeit bestimmter Verbindungsregeln werden auch genutzt, um die
Elemente P,z eindeutig zu bestimmen. Insbesondere in [7, 11] und [4] werden spezi-
elle Verbindungsregeln im Zusammenhang mit asymptotischen Methoden formuliert
und genutzt.

BERG [2] weist auf den allgemeineren Charakter von Verbindungsregeln hin, der
iiber den Rahmen der asymptotischen Methoden hinausreicht. Von diesem Gedanken
ausgehend, setzt sich der vorliegende Beitrag das Ziel, den Begriff der Verbindungs-
regel von einem algebraischen Standpunkt aus zu formulieren. Durch diese Ver-
allgemeinerung gelingt es, vorhandene Verbindungsregeln zu systematisieren und
Moglichkeiten fiir neue Verbindungsregeln (Satz 2; Beispiel 3) aufzuzeigen. AuBer-
dem lassen sich Methoden, die bisher nicht im Zusammenhang mit Verbindungs-
regeln gesehen worden sind, in das allgemeine Konzept einordnen (Beispiele 6 und 8).

2. Bezeichnungen, Definitionen

Mit L(X) bezeichnen wir eine lineare Menge von linearen Operatoren, die einen
reellen linearen Raum X in sich abbilden. Es seien P, P,, @, @, € L(X) Projektoren
und Z,, € L(X). Mit I bezeichnen wir den identischen Operator. Das Symbol O ver-
wenden wir sowohl fiir den Nulloperator, fiir das Element O € X, als auch fiir die
reelle Zahl 0. «, 8, 2 sind reelle Zahlen. a(-), b(-), ... werden entsprechend des Zusam-
menhangs als formale oder reelle Polynome aufgefat.

Die Indizes n, m, k wihlen wir aus geeigneten Mengen n € N, m € M, k€ K.

Definition 1: Ein Projektor P heiBt zusammengesetzier Projektior (composite
projektor) der Projektoren P, (n € N), falls
ker P = N ker P,. (4)

neN

Aquivalent zu (4) sind die Bedingungen

PP =P,, (5)
ker P > N ker P,. (6)
neN

Fiir die folgende Definition betrachten wir AbBildungen R, (k€ K) und P, dic
beliebigen Familien (P,)nen, (Zm)mesr formal lineare Operatoren Ri[(Py), (Z,)],
P[(P,), (Z,,)] aus L(X) zuordnen.

Definition 2: Folgt aus
RA(Py), (Zm)] =0 (k€ K) ("

formal, daB P[(P,), (Z,)] iusammengesetzter Projektor der Projektoren (P,) ist, so
heiBlen die Beziehungen (7) Verbindungsregel (matching rule).
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Verbindungsregeln sind demnach formale Beziehungen zwischen Projektoren P,
und evtl. linearen Operatoren Z,, die hinreichend dafiir sind, daf8 ein formal vor-
gegebener Operator P[(P,), (Z,)] zusammengesetzter Projektor von (Py)aen ist. So
gind z. B. die Beziehungen P,P, = P,P, = O eine Verbindungsregel mit P = P, + P,.
In einem linearen Raum X, iiber dem (7) fiir eine Familie (P,) mit geeigneten Z,
(m € M) erfiillt ist, steht somit ein zusammengesetzter Projektor zur Verfiigung.

Im allgemeinen ist es nicht einfach, fiir vorgegebene Aufgabenstellungen Verbin-
dungsregeln (7) und — im Zusammenhang damit — den linearen Raum X fest-
zulegen. Diese Frage soll hier nicht untersucht werden. (Zur Anwendbarkeit von
Verbindungsregeln in konkreten Raumen vgl. [3—9].

Fiir N ker P, = {0} gilt fiir den zusammengesetzten Projektor notwendig P = I.

Deshalb kénnen wir fiir die folgenden Ausfithrungen

A ker P, + {0} ' (8)
annehmen, ohne die Allgemeinheit einzuéchriinken..(S) erlaubt uns, das folgende
Lemma zu formulieren.

Lemma 1: Ist Q Projektor und
© P =3 Z.Py+ oQ

zusammengesetzter Projeldor von (P,), so sind die folgenden Behauptungen richtig:
(a) Aus x %= 0 folgt @ = 1.

(b) Ist x =1, 80 qilt P = (I +

[

——0) 2P,
Beweis: (a) folgt aus (6) und (8). Aus (5) folgt

P—=P*= Y Z,P, + «QP,
n

oQ = aQ ) Z,P, + &*Q,

&
ocQ =i—_‘;Q§Zan

und daraus erhalten wir (b) 1

3. Verbindungsregeln fiir zwei Projektoren

Giinstig sind zusammengesetzte Projektoren der Struktur
P =Z,P, + Z,P,, @

da sich in diesem Fall jedes Element Pz direkt sus P,z und P,z bestimmen laBt.
Wir erhalten dafiir die folgende Verbindungsregel.

Satz 1: (9) ist genau dann zusammengesetzter Projektor von P, und P,, falls
P1(1~Z1)P1=P1Z:P2)

10
1)2(I~Z2)P2=P22‘P!. ( )
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Beweis: (10) entspricht (5). (6) ergibt sich unmittelbar aus (9). Aus (9) und (5)
folgt dann P® = P, P ist demnach zusammengesetzter Projektor von P, und P, §

Jetat wollen wir den Fall untersuchen, dal Z, und Z, Polynome in P, und P, dar-
stellen. Satz 3 beantwortet dabei die Frage, wann eine Beziehung

R = a(P,P,) + P(P\Py) + o(P,P,) + Pyd(P,P;) = O (11)
eine Verbindungsregel darstelit.
Satz 2: Sei a(x) ein Polynom mit 27 = a(1) = 0. Gilt die Verbindungsregel
Pyua(P,Py) (I — Py)) = 0, (12)
dann st '
P =P, (I — P)) Pb(P,Py) (I — Py) (13)
zusammengeselzter Projektor von Py und P,. Dabet ist b(x) das Polynom mit
(1 —2)b(z) =1 — 2a(z). |
Beweis: Der Satz ist ein Spezialfall von Satz 1. Es gilt
PP = P,,
P,P = P,P, + Py(I — P,P,) b(P,P,) (I — P)),
= PP, + Py(I — 2a(P\P,)) (I — Py),

=P, 8
Erginzung: Gilt sogar
a(PyPy) (I — Py) = 0, (14)
so vereinfacht sich (13) zu
P=1—{I— Py)b(P,P,)(I — P,). (15)

Satz 3: (11) ses erfillt. Gilt
a(0) + ¢(0) =0,
(1) + b(1) = a(0), ' (16)
¢(1) + d(1) = ¢(0),

80 lapt sich fir den allgemeinen Fall kein zusammengesetzter Projektor in Form eines
Polynoms in Py und P, angeben. Anderenfalls st das immer moglich.

Beweis: Fiir zwei Projektoren, die die Beziehungen
P, =P,P,
Py = PP,
erfiillen, folgt fir R aus (11)
R = a(0) + ¢(0) + (a(1) + b(1) — a(0)) P; + (c(1) + d(1) — ¢(0)) P;.

Ist (16) erfiillt, so geniigen die Projektoren (17) der Bedingung (11). Der zusammen-
gesetzte Projektor P in Polynomform hitte fiir diese Projektoren die Form

P=0‘P|+ﬂP2+'}’1-

(17)
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Nach Lemma 1 ist y = 0. Daraus folgt wegen (5) und (17) notwendlg
P ,=PP=P=P,P=P,.

DaB Pro;ektoren P, # P, mit (17) existieren, wird spiter (Beispiel 4) gezelgt Ist
dagegen eine der Gleichungen (16) nicht erfiillt, so a8t swh firr mindestens eine der
Beziehungen

P;R(I —P)=10 (4,5 =1,2),
die die Form (12) bzw. (14) besitzen, der Satz 2 anwenden 1

Neben zusamméngesetzten Projektoren der Form (9) lassen sich bei asymptoti-
schen Methoden Projektoren

P=P, +P,—Q (18)
fmden (vgl Beispiel 5). Dafur erhalten wir den folgenden Satz. '

Satz 4: Sei Q ein Proyektor (18) ist genau dann ein zusammengesetzter Proyelctor
von P, und P,, falls

QP, = QP, =Q, | : (19)
PQ = P,P,, P,Q = P,P,. < (20
AupBerdem kann dann in (18) Q durch P,P, bzw. P,P, ersetzt werden.

Bemerkung: Die letzte Folgerung erhilt Eckmaus (5] fiir einen Spezialfall
asymptotischer Entwickiungen. Wir weisen darauf hin, daB in dem hier betrachteten
Fall immer anstelle von (18) der zusammengesetzte Projektor

P=P1+P2"'P1P2

benutzt werden kann, ohne daB eine konkrete Struktur von P; oder P, bekannt sein
mub.

Beweis: Nach Lemma 1 folgt fiir zusammengesetzte Projektoren (18) notwendig
1
P=(I—-—2—Q) (P, + P,), (21)

2Q = QP, + QP, ' (22)

und wegen (21) nach Satz 1 ‘
' PP — P, = P,P,— P,Q=0.

Aus (22) folgt damit

QP, = QP,P, = QPQ. | (23)
Genauso erhalten wir ‘ ‘ ’

QP, = QP,Q. (24)
Daraus folgt

QPQ = QP,Q.

Unter Beachtung von (22), (23) und (24) haben wir (19). Gilt umgekehrt (19), so
konnen wir die Darstellung (21) nutzen und Satz 1 anwenden.



16 A. FELGENHAUER

Weiterhin gilt dann nach (19) und (20)
P,P,P, = P,QP, = P,Q = P,P,
und analog
P,P,P, = P,P,.

Demnach sind die Operatoren P,P, bzw. P,P, ebenfalls Projektoren, die die Bedin-
gungen (19) und (20) erfiillen 8 ,

4. Beispiele fiir Verbindungsregeln asymptotischer Entwicklungen

Zur Hlustration betrachten wir reelle stetige Funktionen f(z, y) mit dem Definitions-
bereich x € [x¢, 1], y € [fe, 1. Dabei ist ¢ € (0, &) ein kleiner Parameter und
=0, § = 0. Von Interesse sollen Grenzschichteffekte fiir ¢ — 0 bei x = 0 bzw.
y = 0 sein. Viele weitere Beispiele sind in [4—6, 8—9] angegeben.

Wir definieren fiir diese Funktionen Entwicklungsoperatoren

ENS, B) = E%(3, 9; 8, Oy, .-, 8,)

(vgl. {4]); o, 9, by, ..., 9, sind geeignete, nur von e abhingende Vergleichsfunktionen
mit

0<de)<1, O0<nle)=1,

. Oga(e)
é =0, lim——=0 k=20,1,..).
w(e) = 2 5e(e) ( )

Dann sei
(B, 9) f.) (z, y) = (E(5, 9) [.) (£8(e), m(#)),
lim f,(&ﬁ(s), 1719(6)), &y >0,
= Je0
stetig, =0,

und
EO((S, 0) /l = 60E(6: 79) (60_1j¢)>

E"(8,9) fo = E""Y(8, D) [. + 6,E(8,P) (6,7 (f. — B (8, D) [.))-

Nach dieser Definition sind Entwicklungsoperatoren Projektoren, die den Funktio-
nen f,, fir die sie definiert sind, asymptotische Entwicklungen der Form

(E"(5,9) f) (2, y) = 27 g"(é(e) He )) Ko
zuordnen.

Breite Anwendung bei asymptotischen Entwicklungen findet die Verbindungs-
regel

PlP2P1=P1P2 (25)

(z. B. [4, 6]). Das ist ein Spezialfall von (14) (a(x) = :z:) Zusammengesetzter Pro-
jektor ist dann nach (15)

P=P1+P2—P2P1- (26)
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Beispiel 1: Sei
flx,y) =(lnz —Ine+ y + )2,
P, = E%1,1; —In1¢),
P, = E%e, 1;1).
Dann gilt
PP\, = —Inles
P\Pyf, = P\P,P\f. = 0,
also
Pf,=(lnz —Ilne+ y) L.
Hinreichend fiir (25) sind die Beziehungen
PI—@Q) =0, (27)
QP, = P,P,. ' (28)

(27) ist sicher fiir @ = P, erfiillt, wir erhalten die Verbindungsregel von van DYKE
[11]
P1P2=P2P1. (29)

Beispiel 2: Sei

‘/,(x, y) = (cos y — exp (—-E—)) (sin z — exp (—%)),

P, = EYe, £; 1, ¢),
P,=FEY1,1;1,¢).
Dann gilt
P,P,f, = P,P\f, = z,

Pf, = cosysinx — z exp (—%—) — exp (—-—%—) (1 — exp (—%))

Eine andere Variante fiir (27) ist in [10] anéegeben Wir konnen fiir @ die Entwick-
lung in eine Laurentreihe wihlen. (27) gibt dabei an, bis zu welcher GréBenordnung
entwickelt werden muB. Fiir das Beispiel 2 erhalten wir wegen

sinz~+ -,
cosz ~1+4 --.

die Beziehung
QP,f, = = = P,Pf,.

Weitere Beispiele dazu sind in [10] zu finden.

Die Ergebnisse von Kap. 3 erlauben es jetzt, eine Vielzahl weiterer Verbindungs-
regeln zu konstruieren. Wir wollen als Beispiel die einfachste Verallgemeinerung der
Regel (25) betrachten.

Satz 2 liefert fiir a(x) = z die Verbindungsregel
P,P,P,P, = P,P,P, 3 (30)

9 Analysis Bd. 1, Heft 2 (1982)
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e P =P, + P, — P,P, — P,P, + P,P,P,. ' (31)
Beispiel 3: Sei
flz,y) = ey (x + Inelny — In?e)! — 2(y + Inz — In ¢!,
P, = E%l,e; —In71e¢),
P, = E%, In"%¢;¢).
Dann gilt
P',/c = (ey Ing(lny — In e))'l + zInte,
Pyf,= —ey 'In"2¢ — z(lnx — In ), .
P\P,f. =zIn1eg,
PyPf, = —eyIn2%¢,
PyPyP\f, = PyP\Pyf, = 0.
Aus (31) ergibt sich daraus die zusammengesetzte Entwicklung
Pf,=¢lylne(lny — Ing))' — z(lnz — Ing)~1.

Als niichstes wollen wir den Beweis von Satz 3 vollenden. Weitere Beispiele dafiir
sowie eine ausfiihrliche Diskussion von Verbindungsregeln fiir Funktionen, in deren
Entwicklung die Entwicklungsskala nach Potenzen von —In ¢ fortschreitet, findet
man in [6].

Beispiel 4: Sei f(z,y) = In 2 ¢(ln®x — Inx In €)
P, =E\(1,1;1, —In"t¢),
P, = EY e 1;1, —In 1),
Dann gilt
P\f, = P,P\f, = —In"'¢inz,
Pofe = P\Pyf, = —1 + In"'¢lnz.

Insbesondere 1aBt sich demnach ein linearer Raum konstruieren, in dem (17) fiir
zwei Projektoren P, == P, gilt, wobei (8) erfullt ist.

Neben den Verbindungsregeln (25) und (29) werden fiir asymptotische Entwick-
lungen Regeln benutzt, die auf Uberlappungshypothesen beruhen. Die Grundlagen
dafiir sind insbesondere bei KapLUN [7] und Eckravus (3] zu finden (vgl. auch
[4, 8—9]. Der Vorteil dieser Verbindungsregeln besteht darin, daB man iiber die
Beziehung (4) hinaus die Information erhilt, daB der zusammengesetzte Projektor
gleichmiBig giiltige asymptotische Entwicklungen liefert (vgl. {4]). Das formale Vor-
gehen haben wir in Satz 4 formuliert. @ ist dabei Entwicklungsoperator in einer
,, Zwischenvariablen* (intermediate expansion), (19) cntspricht der Uberlappungs-
hypothese. Eine Folgerung von Satz 4 ist die Tatsache, dal wir im Giiltigkeitsbereich
der Beziehungen (19), (20) stets die Verbindungsregel (25) anwenden kénnen.

Beispiel 5: Fiir das Beispiel 2 setzen wir fir 0 < «, f < 1
Q = E®(e, 6%, 1,0y, ..., 0,), Op = &%,
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Dabei durchlduft y, alle Werte von 2v8 + (2x + 1) & mit
0<2B8+2u+1Ha=s1 (r,u=0,1,...).

Damit gilt
Q/, = Z‘ (_l)v-nz &
0S298+ (2u+1)as1 (20! (2u + 1)!

Fir 1 <3x<3,1—a<28<2ist die Uberlappungshypothese (19) und die Be-
dingung (20) erfiillt, wir erhalten ’

Qfe==
und damit nach (18) die gleiche zusammengesetzte Entwicklung wie in Beispiel 2.

Verbreitet ist die Methode, zusammengesetzte asymptotische A pproximationen
mit Hilfe von Lokalisierungsfunktionen zu konstruieren. Das laBt sich als Spezialfall
von Satz 1 interpretieren. Die Operatoren Z, und Z, stellen dabei die Multiplikation
mit den Lokalisierungsfunktionen dar. In der Regel gilt dabei

Z1 + Zz = I.
Dann ist
P,Z,=0,
142 (32)
P,Z, =0

hinreichend fiir (10).

Beispiel 6: Wir betrachten f,, P,, P, aus Beispiel 2 und eine Lokalisierungs-
funktion y,(z, ) mit

0=yp(z,y) =1, -

v. — hinreichend glatt,

vz, y) = 0 fiir min {z, y} < &9,

vz, y) = 1 fir min {z, y} = 29.
Wir wihlen

(Zyfe) (%, y) = ve(2, ¥) flz, ),

szz = fz - fo:-

Dann sind die Beziehungen (32) fiir beschrinkte f, erfiillt, falls 0 < ¢ < 1 gewihlt
wurde. Zusammengesetzte Entwicklung ist dann

(Pf) (=, y)
= y,(z, y)sinz cos y + (1 — ylx, y)) (1 — exp (— 3;—)) (:v — exp (—g_))

6. Verbindungsregeln fiir mehr als zwei Projektoren

Offensichtlich ist das folgende Lemma.

Lemma 2: Ist @, (n € N) zusammengesetzter Projektor der Projektoren P, (k€ K,),
80 18t ein zusammengesetzter Projektor P der Projektoren Q, auch zusammengeselzier
Projektor aller P,,,.

o%



20 A. FELGENHAUER

Damit kénnen wir leicht Verbindungsregeln und zusammengesetzte Projektoren
fiir mehr als zwei Projektoren konstruieren. Aus der Verbindungsregel (25) erhalten
wir beispielsweise fiir drei Projektoren dic Bedingungen

P,Py(I — P,) =0, (33)

Py(Py + Py — PyPy) (I — P) =0, ‘ | (34)
fiir den zusammengesetzten Projektor

P =P, + (Py+ Py— P,Py) — (P, + Py — PP P,. (35)

Eine direkte Untersuchung zeigt jedoch, daB (35) auch noch zusammengesetzter
Projektor bleibt, falls anstelle von (33) nur

PPyl — Py) (I'— P)) =0 (36)

gilt. Aus dem nichsten Satz folgt, daB die Verbindungsregel (34), (36) auch not-
wendig fiir den zusammengesetzten Projektor (35) ist. '

Satz 5: Der Operator
P=}2ZpP,

ist genau dann zusammengesetzter Projektor der Familie (P,), falls fiir alle k € N
Pe=P X 2P0 - ' .6

gilt.
Der Beweis stimmt mit dem des Satzes 1 iiberein.

Zwei abschlieBende Beispiele aus dem Bereich asymptotischer Methoden sollen
die Moéglichkeiten andeuten, auf der Grundlage von Satz 5 konkrete Verbindungs-
regeln zu konstruieren. Der Einfachheit halber besclirinken wir uns hier auf Funk-
tionen einer Verianderlichen f.(z) und setzen

E®(5; 60y ..., 05) = E™S, 1584, ..., 0y).
Beispiel 7: Sei

f(x) = exp (:c — x;) + exp (:t:2 — %) + sin (x 4 ¢),
P, = E¥1;¢, 1,¢),
Py = BYE 1,V o),
P; = EVe; 1, ¢).

Dann gilt
P,P,f, = P,Pif, = P;Pyf, =2+ ¢,

22
P1P3/‘,=P2P3f,=P3P2f,=—?-}-1+2x+e,
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Damit ist die Verbindungsregel

P1P2=P2P1=P3P1:

(38)
P\P; = P,P, = P,P,

erfiillt. (38) entspricht der Regel von Vax DYKE (29) fiir drei Projektoren und ist
hinreichend fiir (33) und (34). Als zusammengesetzten Projektor erhalten wir

P = P, + P, + P; — P3P, — P;P,,

o

[ g2 ! (39)
Pf = exp (—Ee—) (1 4z + x—) + exp (—%) + sinx + ecosz.

2

Beispiel 8: Wir betrachten weiterhin f,, P,, P, und P; aus Beispiel 7. Analog zu ~
Beispiel 6 fithren wir hinreichend glatte Lokalisierungsfunktionen

1 fir z = 2¢9,
0 fir z = ¢

pi(z) = {
und Operatoren

(Z:f) (2) = p () [2),

(Zofe) (z) = (peP(z) — 9(2)) fl2),

(Zsfe) (x) = (1 - wsp<x)) fe(z)

1
ein. Dann sind die Voraussetzungen von Satz 5 fiir 0 < ¢ < 0} < p < 1 erfiillt. Wir
erhalten

sinx+.£cosx, 280§x§1,

z? 2 ’
xp { —— — P<x < el
rf, = x—f—e—}-exp( e)(l+?+ 2), 2P S x < €9,

2
1—}-2x+e—fs—+exp(———x—), 0 = &9,
&
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