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lJber Nullräume, Wertebereiche mid Relationen von Operatoren, 
die bei instationären IterationsverIahren zur Lösung linearer Oleichungen 
auftreten 

D. SOHOTT und W. PETERS 

Zur Gewinnung von Lösungen bzw. verallgemeinerten Losungen - der linearen Gleichung 
Ax = b werden Iterationsverfahren der Form 

= (I - D1A) x, + D1b = P,x0 + B1b 

betrachtet. Dabei genUgen die Reste r = b - Ax,, der Iterationsvorschrift 
= (1 - .4D1 )'r1 = Qr0. 

Die Existenz von B = urn B. sichert bereits die Existenz der ubrigen Grenzwerte P, 

Q, x und r. Es werden Bedingungen angegeben, unter denen B existiert mid bestiinmte 
zusätzliche Eigenschaften besitzt. Diem Bedingungen werden einerseits durch Operator-
gleichungen und andererseits durch Beziehungen zwischen Nullräumen und Wertebereichen 
von Operatoren ausgedruckt. Die Ergebnisse werden auf zwei Klassen von Iterationsver-
fahren angewandt. 

Paccslavpllaalovcss nvepaiutorniaze MTO15I 

= (I - D1 A) x, + D1b = P,,x0 + B1b, 
'ITO6bI IISXOThHTb peujeiiHfi RJIH o6o6uëHHh1e pemeHifi'! JulileaHoro ypaenmi Ax = b. 
Hpii 3TOM BaInOJIRmOTCH uvepawIoHHsle YC1101111H 

= (I - AD,,) r5 = Q1r0 

JIH OCTaTO411lx 'IJIeHoB r n = b - Ax,,. NB CyneCTBoBaH111T onepaopa B,,. = lini B. cae-
ye cynecTBoBaHne ApyrHx npeeibimix aHa'IeHnfl P, Q,,., x, 1'! r. 3aa1oTCn yCJIOB!LF! 

U1H roro, 4To6bI B. CynleCTayeT 11 uMeer onpeeJ1ëHHhze lonoJ1HMTeJIbHMe cBolcrBa. 3M 
YCJIOBIIR OnhIchInaloTCH C Ojiiioft CTOOHhl npii noionn onepaopaxx ypam!eHni H C py-
roft CTOO1IU fll1 nOM011w opnomeHufl mewAy Hy.memJMM npocTpaRcvaajmn it o6iiacrmin 
3HaqeHI1iI OnepaTopoB. Pe3yJIbTaTai flHMü1lHIOTCH H JBM HJlaccaM H'1'epaLHOHH1,1X MeToon. 

Iteration methods of the form 
= (1 - D,,A) x + D5b = P,,x0 + B5b 

are considered to obtain solutions or generalized solutions of the linear equation Ax = b. 
Thereby the residues r5 = b - Ax, satisfy the iteration procedure 

rn+j	(1	AD.) t1 = Q1r0. 

The existence of B = Jim B. already guarantees the existence of the remaining limits P,., 
Q,,,,, x and r. Conditions are given, under which B exists and possesses certain additional 
properties. These conditions are expressed on the one hand by operator equations and on the 
other hand by relations between null spaces and ranges of operators. The results are applied 
to two classes of iteration methods.
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1. Einhihrung 

Es seien X und Y zwei (nichttriviale) Banachräume. Die Menge der linearen und 
stetigen Operatoren von X in 1' bzw. von Y in X wird wie üblich mit L(X, Y) bzw. 
L( Y, X) bezeichnet. Der Einheitsoperator (auf X bzw. Y) wird durch I dargesteilt. 
Der Ausdruck T I M symbolisiert die Einschrnkung eines Operators T auf die 
Menge M 9 I. Die Mengen R(T) and N(T) bedeuten den Wertebereich bzw. den 
Nullraum von T. Unter fin M verstehen wir die lineare Hiille, unter M die Abschlie-
flung einer Menge M. Mit M N bezeichnen wir die direkte Summe zweier Teil-

.2 
räume M und N, mit M e N die direkte orthogonale Summe in Hilberträumen. 
R ist die Menge der reellen Zahien. 

Zur Gewinnung von Lösungen bzw. verailgemeinerten Losungen der linearen 
Gleichung 

Ax=b	(AEL(X,Y), b  Y)	 (1.1)

eignen sich (i. a. instationäre) einstufige Iterationsverfahren der Form 
= Tx + v,,	(T= I - DNA, v,, = Dab),	 (1.2) 

die nach Vorgabe einer Operatorfolge (Do) mit D E L( Y, I) und eines Start-
elementes x0 E I eindeutig bestimmt sind. Die Reste r,, = b - Ax genugen dabei 
der Iterationsvorschrift 

r +1 = S,,r,,	(S = I - AD,,).	 / (1.3)

Die Iterierten x,,+1 und r,, 1 kann man mit den Abkurzungen 
P,, = T,,T,,_1 ... T,	Q,, =	... S,	 (1.4) 

B,, =ET,,T,,1 ... T 1D = E D Q11	(Q1 = I)	 (1.5)

explizit auch in der Gestalt 
= P,,x0 + B,,b,  

= Q,,r0  

schreiben. Weitere bekannte Beziehungen sind 
AT,, = S,,4,	T,,D,, = D,,S,,,	 (1.6) 

P,,=I—B,,A,	Q,,=I—AB,,	 (1.7) 

(siehe z. B. [1, 3, 4]). 
Es gibt sowohi far den stationären als auch für den instationären Fall bereits eine 

Reihe von Untersuchungen zur Konvergenz der Folgen (F,,), (Q,,), (B,,), (x,,), (r,,) 
und zu den Eigenschaften der entsprechenden Grenzwerte F,,0 , Q,,,, B,,,,,, x, r,,, 
(siehe etwa [1, 3-7, 10-12]). Ein einfacher Zusammenhang besteht darin, daB die 
Existenz von B,,,, schon die Existenz der ubrigen Grenzwerte zur Folge hat.. Man 
erhält dann namlich aus (1.7), (1.2') und (1.3'): 

PooIBcxA,	Q,,,,1AB,,,,,	 (1.8) 

= P,,,,,x0 + B,,,,b = (I - B OOA) x0 + B,,,,b,	 (1.9) 
r.= Q,,0r0 = ( I - AB,,,,) r0 .	 ( 1.10)
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Es hat sich aber gezeigt, dal3 der direkte Konvergenznachweis fur die Foige (B,,) 
oft schwierig ist. Daher ist die Suche nach geeigneten hinreichenden oder aquivalen-
ten Konvergenzbedingungen sinnvoll. Diese Bedingungen können einerseits in Form 
von Operatorgieichungen mid andererseits in Form von Beziehungen zwischen Null-
räu men und Wertebereichen angegeben werden. Da das Grenzelement x, aul3erdem 
Losung bzw. in bestimmtem Sinne veraligemeinerte Losung der Gleichung (1.1) 
sein soil, müssen die Operatoren P, Q0 und B i. a. noch zusätzliche Eigerizchaf ten 
besitzen. Gilt z. B. für alle n die Beziehung D,,Q0 , = 0 (bzw. D,,ABCO = D,,), so ist 
x,, eine bezuglich der Folge (D,,) verailgemeinerte Lasung von (1.1), d. h., die Glei-
chungen

D,,Ax,,0 = D,,b 

sind erfüllt (siehe [3, S. 32-33], [4, S. 440-441], [11]). Für BCOABOO = B ergibt 
sich aus (1.9) die Gleichung 

BAXc,3 = B,,0b. 

Für ABOOA = A entsteht die Beziehung 

Ax = ABOOb = (I - Q,,,) b, 

wobei Ax = b genau dann zutrifft, wenn b zu R(A) gehort (siehe [1, S. 378]). 
In der vorliegenden Arbeit werden in dieser Richtung bereits bekannte Zusammen-

hange vereinfacht mid systematisiert sowie neue Zusammenhange aulgedeckt. Dabei 
orientieren wir uns an der Veroffentlichung [8], die analoge Betrachtungen für den 
stationären Fall (V n: Dn = D) enthält. Die Ergebnisse werden auf zwei schon in 
[11] untersuchte Klassen von Iterationsverfahren angewandt. 

Grenzwerte von Operatorfolgen sind im weiteren stets im Sinne der punktweisen 
(starken) Operatortopologie zu verstehen. Der Raum L(X, Y) ist beziigiich dieser 
Topologie abgeschlossen (siehe [2, S. 102]). 

2. NulirAume und Wertebereiche der Operatoren P und Q 

Zunächst unterliegen Wertebereich und Nullraum von P bzw. Q bestimiriten 
Besobrankungen. 

Satz 2.1: Existiert P, so gilt 

R(P,,0 ) Q N(I - Pco) Q fl N(I - T,,) = fl N(D,,A), 
is	 ri 

N(P) 9 R(I - P,,,) un U R(I - T,,) = un tj R(D,,A). 

Exi8tiert Q ° , 80 gilt 

R(Q00 ) Q N(1 - Q°0) Q fl N(I - S,,) = fl N(AD,,), 
is	 13 

N(Q) 9 R(I - Q,°) tin U 11(1 - S,,) = un U R(AD,,). 
n 

Beweis: Aus (1.5), (1.6) und (1.7) gewinnt man durch Grenzubergang einerseits 

I -	= Jim B,,A = urn ' T,,T 1 ... T1+1DA 
,,-+•oo i=0
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und andererseits 

I - Pc,, EDSS, 2 ... SoA =DAT11T.. 2 ... TO 

Unter Beachtung von (1.2) liefert die erste Beziehung 

n N(I - T) = n N(DA) N(I - P) 

und die zweite Beziehung 

un U R(I - T) = fin 13 R(DA) 11(1 - P). 

Pa (I - Pco) x = 0 sofort x = P,0x und Px = 0 sofort (I - P) x = x nach sich 
zieht, bekommt man auch 

N(I - Poo) g R(Pco ),	N(Pc,3 )	R(I - Pc,z). 

Die Behauptungen für Q zcigt man entsprechend I 
Per folgende Satz beantwortet die Frage, wann in den Mengenbeziehungen des 

Satzes 2.1 das Gleichheitszeichen steht. 
Satz 2.2: Ei2existiere P. Dann gilt 

a) Pc,o = TP00(Vn) 4 DnAPc0 = 0(V n ) R(P) = fl i"(D,,A), 

b) P. = P00T(Vn) 4 Pc0DnA = O(V n) N(P,,) = un U R(DA). 

1st in a) oder b) sine der Bedingungen er/üllt, so ist P 00 sin Projekior ( P200 = P00). 
1st in a) und b) jeweils sine der Bedi'ngungen er/üllt, so ergibt sich 

X = fl N(DA) ® un j R(D0A);' -	 (2.1) 

Es existiere Q,° . Dann gilt 

c) Q. = SQ00(n) ADIQOO = 0(V n) R(Q,,,) = fl N(AD,), 
II 

d) Q. = Q 00S0( V n) Q 00AD = 0(V n) N(Q,0) = un U R(AD). 

18t in c) oder d) eine der Bedingungen erfullt, so ist Q sin Projektor (Q2, = Q,,,). 181 
in c) und d) jeweils ems der Bedingungen er/illS, so ergibt sick 

Y = fl N(AD) $ un ij R(AD).	 (2.1') 

Beweis: Wegen T = I - DA(Vn) sind offenbar die Bedingungen 
P00 = T0Po,(Vn) und DAP.. = O(V n) bzw. P,3 = P00T(Vn) iind P00DA 
= O(V n) aquivalent. Weiterhin bedeutet DA P00 = 0(V n.) gerade 

R(P,o) fl N(D,,A) 

und P00DA = 0(V n) ebenso 

un U R(DA) N(POO) = N(P00). 

Nach Satz 2.1 sind damit die Aquivalenzen in a) und b) nachgewiesen.
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Aus P = TPOO (V n) folgt P = PP (V a) und nach Grenzubergang P,3 = P0. 
Enteprechend zieht P. = PO3T( V n) die Gleichung P,ç. = p2 nach sich. 

Aus P =	= PT(Vn) erhält man wegen a), b) und P = P.2,, die Dar-



stellung (2.1). 
Den zweiten Teil des Satzes zeigt man entsprechend I 
Bernerkungen: a) Gilt die Zerlegung (2. 1), dann kann man sich bei der Konver-

genzuntersuchung von (Pa) auf den Raum fin u R(DA) beschränken, weil für alle 

x E fl N(DA) die Gleichung P,x = Tx = x(V n) zutrifft (siehe auch'[9]). 

b) 18t der Operator F,,, ein sogenannter Projektionskern (siehe [9]), d. h., geniigt 
er der Beziehung P = TP = POOT(V n), so bestehen die Gleichungen 

R(Pc,3 ) N(I - Pc,o) = fl N(I - T) = fl (DA), 

- N(P00 ) = R(I - Pc,,) = un j 11(1 - TO = linU R(DA). 

c) Analoge Aussagen lassen sich für (Q,) und Qc,, formulieren. 
Einige nützliche Zusammenhange zwischen Operatorgleichungen und entspre-

chenden Beziehungen von Nullräumen und Wertebereichen vermitteln auch die 
beiden nachstehenden Sätze. 

Satz 2.3: Es existiere P,,. Dann sind die Bedingungen 

a) Pc,,D = O(V n),	b) N(P,,) = un U R(D) 

dquivalent. Aus jeder der beiden Bedingungen /olgt 

Pa,, = P0, 
N(P00 ) = un Li R(DA) = un u R(D),	N(AD) = N(D)(Vn). (2.2) 

Es existiere Q,,. Dann sind die Bedingungen 
c) DQ = O(V n),	d) R(Q00 ) = fl N(Dn) 

aquivalent. Am jeder der beiden Bedingungen fokjt 

Qc,,, R(Q,,) = fl N(AD,,) = n N(D,,), R(DA) = R(D)(yn). 

(2.2') 
Beweis: Es sei a) erfüllt. Dann gilt 

lin U R(D) 9 *N(P.) = 

Andererseits gewinnt man aus a) die Gleichungen PCODA = O(V n) und nach Satz 2.2 
die Beziehungen 

= P 0 ,	N(P00) = lin ij R(DA). 

Wegen un U R(DA) 9 lin U R(D) bedeutet das 

N(P) = fin u R(DA) = lin U R(D). 

Umgekehrt ergibt sich aus b) sofort a).
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Die Gleichungen PD = 0(V n) liefern nach (1.7) aul3erdem die Eigenschaft 
urn BmADn = D(y n). Daraus resultiert 

M-00

.N(D,,) 9 N(AD) 9 N( urn BmADn\ = N(D), 
-	 / 

d. h. N(AD) = N(D). 
Es sei c) erfiillt. Dann gilt R(Q) g fl N(D). Andererseits gewinnt man aus c) 

die Gleichungen ADQ = 0(V n) und nach Satz 2.2 die Beziehungen 

Q2 
0 = Q0,	R(Q00) = fl N(AD). 

is 

Wegen fl N(D,) fl N(AD,,) bedeutet das R(Q) = ñ N(AD,,) = fl N(D,,). Urn-

gekehrt ergibt sich aus d) sofort c). 
Die Gleichungen DnQc,3 = 0(V n) liefern nach (1.7) aul3erdem die Eigenschaft 

urn DnABm = D(V n). Daraus resultiert 

• R(D) R(DA) R( urn DnABm' = 
/ 

d. h. R(DA) = R(D) I 

Bemerkungen: Existiert P und gilt P,,, = PT(Vn), so sind nach Satz 2.2 
und Satz 2.3 die Bedingungen 

a) P 0OD, = O(V n),	b) un u R(DA) = un u R(D) 

gleichwertig. Existiert Q und gilt Q = SQOO(V n), so sind nach Satz 2.2 und 
Satz 2.3 die Bedingungen 

c) DQ = O(V n), d) fl N(AD) = fl N(D,) 

gleichwertig. 
Die Beziehungen (2.2) und (2.2') findet man unter etwas spezielleren Voraus-

setzungen im Matrizenfall schon in [3, S. 32] und [4, S. 440]. Hierbei ist die Abschlie-
I3ung in (2.2') uberflussig. Tm ubrigen ist (2.2) schon dann erfullt, wenn eine Folge 
(Dm") mit Dm" € L( Y, X) und urn (I - Dm"A) D = O(V n) existiert. Ebenso be- 

steht die Gleichung (2.2') schon daan, wenn es eine Folge (Dm') mit Dm' E L( 1', X) 
und urn D(I - AD.') = 0(V n) gibt. Diese ailgemeinen Bedingungen spielen spater 

m—*co 
in Satz 3.2 noch eine Rolle. 

Satz 2.4: Es evistiere P. Dann sind die Bedingungen 

a) AP = 0,	b) It(P,0 ) = N(A) 

aquivaient. Aus jeder der beiden Bedingungen folgt 

P2 -	R(P,,,,) = n N(D,A) = N(A). -
n 

Es existiere Q,° . Dann sind die Bedingungen 

c)Qc,A=0,	d)N(Qco)=R(A)
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dquivalenl. Aizs jeder der beiden Bedingungen /olgt 

= Q,	N(Q) = un U R(AD) = 11(A). 

Beweis: Aus a) erhält man unter Beriicksichtigung von Satz 2.1 

R(P,) N(A) fl N(DA) 

d. h. b). Die Umkehrung ist offensichtlich. 
Aus c) erhält man unter Berucksichtigung von Satz 2.1 

R(A) 9 N(Qoo) = N(Qc,o) 9 Jj fl U R(AD) 

d. h. d). Die Umkehrung jet offensichtlich. Das Obrige folgt aus Satz 2.2 U 
Bemerkung: Existiert P, und gilt P00 = TOP X,(V n,), so sind nach Satz 2.2 und 

Satz 2.4 die Bedingungen 

a)AP00 =O, b)flN(DA)=N(A) 

gleichwertig. Existiert Q00 und gilt Q = QOQS fl(V n), so sind nach Satz 2.2 und 
Satz 2.4 die Bedingungen 

c) Q00A = 0,	d) tin u R(AD) = R(A) 
is 

gleichwertig. 
Wir wollen jetzt untersuchen, unter weichen Voraussetzungen die Operatoren P00 

und Q. in Hilberträumen X und Y seibstadjungiert sind. Dazu benotigen wir zu-
nächst zwei Hilfssätze. Der erste ist ailgemein bekannt. Der zweite stammt aus der 
Arbeit [9]. 

Lemma 2.5: Es sei H ein Hilbertraum. Dann ist ein Projektor T E L(H) genau 
I 

iknn seThstadjungiert, wenn H = R(T) ® N(T) gilt. 
Lemma 2.6: Es sei (He) eine Folge von Teilrãumen des Hilbertraumes H. Damn 

besteht mit den Abkiirzungen 

X0 =flH, X1 =linU' LL1 
n	 I, 

I 
die Beziehung H =10 X. 

Bemerkung: Für eine Folge (Us) mit U € L(H) erhält man wegen 
____ I 

H = N(U) R(U*) = R(U) ED N(U*) 

nach Lemma 2.6 offenbar die Darstellungen 
I 	I 

H = fl N(U) ® lin u R(U*) = un j R(U) fl N(U,,) 

= un tj N(U) fl R(U) = fl R(U,,) lin 13 N(U*). 

Satz 2.7: E8 exzstiere P00. 

a) Gilt P00 = TP00(Vn), 80 28t P00 = P	N(P00)_= un U R(A*D* 
b) Gilt AP00 = 0, so ist P00 = P, N(P.,) = 11(A*)	"
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c) Gilt P = P,T(Vn), soist P. = P	R(P) = fl N(A*D*). 

d) Gilt PD = O(V n), so ist P,,. P	R(Pco) = nN(D,*). 

Es existiere Q. 

e) Gilt Q. = SQ(Vn), soist Q.= Q	N(Q,,) = un u R(D*A*) 

f) Gilt DQ,0 = O(V n), so ist Q =	N(Q,0) = un U R.(D*). 

g) Gilt Q = QOOS(V n), so ist Q = Q	R(Q) = fl N(D*A*). 

h) Gilt Q,,0A = 0, so ist Q. =	R(Q00) = N(A*). 

Beweis: Es existiere P. Für P = TP(Vn) 1st nach Satz 2.2 die Gleichung 
R(P) = fl N(D,ZA) erfüllt. Nach Lemma 2.6 ergibt sich 

= un tj N(DA) = un U R(A*D*). 

Für AP, = 0 ist nach Satz 2.4 die Gleichung R(P) = N(A) erfüllt. . Daraus ergibt 
sich

=	= Il(A*). 

Auf Grund von Lemma 2.5 sind die Beziehungen R(P)' = N(P) und P = 
aquivaknt. Also stimmen die Behauptungen a) und b). Die ubrigen Behauptungen 
zeigt man ähnlich I 

Bemerkung: Jede der Voraussetzungen in b), d), f) bzw. h) impliziert die jeweils 
vorangehende Voraussetzung in a), c), e) bzw. g). So gewinnt man aus AP = 0 
und P = P z. B. die Gleichungen 

N(P) = un U It(A*D*) = R(A*). 

Bisher wurde die Existenz von P0,,, bzw. Q. stets vorausgesetzt. Das nachstehende 
Lemma enthält hinreichende Bedingungen für die Existenz dieser Operatoren. 

Lemma 2.8: Es sei (Us) eine Folge von Operatoren in einem Hilbertrqum H. Dabei 
existiere eine endliche Anzahi von Operatoren U,, Un,, ..., U, ,,, aus der Menge {U,} 
mit fol(jenden Eigenscha/ten: 
a) Es ist {U,,, U,,, ..., U, ,, } = {U}. 
b) Die konstanten Folgen (U), (U), ..., (U) sind Teil/olgen von (U,). 
c) Es gilt sup mm {k—n I k > n, Uk = U} <oo. 

d) Die Operatoren U,, Us,, ..., U, sind Orthoprojektoren (bezüglich einer geeigneten 
Norm). 

e) Einer der Operatoren U,, U n,, ..., U,, ist kompakt au/ dem Teilraum un U N( 
i=1 

Dann konvergiert die Produkt/olge U 8 U,_ 1 ... U0. Für den Grenzoperator U ergibt sick 
darüber hinau.s 

U2 = U = U k = UU, = UU(Vn), 

11(U) =flR(U 1),	N(U) = 1inUN(U,). 

Beweis: Die Behauptungen sind in der Arbeit [10] unter ailgemeineren Voraus-
setzungen hergeleitet
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Bemerkungen: Operatorfolgen (Un ) mit den Eigenschaf ten a), b), c) enthalten 
nur endlich viele versehiedene Operatoren, die in bestimmten, nicht uber alle Grenzen 
wachsenden Abständen in der Folge immer wieder auftreten. Die Voraussetzung e) 
ist dquivalent zur Bedingung 

e') Es ist dim R (u 1 I 1inuN(U)) < oo für ein i E fly 2, ..., m}. 

3. Existenzhedingungen and Eigenschaften von B 

Wir setzen in diesem Abschnitt voraus, daB A normal auflösbar ist (R(A) = R(A)). 
Nach einem vorbereitenden Lemma verden Bedingungen fur die Existenz von B. 
angegeben. Die Bedingungen werden schrittweise so verschärft, daB B jeweils noch 
bestimmte zusdtzliche Eigenschaf ten besitzt. In eckige Kiammern gesetzte Ausdrucke 
sind im Grunde uberflussig, können bei Bedarf aber auch hinzugenommen werden. 

Lemma 3.1: Existieren für zwei Operator/olgen (Ce ), (Cm') mit Cn E L( Y, I), 
Cm' € L( Y, X) die G-renzwerte 

Jim CA,	limACm', 
n-00	JU-00 

so existieren auch die Grenzwerte 

Jim urn CnACm',	urn Jim CnACm'. 
fl.-+ m-	 m—oon-+CQ 

Darüber hinau8 stimmen beide überein. 

Beweis: Es mogen die Grenzwerte C = Jim CnA und C' = urn AC,,,' existieren. 
fl-+	 m-+oo 

Dann existiert auch der Grenzwert Jim C,, R(A), de'n wir mit CO bezeichnen. Das 
rr^ 00 

Element Jim ACm 'X = C'x gehort offenbar zu 11(A) = R(A). Daher gibt es ein y 

mit C'x =Ay. Also existiert 

Jim Jim CnACm'X = urn C,,C'X = Jim C,,Ay = Cy = C°Ay = C0C'x 
n^ m-	 n-OO 

für alle x. Ebenso existiert wegen It(A) = R(A) 

Jim Jim CnACm 'X = Jim CCm 'X = J j tii C°ACm'X = C°C'x 
M-00 n-+oo	 m-oo	 m-cO 

für alle x I 

Satz 3.2: Der G'renzoperator B,,,, existiert, wenn eine der beiden nach8tehenden Vor-
aussetzungen erfuut ist: 

a) E8 existiert P. Es gibt eine Folge (Dm') mit Dm' E L( Y, I), /fir die Jim AD,,,' 
exi.stiert und urn D,,(I AD.') =O(Vn) gilt. 

b) Es existiert Q,,° . Es gibt eine .Folge (D,,") mit Do" € L( F, .X), /ilr die Jim D,,"A 
exi.stiert und Jim (I - D,,"A) Dm = O(V m) gilt. 

Bewtis: Es existiere Pa,,. Dann existiert nach (1.7) auch Jim B.A. Gibt es eine 

4 Analysis Bd. 1, Heft 2 (1982)
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Folge (Dm ') mit den obigen Eigenschaften, 80 ist 
D. = Iiiii DnADm ' = D. urn ADm'(Vfl), 

M-00	 m-+ 

B. = + T,,T,, 1 .. . Tj, jDj = E T,,T,, 1 ... Ti,, . (D urn AD.' 
i=O	 1=0	 - 	in-*oo 

= B,, urn AD,,. 

Benutzt man nun Lemma 3.1 mit C,, = B,, und Cm' = Dm', dann erhält man die 
Existenz von 

urn urn BnADm' = urn B,, urn AD.' = urn B. = B. 
n-+ m—oo	,,^	m-+oo 

Entsprechend zeigt man die Existenz von B unter der Voraussetzung b) I 

Bemerkung: Per Satz ist eine Veraligemeinerung von Theorem 6 der Arbeit [1]. 
Lemma 3.3: Existiert B,,, und gilt B OOAD,, = D,,(V n) oder D,,ABOO = D,,(V n), 

so ist B eine auf3ere Inverse von A (BOOABOO = B,,,,). 
Beweis: Aus BO A D,, = D,,(V n) folgt 

B,,,AB,, = BA 1 'D1 Q 1 = X D1Q1 = B,,(Vn). 

Aus D,,ABO3 = D,,(Vn) gewinnt man 

B,,ABOO =E T,,T,, 1 ...Tj+jD j • AB,,,, =	T,,T,, 1 ... T . 1D1 = B,,(V n). 

Durch Grenzubergang entsteht die Behauptung I 
Bern e r k u n g: TJnter etwas spezielleren Voraussetzungen findet man die Behaup-

tung für Matrizen etwa in [3, S. 32] und [4, S. 4401. 
Satz 3.4: Die Bedingungen 

a) 3 Pc,,,, 3 Q., P.D. = 0(V n),  
b) 3 Pc,,, 3 Qoo, N(P,,,,) = un ij R(D,,) [= un U 

c) 3 B,,,,, BOOAD,, = D,,(Vn) 
sind dquivaleni. Die Bedingungen 
d) IPoo,IQco,DnQoc0(Vfl), 
e) ii Pc,,,, 3 Qoc,, R(Qoc,)	fl N(D,,)fl 

f) 3 Bc,o, D,,AB,x, = D,,(Vn) 
sind aquivalent. 

Aus jeder der Bedingungen /olgt BOOABC,Z, = B,,,,, P,,,,B,,, = Bc,,Qc,,, = 0. 
Beweis: Unter der Voraussetzung a) ist mit D,," = B,, die Bedingung b) des 

Satzes 3.2 erfullt. Damit existiert B,,,. Aus P,,,,D,, = 0(V n) ergibt sich nach (1.8) 
auch BO,,AD,, = D,,(y ii). Also ist c) nachgewiesen. Die Umkehrung ist auf Grund 
von (1.7) und (1.8) offensichtlich. Die Aquivalenz von a) und b) liefert Satz 2.3. Den 
zweiten Teil der Behauptungen zeigt man entsprechend. Die Beziehungen BAB,,,, 
= Bc,, und Pc,,B,,, =	= 0 erhält man unter Beachtung von Lemma 3.3 und 
(1.8) 1
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Lemma 3.5: Exi8tiert B,,,, 80 existieren auch P,,,, und Q,,,,. Aufierdem sind dann 
folgende Bedingungen dquivalent: 

a) ABOQ A = A (B,,, ist innere Inverse von A), b) AP = 0, C) Q,,,A = 0, 
d) R(POO ) = 

(A)[= 
fl N(DA)], e) N(Qc,o) = R(A)	un U B (AD,,)J. 

Beweis: Die Behauptungen resiiltieren unmittelbar aus (1.7), (1.8) und Satz 2.4, 
wenn man R(A) = R(A) beachtet I 

Bemerkung: Die Bedingung a) wird unter den Voraussetzungen d) und e) für 
Matrizen schon in [3, S. 33] bzw. [4, S. 442) hergeleitet. 

Satz 3.6: Die Bedingangen. 
a) 3 P, 3 Q,,,,, PD,, =0(V n), AP,,, = 0, 
b) 3 F,,,,, 3 Q., N(P,,,,) = un U R(D,,), R(P,,,,) = 

c) 3 Bc,,,, BCOAD,, = D,,( V n), AB,,,,A = A 
sind aquivalen.t. Die Bedingungen 
d) 3 Pc,,,, 3 Q,,,, D,,Q,,, = O(Vn), Q,,,,A = 0, 
e) 3 Pc,,,, 3 Q,,,, R(Q,,,) = fl N(D,,), N(Q,,,,) = R(A), 
P 3 B,,,,, D,,ABOO = D,,(Vn), ABC,,A = A 
sind ãquivalent. 

Beweis: Die Behauptungen ergeben sich aus Satz 3.4 und Lemma 3.5 I 

Ab jetzt seien X und Y Hilberträume. 

Satz 3.7: Die Bedingungen 
a) 3 Pc,,,, 3 Q,,,,, P0,D,, = 0(V n), P,,,, = 
b) 3 Pco, 3 Qc,o, N(Pc,,,) = fin U It(D,,), R(P,,,) = fl I'(Dn''), 

c) 3 B,,,,, BOZ,ADfl = D,,(Vn), (Bc,,,A)* = Br,3A 
sind dquivalent. Die Bedingungen 
d) 3 Pc,,,, 3 Q,,,,, D,,Q,,, = O(Vn), Q. = 
e) 3 F,,, 3 Q,,,,, R(Q,,,,) = fl N(D,,), N(Q,,,,) = un U R(D,,*), 

f). 3 B,,,,, D,,AB,,O = D,,(Vn), (AB,,,,)* = ABc,,, 
sind dquivalent. 

Beweis: Die Behauptungen erhält man aus Satz 3.4, Satz 2.7 und Formel (1.8) I 

Mit Hilfe der bisher bereitgestellten Aussagen kann man leicht weitere Aquivalenz-
sätze herleiten. Durch Kombination der Sätze 3.6 und 3.7 ergeben sich z. B. Bedin-
gungen dafür, daB B,,,, die sogenannte Moore-Penrose-Inverse von A darsteilt.. 

Satz 3.8: Die Bedingungen 
a) 3 P c,,,, P,,,,D,, = 0(V n), AP,,,, =0, F,,,,, = Pt,,, 

3 Q0,,,, D.Q. = O(Vn), [Q OQA = 0], Q. = 
b) 3 F,,,, N(POO) = un U R(D), R(P,,,,) = fl N(D,,) = N(A), 

3 Q,,° , lt(Q,,) = fl N(D,,), N(Q,,,) = fin u It(D,,*) [= 11(A)], 

4*
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c) 3 B, BcOADn = D(Vn), DnAB00 = Dn(Vn), 
[BoABo = Bco], ABOOA = A, (BooA)* = B,x,A, (AB,,.)* = ABc,3 

sind aquivalent. 

Im folgenden sollen die Ergebnisse dieses Abschnittes auf zwei Klassen von 
iterationsverfahren angewandt werden. 

4. Eine Masse von Projektionsverlahren 

Gegeben seien zwei Hilberträume X, Y und eine Folge (Zn) von weiteren Hubert-
raumen. Wir betrachten einen normal auflösbaren Operator A E L(X, Y) und eine 
Operatorfolge ( Ge ) mit G. E L( Y, Zn) und R(GA) = Zn für she n.. Der nachstehende 
}lilfssatz enthält Resultate der Arbeit [11]. 

Lemma 4.1: a) Die Operatoren G nAA*Gn* E L(Zn) besitzen lineare stetige Inverse. 
b) Das Iteration$ver/ahren (1.2) mit den speziellen Operatoren 

D. A*Gn*(GnAA*Gn*)_ l Gn	 (4.1)

pro jiziert nacheinander orthogonal ant die Losungsnzengen der Gleichungen GAx = Gnb. 
c) Die Operatoren Tn sind Orthoprojeictoren mit 

R(T) = N(DnA) = N(GnA) = N(A*Dn*) = N(Dn*), 

?(Tn) = R(DA) = R(D) = R(A*Dn*) = R(A*Gn*). 

d) Die Operatoren Sn sind Projektoren, ant R(A) = R(A) sogar (AA*)Orthô 
pro jektoren, mit 

R(Sn) = N(ADn) N(Dn) = N(Gn), N(Sn) = R(AD) = R(AA*Gn*). 

Bemerkung: Jet X = 1V', Y = R 1 und (Gn) eine zyklische Folge bestimmter 
Zeilenauswahlmatrizen, so entsteht aus (1.2), (4.1) das in [7] untersuchte PSH-
Verfahren. 

Aus den vorangehenden Abschnitten kann man in Verbindung mit Lemma 4.1 
Aussagen für Jterationsverfahren der Gestalt (1.2), (4.1) gewinnen. 

Satz 4.2: Es exi4iere Pc,, mit Poo = P00Tn(Vfl). Es exi.stiere Dann ex8tiert 
awh Bco mit BcoADn = D(V n) und B OOABr,a = Bcn. Die Iterations/olge (Zn) kOn 
vergiert gegen den Grenzwert (1.9), der der Gleichung 

Bç,,AXc,, = B,,c,b 

genilgt. Gilt auth Pc, = TnP03(V n), so ist (Bc,,A)* = B 4O A. Au/3erdem zieht dann die 
Bedingung fl N(G,A) = N(A) die Gleichungen 

ABOOA = A, Ax. = ABc,b =(I - Qoo) b 

nach sich, wobei aus b E R(A) auch Ax,,. = b /olgt. 
Beweis: Aus Pc,,Tn = P X,(V n) erhält man nach Satz 2.2 

N(Pcc,) = un U R(DnA).
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Auf Grund von Lemma 4.1 ist R(DA) = R(D) für alle n und damit 

un U J1(D0A) = un 'j R(D). 

Satz 3.4 liefert nun die Existenz von Boo und die Eigenschaften 

BOOAD = D0(Vn),	BCQABOO = Boo. 

1st zusatzlich die Bedingung P = TP cO( V n) erfüllt, so sind Poo und BooA = 1— P 
nach Satz 2.7 selbstadjungiert, denn aus R(DA) = R(A*D*)(Vn) ergibt sich 
auch

N(Poo) = un U R(A*D8*) 

AuBerdem gilt dann wegen Satz 2.2 und Lemma 4.1 

R(P) = n N(DA) = fl N(G,A). 

Für fl N(00A) = ?(A) bekommt, man also R(Poo) = N(A). Nach Lemma 3.5 ist die 

letzte Gleichung aquivalent zu AB 00 A = A. Die übrigen Behauptungen sind aus der 
Einfuhrung zu entnehmen I 

Satz 4.3: Es existiere P 00 . Es existiere Q mit Q = SQ00(yn). Dann existiert 
atuh B00 mit DOABOO = D(V n) und BOOABCC = B00 . Die Iteration.s/olge (x) kon- 
vergiert gegen den Grenzwert (1.9), der /fir aile n den G1eichungen 

= G0b 

genugt. Aus fl N(G0) = {O} /olgt AB,,, = I. 

Gilt auch Q = Q,0S(V n), .90 ergibt sich: 

un u R(AA*GT,*) = R(A) => ABO A = A; 

un u R(AA*G*) = R(A), fl N(G8) = N(A*) => (AB 4O )* = AB,,,. 

Beweis: Aus Q = SQ00(V n) erhält man nach Satz 2.2 

R(Q0 ,) = fl N(AD,,). 

Auf Grund von Lemma 4.1 ist 

n N(ADO) = fl N(D8) = fl M OO . 

Damit Jiefert Satz 3.4 die Existenz von B00 und die Eigenschaften 

DrABc,> = D(V n),	BCOABCO = B00 ,	D.Q. = O(Vn). 

Also gilt für den Grenzwert x00 nach der Einfuhrung 

DAx00 = Db(V n) 

und unter Beachtung von fl N(D0) = fl N(G,,) schliet3lich 

G0Ax00 = 00b(Vn). 

N(C,,) = {O} bedeiitet R(Q00 ) = {O} und Q00 = I - AB,,. = 0.
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1st zusätzlich die Bedingung Q00 = QOOS fl(V n) erfullt, gewinnt man nach Satz 2.2 
und Lemma 4.1 

N(Q) = urn u R(AD)= En u R(AA*G*). 

Daher ist un U R(AA*G*) = 11(4) aquivalent zu N(Q,) = 11(A). Die letzte Glei-
chung garantiert nach Lemma 3.5 gerade die Eigenschaf ten ABOOA = A und 
QA = 0. Besteht auBerdcm noch die Beziehung fl N(G,,) = N(A*), dann ist 

= iN(A*). In diesem Falle folgt Q ° = Q und AB = (AB..)* aus Lemma 2.5 
bzw. auch aus Satz 2.7 I 

Bemerkungen: a) Der Operator P existiert z. B., wenn die Orthoprojektoren-
folge (Ta) den Voraussetzungen des Lemmas 2.8 genugt. Das ist durch geeignete 
Wahl der Folge (Ge) auf vielfaltige Weise erreichbar. Aullerdem besitzt P darn 
die Eigenschaften 

P,2,. - D
00 - -	- TP = P00T(yn). 00 - 

b) Existiert P00 , so existiert Q auf den Teilräumen 11(A) und fl N(G). Denn es 

gilt QmA = APm für alle m und QmX = SmX = x für alle x E fl 11(8,,) = fl N(G,,) 

und alle m. Daher existiert Q unter der obigen Voraussetzung, wenn zusätzlich die 
Bedingung 

Y=R(A)+fliN(G,,) 

erfüllt ist. 
c) 1st Y = R(A) und geniigt die (AA*)_ LOrthoprojektorenfolge (8,,) den Voraus-

setzungen des Lemmas 2.8, so existiert Q und besitzt die Eigenschaften 

=	- AA*Q,,(AA*)-1 = S.Q. = Q 008,,(Vn). co 
Aus fl N(O,,A) = N(A) folgt dabei fl N(G,,) = {O} und Q = 0. 

5. Elue Klasse von Restprojektionsverfahren 

Gegeben seien zwei Hilberträume X, Y und eine Folge (Z,,) von weiteren Hubert-
räumen. Wir betrachten einen normal auflösbaren Operator A E L(X, Y) und eine 
Operatorfolge (H,,) mit H. E L(Z,,, X) and R(H,,*A*) = Zr(V n). Der nachstehende 
Hilfssatz enthä.lt Resultate der Arbeit [11]. 

Lemma 5.1: a) Die Operatoren H,,*A*AH,, E L(Z,,) besitzen lineare stetige Inverse. 
b) Die zum Iteration.sver/ahren (1.2) mit den spezieflen Operatoren 

Dn = IJ,,(H,,*A*AH,,)_1 H,,*A* (5.1) 

gehorende Re.stiteration (1.3) projiziert nacheinander orthogonal au/ die Lösungsmengen 
der Gleichungen .H,,*A *r = 0. 

c) Die Operatoren 8,, sind Orthoprojektoren. mit 

R.(S,,) = (AD,,) = N(D,,) = .N(D,,*A*) = 

= R(AD,,) = R(AH,,) = R(D,,*A*) = R(D,,*).
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d) Die Operatoren T sind Projektoren, au/ R(A*) = R(A*) sogar A*AOrtho 
projektoren, mit 

R(T) = N(D4) = N(H*A*A), N(T) = R(DA) = R(D) = R(H). 

Bemerkung: Jet X = RN, Y = R und (He ) eine zyklische Folge bestimmter 
Spaltenauswahlmatrizen, so entsteht aus (1.2), (5.1) das in [6] untersuchte SPA-
Verfahren. 

Aus den vorangehenden Abschnitten kann man in Verbindung mit Lemma 5.1 
Aussagen fur Iterationsverfahren der Gestalt (1.2), (5.1) gewinnen. 

Satz 5.2: Es existjere P,0 . Es existiere Q. mit Q00 = SQ00(V n). Dann exitiert 
auch B. mit DAB,,. = D(V n) und B00ABOO = B00 . Die Iterationsfolge (xc) kon-
vergiert gegen. den Grenzwert (1.9), der für alle n den Oleichungen 

H*A*Ax00 = Jj*A*b 

genügt. (hit auch Q00 = QOOS(V n), so ist (AB00 )* = AB... Auf3erdem zieht dann die 
Bedingung tin i.j R(AH) = R(A) die Gleichungen 

AB00A=A, Ax00=AB00b=(I—Q00)b 

nach sich, wobei au.s b € R(A) auch Ax,,. = b folgt. 

Beweis: Zunächst bestehen nach Lemma 5.1 die Beziehungen 

n N(AD,,) = n N(D,) = fl N(D*A*) = fl N(HA). 

Aus Q. = SQ00(V n) erhdlt man unter Berucksichtigung von Satz 2.2 

R(Q 00 ) = fl N(AD,,) = fl N(D,,). 

Satz 3.4 ]iefèrt nun die Existenz von B. und die Eigenschaften 

DAB00 = D (V n), BOOABOO = B 00 , DQ00 = O(Vn). 

1)amit, gilt nach der Einfuhrung für den Grenzwert x00 

DAx00 = Db(V n) 

- und unter Beachtung von fl N(D) = fl N(H*A*) schlief3lich 

H*A*Ax00 = H*A*b(Vn). 

1st zusätzlich die Bedingung Q00 = QOOS fl (V n) erfiillt, dann sind die Operatoren Q00 
und AB., = I - Q. wegen 

R(Q 00) = n N(D*A*) 

nach Satz 2.7 selbstadjungiert. AuBerdem ergibt sich nach Satz 2.2 und Lemma 5.1 

N(Q00 ) = tin U R(AD) = tin U R(AH).	 -	- 

Für tin U R(AH)I, = R(A) bekoinmt man also N(Q00 ) = R(A). 

Auf Grund von Lemma 3.5 ist these Gleichung dquivalent zu ABOO A = A. Die 
librigen Behauptungen sind aus der Einfuhrung zu entnehnicn
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Satz 5.3: Es existiere P mit P. = PT(Vn). Es existiere Q,,0 . Dann existiert 
auch mit BC,,AD = D(V n) und B C,ABOO = B. Die Iterations/olge (x) kon-
vergiert gegen den Grenzwert (1.9), der der Gleichung 

Bc,3AXc,, = Bcob 

genugt. Aus un U R(H) = X /olgt BA = I.
Gilt auth P = TPOO (V n), so ergibt sich 

flN(Hn*A*A)N(A),ABc,c,AA; 
is 

fl N(BA"A) = N(A),	un ij R(H) = R(A*) => (BA)* = BA. 

Beweis: Aus P = P,0T(Vn) erhält man nach Satz 2.2 mid Lemma 5.1 

N(Pc,o ) = lin ij R(DRA) = un j R(D) = un ij R(H). 

Satz 3.4 liefert nun die Existenz von B und die Eigenschaften 

BOQAD = D(en),	BQQAB0Q = B,,c,. 

Die Beziehung lin U R(H) = X bedeutet N(P) = X bzw. P00 = I - B00A = 0. 
Jet zusätzlich die Bedingung Pc, = TPC,O(V n) erfullt, gewinnt man nach Satz 2.2 

und Lemma 5.1 

R(Pc,o) = fl N(DnA) = fl N(H*A*A). 

Daher ist fl N(H*A*A) = N(A) aquivalent zu R(Pc,3) = N(A). Die letzte Gleichung 

garantiert nach Lemma 3.5 gerade die Eigenschaften ABOOA = A und AP,,. = 0. 
Besteht aul3erdem noch die Beziehung un U R(H) = R(A*), dann jet N(P00) 
= R(A*). In diesem Falle folgt P,,. .= P c, und B00A = (BCOA) aus Lemma 2.5 
bzw. auch aus Satz 2.7. Die restlichen Behauptungen sind aus der Einluhrung zu 
entnehmen I 

Bemerkungen: a) Der Operator existiert z. B., wenn die Orthoprojektoren-
folge (S0) den Voraussetzungen des Lemmas 2.8 genugt. Dan ist durch geeignete 
Wahl der Folge (Hc,) auf vielfaltige Weise erreichbar. AuBerdem besitzt Q dann die 
Eigenschaf ten 

()2- Q. -	-	1) 0 n00  S.Q. - ' OO	 . 

b) Die Existenz von Q. zieht die Existenz von Pc,, nach sich, so daB sich die Exi-
stenzforderungen von P ,*,. in den Sätzen 5.2 und 5.3 als uberflussig erweisen. Das 
kann man folgendermaBen einsehen. Unter der obigen Voraussetzung existiert Pc,, 
wegen QmA = APm(V m) bzw. Pm*A* = A*Qm*(V m) auf R(A*). Beachtet man die 
Beziehung 

Pm = (A*A) 1)m*4*4(Vm) 

auf R(A*) (siehe Lemma 5.1), existiert damit auch Pc,, auf R(A*). SchlieBlich ist Pc,, 
auf fl N(H*A*A) N(A) erklärt. Denn es gilt P  = TmX = x für alle
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x  U R(T) =fl N(HC*A*A) und alle m. Auf Grund der Zerlegung X = R(A) 

( N(A) existiert P demnach auf dem ganzen Raum X. 
c) Jet I = R(A) und genugt die A*AOrthoprojektorenfo1ge (Ta) den Voraus-

setzungen des Lemmas 2.8, so existiert P und besitzt die Eigenschaften 

P = 1cx, = (A*A)-i P OA*A = TP = P00T(Vn). 

Aus un U R(A1J) = R(A) folgt dabei un U R(H) = X und P = 0 I 
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