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Uber Nullriume, Wertebereiche und Relationen von Operatoren,
die bei instationiren Iterationsverfahren zur Losung linearer Gleichungen
auftreten ‘ '

D. ScrOTT und W. P‘ETERS

Zur Gewinnung von Lésungen bzw. veraligemeinerten Losungen der linearen Gleichung
Az = b werden Iterationsverfahren der Form ' '

Zp4y =(I — Dyd)z, + Db = Przy + Bpb
betrachtet. Dabei geniigen die Reste r, = b — Az, der Iterationsvorschrift
fusa = (I — AD,)yr, = Qpr,.

Die Existenz von B, = lim B, sichert bereits die Existenz der iibrigen Grenzwerte P,
n—>o00
Qoos Too und 1. Es werden Bedingungen angegeben, unter denen B, existiert und bestimmte
zusitzliche Eigenschaften besitzt. Diese Bedingungen werden einerseits durch Operator-
gleichungen und andererseits durch Beziehungen zwischen Nullriumen und Wertebereichen
von Operatoren ausgedriickt. Die Ergebnisse werden auf zwei Klassen von Iterationsver-
fahren angewandt.

PaccMaTpHBaOTCA HTEPALMOAHbBIE METOME!
Zpyy = (I — Dpd) xy + Dpb = Pz, + Byb,

uTO0N HAXONMTL pelleHHuA MIN 0000UIEHHEIE pelleHHA JHHEMHOro ypaBHeHus Az = b.
IIpn 3TOM BHNONHAITCA UTEPAIOHHHE YCAOBHA

Tatr = - ADn) Tn = Q,,To

ANA OCTATOYHHX YWICHOB r, = b — Az,. U8 cymecrBoBanua oneparopa B, = lim B, cue-
fn—r00

AyeT CymeCTBOBAHNE JAPYTMX NPeReNbHHX 3HAYCHHH Py, Qoo ZToo W 7oo. 3AHAIOTCA YCIOBHA

anA Toro, utobu B,, CymecTBYeT Il MMeeT ONpeleséHHHE AONOJIHUTENbHBIE CBONHCTBA. DTH

YCJIOBUA ONHCHEBAOTCA C OAHOIl CTOPOHH NpH MOMOMHY ONEPATOPHHX yYPaBHEHWI! M ¢ ApYy-

roit CTOPOHLI MpM NMOMOLUM OPHOUIEHMI! MeMIy HYJEeBHMHM NPOCTPAHCTBAMM U OGmaCTAMIL

3HaYeHHit onepaTopoB. PeaynpTaTh NpHMENAIOTCH K ABYM KIACCAM MTEPAUKOHHHIX METOAOB.

Iteration methods of the form
Zypy = (I — DAYz, + Db = Puzy + Bob

are considered to obtain solutions or generalized solutions of the linear equation Az = b.
Thereby the residues r, = b — Az, satisfy the iteration procedure

.. rn+l‘= (I - ADu) Ty = Qnroo
The existence of By, = lim B, already guarantecs the existence of the remuinihg limits Pw,v
o0

[ ed
Qoos ZToo and ry,. Conditions are given, under which B, exists and possesses certain additional
properties. These conditions are expressed on the one hand by operator equations.and on the
other hand by relations between null spaces and ranges of operators. The results are applied
to two classes of iteration mcthods.
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1. Einfiihrung

Es seien X und Y zwei (nichttriviale) Banachriume. Die Menge der linearen und
stetigen Operatoren von X in ¥ bzw. von Y in X wird wie iiblich mit L(X, Y) bzw.
L(Y, X) bezeichnet. Der Einheitsoperator (auf X bzw. Y) wird durch I dargestellt.
Der Ausdruck 7' | M symbolisiert die Einschrinkung eines Operators T auf die
Menge M < X. Die Mengen R(7") und N(T) bedeuten den Wertebereich bzw. den
Nullraum von 7'. Unter lin M verstehen wir die lineare Hiille, unter M die Abschlie-
Bung einer Menge M. Mit M @ N bezeichuen wir die direkte Summe zweier Teil-

1 .
riumme M und N, mit M @ N die direkte orthogonale Summe in Hilbertréumen.
R ist die Menge der reellen Zahlen.

Zur Gewinnung von Losungen bzw. verallgemeinerten Losungen der linearen
Gleichung

Az =b (Ac¢LX,Y),be?Y) (1.1)
eignen sich (i. a. instationére) einstufige Iterationsverfahren der Form
Zpoy = To2a + v,  (To=1— D,4, v, = D), (1.2)

die nach Vorgabe einer Operatorfolge (D,) mit D, € L(Y, X) und eines Start-
elementes z, € X eindeutig bestimmt sind. Die Reste 7, = b — Az, geniigen dabei
der Iterationsvorschrift

| Tasr = Sufa (S, =1 — AD,). 7 (1.3)
Die Iterierten z,,; und 7,,; kann man mit den Abkiirzungen .
P,=T,"T,,..T,, Qn = 8p8p-y ... Sy, (1.4)
B, =i=z"o TuTos . TiD; ='_=z'; DQiys  (Qu=1D | (1.5)
expliiit auch in der Gestalt .
Zass = Putto + Bub, a2)
Tar1 = @ufo ' (1.3")
schreiben. Weitere bekannte Beziehungen sind
AT, = 8,4, T.D, = D,S,, ' (1.6)
P,=I—B,A, Q,=1I-—AB, (1.7)

(siehe z. B. [1, 3, 4]).

Es gibt sowohl fiir den stationdren als auch fiir den instationiren Fall bereits eine
Reihe von Untersuchungen zur Konvergenz der Folgen (P,), (@), (Ba), (), (7y)
und zu den Eigenschaften der entsprechenden Grenzwerte P, Qs Beo, Zoos 7o
(siehe etwa [1, 3—7, 10—12]). Ein einfacher Zusammenhang besteht darin, da8 die
Existenz von B, schon die Existenz der iibrigen Grenzwerte zur Folge hat. Man
erhilt dann namlich aus (1.7), (1.2°) und (1.3'):

Py =1— B,4A, Qo =1 — AB, (1.8)
Zoo = PooZy + Bob = (I — Bod) zy + Boob, . . (1.9)
7o = Qoo?o = (I — ABx) 7p. . (1.10)

\
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Es hat sich aber gezeigt, daB der direkte Konvergenznachweis fiir die Folge (B,)
oft schwierig ist. Daher ist die Suche nach geeigneten hinreichenden oder aquivalen-
ten Konvergenzbedingungen sinnvoll. Diese Bedingungen kénnen einerseits in Form
von Operatorgleichungen und andererseits in Form von Beziehungen zwischen Null-
raumen und Wertebereichen angegeben werden. Da das Grenzelement x,, auferdem
I.osung bzw. in bestimmtem Sinne verallgemeinerte Losung der Gleichung (1.1)
sein soll, miissen die Operatoren Py, @« und By i. a. noch zusitzliche Eigenschaften
besitzen. Gilt z. B. fiir alle » die Beziehung D,Q. = 0 (bzw. D,AB, = D), so ist
% eine beziiglich der Folge (D,) verallgemeinerte Losung von (1.1), d. h., die Glei-
chungen

D,Azy = Dy
sind erfiillt (siehe [3, S. 32—33), [4, S. 440—441]}, [11]). Fir BxA4Bs = By ergibt
sich aus (1.9) die Gleichung . '

ByAxy = Byb.
Fiir AB,A = A entsteht die Beziehung

Azg = ABob = (I — Q) b,

wobei Az, = b genau dann zutrifft, wenn b zu R(A4) gehort (siche [1, S. 378]).

In der vorliegenden Arbeit werden in dieser Richtung bereits bekannte Zusammen-
hiange vereinfacht und systematisiert sowie neue Zusammenhénge aufgedeckt. Dabei
orientieren wir uns an der VerSffentlichung [8], die analoge Betrachtungen fiir den
stationdren Fall (\/ n: D, = D) enthdlt. Die Ergebnisse werden auf zwei schon in
[11] untersuchte Klassen von Iterationsverfahren angewandt.

Grenzwerte von Operatorfolgen sind im weiteren stets im Sinne der punktweisen
(starken) Operatortopologie zu verstehen. Der Raum L(X, Y) ist beziiglich dieser
Topologie abgeschlossen (siehe [2, S. 102]).

2. Nulirdume und Wertebereiche der Operatoren P, und Qo
Zunichst unterliegen Wertebereich und Nullraum ?on Py bzw. Q. bestimmten
Beschrinkungen.
Satz 2.1: Existiert P, so gilt
R(Py) 2 NI — P,) 2NNI — T,) = N N(D,A4),
n n

N(Po) < R(I — P,) < lin U R(I — T,) = lin U R(D,4).
Existiert Qo, s0 gilt
R(@x) 2 NI — Qx) 2 NN — 8,) = N N(A4D,),

N(Q«) & R(I — Qo) < lin U R(I — 8,) = lin U R(4D,).
Beweis: Aus (1.5), (1.8) und (1.7) gewinnt man durch Grenziibergang einerseits

n
[ — P, =limB,A4 =lim 3 T,T,,... T:..D:4
2-+00

n—o0 =0
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und andererseits

o0 [~
I —Po= 3 DiSisSis... 84 = X DiAT;_\T;,... T,
i=0

i=o
Unter Beachtung von (1.2) liefert die erste Beziehung
n n

und die zweite Beziehung

finu R{I — T,) = lin U R(D,4) 2 R(I — Py).
Da (I — Po)x = 0 sofort x = Pz und Pz = 0 sofort (I — Py) z = 2 nach sich
zieht, bekommt man auch :

NI — Po) S R(P.), N(Pw) S R — Pa).
Die Behauptungen fiir Qo zeigt man entsprechend B

Der folgende Satz beantwortet die Frage, wann in den Mengenbeziehungen des
Satzes 2.1 das Gleichheitszeichen steht.

Satz 2.2: Esjexistiere P,. Dann gilt
8) Po = TPo(V 1) © D,AP,, = O(\V 7) & R(Po) = N N(D,4),
n
b) Poo = PooTw(V 7) & PoDyd = 0(\/ ) & N(Pe) = lin U R(D,4).

Ist in a) oder b) eine der Bedingungen erfiillt, so ist P ein Projektor (P, = Poo)
Ist in a) und b) jeweils eine der Bedmgungen erfillt, so ergibt szch

X = N ND,4)®Tin U R(D,4): - - > (2.

Es existiere Q. Dann gilt

C) Qoo = ‘SnQoo(vn) < ADnQoo = 0(\/7&) 4 R(Qoo) =N N(AD,,),

d) Qo = QuuSa(V 1) & QuAD, = 0(\/ 1) & N(Qu) = lin U B(4D,).

Ist in c) oder d) eine der Bedingungen erfiillt, so ist Qo ein Projektor (@3, = Q). Ist
in ¢) und d) jeweils eine der Bedingungen erfillt, so ergibt sich .

Y = NN(4D,) @ lin U R(4D,). (2.1
n n .
Beweis: Wegen T,=1 — D,A(\/n) sind offenbar die Bedingungen

Py = T,Po(Vn) und D,APy = 0(V7n) bzw. Po = PuTy(V n) und P,D,4
= 0(\ n) dquivalent. Weiterhin bedeutet D,4P, = O(\Y n) gerade

R(P,) = N N(D,4)

und PoD,A = 0(\/ n) ebenso

lin U R(D,4) € N(Px) = N(Px).

Nach Satz 2.1 sind damit die Aquivalenzen in a) und b) nachgewiesen.
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Aus Py, = T,Poo(V n) folgt Po, = P,P(V 7) und nach Grenziibergang P, = P3..
Entsprechend zieht Py, = PoT,(V n) die Gleichung P, = P%, nach sich.

Aus P, = TPy = P T,(\/ n) erhilt man wegen a), b) und P, = PZ, die Dar-
stellung (2.1).

Den zweiten Teil des Satzes zeigt man entsprechend I

Bemerkungen: a) Gilt die Zerlegung (2.1), dann kann man sich bei der Konver-
genzuntersuchung von (P,) auf den Raum lin U R(D,A4) beschrinken, weil fiir alle

z € N N(D,4) die Gleichung P,z = T,z = :z:(\/’;z,) zutrifft (siehe auch’[9]).
n

b) Ist der Operator P, ein sogenannter Projektionskern (siehe [9]), d. h., geniigt
er der Beéziehung Py, = T',Po = P T,(V n), so bestehen die Gleichungen

R(P.) = NI — Ps) = N NI — T,) = N N(D,4),

- N(Pw) = R{I — Po) = lin U R(I — T,) = lin U R(D,4).

¢) Analoge Aussagen lassen sich fiir (@,) und @ formulieren.

Einige niitzliche Zusammenhinge zwischen Operatorgleichungen und entspre-
chenden Beziehungen von Nullrdumen und Wertebereichen vermitteln auch die
beiden nachstehenden Sitze.

Satz 2.3: Es existiere Po. Dann sind die Bedingungen
8) PoD, = 0(\V/7), b) N(Ps) = iin U R(D,)
n
dquivalent. Aus jeder der beiden Bedingungen folgt
P = P, -
| N(Po) = lin U R(D,4) = lin U R(D,), NA4D,) = N(D)(Vn). (22
n n

Es existiere Qo. Dann sind die Bedingungen
¢) DQw = 0(V7), d)R(Qw)= n N(Dy)
Gquivalent. Aus jeder der beiden Bedingungen folgt
Q% = Qw, R(Qw)=NNA4D,) = NN(D,), R(D,4) = R(D,)(Vn).
' " @)

Beweis: Es sei a) erfiillt. Dann gilt

“lin U R(D,) € N(Po) = N(Po)-

Andererseits gewinnt man aus a) die Gleichungen P D4 = 0(\ ») und nach Satz 2.2
die Beziehungen

P: = Po, N(Po)=iin U R(D,4).
n

Wegen lin ()'R(D,,A) < lin U R(D,) bedeutet das
n n

N(Po) = lin U R(D,4) = lin U R(D,).

Umgekehrt ergibt sich aus b) sofort a).
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Die Gleichungen Po,D, = 0(\/ n) liefern nach (1.7) auBerdem die Eigenschaft
lim B, AD, = D,(\/ n). Daraus resultiert

m—>o0
N(D,) € N(4D,) =N ( lim B,,,AD,,) = N(Dy),
. m—>00
d. h. N(4D,) = N(D,). ~
Es sei c) erfiillt. Dann gilt R(Qx) & N N(D,). Andererseits gewinnt man aus c)
n
die Gleichungen 4D,Q. = O(\ n) und nach Satz 2.2 die Beziehungen

ng = Qco: . R(Qoo) =N N(ADn)-

Wegen N N(D,) < N N(AD,) bedeutet das R(Qe) = N N(4D,) = N N(D,). Um-

n n
gekehrt ergibt sich aus d) sofort c).
Die Gleichungen D,Q., = O(\/ n) liefern nach (1.7) auBerdem die Eigenschaft
lim D, AB,, = D,(\ n). Daraus resultiert
m—>o0

* R(D,) 2 R(D,4) = R{lim D,4B,) = R(D,).

m—>oo

d. h. R(D,4) = R(D)

Bemerkungen: Existiert Py und gilt P, = P Ts(\ 2), 80 sind nach Satz 2.2
und Satz 2.3 die Bedingungen

a) PuD, = 0(\Vn), b)lin U R(D,4) = lin U R(D,)

gleichwertig. Existiert Qo und gilt @w = S,Q@w(Y %), 80 sind nach Satz 2.2 und
Satz 2.3 die Bedingungen o I . .

c) DnQoo = O(Vn)’ d) N N(ADn) =N N(Du)

gleichwertig.

Die Beziehungen (2.2) und (2.2') findet man unter etwas spezielleren Voraus-
setzungen im Matrizenfall schon in {3, S. 32] und [4, S. 440). Hierbei ist die Abschlie-
Bung in (2.2) iiberfliissig. Im iibrigen ist (2.2) schon dann erfiillt, wenn eine Folge
(D) mit D" € (Y, X) und lim (I — D,"A) D, = 0(\ n) existiert. Ebenso be-

m—>oo
steht die Gleichung (2.2') schon dann, wenn es eine Folge (D,’) mit D’ € L(Y, X)
und lim D,(I — AD,’) = O(V n) gibt. Diese allgemeinen Bedingungen spielen spiiter

in Satz 3.2 noch eine Rolle.
. Satz 2.4: Es existiere Py. Dann sind die Bedingungen
a) AP, = 0, b) R(Ps) = N(4)
‘dquivalent. Aus jeder der beiden Be&ingungen folgt
P2 = P, R(Po) = r: N(D,4) = N(4).

Es existiere Q. Dann sind die Bedingungen
c)Qod =0, d) N(@) = R(4)
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dquivalent. Aus jeder der beiden Bedingungen folgt
Q% = Qo, N(@w) = lin U R(4D,) = R(4).

Beweis: Aus a) erhélt man unter Beriicksichtigung von Satz 2.1

R(P») © N(4) € N N(Dp4) © R(Pw),

d. h. b). Die Umkehrung ist offensichtlich.
Aus c) erhilt man unter Beriicksichtigung von Satz 2.1

R(4) S N(@w) = N(Qw) S lin U R(4D,) < R(4),

d. h. d). Die Umkehrung ist offensichtlich. Das Ubrige folgt aus Satz 2.2 8

Bemerkung: Existiert P, und gilt Po, = T, PV 7), so sind nach Satz 2.2 und
Satz 2.4 die Bedingungen

8) AP, =0, b) NN(D,4) = N(4)

gleichwertig. Existiert Qo und gilt Qoo = QooSy(V ), s0 sind nach Satz 2.2 und
Satz 2.4 die Bedingungen

¢)QuwA =0, d)lin U R(4D,) = R(4)

gleichwertig.

Wir wollen jetzt untersuchen, unter welchen Voraussetzungen die Operat,oren'Pt,0
und @ in Hilbertraumen X und Y selbstadjungiert sind. Dazu benétigen wir zu-
nichst zwei Hilfssitze. Der erste ist allgemein bekannt. Der zweite stammt aus der
Arbeit [9].

Lemma 2.5: Es set H ein Hzlbertraum Dann 1ist ein Proyeklor Te¢ L(H ) genau

“dann selbstadjungrert, wenn H = R(T) @ N(T) gat.

Lemma 2.6: Es set (H,) eine Folge von Teilraumen des Hilbertraumes H. Dann
besteht mit den Abkiirzungen

X,=NH, X,=TlnuUdHd,?:

1
die Beziehung H = X, @ X,.
Bemerkung: Fiir eine Folge (U,) mit U, € L(H) erhdlt man wegen

H = NU,) &RT," = R(Ty) & NU.*

nach Lemma 2.6 offenbar die Darstellungen

1 1
H=NNU,)@®Tin U RU,* =Tin U R(U,) @ N N(U,*

U 1
=1linUNUTU,)® N RU* =N R, @lin U NU,*%).
n n n ‘ n

Satz 2.7: Es existiere P.
a) Gilt Py = TyPo(V 1), 80 18t Py = P3 & N(Ps) = lin U R(4*D,*).
b) Gilt AP, = 0, 50 ist P, = PS & N(Po,) = R(A4*). "
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¢) Gilt P = P Ty(\/ n), 80 ist Poy = P2% & R(Ps) = N N(A*D,*).
d) Gilt PooD, = O(\/ 1), 0 ist Peo = P% & R(Peo) = N N(D,*).

Es existiere Q. "

e) Gilt Qo = 8,Quo(V 1), 50 ist Qoo = Q% © N(Q) = lin U R(D,*4%).
§) Gilt Dy Qe = OV n), 50 ist Quo = @2 & N(@uo) = T U R(D,P).
g) Gilt Qe = QuuSu(\/ 1), 50 65t Quo = Q% & R(Qu) = N N(D,*4*).

h) Gilt QA = 0, 50 ist Qoo = @, < R(Qu) = N(4*). |

Beweis: Es existiere Py. Fiir Py, = 7',P(V/ n) ist nach Satz 2.2 die Gleichung
R(Ps) = N N(D,A) erfiillt. Nach Lemma 2.6 ergibt sich

R(P,)! = lin U N(D,4)L = lin U R(4*D,¥).
n n

Fiir AP, = 0 ist nach Satz 2.4 die Gleichung R(P) = N(4) erfiillt. Daraus ergibt
sich L

R(Pw)* = N(4)* = R(4¥).

Auf Grund von Lemma 2.5 sind die Beziehungen R(Py)! = N(P) und Py, = P
dquivalent. Also stimmen die Behauptungen a) und b). Die iibrigen Behauptungen
zeigt man dhnlich 1

Bemerkung: Jede der Voraussetzungen in b), d), f) bzw. &) impliziert die jeweils
vorangehende Voraussetzung in a), ¢), €) bzw. g). So gewinnt man aus AP, =0
und P, = P} z. B. die Gleichungen

N(Po) = Iin U R(4*D,*) = R(4%)..

Bisher wurde die Existenz von P, bzw. Q stets vorausgesetzt. Das nachstehende
Lemmeas enthilt hinreichende Bedingungen fiir die Existenz dieser Operatoren.

Lemma 2.8: Es sei (U,) eine Folge von Operatoren in einem Hilbertraum H. Dabei
existiere eine endliche Anzahl von Operatoren U,, U,,,, eo0y Uy, aus der Menge {U,}
mit folgenden Eigenschaften:

a) Esist {U,, U,, ..., U, } = {U,}.
. b) Die konstanten Folgen (U,,), (Uy,), ..., (U,,) sind Teilfolgen von (U ,).
c) Es gilt supmini{k—n |k > 2, U, = U}<oo

n

d) Die Operatoren U,, U,,, ..., U, sind Orthoprojektoren (beziiglich einer geeigneten
Norm). : —
e) Einer der Operatoren U,, U,,, ..., U, _ ist kompakt auf dem Teilraum lin U N(U, ).

i=1
Dann konvergiert die Produktfolge U, U, _, ... U,. Fiir den Grenzoperator U ergibt sich
dariiber hinaus

U*=U = U*=UU, = U,U(Vn),

RU) = AR(W,),  NU) = lin O N(T,).

i=1

Beweis: Die Behauptungen sind in der Arbeit [10] unter allgemeineren Voraus-
setzungen hergeleitet B
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Bemerkungen: Operatorfolgen (U,) mit den Eigenschaften a), b), c) enthalten
nur endlich viele verschiedene Operatoren, die in bestimmten, nicht iiber alle Grenzen
wachsenden Abstinden in der Folge immer wieder auftreten. Die Voraussetzung e)
ist &quivalent zur Bedingung

—_— .
¢') Esist dim R (U,,‘ {lin U N(U,,‘)) < oo fiirein ¢ € {1,2,..., m}.
1=1

3. Existenzbedingungen und Eigenschaften von B,

Wir setzen in diesem Abschnitt voraus, daB 4 normal auflosbar ist (R(4) = R(4)).
Nach einem vorbereitenden Lemma werden Bedingungen fiir die Existenz von By,
angegeben. Die Bedingungen werden schrittweise so verschirft, daB B, jeweils noch
bestimmte zusitzliche Eigenschaften besitzt. In eckige Klammern gesetzte Ausdriicke
sind im Grunde iiberfliissig, kénnen bei Bedarf aber auch hinzugenommen werden.

" Lemma 3.1: Euxistieren fir zwei Operatorfolgen (Cy), (Cn') mit C, € L(Y, X),
C,.' € L(Y, X) die Grenzwerte

lim C, 4, lim AC,,’,

n—oo m—> 00
so existieren auch die Grenzwerte

lim lim C,4C,’, lim lim C,AC, .

n—>00 m—>o0 -m—>o0 >0
Dariiber hinaus stimmen beide iiberein.

Beweis: Es mogen die Grenzwerte € = lim C,4 und ¢’ = lim AC,,’ existieren.

m—>00

. n—>oo
Dann existiert auch der Grenzwert lim C, | R(4), den wir mit C° bezeichnen. Das

fn—*+00 —_— .
Element lim AC,,'’z = C'z gehort offenbar zu R(4) = R(4). Daher gibt es ein y.
m—>0

mit C'z = Ay. Also existiert
lim lim C,4C,'x = lim C,C'z = lim C, 4y = Cy = C°4y = C°C'x

n—>00 m-—>00 n—>00 n—>00
fiir alle z. Ebenso existiert wegen R(4) = R(A4)
lim lim C,AC, 'z = lim CC, 'z = lim C°4C,,'z = C°C'z

m—00 n—>o0 m—o0 m-+00
firallex 8

Satz 3.2: Der Grenzoperator By, existiert, wenn eine der beiden nachetehenden Vor-
aussetzungen erfullt ist:

a) Es existiert Po. Es gibt eine Folge (Dy’') mit D,' € L(Y, X), fir die lim AD,,’

. existiert und lnn D, (I — AD,;"y =-0(\/ n) gilt. " m—>o0
m—o0
b) Es existiert Q. Es gzbt eine Folge (D,"'y mit D,"” ¢ L(Y, X), fur die lim D, 4
existiert und lim (I — D,'"A) D, = O(\/ m) g:lt. n—>c0
n—oo

Beweis: Es existiere P. Dann existiert nach (1.7) auch lim B,4. Gibt es eine

n—>00

4 Analysis Bd. 1, Heft 2 (1982)
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Folge (D,,") mit den obigen Eigenschaften, so ist
D, = lim D,AD,’' = D, lim AD,'(V n),

m—>c0 m—»c0
n . n
B, ZZ T.Topy...TiyDi = 3 T, Ty, ... Ts'_+l- D; lim AD,,’
=0 i=0 - m—>c0

= Bn lim A.D,,.no

m-—>00

Benutzt man nun Lemma 3.1 mit C, = B, und C,,’' = D,’, dann erhilt man die
Existenz von

lim lim B,A4D,,’ = lim B, lim 4D, = lim B, = Bo

n—*co m—>oo n—00 m—o0 n—>00
Entsprechend zeigt man die Existenz von B, unter der Voraussetzung b) &

Bemerkung: Der Satz ist eine Verallgemeinerung von Theorem 6 der Arbeit {1].

Lemma 3.3: Existiert By, und gill BoAD, = D,(V/ n) oder D,AB, = D,(V/ n),
s0 st B, etne duPere Inverse von 4 (BoABy = By).

Beweis: Aus BoAD, = D,(V/ n) folgt
BwdB, = Bod 3 Didis = 3 Didics = Bi(V ).
1= =0
Aus D,AB,, = D,(V n) gewinnt man

n n
ByABo = X ToTuy ... TiyDi - ABg = 3. T\Toy ... TiiD; = B,(\/ ).
=0 .

i=0

Durch Grenziibergang entstcht die Behauptung 1

Bemerkung: Unter etwas spezielleren Voraussetzungen findet man die Behaup-
tung fiir Matrizen etwa in 3, S. 32] und (4, S. 440].

Satz 3.4: Die Bedingungen
.2) 3 P, 3Qx; PuDy = 0(V ),
b) 3 Poo, 3 Qoo, N(Poo) = lin U R(Dy) [= lin U R(D,4)],
¢) 3 Beo» BuwAD, = Dy(\/ 1) "
sind dquivalent. Die Bedingungen
d) 3 P, 3 Qoor D@0 = O(V 7), :
©) 3 P, 3Qu: R(@w) = N N(Dy) [= O N(AD,)],
f) 3 B, D,ABy = Dy(V n)

sind dquivalent.
Aus jeder der Bedingungen folgt B ABO‘, = B“,, PyBy = ByQo = 0.

" Beweis: Unter der Voraussetzung a) ist mit D,” = B, die Bedingung b) des
Satzes 3.2 erfiillt. Damit existiert Bo. Aus Py D, = O(\ ») ergibt sich nach (1.8)
auch Bo,AD, = D,(\V/ n). Also ist c) nachgewiesen. Die Umkehrung ist auf Grund
von (1.7) und (1.8) offensichtlich. Die Aquivalenz von a) und b) liefert Satz 2.3. Den
zweiten Teil der Behauptungen zeigt man entsprechend. Die Beziehungen B4 B,
= Be und PyBy = BxQ« = 0 erhilt man unter Beachtung von Lemma. 3.3 und
(1.8)
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Lemma 3.5: Existiert By, s0 existieren auch Po, und Q.. Auperdem sind dann
folgende Bedingungen aquivalent:
a) ABo,A = A (B st innere Inverse von A),b)AP,, =0, ¢c) Qud = 0,

d) R(P) = N(4) [= N N(D,,A)], €) N(Qw) = R(4) [—_— liny R (AD,,)].

Beweis: Die Behauptungen resultieren unmittelbar aus (1.7), (1.8) und Satz 2.4,
wenn man R(4) = R(4) beachtet B

Bemerkung: Die Bedingung a) wird unter den Voraussetzungen d) und e) fiir
Matrizen schon in [3, S. 33] bzw. [4, S. 442) hergeleitet.

Satz 3.6: Die Bedingungen
8) 3 Posy 3 Qoos PooDy = O(\/ 1), APy = O,
b) 3 Po, 3 Qus N(Ps) = lin U R(D,), R(Ps) = N(4),
¢) T Beo, BwAD, = D,(\/ 1), ABood = A
sind dquivalent. Die Bedingungen

d) 3P, 3 Qcs DnQoo = O(V”L), Qud =0,
e) 3 P, 3@ R(Qw) = N N(D,), N(Qw) = R(4),

n
f) 3 Bw, DyABy = Dy(\/ 1), ABud = A
sind dquivalent. ‘ -
Beweis: Die Behauptungen ergeben sich aus Satz 3.4 und Lemma 3.5 §
Ab jetzt seien X und Y Hilbertriume.
Satz 3.7: Die Bedingungen
&) E.Pooy 3000: PcoDn = O(Vn)’ Poo = P:o:
b) 3 Pe, 3 Qs N(P) = lin U R(D,), R(Px) = N N(D,¥),
n n
¢) 3 B, BoAD, = Dy(V 1), (Bod)* = BoA
sind aquivalent. Die Bedingungen
d) 3 Pooy 3 Qo0s DiQo = O(V 7), Qoo = @,
€) 3 Pe, 3 Qoos B(Qeo) = N N(Dy), N(@w) = lin U R(D;*),
f). 3 Be, DyABy = Dy(\/ 1), (ABx)* = AB
sind dguivalent. _
Beweis: Die Behauptungeﬁ erhilt man aus Satz 3.4, Satz 2.7 und Formel (1.8) &

Mit Hilfe der bisher bereitgestellten Aussagen kann man leicht weitere Aquivalenz-
sitze herleiten. Durch Kombination der Sitze 3.6 und 3.7 ergeben sich z. B. Bedin-
gungen dafiir, daBB B, die sogenannte Moore-Penrose-Inverse von 4 darstellt.

Satz 3.8: Die Bedingungen

8) 3 Peoy PooD, = O(V 1), APy, = 0, P, = PS,,
3 Qs D;iQo = OV 7), [Qeod = 0], Qoo = @2,
b) 3 P, N(P) = lin U R(D,), R(P) = N N(D,*) = N(4),

3 Qs R(Qoo) =N N(Dn)» N(Qoo) =lin Y R(Dn*) [= R(A)]:

4%
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¢) 3 B, BoAD, —D( ) —D,,(\/n),
[BoodBs = By), 4 = (B A)* = A, (AB)* = AB,
sind dquivalent. .

Im folgenden sollen die Ergebnisse dieses Abschnittes auf zwei Klassen von
Iterationsverfahren angewandt werden.

4. Eine Klasse von Projektionsverfahren

Gegeben seien zwei Hilbertriume X, Y und eine Folge (Z,) von weiteren Hilbert-
riumen. Wir betrachten einen normal auflésbaren Operator 4°¢ L(X, Y) und eine
Operatorfolge (G,) mit G, € L(Y, Z,) und R(G,4) = Z, fiir alle n. Der nachstehende
Hilfssatz enthilt Resultate der Arbeit [11]. .

Lemma 4.1: a) Die Operatoren G,AA*G* ¢ L(Z,) besitzen lineare stetige‘ Inverse.
b) Das Iterationsverfakren (1.2) mit den speziellen Operatoren

D, = A*G MG, 44%G,*) G, (4.1)
projiziert mcheir;ander orthogonal auf die Losungsmengen der Gleichungen G,Ax = G,b.
¢) Die Operatoren T, sind Orthoprojektoren mit 4 :

R(T,) = N(Dy4) = N(G,4) = N(4*D,*) = N(D,*),

N(T,) = R(D,4) = R(D,) = R(4*D,*) = R(4*G,*).

d) Die Operatoren S, sind Projekloren, auf R(A) = R(4) sogar (AA*)“-Orthb'-
projektoren, mit

R(S,) = N(4D,) = N(D,) = N(G,), N(S,) = R(4D,) = R(44*G,*).

Bemerkung: Ist X = R¥, ¥ = R¥ und (@,) eine zyklische Folge bestimmter
- Zeilenauswahlmatrizen, so entsteht aus (1.2), (4.1) das in [7] untersuchte PSH-
Verfahren.

Aus den vorangehenden Abschnitten kann man in Verbindung mit Lemma 4.1
Aussagen fiir Iterationsverfahren der Gestalt (1.2), (4.1) gewinnen.

Satz 4.2: Es existiere Po, mit Poo = P T, (\V n). Es existiere Qu. Dann existiert
auch Bo mit BoAD, = Dy(V 1) und BoABy = Be. Die Iterationsfolge (z,) kon-
vergtert gegen den Grenzwert (1.9), der der Gleichung

BoAxeo = Byob

geniigt. Gilt auch Po, = T, Po(V 1), s0ist (BoA)* = BoA. Auferdem zieht dann die
Bedingung N N(G,A) = N(4) die Gleichungen
n

AB,A4 = A, Axo = ABb =(I — Q) b
nach sich, wobet aus b € R(A) auch Az = b folgt.
Beweis: Aus P T, = Py(V/ n) erhilt man nach Satz 2.2
N(Pe) = Iin U R(D, 4).
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Auf Grund von Lemma 4.1 ist R(D,4) = R(D,,) fiir alle » und damit

fin U R(D,4) = iin U R(D,).

Satz 3.4 liefert nun die Existenz von B, und die Eigenschaften
ByoAD, = D,(V n), BoABy = B.

Ist zusitzlich die Bedingung Po, = T, P (V n) erfiillt, so sind Po und Bd =1 — P
nach Satz 2.7 selbstadjungiert, denn aus R(D,4) = R(4*D,*)(V n) ergibt sich
auch

N(Ps) = lin U R(4*D,*)~
‘AuBerdem gilt dann wegen Satz 2.2 und Lemma 4.1
R(Po) = N N(D,4) = N N(G,4).

Fiir N N(G,4) = N(4) bekommt man also R{(Py) = N(A4). Nach Lemma 3.5 ist die

n
letzte Gleichung dquivalent zu ABA4 = A. Die iibrigen Behauptungen sind aus der
Einfiihrung zu entnehmen 1§

Sétz 4.3: Es existiere P. Es existiere Qo mit Qo = S,Qc(V 7). Dann existiert
auch By mit DyABy = D, (V n) und BoABy = Bw. Die Iterationsfolge (z,) kon-
vergiert gegen den Grenzwert (1.9), der fiir alle n den Gleichungen

G Az = Gob
geniigt. Aus N N(G,) = {0} folgt AB,, = I.
Gilt auch an = QuSu(V ), so ergibt sich:
Iin U R(AA*G,") — R(A) = ABod = 4;
n

lin U R(44*G,*) = R(4), N NG,) = N(4*) = (AB)* = AB,,.
Beweis: 'Anus R = Si@x(V 7) erhz'i'l.t, man nach Satz 2.2
R(Qx) =N N(4D,).
Auf Grund von Lemma 4.1 ist
N NAD,) = N ND,) = N N(G,).

Damit liefert Satz 3.4 die Existenz von B, und die Eigenschaften
D.,AB, = D,(V n), ByABy = By, D, Qo = O\ n).
Also gilt fiir den Grenzwert z, nach der Einfiihrung
D, Az = DbV n)
uﬁd unter Beachtung von N N(D,) = N N(G,) schlieBlich

G Az = Gb(\/ n). )
N N(G,) = {0} bedeutet R(Qx) = {0} und Qoo = I — 4B, = 0.
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Ist zusiitzlich die Bedingung Qe = QwS.(V n) erfiillt, gewinnt man nach Satz 2.2
und Lemma 4.1

N@w) =Timy R(4D,) = iin U R(44%G,%).

Dabher ist lin U R(AA4*@,*) = R(4) dquivalent zu N(Qw) = R(4). Die letzte Glen-

chung garantlert nach Lemma 3.5 gerade die Eigenschaften AB,4 = A und
Qx4 = 0. Besteht aufierdem noch die Beziehung N N(G,) = N(4*), dann ist

R(@w) = N(4%). In diesem Falle folgt @, = Q% und AB; = (ABu)* aus Lemma 2.5
bzw. auch aus Satz 2.7 B

Bemerkungen: a) Der Operator P, existiert z. B., wenn die Orthoprojektoren-
folge (7',) den Voraussetzungen des Lemmas 2.8 genugt Das ist durch geeignete
Wahl der Folge (G,) auf vielfaltige Weise erreichbar. AuBerdem besitzt P, dann
die Eigenschaften

P%, = Py = PY, = T,Pox = P T, (V7).
b) Existiert P, so existiert Qo auf den Teilriumen R(4) und ﬂ N(G,). Denn es

gilt @4 = AP, fir alle m und Q,x = S,z = « fiir alle z ¢ ﬁ R( w) = n N(G,)

und alle m. Daher existiert Qo unter der obigen Voraussetzung, Wenn zusa,tzhch die
Bedingung

Y =R) +n \(G’,,)

erfiillt ist.
c) Ist ¥ = R(A4) und geniigt die (44*)~!-Orthoprojektorenfolge (S,) den Voraus-
setzungen des Lemmas 2.8, so existiert Q@ und besitzt dic Eigenschaften
Q% = Qoo = AA*QLAA*) ! = 8,00 = QuSu(V 7).
Aus ﬂ N(G,4) = N(4) folgt dabei ﬂ N(G,) = {0} und Q@ = O.

5. Eine Klasse von Restprojektionsverfahren

Gegeben seien zwei Hilbertraume X, Y und eine Folge (Z,) von weiteren Hilbert-
rdumen. Wir betrachten einen normal auflgsbaren Operator 4 ¢ L(X, ¥) und eine
Operatorfolge (H,) mit H, € L(Z,, X) und R(H,*4*) = Z.(\/ n). Der nachstehende
Hilfssatz enthilt Resultate der Arbeit [11].
Lemma 5.1: a) Die Operatoren H *A*AH, € L(Z,) besitzen lineare stetige Inverse.
b) Die zum Iterationsverfahren (1.2) mit den speziellen Operatoren
D, = H,(H,*A*AH )" H,*A* (5.1)

gehérende Restiteration (1.3) projiziert nacheinander orthogonal auf die Losungémengen
der Gleichungen H, *A*r = 0.
c) Die Operatoren S, sind Orthopro7ektoren mit

R(8,) = N(4D,) = N(D,) = N(D,*4*) = N(H,*4¥*),
N(S,) = R(AD,) = R(4H,) = R(D,*4*) = R(D,*).
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d) Die Operatoren T, sind Projekioren, auf R(A*) = R(A%) sogar A*A-Ortho-
projektoren, mit 4

R(T,) = N(D,4) = N(H,*4*4), N(T,) = R(D,4) = R(D,) = R(H,).

Bemerkung: Ist X = R¥, ¥ = RM und (H,) eine zyklische Folge bestimmter
Spaltenauswahlmatrizen, so entsteht aus (1.2), (5.1) das in [6] untersuchte SPA-
Verfahren.

Aus den vorangehenden Abschnitten kann man in Verbindung mit Lemma 5.1
Aussagen fiir Iterationsverfahren der Gestalt (1.2), (5.1) gewinnen.

Satz 5.2: Es existiere Po,. Es existiere Qoo mit Qoo = S;Quo(V 7). Dann existiert
auch By, mit D,AB,, = D,(V n) und BoxABy = Bu. Die Iterationsfolge (x,) kon-
vergiert gegen den Grenzwert (1.9), der fiir alle n den Gleichungen

H *A*Az,, = H,*A*b '
gen@t. Gilt auch Qo = QuoSa(V 1), 50 ist (ABw)* = ABo. Auferdem zieht dann die
Bedingung lin U R(4H,) = R(A4) die Gleichungen
ABoA =4, A%ew= ABub=(I —Qx)b
nach sich, wobet aus b € R(A4) auch A:coo = b folgt.
Beweis: Zunichst bestchen nach Lemma 5.1 die Beziehungen
N N(AD,) = N N(D,) = N N(D,*4*) = N N(H,*4%). |
n n n n

Aus Qo = 8,Qo(V 7) erhilt man unter Beriicksichtigung von Satz 2.2
R(QM) =N N(ADn) =N N(Dn)-

Satz 3.4 liefert nun die Existenz von By, und die Eigenschaften
D,ABy, = D,(V n), ByxABy = B, D,Qe = 0V n).
Damit gilt nach der Einfiihrung fiir den Grenzwert 2
D,Axo = D, b(V n)
und unter Beachtung von N N(D,) = N N(H,*4*) schlie@lich
n n

H*A%Azo, = H *A*b(\/ n).

Ist zusitzlich die Bedingung Qo = QoS ,,(\/n erfiillt, dann sind die Operatoren Q
und AB, = I — Qo Wegen

R(Q) = N N(D,*4%)

nach Satz 2.7 selbstadjungiert. AuBerdem ergibt sich nach Satz 2.2 und Lemma 5.1

N(@w) = fin U R(4D,) = iin U R(4H,). ) ]

Fiir lin U R(AH),, = R(A4) bekommt man also ‘I(Q,,o) R(4).

Auf Grund von Lemma 3.5 ist diese Glelchung dquivalent zu AB,4 = A. Die
iibrigen Behauptungen sind aus der Einfiihrung zu entnehmen B
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Satz 5.3: Es existiere P, mit Poy = PooTW(V n). Es existiere Qoo. Dann existiert
auch By mit BoAD, = D,(\ %) und BoAB. = Be. Die Iterationsfolge (z,) kon-
vergiert gegen den Grenzwert (1.9), der der Gleichung

BoAxy = Byb
geniigt. Aus lin U R(H,) = X folgt BoA = 1.
- Qilt auch Py = TyPo(V 1), s0 ergibt sich
N N(H*A*A) = N(4) = ABo4d = 4;
N NH*4*4) = N(A4), lin U R(H,) = R(4*) = (Bod)* = Bod.

Beweis: Aus Py, = POOT,,(Vﬁ) erhilt man nach Satz 2.2 und Lemma 5.1

N(Pw) = lin U R(D,4) = fin U R(D,) = Iin U R(H,).
n n n

Satz 3.4 liefert nun die Existenz von B, und die Eigenschaften
B AD, = Dn(vn)r BoAB,, = B,,. ’ ’

Die Beziehung lin U R(H,) = X bedeutet N(P,) = X bzw. P, = I — B, 4 = 0.

. Ist zusétzlich die Bedmgung P,.=T Pw(\/ n) erfiillt, gewinnt man nach Satz 2.2
und Lemma 5.1 .

R(P,) = N N(D,4) = N N(H,*4*4).
n n

Daher ist N N(H,*4*4) = N(4) dquivalent zu R(P,,) = N(A). Die letzte Gleichung

garantiert "nach Lemma 3.5 gerade die Eigenschaften AB,4 = 4 und AP, = 0.
Besteht auBerdem noch die Beziehung linU R(H,) = R(4*), dann ist N(P)

= R(4*). In diesem Falle folgt P, = P% und BwA (Bo4)* aus Lemma 2.5
bzw. auch aus Satz 2.7. Die restlichen Behauptungen sind aus der Einfiihrung zu
entnehmen R

Bemerkungen: a) Der Operator @, existiert z. B., wenn die Orthoprojektoren-
folge (S,) den Voraussetzungen des Lemmas 2.8 geniigt. Das ist durch geeignete
Wahl der Folge (H,) auf vielfiltige Weise erreichbar. Aufilerdem besitzt @, dann die
Eigenschaften

b) Die Existenz von @, zieht die Existenz von P, nach sich, so daB sich die Exi-
stenzforderungen von Pg, in den Sitzen 5.2 und 5.3 als iiberfliissig erweisen. Das
kann man folgendermaBen einsehen. Unter der obigen Voraussetzung existiert P,
wegen Q,4 = AP,(V m) baw. P, *4* = A*Q,*(\/ m) auf R(A*). Beachtet man die
Beziehung

Py = (A*4)7 P *A%A(V/m)

auf R(A4¥) (siehe Lemma 5.1), existiert damit auch P, auf R(A4*). SchlieBlich ist P,
auf N N(H,*4*4) 2 N(4) erklart. Denn es gilt P,z = T,z = z fiir alle
o .
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ze UR(T,) = N N(H,*A*4) und alle m. Auf Grund der Zerlegung X = R(4%*)
n n .

1
@ N(4) existiert P, demnach auf dem ganzen Raum X.

¢) Ist X = R(4*) und geniigt die 4*4-Orthoprojektorenfolge (T',) den Voraus-
setzungen des Lemmas 2.8, so existiert P, und besitzt die Eigenschaften

P: =P, = (A*4) ! PLA*A = T, P, = P, T,V n).
Aus lin U R(4H,) = R(4) folgt dabei lin U R(H,) = X und P, =0 1
n ) n
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