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Es werden verschiedene Laplaceoperatoren L zu einer n-dimensionalen Riemannschen Mannig-
faltigkeit (M, g) betrachtet, die auf Tensorfelder bzw. (alternierende bzw. symmetrische)
Differentialformen p-ter Stufe wirken. Fir definites g und geschlossenes M werden Ergebmsse

- zur spektralen Geometrie erhalten. Ist z. B. ein gewisses L isospektral zum Laplacian einer
flachen Mannigfaltigkeit und p groBer als eine von » abhingige Schranke, so ist (M, g) flach.
Fir lorentzsches g und » = 6 werden Ergebnisse zum Huygensschken Prinzip (HP) erhalten.
Aus dem HP und gewissen Zusatzannahmen folgt, dal (M, g) flach ist.

PaccmaTpmBaoTca pasHue oneparopu Jlansaca L, Re#icTBylomuMe HA TEH3OPHHE HOJA MR
Ha paudpdepesunanbupie GopMH (aNbTepHHUPYOIOME MJIKM CHAMMETPHYECKHWE) HA n-MEpPHOM
PHMaHOBOM MHOrooGpasuu (M, g). JIJIA 3HAKOONPCAEHHON g M 3aMKHYTOro M mojy4eHH
Pes3yabTaTH Mo CNEeKTPaJbHOil reoMerpun. Ecan, Hanpimep, HeKOTOPH# L U30CHEKTPAIbHO
K JJanAacHaHy IJIOCKOr0 MHOrooGpasudA 1 creneHb p GoJibllle TPaHKUN, 3aBUCAMelicA OT n,
To (M, g) ABNAeTCA MuocKuM. JIJIA NOpeHUOBOI g 1 » = 6 NOJyUYeHH pPe3yJbTATH MO NpuK-
yune Tiodizenca (IIT). Ipn pononpuurensuslx npepnosoxeaunx na /1T cuepyer, uro (M, g)
ABJIAETCA TIOCKHM. :

Several Laplace operators L over an n-dimensional Riemannian manifold (M, g), applying
to tensor fields and (alternating or symmetric) differential forms of degree p, are considered.
For definite g and closed M results on spectral geometry are obtained. If e.g. some L is iso-
spectral to a Laplacian of a flat manifold and p greater than some bound depending on =,
then (M, g) is flat. For lorentzian g and » = 6 results on Huygens’ principle (HP) are obtained.
From HP and additional assumptions there follows that (M, g) is flat.

Einleitung

Es werden die folgenden Strukturen iiber einer orientierten Mannigfaltigkeit der
Dimension = = 2 betrachtet:

— Eine definite oder lorentzsche riemannsche Metrik
g = Jap dax® dz? (x, 8=1,2,...,n).
— Die Vektorbiindel
®*T*, A*T* (0 <p <), [I°T, II*T*jg,

welche aus-allen p-stufigen Tensoren bzw. nur aus den alternierenden Tensoren

bzw. den symmetrischen Tensoren bzw. den beziiglich g spurfrelen symmetrischen

Tensoren bestehen.
— Die Laplaceoperatoren oder Laplacians

4 := ¢°**V, Vs mit V := Levi-Civita-Ableitung zu g,
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n—2 . .
TIm = RI mit I := identischer Operator,
50 — db = 4 + ¢ mit dem Indikator s :— | —+ ¥ T
&dd — = A4 +} &Z mit dem ator € := 1 fiir 7P

und dem aus dem Kriimmungstensor gebildeten Weitzenbdck-Operator Z.
Wir verwenden folgende Sammelbezeichnungen:
E? = @PT*, ArT*, II°T*, II?T*[g;
E:=QEr=:Q T*, AT*, IIT*, IIT*/g;

P20
. n—
w L=A+Cnut0—0,——4( —I)RI
- 2:=C 4 4(71—_21) RI = Cottoninvariante von L.

Der »reine Lapalacian“ 4 und der Laplacian mit & = 0 wirken auf die Schnitte
eines beliebig gewihlten E?. Der aus

d := duBeres Differential, 6 := inneres Differential

geblldete »kanonische Laplacian‘ edd — dé wirkt dagegen nur auf (alternierende
oder symmetrlsche) Differentialformen. Alle drei Typen von Laplacians L = 4 + C
sind in der physikalischen Literatur anzutreffen! Griechische Indizes werden wie
gewohnt mittels (g.,) gesenkt bzw. mittels (9°%) := (g.5)~? gehoben. Weiter bezeichnen
wir:
N {u, v) 1= Skalarprodukt beziiglich ¢ von Tensoren u, v;

|[u]? := (u, w); |

l el := [ |u|*d Vol fiir geschlossenes M ; P
M

T'r := Spur beziiglich g und E?;
Riem = R,p,, dx* A dz? dz* A dow = Kriimmungstensor;
Ric = R,pdx" daf := g*'R,,,,s dx* dof = Riccitensor;
= g% R, g = Skalarkriimmung;
Weyl = Cqp,y dz® A dof dz* A dz’ = Konformkriimmungstensor ;

S = S.sdx® dxf := Ric — %R-g.

Nach J. Hapamarp [9] kann im Falle der Analytizitit die Grundlosung von L aus
Potenzreihen in

1
o= oz, y) = 5 (geodétischer Abstand von z, %)?

aufgebaut werden. Die Entwicklungskoeffizienten sind dabei proportional zu den
‘sogenannten Hadamardkoeffizienten U, = Uz, y) (k= 0,1,2,...), welche man
auch fiir den Fall C* erkldren kann. Ab jetzt seien alle betrachteten Objekte von
der Klasse C™. Aus den U, kann man Informationen iiber L und dadurch vermittelt
auch iiber M, g, E? gewinnen, insbesondere in den beiden Situationen
(I) g definit, M geschlossen (:= kompakt, randlos, zusammenhdngend);
(IX) g lorentzsch, n =:2m + 2 = 4 geradzahlig.
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In der vorliegenden Arbeit werden Informationen speziell aus Uy(x, z) gewonnen.
Die Spur (im Sinne der Spur eines linearen Operators) Tr U,(z, z) ist eine Linear-
kombination in |Riem|?, |Ric|?, R2, AR; deshalb kann man unter Umstédnden von
Tr U, auf die Kriimmung Riem schlieBen.

Spektrale Geometrie: Bei (I) besitzt der formal selbstadjungierte elliptische
Differentialoperator L eine Folge von reellen Eigenwerten endlicher Vielfachheit als
Spektrum. Man fragt dann nach den Eigenschaften von (2, g), die sich im Spektrum
von L widerspiegeln. Die Zahlen

UM):= [ Tr Uz, z)d Vol () (k=0,1,2,..))
o

sind spektrale Invarianten. Ist L isospektral zum Laplacian einer flachen Mannig-
faltigkeit, so gilt folglich Uy(M) = O fiir k¥ = 1. Durch Auswertung von Uy(H) =0
beweisen wir unter anderem:

1.-Ist L-isospektral zum Laplacian einer.flachen M annigfaliigkeit und ist 48p grofer
oder gleich der aus der Tabelle

§= L=3 1| 4 4_4_(’; _21)31
& T* 4ns ns

T 83 n2 432
TTT*/g 8Y3n2 4Y3 n2

entnommene Schranke, so wst (M, g) flach.
(Wir werden auch noch feinere Abschétzungen fiir p herleiten! Die Aussage bez1eht
sich nur auf die in der Tabelle erfaBten Typen von L und E?.)

2. Ist €dd — dé fir n = 4 und drei paarweise verschiedene Stufen p isospektral zum
Laplacian einer flachen Mannigfaltigkest, so ist (M, g) flach.

Die in die spektrale Geometrie geschlossener Mannigfaltigkeiten hier neu ein-
gebrachten Gesichtspunkte sind insbesondere die Betrachtung
— nicht nur alternierender Differentialformen, sondern auch symmetrischer Diffe-
rentialformen, spurfrei-symmetrischer Differentialformen und kovarianter Ten-
" sorfelder;
— nicht nur des kanonischen Laplacians, sondern auch gewisser ,,nichtkanonischer
Laplacians.
Im iibrigen verweisen wir auf die Literatur, insbesondere [2, 13, 11, 4, 5, 8].

Huygenssches Prinzip (abgekiirzt: HP): Bei (II) kann man fragen, ob der
hyperbolische Differentialoperator L dem HP im Sinne von (3] geniigt. Das Hada-
mardsche Kriterium besagt L ist huygenssch genau d&nn, wenn

a(z,y) = 0= Up(2,9)=0

fir hinreichend benachbarte Punkte z, y € M. Im physikalischen Fall n = 4 kann
man das HP so interpretieren, dafl mit den Losungen v = u(z).der ,,Wellengleichung*¢
L{u] = O eine ungestorte (d. h. ohne Nacheffekte, ohne Schweifterme) Signaliiber-
tragung moglich ist. Wir beschrianken uns auf den Fall n = 6. Durch Auswertung
von Tr U,(z, ) = 0 beweisen wir unter anderem:
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Es seien |S|2, |Weyl|® positiv de/init~ und Tr AL < 0 und p grofer oder gleich der
aus der Tabelle

E = L= 1
. a4 A—gm
® T* 15 1

> T+ 8 1
IIT*/g : 7 1

entnommene Schranke. Wenn dann L dem HP geniigt, so ist (M, g) flach. (Wir werden
einfache Beispiele dafiir konstruieren, wie man die obigen Voraussetzungen be-
friedigen und die Schranke fiir p teilweise noch verkleinern kann. Die Aussage be-
zieht sich nur auf die in der Tabelle erfaBten Typen von L und E?.) Die vorliegende
Arbeit setzt die Untersuchungen des Autors zum HP bei n = 6 fort [20, 17].

§ 1. Natiirliche Projektoren

Es sind natiirliche Injektionen
APT* O @ PT™* () IIPT* () ITPT*/g ' (L1.1)

definiert und in jeweils umgekehrter Richtung natiirliche Projektionen. Entsprechend
hat man natiirliche Projektoren

. P = P(?): ®PT* > EP
und {...} bezeichne die jeweils zugehérige ,,Indexoperation‘‘. Fiir EP = APT* ist
{-..} gleich der Alternierung [...] und fiir EP = JT?T* gleich der Mischung (...). In
Komponenten kann man fiir p = 2 schreiben
(Pu)a,a,...u,, = Pg:g::::g:ug|p.,,,p’ = u(a.a....a,)y
1Ps--Pp {81583 p}
Pt — sftet o).
Fiir p = 0 und p = 1 werden die vier Biindel (1.1) identifiziert und
PO — 1, Pp =50

gesetzt. Die Komponenten P%%: von P® gind gleich

®1a3

66 §b

(017 as) ?

6£:6£: » 6‘(9;.65:] ’ a1~ as)

88i85 — %ga.a.gﬂ""
beziehentlich fiir Q 7*, AT*, IIT*, IIT*/g9. Wir setzen ferner
Poarits = oGl mir
Satz 1.1: Aus g.4°f = 0 folgt
2P, g A" = pA(apy — €A (up) (1.2)
mit beziehentlich in den vier Fallen

2 2
yi=0,—1, 41,1 — =, e:=0,—1,+1,1 + —. (1.3)
n n
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Wir definieren:

NP := Faserdimension von EP, NP := (:;)) NyP/N,?

und betreiben mit diesen Zahlen etwas ,, Kombinatorik*. .

Satz 1.2: Es gilt beziehentlich in den vier Fillen

e () (427 (10205
0 ’ py P ’ p ' . p_2 ’

P _ n—q n+p—l) n+2p—2(n+p—3)
Np = P-q, , y —— —— = 3).
! (Q)n (p—q) < p—q | nr2z—2\ p—q | "TI=D

Fiir B = AT* bzw. = [IT* gilt die Formel
qu'(r)N{,’,.,=N§:'. N - (1.4)
e=0 q

Den Beweis von (1.4) fiihrt man am besten fiir die beiden Fille gesondert durch
vollstdndige Induktion iiber 7. Fiir A7* findet sich die Formel (1.4) bereits in [8];
neu ist ihre Ubertragung auf /77* B

In der Algebra der symmetrischen Differentialformen mégen - bzw. 4 die duBere
bzw. innere Multiplikation bezeichnen und e® bzw. i, die durch

eup 1= dz°® - up,
Loty 1= Uga,..a, AT ...dx* (p 2 1), du:=0 (p=0)

definierte duBere bzw. innere Indexoperation sowie

gPi=g-g-----g (p-ma!).
Satz 1.3: Die natiirliche Projektion ITPT* — ITPT*/g ist gleich
(p/2] '
2 aPGP (1.5)
q=0
mit Koeffizienten a? gemdf
(") e = ) ()
N —4)9 alp = 1.6
und linearen Operatoren G P gemap
GoPup :=g7- (979 - up). - _ (1.7)
Aquivalent zu (1.6) ist die Rekursionsformel (in der sich N5_, auf ITT*/g beziehe)
P—29)(n+p+ 2 — 1)al + g + 1)*a),, = pN{_jal". (1.8)
Es gilt des weiteren die Formel ‘
P GPet = (p — 29) (n + p + 29 — 1) GP™' + 4¢°Gh7L. (1.9)

Den Beweis von (1.9) geben wir hier nicht an. Die iibrigen Behauptungen wur-
den in [18] bewiesen. 8

Satz1.4: Esqilt firp=2und 1 Sk <p— 1
No* Pyl graniiras = NPyt (1.10)

I3
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Beweis: Es geniigt, (1.10) fiir ¥ = p — 1 zu zeigen, d. h.

Adge. O N ag...a
Pogys) = Ny o1 Foeye (1.11)

Die allgemeine Formel (1.10) ergibt sich dann durch iterierte Anwendung von (1.11).
Der Beweis von (1.11) verlduft nun unterschiedlich fiir die vier Fille:

® T*: Trivial.
AT* und IIT*: Aus der Entwicklungsformel

P Ppp.s; = 05 Pplp; + ¢ ): 6,;,&,...;,...5, ) (1.12)

erhalten wir durch Verjiingung
p- PS5 = [n + e(p — D] PRis = N3 PR3,

In (1.12) und im folgenden kennzeichne das Symbol A eine Liicke in einer Index-
folge. Ein Index unter a ist sinngemiB in die Liicke einzusetzen.

II*T*/g: Indem wir der Einfachheit halber die Mischung = d.h. die natiirliche
Projektion & 7* — IIT* — als rechtsseitigen Faktor in der nachfolgend angedeu-
teten Rechnung mit Operatoren unterdriicken, erhalten wir aus den Formeln (1 8)
und (1.9)

P, PPl = 2 aq”pzi,G,{’e‘ = .- = pNB_,Ptp=1),
a=0

Die Kompohenten von 2,PPes sind aber gerade die linke Seite von (1.11) 8

§ 2. Laplacians und ihre Hadamardkoeffizienten
Die Ricciidentitit fiir Tensorfelder schreiben wir als
(VaVﬂ - VﬂVa) U = Kaﬂ“’ (2'1) ’
N
(Kaﬂu)a.a....a, = kz; Raﬁak{‘ ua,...nlr;...a, (P g 1) . ) (2.2)

Satz 2.1: Der kanonische Laplacian besitzt die Ddrstellung
edd —dd = A+ Z (2.3)

mit einem linearen Operator Z gemdfs

(Zu)"l“: By T Z-Ragua,...sg...a

- 1 P :
-2 Z 2 R““t“l Ua,.. s ﬂl L (P ; 2) X (24)
k=1 l=k+1 A

Zuy =0 (p=0), (Zuw)s = Rotu, (p=1).
Beweis: Aus den Darstellungen

P
(» + 1) (du)aa,...a, = (P + 1) V(aua....a,,) = Vaua,...a‘, + ekgl Vc,@a,...g,...c,’
(6u)a,,..&, = spruau,...a,
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erhalten wir einerseits

&(00U)q,...a, = AUq, .o, + € L e V,,u,,...a,...

k=1

%p

und setzen hier ein

k—1
"
(VnVc, - Va,V“) ua,...a,...a, = —-—R, ua,...;....a, + Z;Rfata,’-‘ uﬂ""“{'"i""“’
. LA

+ Z Ra,a, Uq,.. a. pap
I=k+1 I

Andererseits erhalten wir

.

(déu),w,p = — 28k+1‘7 &u)g. “Gpeedp = Z ekVa.V WUaa,.. “Op..ag = €& Z Va,Vaua....agm

k=1
und daraus die Behauptung e6d =4+ dé+ ¢Z 8

Fiir AT* ist die Darstellung (2.3) wohlbekannt ( Weitzenbsck- Formel) neu ist hler
die Ubertragung auf 777* und die Méglicbkeit einer einheitlichen Herleitung.

Neben Einpunkt-Gré8en (Skalare, Tensoren, Differentialformen, ...), welche iiber
der ganzen Mannigfaltigkeit M erklirt sein sollen, sind auch Zweipunkt-GriSBen von
Interesse, welche nur in einer Umgebung der Diagonale von M x M erklart zu sein
brauchen. Die Einschrinkung auf die Diagonale wird als Koinzidenzwert der Zwei-
punkt-GriBe bezeichnet. Die Relation der Gleichheit der Koinzidenzwerte symboli-
sieren wir durch ==. Wichtige Beispiele von Zweipunkt-Gré8en sind ¢ = o(z, ¥),
welches durch das Differentialgleichungsproblem

g0V =20, V=0, V.Vo=gy, : (2.5)

bestimmt wird, sowie die Hadamardkoeffizienten U, = U,(z, y). Letztere kann man
als die reguldren Lésungen des rekursiven Differentialgleichungssystems

0V Uy + pUy =0, VU + (4 + k) U = L{Upy] (E=1,2,...), (2.6)

nebst der Anfangsbedingung U, = I, definieren, welche sich beziiglich des ersten
Arguments 2 wie Schnitte von E? und beziiglich des zweiten Arguments y wie
Schnitte des dualen Biindels E7* verhalten. Abkiirzend wurde

%p

o := g*#Ve0, 2u:=A40 —n

gesetzt und die Differentialoperatoren beziehen sich jeweils auf das erste Argument 2.
Der uns hier interessierende Koinzidenzwert des 2. Hadamardkoeffizienten ist
sogar fiir allgemeinere Laplacians

L=4+4 24V, + C

bekannt: P. B. GILKEY [4, 5] hat U,(x, z) mittels einer invariantentheoretischen
Methode berechnet. Der Autor der vorliegenden Arbeit hat spiter unabhingig davon
das Resultat mittels der ,,Methode der Koinzidenzwerte* reproduziert [20, 17].
Einige Spezialfille sind schon lénger bekannt, siehe z. B. [6, 11, 2, 13].

Satz 2.2: Fiir einen Laplacian L = A + C gilt
180U, == (RupuR*0% — RogR*#) I + 15K, ;K

+ 90 (0 + 6iRI)2 + 304 (0 + % RI). (2.7)
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§ 3. Quadratische Kriimmungsinvarianten

Wir betrachten skalare Invarianten der Metrik g der Gestalt
F = Flg] = a,R,p,R*** + a,R, 4R + a,R?
= a, |Riem|® + a, |Ric|? 4 a,R? (3.1)
mit a,, a,, ¢, = const.

Satz 3.1: Die Invariante F ist gleich

b, 2 b, 2 bo 8 4p
7 |Weyll +n_2|Sl +2—n(mR fir n = 4,
bo " by . ' ‘
b, |82 4 12 R?  fiir n =3, y R?  fiir n =2, (3.2)

mit den Koeffizienten

\b2:=4a2, b, := 4a, +- (n — 2) a,,

(33)
by := 4a, + 2(n — 1) (a, + nay).

Definitheitseigenschaften von F lassen sich giinstiger in der Darstellung (3.2) als
in der Darstellung (3.1) studieren.

Satz 3.2: Ist die Metrik g definit und ist eine der Bedingungen
n=4 und sgnb, =sgnb=sgnb, %0,
n=3 und sgnb, =sgnb, +0,
n=2 und by+0 |
erfiillt, so ist F eine definite quadratische Form im Kriimmungstensor. Genauer hat man:
F positiv definit < Min b, > 0,
F negativ definit & Max b, < 0.

Wir haben gesetzt sgn = signum = Vorzeichen. Zur Bestimmung des minimalen
und des maximalen b, sind die Formeln niitzlich

by —b;=(n— 2)a,, bo — by = 2(n — 1) (a, + na,), (3.4)

by — by = na; + 2(n — 1) a,. )

Aquivalent zu Satz 3.2 sind gewisse Abschatzungen fiir F bzw. seine Bestandteile.
Solche Abschitzungen wurden friihzeitig von P. GUNTHER [6, 7] angewendet.

Bei lorentzschen Metriken g kann man Definitheitsschliisse anwenden, wenn |S)2
und |Weyl|? definit oder wenigstens semidefinit in den nichtverschwindenden Kom-
ponenten von S bzw. Weyl sind. Wir betrachten im folgenden dafiir hinreichende

Bedingungen. Es sei » = 4, die Signatur sei (4 — --- —) und die Indexkonvention
abweichend vom bisherigen

& By vy ... =0,1,2,...,m — 1;

59kl ...=1,2,..,n—1;

I1,J,K,L,...=2,...,n— 1.
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Satz 3.3: Gestaltet die Meirik einen hyperflachenorthogonalen (abgekiirzt: hfo.)
Killingvektor, d. h. ein Vektorfeld v =" 9, mit

vubovp =0,  Vevy =0, (3.5)
so gilt

v(“S,I@” =0, vCagput” = 0; . ‘ (3.6)

)2 >0 = [3]2, | Weyl|? positiv definit; (3.7

l2=0 = |S}?, |Weyl|® positiv semidefinit. (3.8)

Beweis: Aus (3.5) folgen lokale Darstellungen

v, =e® 9,90, V= 20, VW Vup= 22005

mit -
/l'—[’/l Asp = eV, Vet = Adp + Vil

Im Falle lvl2 > 0 kann man nach einem Argument von A. TRAUTMAN [19] e = |v]2
wihlen und erhilt dann:

0 = 200V ,v5 = v°F, [v|2 = »°4, = 0.
Im Falle v2 = 0 erhilt man einfacher:
=V, |v|? = 200V, vp = —vPAw, = v°A, = 0.
In beiden Fillen erhilt man weiter i
Aag? = ApM00,, 0=2£Tp =V, + R,.pv"
und daraus )
Ropv" = 200.2g),, R. g = v, - 44.

Die Behauptung (3.6) ergibt sich hieraus durch Einsetzen der Definitionsformeln
von S und Weyl.

Im Falle |v|2 > O normieren wir » und wihlen Koordinaten so, daB in einem be-
stimmten festen Punkt gilt

v = 9,, g = (dz°)? — dxf dzt.

Die Bedingungen (3.6) bedeuten dann in dem festen Punkt -
Soi = 0, Coi}k = 0:

woraus sich ergibt :
ISI? = 830 + 8isSi5,  |Weyl)? = 400:0;00;0; + CiuCiju -

Offenbar sind hier |S|2, | Weyl|? positiv definit.

Im Falle [v[* = 0 wiihlen wir Koordinaten so, daB in einem bestimmten festen
Punkt gilt

v=0,,. ¢g=2da®dz! — dz!dz!.
Die Bedingungen (3.6) bedeuten dann in dem festen Punkt
Sgo = 0, Sy = 0,
Coor =0, Coypy == Copyy — Citor =0, Cors =0, Cox =0,
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’

woraus sich ergibt
812 = 283, + S1sS1s,
|Weyl|?> = 4CF15, + 8Cor1gCorrs + Crox1Crixer-

Offenbar sind hier |8|2, |Weyl|? positiv semidefinit und es gilt in dem festen Punkt
|82 = 0 & 8 = 8y,(dxt)? + 28,; dat do’, ‘
|Weyl|2 = 0 & Weyl = 8Cyyy da® A da! dx? A daf

+ 40,117 dzt A dxf dat A da?
+ 4C,1jx dz* A dz! do’ A dxK B

Die zuletzt im Beweis behandelten Bedingungen an S, Weyl kann man auch
koordinateninvariant formulieren: Aus (3.6), [v|2=0, |S|2=0 und |Weyl|2 =0
folgt:

U[#Sa][ﬂ?,] = 0, S,p’l)ﬁ = 0; (3.9)
Coguv®v’ = 0, v(1Capp?” = 0, Clapipwte) = 0; (3-10)
v“C,]p,,,v"’ = 0. (3.11)

Bei n = 4 werden hierdurch wohlbekannte Typen von Tensoren charakterisiert: (3.9)
charakterisiert einen Tensor S vom Plebanskityp [4N];; (3.10) charakterisiert einen
Tensor Weyl vom Beltyp 3a; (3.11) charakterisiert einen Tensor Weyl vom Petrov-
typ III (siehe dazu etwa [10, 1, 12]). Mathematisch gesehen handelt es sich um eine
(nicht extreme) Ausartung der Tensoren; physikalisch gesehen handelt es sich um
(nicht extreme) Strahlungsbedingungen.

Im Beweis von Satz 3.3 konnen S, Weyl sinngemill durch Ric, Riem ersetzt
werden: Gestattet die Metrik einen hfo. Killingvektor v, so gilt

VR = 0, vuRapyv” = 0;. . . (312

[»]2> 0 = |Ric|?, |Riem|? positiv definit; (3.13)

]2 =0 = |[Ric|?, |Riem|? positiv semidefinit. . (3.14)
Aus (3.12), |v|2 = 0, |Ricj? = 0 und |Riem|? = O folgt dann:

VpuBay st = 0, R, pv? = 0; (3.15)

R0 = 0, vuRapuv = 0, VaRapyurte) = 0; (3.16)

vuRagpt? = 0. (3.17)

Nachdem wir die Kriimmungsgr68en bei Existenz eines hfo. Killingvektors und
bei etwaigen Zusatzbedingungen untersucht haben, bestimmen wir Normalformen
fiir die lorentzsche Metrik g selbst. Die der allgemeinen Relativititstheorie ent-
stammende Definition:

g statisch < g gestattet zeitartigen hfo. Killingvektor,
wurde in [16, 17] erginzt durch die neue Begriffsbildung:
g retardiert < g gestattet lichtartigen hfo. Killingvektor.

Satz 3.4: Eine statische Metrik laft sich durch geeignete Koordinatenwahl auf die
Form bringen

g = Joo(z*) (d2°)* + gij(x*) dx® dxi. S o (3.18)
Eine statische Metrik mit |Riem|> = 0 ist flach. A
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Eine retardierte Metrik lapt sich durch geeignete Koordinatenwahl auf die Form bringen
g = 2g0,(2*) d2° dz* + g;;(2*) d daf. (3.19)

Eine retardierte Metrik mit |Riem|® = O ist eine pp-Wellen-Metrik (:= plane- fronted
wave. metric with parallel rays) vom Kundtschen Typ, d. k. lagt szch durch geeignete
Koordinatenwahl auf die Form bringen

g =.2d20 dz! + gy (dx')® + 2g,; da! dx! — dz! dx! (3.20)
mit '

dog11 = Oog1r = 0.
Eine retardierte Metrik mit

Rop R =0 ' (321

ist eine- pp-Wellen-Metrik vom Robinsonschen Typ, d.h. lat sich durch geeignete
Koordinatenwahl auf die Form bringen

g = 2d2° dx! + gy,(2t, =F) (d2})? — dz d2’. : (3.22)

Das Vektor,‘eld v = v°0, = 9, 1st bei (3.18), (3.19) ein hjo. Killingvelctor und bet (3.20),
(3.22) sogar ein kovariant konstanter Vekto7

Der Beweis kann leicht mit den in [15, 16] dargelegten Methoden erbracht werden.
Die obige zu (3.12) bis (3.17) gehérige Diskussion ist dabei von Nutzen B

Neben den Spezialisierungen in den beiden vorstehenden Sitzen betrachten wir
jetzt noch eine andere Art der Spezialisierung: Die Metrik g oder genauer die riemann-
sche Mannigfaltigkeit (M, 9) heiBt (n',n"")-zerlegbar, falls sich M durch Koordinaten-
systeme iiberdecken laBt, in denen lokal gilt

g=g + ¢’ = gap(z°) da® da® + g;;(z*) dztdx?, . , (3.23)
mit den Teildimensionen
n'=dimg’' =1, 2" =dimg'=21, 2’ +2"=n (3.24)
und der Indexkonvention
‘a,b,¢c,...=1,2,..,%; 4,5, k...=2" +1,n +2,.

Es erweist sich als zweckmifig, die Schreibweise (3.23), (3.24) formal auch auf die
Falle ,,unelgentllcher Zerlegbarkeit**

g =0, g"=g, n=0, »'=mn;
9=g9 ¢'=0 n=2 n"=0
auszudehnen.

Satz 3.5: Eine Invariante F = F[g] der Gestalt (3.1) geniigt einer ,,Additions-
formel‘ .

g=2g¢ +9g"= Flgl = Flg'l + Flg"] + 2a,R'R". . (3.25)
Ist hier g"' flach, so gilt -
Flg] = F[g') = a, |Riem'|? + a, |Ric’|® + aR"2, Co (3.26)

6 Analysis Bd. 1, Heft 2 (1082)
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" wobei die Grifen
Riem’ = Rgpea dz® a da® dzc a dad,
Ric’ = Ry dx@de®, R =R

und die Operation |- ..|2 sowohl beziiglich g’ als auch beziiglich g gedeutet werden konnen.
Ist diberdies g’ definit und

b, := 4a,, by :=4da, + (n’ — 2) a,,
by’ 1= 4a, + 2(n' — 1) (a, + n'a) -
geselzt, so folgt aus jeder der Bedingungen

(3.27)

n' =4 und sgnb,’ =sgnb,’ =sgnby 30,
n'=3 und sgnb,’ =sgnby *0,
n'=2 und by 0

die Definitheit von F im Kriimmungstensor.

§ 4. Berechnung von Spuren

Motiviert durch die Formeln (2. 2) und (2.4) betrachten wir lineare Operatoren von
besonderer Gestalt.

Definition: Es sei 4(? ein gemi

(A(Q)u)a.«,...aq = A fx‘:fx‘::::::up,p,...ua (4'1)

auf kovariante g-Tensorfelder u wirkender linearer Operator. Der gemi
(quu)alc....c, = ZA::“;, “ca, Ua,.. ak. X, akq...a, (4~2)

M !7: I‘q
q

auf kovariante p-Tensorfelder u (p = ¢q) wirkende lineare Operator 4,7 heiBe

p-Erweiterung von A9, In (4.2) erfolge die Summation iiber alle (p ) Stiick g-stel-
ligen Teilfolgen (%, k., ..., k,) der Folge (1, 2, ..., p). 9 :
Fiir ¢ = 1 bzw. ¢ = 2 spezialisiert sich (4.2) zu

» . .
(Alpu)c.a....a, = Z Ag,‘uat...};,ma, (p=1), (4.3)
(APU)asey...q, —kZl . E:‘iua:“n a; Bpsty (p=22). (4.4)

Der Autor hat in [14] folgendes bewiesen:

Satz 4.1: Andern sich die Komponenten Auiay 5 von A bei gleichzeitiger Ver-
tauschung von p, mit p; und von o, mit oy (1 < k, 1 < q) nicht, so ist die p-Erweiterung
AP von AW mit der Alternierung bzw. M zschung (d. h. mit der natiirlichen Projektion
auf APT* bzw. ITPT*) vertauschbar.

Nunmehr lassen sich die Formeln (2.2), (2.4) nachtriglich rechtfertigen:

Satz 4.2: Die Anwendung der operatorwertigen 2-Form K. dz* » dzf gemdf (2.2)
ist mit der natiirlichen Projektion auf APT* bzw. auf ITPT* bzw. auf [I°T* /g vertausch-
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bar. Die Anwendung des Operators Z gemdf (2.4) ist mit der natirlichen Projektion
auf APT* bzw. auf IT°T* vertauschbar.

Beweis: Sinngemi8 ist K,; vom Typ 4,? und deshalb mit der Alternierung bzw.
Mischung vertauschbar. Ist u eine spurfreie symmetrische Form, so ist K. auf
Grund von R.* = 0 wieder spurfrei. In der Zerlegung gema8 (2.4)

Z = Zy? + Z,» mit Komponenten Z,* = R,#, Zty = —2R* 4 (4.5)

von Operatoren ZM), Z® gind auf Grund von 24y = Z34 beide Summanden Z,?, Z,?
mit der Alternierung bzw. Mischung vertauschbar. 8
Als Spur eines Operators A® beziiglich g und £ hat man

Tr A®) := PR3 iAol (49
zu definieren. Speziell gilt

TrI = Tr PP = Por > = NP, (4.7
Die Definition (4.6) 1Bt sich etwa so motivieren: Die Fasern von E? (aufgefaBt als
Unterbiindel von ® ?7'*) werden jeweils von den Elementen

e%1%3:-+8p P;:;:':;: dxﬂl ® cen ® dxﬂn
aufgespannt und die Fasern des zugehérigen dualen Biindels Er* (aufgefaBt als
Unterbiindel von ® ?7') jeweils von den

€8ips.by = Poigr 5200, ® -+ @ B0
Es gelten die ,,Dualitiitsrelation*

18400,

<eﬁ,ﬂ....ﬁp) ea,a,...a, = P;,ﬂ...‘ﬂ,
und (4.6) in einer der gewohnten Spurdefinition nachgebildeten Form
Tr A® — 2 (ea,a,.‘.u'g A(p)ea,a....a,>.

a3, 85,000,085

Wir berechnen die Spur von p-Erweiterungen bzw. gewisser Produkte von p-Erwei-
terungen.

Satz 4.3: Es gilt in den vereinbarten Bezeichnungen

TrA,, = NP Tr AW, (4.8)
Tr (4,°By®) = N\PAs"B,? + 2N,?P5i5: A% B8 (4.9)
Unler der Voraussetzung Aty = A3, Bi; = Bj# gilt weiter
Tr (A2By?) = 2N PPy A% B 4 3N PPyisis ABSBS: (4.10)
Tr (4,°By?) = NPPggiAly, Bof + 6N PPgigisiAnts B '
+ 6N PP ALLBLE:. : (4.11)

Beweis: Die Verjiingung 8, = &,, o = «,, ..., By = &, von

ZAu,y....pq Pﬁ, ............. By
2

Greelp ey e Op oty

(*) e e

6*
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ergibt unter Beachtung von (1.10)

4
ZAFI By oo Bo N_o P — N P Tr AW@,
(p) “'1“*-"'“': Noq B1 B3 .o Hg q
q

Die Komponenten von 4,”B,?u sind gleich

2 4z ( 2 Bl ta,..ay..ap0, + B Uay oy, + X B:,,ua....g,...ag...a,)-
7 A ® A voa

k<l k>1 .

Daraus erhalten wir
A*B)? = p-Erweiterung von 4B
+ p-Erweiterung von (4 ® B + BW ® AWy

und daraus (4.9) unter Beachtuhg von (4.8). Die Formeln (4.10), (4.11) kénnen eben-
falls durch direkte Ausrechnung der Komponenten bewiesen werden. Da aber die
Ausdriicke sebr umfangreich werden, unterdriicken wir diese Rechnungen 1

Im folgenden spielt die GroBe

MpP = (NP + eN?)/Np = % + Fe(,? (72”) ‘ (4.12)
cine gewisse Rolle. Fiir £ = AT* bzw. = [17™* erhalten wir aus (1.4) mit r = 1
 Mp = NN (413)
und ergénzen dies durch die Definition einer weiteren GroBe
MyP = NE*Z[NP. (4.14)
Satz 4.4: Es gilt die Spurformel '
Tr K4K*? = —No? - M\? - |Riem|®. v ' (4.15)

Fiir E = AT* bzw. = IIT* gelten weiter die Spurformeln
TrZ = N, . R,
' . \ . (4.16)
Tr Z® = N,»*1 . |Ric|> + NP*2.[(2 + ¢) |Riem|® + 4¢ |Ric|2 + R?).

Beweis: Man wendet Satz 4.3 sinngemiB auf K,;K*# und auf die Bestandteile von
Z =27+ 2, ZP=(Z\PV + Z\PZP + ZPZ\P + (Z,P)?
an. Satz 1.1 erweist sich in der Version

€A;: fiir Aap = A[,m,

2P55A4% = { ..
oAy + ydg: fiir g+ Ap

als niitzlich. Fiir £ = AT* bzw. = IIT* werden die Komponenten von P® mittels
der Entwicklungsformel (1.12) auf die von P, zuriickgefiihrt und die Komponenten

_ von P® werden analog auf die von P® zuriickgefiihrt. Die Formel (1.4) kommt mit
7 = 1 und mit » = 2 zur Anwendung @ '

Die bisherigen Vorbereitungen zielen vor allem darauf, die Spur des Koinzidenz-
wertes des 2. Hadamardkoeffizienten zu berechnen.
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Satz 4.5: Die Grofe 180 Tr U,[N,? ist beziehentlich gleich dem Produkt des Zeilen-
vektors

(1 — 15M,?, —1, -;- 6) fiir 4,
5 4\ 3 6 2 (417
n — 3 (n— n —
1 — 15MP2 —1, — [—Z}, — =2 i -
( 1847, —1, S (n — 1) .2 (n —1 ) fur 4 4(n — 1) BRI,
1 1 % 6
1 P Py . ii ,
(1, M\», M,P) 15 90 30e 30e fir 4 + eZ (4.18)
90(2 + ¢) 360 90 O
mit dem Spaltenvektor |Riem|®
|Ric|?
R2
AR J.
.. n—2 .
Zum Beweisist C =0, ——— — RI, ¢Z in
4n — 1)

180U, = (lRiem]z — |Ricl® + % R + 6AR) I

+ 15K ,3K*¢ + 90C® + 30EC + 304C

einzusetzen und die Spur unter Benutzung von (4.7), (4.15), (4.16) zu berechnen.
Fiir den Fall £ = AT*, L = A — Z = —(d§ + éd) reproduziert unser Ergebnis
(4.18) Formeln aus der Literatur [8, 13] 8

. Wir untersuchen die Gro8e M,P etwas genauer:

Satz4.6: In der Reihenfolge

E = AT*, @ T*, IIT*, IIT*/g . : 4 (4.19)
gilt beziehentlich
Mp = pr—p) p plntp prtp-2) (4.20)

Tan —1) 2’ nnm+ 1) an—1)
Eine Ungleichung bzw. Gleichung (man lese jeweils eins der Zeichen >, =, <, =2, <)
A-MPzB (4.21)
ist beziehentlich aquivalent zu einer Ungleichung bzw. Gleichung

2 2
A( _ﬁ) 4™ _ Bon—1 fir AT,
2 4
ApZ Bn fur ® T*,
n\2 n? (4.22)
A(P+—2‘)§Az+3n(n+1) fur ITT*,

. n 2 n *
» A(p-}-? - 1) %A(E — l) + Bn(n — 1) fiur ITT*/g.
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Die Grofe M\P = M,?(n, E) hingt monoton

— fallend von n ab,
— steigend von p ab,
— steigend von E beziiglich der Reihenfolge (4.19) ab.

Dabez set fiir E = AT* noch P % vereinbart.

Kraft der Dualitit bei alternierenden Differentialformen (M sei orientierbar!)
bedeutet die letztgenannte Vereinbarung keine Einschrinkung der Allgemeinheit.

Das folgende Ergebnis wird fiir § 6 bereitgestellt:

Satz 4.7: Firn = 3, E? &= E® und + A°T* gilt:

K, 4K* = 0= R,5, R = 0. (4.23)
Beweis: Die Komponenten von K,;K* sind gleich

S LaP e e, PR - (4.24)
k i k<t

i BT
mit den Abkiirzungen
Lify:= R, iR,  Lf:= L.
Aus (4.15) folgt:
Tr K4K*® = 0= L, = 0.

Unter Beachtung dessen wird die (p — 1)-fache Verjiingung f;, = x, ..., B, = «,
von (4.24) ausgerechnet: Sie ist gleich L#: multipliziert beziehentlich mit

n+1sz+2n+4

P
NP+ 2 n n+ 2

Ny fiic ITT*/g,

NP + 3eN,? + 262N, sonst.

Dieser Faktor ist offenbar positiv aufier eventuell fir AT*, 2<p <n — 1. Im
letzteren Falle ist der Faktor )

n—2p(n—3 . n
pra— (p_2)=i=0 fur p:&:El

§ 6. Ergebnisse zur spektralen Geometrie

In diesem Abschnitt setzen wir durchweg die Mannigfaltigkeit 3 als geschlossen und
die Metrik g als definit voraus. Bei Integration von 77 U, iiber M verschwindet
jeweils der Term mit 4R, und wir erhalten aus Satz 4.5 die Darstellung

180U5(M)/No? = a, [|[Riem|* + a, ||Ricl® + a, ||R||?, (5.1)
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wobei der hierdurch erklirte Zeilenvektor (a,, a,, a,) beziehentlich gleich ist

(1 — 1M, —1, %) fir 4,
—_ 2 — ‘
1— 15m,, —1, 2 (P24 fir 4 — "—2 pI,
s\n_1 i(n — 1)
. (5.2)
. 1 —1 ;
(1, My, M,p) - fir A + ¢Z.

—15 90 30e
90(2 + &) 360 90

Die sinngemi angewandte Transformation aus Satz 3.1 liefert fiir die nichtkanoni-
schen Laplacians (fiir den.kanonischen Laplacian soll diese Transformation in einer
spiteren Arbeit abgehandelt werden): '

b, 40, 0 as 4 — 60M,P
bl =14 n—2 0 ay )} = 6 —n — 60Mlp (5.3)
b 4 2n—1) 2n— 1)n) \ap B — 60M,7

. mit der Abkiirzung

5nt — Tn 4+ 6 fir 4

b:=9 n—6 n—2
T (5p? — ii -
pTr— (5n 18n + 4) fir 4 rr—" RI.

(Offenbar ist b,° der Wert von b, fiir p = 0.) Aus den Formeln (5.3), (5.4) ergeben
sich die folgenden Monotonieeigenschaften:

Satz 5.1: Fiir die nichtkanonischen Laplacians hingen die Grifen by, by, b, monoton

— fallend von p ab,
— fallend von E beziiglich der Reihenfolge (4.19) ab,

— fallend von L beziiglich der Rethenfolge A, A — ‘?:-:—21—) RI ab.

Die Grofen by, by, hdangen monoton steigend von n ab. Dabei sei jeweils fiir E.—= AT*
n .
noch p < 5 vereinbart.
Beweis: Die Abhdngigkeit von p und von £ wird nur durch M,? vermittelt, und

by, by, by verhalten sich wie (—M,?). Da b,, b, fiir die beiden Laplacians iibereinstim-
men, sind die Ausdriicke b, zu vergleichen. Fiir n = 2 gilt aber

4(n — 1) (5n? — Tn + 6) = (n — 6) (5n% — 18n + 4).
Die Monotonie von b,, b, in n folgt daraus, daB fiir n = 2 die Ausdriicke

n—6

(—MyP), 502 —Tn+ 6, 5n%— 180 + 4, —

monoton steigend sind 1
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Nachdem unsere Vorbereitungen soweit gediehen sind, kommen wir zu zentralen
Ergebnissen:

Theorem 5.1: Es set eine der’ folgenden Bedingungen an E, n, p erfiillt:
(1) n=2;
(2) 2=n=<5 und p=0;
(3) 60p > n(5nt — Tn + 6) fir @ T*,

2
60 (p + —;i) > n(dn® — 2n® + 14n + 6) fur II T*,

a2 .
60 (?’ + % — 1) > 5nt — 12n® + 28n% — 66n + 60 fir IIT¥/g;

(4) 12p = n® fir @ T*;
]/1_2 p =n? fir IIT* bzw. I1T*/g.

Wenn dann der reine Laplacian A isospekiral zum Laplacian einer flachen Manmg~
faltzgkezt ist, so ist (M, g) flach.

Beweis: Aus (3.4) und (5.2) erhalten wir
by —by=n—2, by—by=(n—1)(5n — 2)=b, <b, < b,.
Wir schlieBen:

(1) = by = 12 — 60M,? 3= 0 aus Tellbarkeltsgrunden
(2) = b=6—n2>0;
(3) = by < 0 unter Benutzung von Satz 4.6.

Die Abschitzung (4) ist grober als die Abschatzung (3): Die Differenzen ,,grobe Ab-
schitzung (4) — feine Abschitzung (3)

Tn — 6 fir ® T*,
an®4+n—6 fur 1IT*,
(x + 10) 2% — (20 + Q) n + 6 fiir 1TT*/g
mit x := 2 + 10]/§sind fir » = 2 positiv, so daB (4) = (3). Aus jeder der Bedin-

gungen (1) bis (4) folgt also die Definitheit des Ausdrucks (5.1) und damit Uy(M) = 0
= Riem =0 1

Die ,,feinen Abschéitzungen® (3) kann man leicht auf konkrete Werte von # und p
spezialisieren. Beispielsweise wird (3) erfiillt, wenn p groBer oder gleich der aus der
Tabelle

E= n=2+|3 | 4|5 |68
+ -

® T* 2 [ 4|9 |15
T+ 2 | 3|5 | 8
T*g 2 | 3|5 | 7

entnommene Schranke ist.
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Theorem 5.2: Es sei eine der folgenden Bedingungen erfillt:
()  n=2 oder = 3; '
(2) 2<n<6 ud p=21;
(3) n=7 und
 20(n— 1)p > n(n — 6) (5n® — 18n + 4) =: g(n) fir ® T*,

240(n — 1) (p + %)2 > 60n%(n — 1) + (n + 1) @(n) fir IIT*,

240 (? + % — l)2 > 60(n — 2)2 + ¢@(n) .  fir ITT*/g;

(4) 48p = n®  fir @ T*,.
VZS p=n? fir IIT* bzw. IIT*/g.

—2
Wenn dann der Laplacian mit verschwindender Cottoninvariante 4 — 4(%——1_) RI

isospektral zum Laplacian einer flachen Mannigfaltigkeit ist, so ist (M, g) flach.
- Beweis: Aus (3.4) und (5.2) erhalten wir .
by—b,=n—2, 4n— 1)(d, — by) = 5n(n — 4)* — 8(n — 1),
4(n — 1) (by — by) = n(n — 6) (5n — 14).
Es folgt
bp<by<b, fiir 3<n<6 und b, <b,<b, fir » =7.
Wir schlieBen ' )
n=2 = b; 3+ 0 wie bei 4;
=3 und p=0 = 8, =15 > 0;
2<n7n<6 und p=1 = nby=4n — 60 < 0;
2<7n=6 und p=1 = b, <0 wegen Monotonie in p nach Satz 5.1;
(3) = by < 0 unter Benutzung von Satz 4.6. .

Die Abschitzung (4) ist grober als die Abschatzung (3): Die Differenzen ,,grobe Ab-
schiatzung (4) — feine Abschitzung (3)

4302 — 1120 + 24 fir @T*,
(26 — B) n® — (2« + 8) n® — 44n + 12 fir JIT*,
an? — (2« +4)n 4+ 6 fiir 1TT*/g

mit ¢ := 124+ 5 ]/3_sind fiir » = 3 positiv so daB (4) = (3). Wie beim Beweis von
Theorem 5.1 ergibt sich Riem = 0 1

Zu den beiden Theoremen sind noch einige Bemerkungen angebracht:
1. Der ,,aligemeine Fall* bei den Beweigen ist Max b, = b, < 0. Ausnahmen davon
liegen fiir spezielle (kleine) Werte von n bzw. von p vor. Im ,,allgemeinen Fall*
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gilt nach Satz 5.1 das folgende Prinzip. Aussagen von der Art:

L isospektral zum Laplacian eines flachen (M, §) = (M, g) flach
sind um so leichter zu erhalten, je
— Kleiner # ist,

— groBer p ist,
— weiter rechts E aus der Folge (4.19) gewihlt wird.
Sie sind ferner fiir 4 — E:-—i) RI leichter als fiir 4 zu erhalten.

2. Die Punkte (1), (2) sind jeweils so gemeint, daB E = AT* mit erfaBt ist; bei (3),
(4) ist dagegen AT* jeweils nicht mit erfaBt. Der Grund dafiir ist: Fir EP = AT,
p=1,folgtausn =23, L=Adbaw.ausn =7, L =4 — H—RI:

4n — 1)
by < 0 < by=> Uy(HM) indefinit.

3. Auf die ,,groben Abschitzungen* (4) kommt man auf naheliegende Weise, wenn
man némlich M,” bzw. b, formal durch ihre asymptotischen Ausdriicke bei n — oo

und ?—": —~ 00 ersetzt:

2
Mp (%) fiir ITT* und fiir [IT*/g,
bo ~ But — 60MP  fiir A,
5 n— 2
~—n®— P i — —— RI.
b, 7" 600, fir A Te— RI

(Beachte: Fiir ® T* gilt M,? = % und fiir AT* hat % — oo keinen Sinn.) Nach-

triglich erweiscn sich dann die so gewonnenen Abschitzungen sogar als fiir alle
n = 2 brauchbar. Die Tabelle in der Einleitung ist nur eine modifizierte Form der
Abschétzungen (4).

4. Fiir n = 6, p = 0 ergibt sich eine Nullstelle von 4, bzw. von b,, b, gleichzeitig:

IWeyll® + 2 IR fir L= 4,
180U,(M) = ' X
[[Weyl||? fir L=4— 3 RI.
(Der allgemeinen -Frage nach Nullstellen der b, soll in einer spiteren Arbeit nach-
gegangen werden.)
Aus der letzten Bemerkung ergeben sich zwanglos die beiden folgenden Sitze:

Satz 5.2: Wenn A fir n = 6, p = 0 isospekiral zum Laplacian selbigen Typs
etner konformflachen Mannigfaltigkeit mit verschwindender Skalarkriimmung ist, so
hat auck (M, g) diese Etgenschaften.

Satz 5.3: Wenn 4 — %RI fiir n = 6, p = 0 tsospekiral zum Laplacian selbigen
Typs einer konform-flachen Mannigfaltigkeit ist, so ist auch (M, g) konform-flach.

Auch in der spektralen Geometrie des kanonischen Laplacians 4 + ¢Z fiihrt
die Suche nach Werten », p mit definitem U,(3f) zu Ergebnissen. Wir schlagen hier
jedoch einen anderen Weg ein: Nicht die Definitheit einer gewissen quadratischen
Form, sondern die Regularitit einer gewissen Matrix wird ausgenutazt.
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Theorem 5.3: Wenn der kanonische Laplacian edd — d6 = A + €2 fir ein n = 4
und fiir dret paarweise verschiedene Stufen p = p,, p,, 3 tsospektral zum Laplacian

einer flachen Mannigfaltigkeit ist, so ist (M, g) flach. Dabei sei APT* nur fir p < %
betrachiet.

Beweis: Aus der Formel
N Mp = —2 N3 M+ N3 (M

folgt fiir » = 4 Rang (1, M,?, M,?) = Rang (1, M7, (M,P)?)

mit dem Matrizen-Zeilenindex ¢ = 1, 2, 3. Die Vandermondesche Matrix auf der
rechten Seite ist bekanntlich genau dann reguldr, wenn M P, M P, M P> paarweise
verschieden sind. Dann sind beide Matrizen-Faktoren in der Gleichung

y 5 o

1 ~1 =\ [iRieme
(LM M) 5 90 306 || Ric

90(2 + &) 360: 90 / \|R|?

reguldr, so daB man schlieBen kann:
Spaltenvektor = 0 = ||[Riem|? = 0= Riem = 0 1
Fir AT* finden sich Aussagen dhnlichen Typs bei V. K. Patobi [13].

§ 6. Ergebnisse zum Huygensschen Prinzip

In diesem Paragraphen setzen wir durchweg #» = 6 und lorentzsche Signatur der
Metrik g voraus. Im Gegensatz zur spektralen Geometrie sind jetzt Ausdriicke
|Tensor|® nicht automatisch definit, und die Terme mit AR fallen nicht automatisch
weg. Beiden Umstinden muB8 durch zusitzliche Annahmen begegnet werden, die
aber immer noch reichhaltige Klassen von Metriken einschlieBen werden.

Theorem 6.1: E3 seien die folgenden Bedingungen erfillt:
(1) g=9¢ +9g", n"=dimg =2, g¢” flack;

(2) |S’|2 positiv definit fir n' = 3,
|Weyl'|? positiv definit fir n' = 4; :
(3) A’'R' < 0oder M wird von einer n'’-parametrigen. Schar geschlossener n'-dimen-

sionaler Untermannigfaltigkeiten M' mit ¢' als induzierter Metrik iiberdeckt;
(4) P 8t groPer qder gleich der aus der Tabelle

E= n=+ | 2 3| 4|5 1|68
+

®T* 2 4 |6 {10 |15
IT* 2 3 |5 | 6|8
IIT*/g 2 3 | 4 | 6 |7

entnommenen Schranke., )
Wenn dann der reine Laplacian 4 dem HP geniigt, so ist (M, g) flach.
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B.eweis: Aus dem HP folgt unter Benutzung von Satz 4.5 und Satz 3.5:
@z [Riem/|* + a, |Ric'|* + aoR'? 4 ad'R' =0 (6.1)
mit
(@q, @y, a9, a) = (1 — 15M P, —1, —g—, 6).
Die Transformation (3.28) ergibt
by = by < by =bn'2 — Tn' 4 6 — 60M,7.
Die Bedingung b, < 0 ist dquivalent zu

10p > 5n'2 — Tn' 4+ 6 . fir @T*,
10(p + 3)® > 450’2 — 49n’ + 132 fir IIT*,
2(p + 2)2 > 5n'2 — Tn' + 14 fir IIT*/g,

und dies ist — wie man leicht nachrechnet — wiederum #quivalent zu (4). Nimmt
man noch die Bedingungen (2) und 4'R’ < 0 hinzu, so wird die linke Seite von (6.1)
negativ definit, und wir kénnen schlieBlen:

R =0, =0 fir n' =3, Weyl'=0 fir ' =4
= Riem' = 0= Riem = 0.

Nimmt man anstelle von A’'R’ < 0 die Bedingung mit den Untermannigfaltigkeiten
M’ hinzu, so integriere man (6.1) iiber die M’ und behandle

a; ||Riem'|[ 4 a, || Ric|[? + aq |[R'|? = 0 : (6.2)
auf entsprechende Weise weiter

Theorem 6.2: Es seten |S[2, |Weyl|? positiv definit. Wenn dann der Laplacian mit

verschwindender Cottoninvariante A —%
(M, g) flach.

Beweis: Die in § 5 fiir definite Metriken ausgefiihrten Schliisse kénnen sinngema 8

RI fir etn p = 1 dem HP geniigt, so ist

auf
' a, |Riem|?® 4 a, |Ric|® + a,R* =0 (6.3)
mit
1\
={1— P, 1, —
(62, a,, ao) (1 ls-Ml ’ l: 10)
iibertragen werden, wobei jetzt n =6, p =1 |
Zu den beiden Theoremen sind noch einige Bemerkungen angebracht:

1. Theorem 6.2 ist so gemeint, daBl £ = AT* mit erfalt ist; bei Theorem 6.1 ist
dagegen AT* nicht mit erfaBt. Die Aussage von Theorem 6.1 gilt aber sinngemif
auch noch, wenn man anstelle der Bedingung (4) einsetzt:

E=AT* »'=2;, p=2,3,4.

2. Die Definitheitsbedingungen in den Theoremen 6.1, 6.2 erscheinen zunichst
recht ,,speziell’“. Wir konnen aber einfach zu handhabende Klassen von Metriken
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angeben, welche diese Bedingungen erfiillen:
Nach Satz 3.3 gilt:

g statisch = |S|%, |Weyl|® positiv definit;

g’ statisch und n' = 3 = |S'|? positiv definit;

g’ statisch und n' = 4 = |Weyl'|® positiv definit.
AuBerdem gilt natiirlich:

g’ definit und ' = 3 = |8'|2 positiv definit;

g' definit und 2’ = 4 => |Weyl’|? positiv definit.

(Man bemerkt hier noch: g’ definit = g’ lorentzsch, g’ statisch = g'* definit.)
3. Fiir p = O ergibt sich eine Nullstelle von b, bzw. von b,, b, gleichzeitig:

|Weyl|2 + % R 64R  fir L = 4,
180U, =

|Weyl|? firL=4— % RI.

Aus der letzten Bemerkung ergeben sich zwanglos die beiden folgenden Sitze.

Satz 6.1: Es sei | Weyl|? positiv definit und (AR = 0 oder M geschlossen). Wenn dann
A fiir p =0 dem HP geniigt, so ist (M, g) konform-flach und hat verschwindende
Skalarkriimmung.

Satz 6.2: Es sei |Weyl|? positiv definit. Wenn dann 4 — % RI fiir p =0 dem
HP geniigt, so ist (M, g) konform-flach. ‘

Zu den in Bemerkung 2 angesprochenen statischen Metriken sind die retardierten
Metriken verwandt (siehe § 3, insbesondere Satz 3.4). Fiir diese kann man Aussagen
von der Bauart

L huygenssch = g ist pp-Wellen-Metrik speziellen Typs
erhalten:

Satz 6.3: Es sei g retardiert und AR < 0 oder M geschlossen und p sei grofer oder
gleich der aus der Tabelle

® T* 15
T* 8
IIT*/g 7

entnommenen Schranke. Wenn dann A4 dem HP geniigt, so ist g eine pp-Wellen-Metrik
vom Robinsonschen Typ (3.22).

Der Beweis verlduft bis zu der Stelle
|Riem|? = |Ric|> = R2 =0

analog zu dem von Theorem 6.1 fiir den Fall »’ = 6. Weiter wird mit den Satzen
4.7 und 3.4 geschlossen:

0 = 12Uz, z) = K,3K** = R,p, R**"A = O=> Behauptung 1
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Satz 6.4: Es sei g retardiert und EP &= A3T*. Wenn dann A — lRI dem HP
geniigt, so ist g eine pp-Wellen-Metrik vom Robinsonschen Typ (3.22).

Der Beweis verlauft bis zu der Stelle
|Riem|? = |Ric|* = R* = 0

analog zu dem von Theorem 6.2. Weiter wird wie beim Beweis von Satz 6.3 ge-
schlossen i

Satz 6.5: Es sei g retardiert und EP = A3T*. Wenn dann 4 — 1 RI dem HP
gendigt, so ist g eine pp-Wellen- Metrik vom Kundtschen Typ (3.20). 5

Beim Beweis kann nur Satz 3.4, nicht aber Satz 4.7 angewendet werden, da
1
jetzt gerade der Ausnahmefall EP = A2T* vorliegt B

Die beim Beweis von Theorem 5.3 angewendeten SchluBweisen kénnen sinngemi 8
auf das Problem des HP iibertragen werden:

Theorem 6.3: Es se: |Riem|? definit und (AR = O oder M geschlossen). Wenn dann
der kanonische Laplacian ¢6d — dé = A + eZ fir drei paarweise verschiedene Stufen
P = Py, P2, D3 dem HP geniigt, so ist (M, g) flackh. Dabei sei APT* nur fiir p = 0, 1,
2, 3 betrachtet.

Die vorliegende Arbeit wurde von Herrn Prof. Dr. P. GUNTHER gefordert und ist
aus dem von ihm geleiteten Seminar hervorgegangen. Der Autor méchte ihm hiermit
seinen Dank aussprechen. Herrn Dipl.-Math. W. Quarp sei fiir einige Kontroll-
‘rechnungen gedankt und Herrn Dr. J. ErcHEORN fiir niitzliche Hinweise.
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