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Spehtrale Geometrie und ILuygenssches Prinzip für Tensorfelder 
und Differentialformen I 

R. Scnmn1iNo 

Es werden verschiedene Laplaceoperatoren L zu ciner n-dimensionalen Riemannschen Mannig-
faltigkeit (M, g) betrachtet, die auf Tensorfelder bzw. (alternierende bzw. symmetrische) 
Differentialformen p-ter Stufe wirken. Für definites g und geschlossenes M werden Ergebnisse 
zur spektralen Geometrie erhalten. 1st z. B. ein.gewisses L . isospektral zum Laplacian einer 
flachen Mannigfaltigkeit und p grolier als eine von a abhängige Schranke, so ist (M, g) flach. 
Für lorentzsches g und a = 6 werden Ergebnisse zum Hu7/gen.88chen Prinzip (HP) erhalten. 
Aus dem HP und gewissen Zusatzannahmen fotgt, dali (M, g) flach 1st. 
PaccllaTpuBaloTcn paaiiaie onepaopaz JTan.naca L, geftCTByJOILWe ua TH30HbI flOJifi HJIII 
iia JH(4epeH1aaJ1hHb1e opiiz (arn,TepHupylowiie ujifi cuMMeTpaecxee) Ha n-MepHoM 

HMHOBOM MHoroo6paahiH (M, g). LJIa 3IIaHooflpeJeHHni4 g H 3MKHTOPO M no.nyeHas 
pesyjibTami no cnet(Tpajibimil reoMeTpi4n. Ec.in, Hanpunep, HeHOTOpbfl L U30CU}TJThHO 
H llanach1aHy nocioro MHoroo6pa3ee ii cTeneHh p 60iame rpaHøu, 3aBncnuef1cH OT a, 
TO (M, g) HBJIReTCS HIOCKHM. UJIH JiOpeHIOBOi g it n = 6 nouyeu peay.mTaml no npun-
aune J',oüeenca (fir). HpH AononbliliTenbimix fl[1OJlO}HHHRX 113 111 cnejiye'r, 'ITO (Al, g) 
HBJIHCTCH flJIOCKHM. 

Several Laplace operators L over an n-dimensional Riemannian manifold (M, g), applying 
to tensor fields and (alternating or symmetric) differential forms of degree p, are considered. 
For definite g and closed M results on spectral geometry are obtained. If e.g. some L is iso-
spectral to a Laplacian of a flat manifold and p greater than some bound depending on n, 
then (M, g) is flat. For lorentzian g and n = 6 results on Huygens' principle (HP) are obtained. 
From HP and additional assumptions there follows that (M, g) is flat. 

Einleitung 

Es werden die folgenden Strukturen iiber einer orientierten Mannigfaltigkeit der 
Dimension n ^ 2 betrachtet: 
- Eine definite oder lorentzsche riemannsche Metrik 

g = gap dxa dx	(a, ft = 1, 2, ..., n). 

- Die Vektorbündel 

®PT*, APT* (0 p n), 11T, 17PT*1g, 

welche aus allen p-stufigen Tensoren bzw. nur aus den alternierenden Tensoren 
bzw. den symmetrischen Tensoren bzw. den bezuglich g spurfreien symmetrischen 
Tensoren bestehen. 

- Die Laplaceoperatoren oder Laplacians 

zi : = g la 17p mit V = Levi-Civila-Ableitung ZU 9,



R. SOKmmUNO 

zI - 4(	1) RI mit I := identisoher Operator,

1 für APT* 
Eôd - do 4

	

	
(—

+ eZ mt dem Indikator e
+1 für 179T* 

und dem aus dein Kriimmungstensor gebildeten Weitzenbock-Operator Z. 
Wir verwenden folgende Sammelbeeichnungen: 

:= ®PT*, APT*, I1PT*, 17PT*/g; 
E:= ® EP 0 T", AT*, 17T*, flT*/g; 

pO 

L=4+CntC=O,—	RI,eZ; 4(n-1) 

91 :=  c +

	

	2 RI = Cottoninvariante von L.4(n - 1) 

Der ,,reine Lapalacian" 4 und der Laplacian mit 2 = 0 wirken auf die Schnitte 
eines beliebig gewahlten E. Der aus 

d	du Beres Differential, 6:= inneres Differential 

g*ebildete ,,kanonische Laplacian" EM - dO wirkt dagegen nur auf (alternierende 
Odèr symmetrische) Differentialformen. Alle drei Typen von Laplacians L = 4 + C 
sind in der physikalischen Literatur anzutreffen! Griechische Indizes werden wie 
gewohnt mittels (gap) gesenkt bzw. mittels (gP) := (gd)' gehoben. Weiter bezeicknen 
wir:

(u, v) = Skalarprodukt bezUglich g von Tensoren it, v; 
U I 2 := (it, it); 
lu l1 2 :=f Ju 2 d Vol für geschJossenes M; 

Tr	Spur bezuglich g und E; 
Riem =	dxa A dxft dxi' A dx' = Krümmungsten8or; 
Ric = Rap dxa dx := g'4'R, dxa dx = Ricciten,sor; 
R := gR0 = Skalarkrümmung; 
Weyl = Cg,,. dxa A dx dx's A dx' = Konformkrümmungsten.sor; 

S = S, p dxa dxfl Ric - !R.g. 

Nach J. HADAMARD [9] kann im Falle der Analytizitat die Grundlosung von L atis 
Potenzreihen in 

cr = r(x, y) =	(geodatischer Abstand von x, y)2 

aafgebaut werden. Die Entwicklungskoeffizienten sind dabei proportional zu den 
sogenannten Hadamardkoe//izienten. Uk = Uk(x, y) (k = 0, 1, 2, .. .), weiche man 
auch für den Fall C°° erklären kann. Ab . jetzt seien aile betrachteten Objekte von 
der Masse C°°. Aus den Uk kann man Informationen tiber L und dadurch vermittelt 
auch über M, g, EP gewinnen, insbesondere in den beiden Situationen 

(I) g de/init, M geschlossen (:= kompakt, randlos, zu.sammenhdngend); 
(II) g lorentzsch, n =: 2m + 2 4 geradzahlig.
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In der vorliegenden Arbeit werden Informationen speziell aus U2(x, x) gewonnen. 
Die Spur (im Shine der Spur eines linearen Operators) Tr U2 (x, x) ist eine Linear-
kombination in IRiemI 2, JRicJ 2, B2, 11R; deshaib kann man unter Umständen von 
Tr U2 auf die Krummung Riem schliel3en. 

Spektrale Geometric: Bei (I) besitzt der formal seibstadjungierte elliptische 
Differentialoperator L eine Folge von reellen Eigenwerten endlicher Vielfachheit als 
Spektrum. Man fragt darn nach den Eigenschaften von (M, g), die sich im Spektrum 
von L widerspiegein. Die Zahien 

Uk(M) :=f Tr Uk(x, x) d Vol (x)	(1€ = 0, 1, 2, ...) 

sind spektrale Invarianten. 1st L isospektral zum Laplacian einer flachen Mannig-
faltigkeit, so gilt foiglich Uk(M) = 0 für k 1. Durch Auswertung von U2(M) = 0 
beweisen wir unter anderem: 

1. -1st L isospelctra2 zum Laplacian.einer./lachen Mannig/attigkeit und jet 48p groper 
oder gleich der aus der Tabelle 

E=	L=+ 
+

4 11
n.-2	

RI 
4(n-1) 

® T 4m3 fl,3 

17T* 8 V3 n2 4 j/' 

TIT*/g S V3n 4 13 n2

entnommene Schran/ce, so ist (M, g) flach. 
(Wir werden auch noch feinere Abschatzungen für p herleiten! Die Aussage bezieht 
sich nur auf die in der Tabelle erfa8ten Typen von L und Er.) 

2. 1st s&l - dâ für ii :^!! 4 und drei paarweise verschiedene Staten p isospektral zum 
Laplacian einer flachen Mannig/a2tigkeit, so jet (M, g) flash. 

Die in die spektrale Geometric geschlossener Mannigfaltigkeiten hier neu em-
gebraehten Gesichtspunkte sind insbesondere die Betrachtung 
- nicht nur alternierender Differentialformen, sondern auch symmetrischer Diffe-

rentialformen, spurfrei-symmetrischer Differentialformen und kovarianter Ten-
sorfelder; 

- nicht nur des kanonischen Laplacians, sondern auch gewisser ,,nichtkanonischer" 
Laplacians. 

Im ubrigen verweisen wir auf die Literatur, insbesondere [2, 13, 11, 4, 5, 81. - 

Huygenssches Prinzip (abgekurzt: HP): Bei (II) kann man fragen, ob der 
hyperbolische Differentialoperator L dem HP im Sinne von [3] genugt. Das Hada-
mardsche Kriterium besagt: L ist huygenssch genau dann, wenn 

a(x, y) = 0 = Um(X, y) = 0 

für hinreichend benachbarte Punkte x, y E M. Tm physikalischen Fall n = 4 kann 
man das HP so interpretieren, daB mit den Losungen u = u(z).der ,,Wellengleichung" 
L[u] = 0 eine ungestörte (d. h. ohne Nacheffékte, ohne Schweifterme) Signaliiber-
tragung möglich ist. Wir beschränken uns auf den Fall n = 6. Durch Auswertung 
von Tr U2(x, x) = 0 beweisen wir unter anderem: 
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Es seien IS12, I Wey11 2 positiv de/init und Tr zJ 2	0 und p gröer oder gleich der 
aus der Tabelle 

E=	L=+ 
+ zJ 4--h-RI 

15 1 

TIT* 8 1 

TIT*/g 7 1

entnommene Schranke. Wenn dann L dem HP genügt, so jet (M, g) /lach. (Wir werden 
einfache Beispiele dafur konstruieren, wie man die obigen Voraussetzungen be-
friedigen und die Schranke für p teilweise noch verkleinern kann. Die Aussage be-
zieht sich nur auf die in der Tabelle erfaBten Typen von L und El'.) Die vorliegende 
Arbeit setzt die Untersuchungen des Autors zum HP bei n = 6 fort [20, 171. 

§ 1. Natlirliche Proj ektoren 

Es sind natürliche Injektionen 
APT* () (D l'T' C) HPT* C) J7PT*/g	 (1.1) 

defimert und in jeweils umgekehrter Richtung natürliche Projektionen. Entsprechend 
hat man naturliche Projektoren 

P(P):® PT* *Ep 

und . . .} bezeichne die jeweils zugehorige ,,Indexoperation". Für E9 = APT* 1st 
{ ... } gleich der Alternierung [ ... ] und für El' = HPT* gleich der Mischung (...). In 
Komponenten kann man für p 2 schreiben 

/ D	 - P,P....Pp	 - 
k U)a,a,...a,, -	a,a..a91p,p, ... p9 - 
rP 'P '•••flp - {Pt.fl.	.sflp} ana,...ap  

Für p = 0 und p = 1 werden die vier BundeI (1.1) identifiziert und 
P(0) = 1,	Pa's = 

gesetzt. Die Komponenten	p(s) sind gleich 

1 
oo:, a,o: o1 ô	ö 'c3') - - ga,a,g'' I	(a, a,)	(a a, n 

beziehentlich für ® T*, AT*, HT*, 17T*/g. Wir setzen ferner 
:= cia, 

Satz 1.1: Aus gaA = 0/olgt 

= YA(afl) - cA (a$i	 (1.2) 

mit beziehentlich in den vier Fallen 

0, —1, +1, 1 -	e := 0, —1, +1, 1 + --.	 (1.3) 
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Wir definieren: 

NoP = Fa.serdimen.gion von EP, NqP : = (11) 
N0v/N0 

und betreiben mit diesen Zahien etwas ,,Kombinatorik". 

Sa tz  1.2: Es gilt beziehentlich in den vier Fallen 

=nP,(

n )
Nov

	(
 fl +P_ l) (n +P_ 1	(n+P_3)

p	p	 p	)• p-2 

Nq1' = (P) p-q 
(n - q' (ii + s - 1), n + 2 —2 In + - 3\ 

(n +q 3). p — q, \ p — q	n+ 2q-2l p — q ) 
 

Für E = AT* bzw. = TIT* gilt die Formel 

jEe (r) N'4 , = N T .	 (1.4) 
q = O	q 

Den Beweis von (1.4) führt man am besten für die beiden Fälle gesondert durch 
vollständige Induktion uber r. Für AT* findet sich die Formel (1.4) bereits in [81; 
neu ist ihre tYbertragung auf 17T* I 

In der Algebra der symmetrischen Differentialformen mogen . bzw. j die äui3ere 
bzw. innere Multiplikation bezeichnen und el bzw. i die durch 

iu :=	dx" ... dx"v (p	1), i,u0 := 0	( p = 0)

definierte äuBere bzw. innere Indexoperation sowie 
gP := g . g ..... g (p-ma!). 

Satz 1.3: Die natürliche Pro jektion JJPT* > I1PT*/g ist gleich 
(p121 

	

' aq Gq	 (1.5) 
q=O 

mit Koe//izienten aqv gemafi 

(_4)Q (n12 ± -	:= (\ (2	 (1.6) 
q	1	2qjq

und linearen Operatoren GqP gema/3 

GqP'Up := gQ . (gq,	un).	 (1.7)

Aquivalent zu(1.6) ist die Rekursions/ormel (in der sich N 1 auf I7T/g beziehe) 

(p - 2q) (n + p + 2q - l)a P + 4(q + 1)2 all = pN ,_1ar .	(1.8)

Es gilt des weiteren die Formel 

p2i , G, 7'e" = (p - 2q) (ii + p + 2q - 1) GQ' + 4q2G.	 (1.9) 
Den Beweis von (1.9) geben wir hier nicht an. Die ubrigen Behauptungen wur-

den in [18] bewiesen. 
Satz 1.4:Esgilt/urp^2und 1 k p— I 

= N0PP;::::':.	 (1.10)
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Beweis: Es genugt, (1.10) für k = p - 1 zu zeigen, d. h. 
NP —	0 pa l ... a,	 '1 11) fla...Pp - j.jp—i flu ••fl 

Die ailgemeine Formel (1.10) ergibt sich dann durch iterierte Anwendung von (1.11). 
Der Beweis von (1.11) verläuft nun unterschiedlich für die vier Fälle: 
® T: Trivial. 
AT* und 17T*: Aus der Entwicklungsforinel 

= 6P::::; + e'c;kP;:pk:;	 (1.12)

erhalten wir durch Verjungung 

p .	= [n + r(p - 1)] P::::: = 
In (1.12) und im folgenden kennzeichne das Symbol A eine Lücke in einer Index-
folge. Ein Index unter A ist sinngemaf3 in die Lucke einzusetzen. 
J1PT*/g: Indem wir der Einfachheit halber die Miechung - d. h. die natürliche 
Projektion ® T —> HT* - als rechtsseitigen Faktor in der nachiolgend angedeu-
teten Rechnung mit Operatoren unterdrucken, erhalten wir aus den Formeln (1.8) 
und (1.9)

IPI2 
p2iP (9)e = ' a,Pp2iG,Pe = ... = pN1P'P). 

q0 

Die Komponenten von iP(P e sind aber gerade die linke Seite von (1.11) I 

§ 2. Laplacians und ihre Hailamardkoeffizienten 

Die Ricciidentität für Tensorfelder schreiben wir ale 

(V Vp - VV)u =	 (2.1) 
P 

(Kapu)a,a.. .,, = X R'	 (p	1).	 (2.2) 
k=i 

Satz 2.1: Der kanonische Laplacian be8itzt die Darstellung 

sod - dO = zl + sZ
	

(2.3)€

mit einem linearen Operator Z gemaf3 

k 

P—i P 
—2'	' R''a,,	 (p ^ 2)	 (2.4) 

k=1 1=k+i 

Zu0 = 0 (p = 0),	(Zu),, =	(p = 1).

Beweis: Aus den Darstellungen 

(p + 1) (du),,,,1...,,9 = (p + 1)	=	.,, + 8  

=
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erhalten wir einerseits 

= /iU 1 ...a, +	I70 VkUl...;k...,p 

und setzen hier em
k—i 

( 7 I7 - Vak V )	=	 +  Rka," 
1=1 

P 
-+. Z .R.a j' U,. 

1=k+i 

Andererseits erhalten wir 

1	i'	 p	 p 
= —	' ek+17,k(ôU).,,•k..a = ' &k V	 ' 

P ki	 k=1	 k=i 
und daraus die Behauptung cad = LI +. do + Z 6 

Für AT* ist die Darstellung (2.3) wohlbekannt (Weitzenbock-Formel); neu ist hier 
die tYbertragung auf 17T* und die Moglichkeit einer einheitlichen Herleitung. 

Neben Einpunkt-GroBen (Skalare, Tensoren, Differentialformen, ...), weiche uber 
der ganzen Mannigfaltigkeit M erklärt sein sollen, sind auch Zweipunkt-GröBen von 
Interesse, weiche nur in einer Umgebung der Diagonale von M x M erklärt zu scm 
brauchen. Die Einschrankung aul die Diagonale wird als Koinzidenzwert der Zwei-
punkt-Grofie bezeichnet. Die Relation der Gleichheit der Koinzidenzwerte symboli.. 
sieren wir durch r. Wichtige Beispiele von Zweipunkt-Grol3en sind a = o(x, y), 
welches durch das Differentialgleichungsproblem 

g PV,aVi=2i, Vr!0, Vgg.,p (2.5) 

bestimmt wird, sowie die Hadamardkoeffizienten Uk = Uk(x, y). Letztere kann man 
als die regularen Losungen des rekursiven Differentialgleichungssystems 

CVa Uo + /4U0 = 0, JVUk + (/2 + k) Uk = L[Uk,..l] (k = 1, 2, ...), (2.6) 

nebst der Anfangsbedingung U0 I, definieren, weiche sich bezuglich des ersten 
Arguments x wie Schnitte von EP und bezuglich des zweiteri Arguments y wie 
Schnitte des dualen Bündels EP* verhalten. Abkurzend wurde 

a':=g"Vp1,	2/2:=Ac—n 

gesetzt und die Differentialoperatoren beziehen sich jeweils auf das erste Argument x. 
Der uns hier interessierende Koinzidenzwert des 2. Hadamardkoeffizienten ist 

sogar für allgemçinere Laplacians 

= zI + 2A-V.+ C 

bekannt: P. B. GiLKEY [4, 51 hat U2(x, x) mitte)s einer invariantentheoretischen 
Methode berechnet. Der Autor der vorliegenden Arbeit hat spater unabhängig davon 
das Resultat mittels der ,,Methode der Koinzidenzwerte" reproduziert [20, 17]. 
Einige Spezialfa.11e sind schon langer bekannt, siehe z. B. [6, 11, 2, 13]. 

Satz 2.2: Fur einen. Laplacian L = 4 + C gilt 

180U, (Rpp,R" — Ra R) I + 15KpK 

+90 C+ RI) + 304 (a+--RI).	 (2.7)
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§ 3. Qnadratische Krummungsinvarianten 

Wir betracbten skalare Invarianten der Metrik g der Gestalt 

F = F[g] = a2Rp,,,R P ' + a1RRaP + a0R2 

a2 IRieml 2 + a1 jRicj 2 + a0R8	 (3.1)
mit a2 , a1 , a0 = const. 

Satz 3.1: Die Invarian2e F ist gleich 

IWeylI2+ b1 
IS 2 +	

b0	
B2 für n 4, 2	2n(n-1) 

bi ISI 2 +jR2 fur n=3,	LO R2 für n=2,	 (3.2)

mit den Koef/izienten 

b2 := 4a2 ,	b1 := 4a2 + (n —2) a1, 
:=4a2 + 2(n - 1) (a 1 + na0).	

(3.3)

Definitheitseigenschaften von F lassen sich gunstiger in der Darstellung (3.2) als 
in der Darstellung (3.1) studieren. 

Satz 3.2: 1st die Metrik g de/init und ist eine der Bedingungen 

n 4 und sgnb2 = sgnb1'= sgnb0 r=Ø, 
n=3 und sgnb1=sgnb04rO, 
n=2 und b0+0 

er/üllt, so ist F eine definite quadratische Form im Krümmungstensor. Genauer hat man: 

F positiv definit	Min bk > 0, 
F negativ de/init Max bk <0. 

Wir haben gesetzt sgn = signum = Vorzeichen. Zur Bestimmung des minimalen 
und des maximalen bk sind die Formein nützlich 

b1 —b2 = (n-2)a1 ,	b0 —b2 =2(n— 1)(a1+na0), 
bo—bj=na1+2(n-1)a0. ) 

Aquivalent zu Satz 3.2 sind gewisse Abschatzungen für F bzw. seine Bestandteile. 
Solche Abschatzungen wurden frUhzeitig von P. GUNTHER [6, 7] angewendet. 

Bei lorentzschen Metriken g kann man Definitheitsschlusse anwenden, wenn JS2 
und I WeylI 2 definit oder wenigstens semidefinit in den nichtverschwindenden Kom-
ponenten von S bzw. Weyl sind. Wir betrachten im folgenden dafür hinreichende 
Bedingungen. Es sei n 4, die Signatur sei (+ - •. —) und die Indexkonvention 
abweichend vom bisherigen 

i,j,k,l, ... = 1,2,...,n— 1; 

I,J,K,L,...=2,...,n-1.
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Satz 3.3: Ge8taUet die Metrik einen hyperfidehenorthogonaten (abgekurzt: h/o.) 

	

Killingvektor, d. h. ein Vektorfeld v =	mit 

= 0,	V,vp = 0,	 (3.5) 
so gilt

v1 S 1pvP = 0,	 = 0;	 (3.6) 
1 v I 2 > 0	I812,	IWeY1P positiv de/init;	 (3.7) 

= 0	IS12,	IWeylI2 positiv semidefinit.	 (3.8) 
Beweis: Aus (3.5) folgen Jokale Darstellungen 

va = e22 ap,	Vv = 22vp 1 ,	V414 I'14v = 22,vp1 
mit

A:= i',2,	A := eV,, L7pe a = A142, + 
Tm Falle 1 v 1 2 > 0 kann man nach einem Argument von A. TRAUTMAN [19] e22 = 1v12 wählen und erhält dann: 

0 = 2VV 4 V,Vp = vV14 M2 =' v114 = 0. 
Im Falle v2 = 0 erhält man einfacher: 

0 = 17 1 v 1 2 = 2vV14v = —vfl2pv,, =	= 0. 
In beiden Fallen erhält man weiter 

= ).pA'v14 ,	0 = £I',p, = VpV14v,4 + R,,v' 
und daraus

= 2v1aA,	RvP = V, 42 

Die Behauptung (3.6) ergibt sich hieraus durch Einsetzen der Definitionsformein 
von 8 und Weyl. 

Tm Falle 1v1 2 > 0 normieren wir v und wahien Koordinaten so, daB in einern be-
stimmten festen Punkt gilt 

v=a0 ,	g=(dxO)2_dxldzt. 

Die Bedingungen (3.6) bedeuten dann in dem festen Punkt 

Soi = 0,	Go = 
woraus sich ergibt 

1S1 2 = S020 +	Weyll2 = 4C01010010; + Cjjk,CIjk,. 

Offenbar sind hier 1812, I Wey1I 2 positiv definit. 
Tm Falle 1 v 1 2 = 0 wählen wir Koordinaten so, daB in einem bestimmten festen 

Punkt gilt 

v=a0 ,	g=2dxOdxl_dIdI 

Die Bedingungen (3.6) bedeuten dann in dem festen Punkt 

200 =0,	Sol 

color = 0, co	CO31, - C,0 , = 0 1 C,0., = 0, COJJK = 0,
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woraus sich ergibt 

151 2 = 2801 ,+ SijSij, 
I Weyl1 2 = 4C 101 + 8CoiijCoii j + CIJKLCIJKL. 

Offenbar sind bier 181 2, lWey1I 2 positiv semidefinit und es gilt in dem festen Punkt 

181 2 = 0 S = S11 (dx') 2 + 2S, 1 dx' dx', 

IWeylI' = 0 Weyl = 8C0111 dx° A dx' dx2 A dx' 

• 4Ciij dxl A dx' dx' A dx" 

+4ClIJKdx'Adx'dx"Adx' 

Die zuletzt im Beweis behandelten Bedingungen an 8, Weyl kann man auch 
koordinateninvariant formulieren: Aus (3.6), 1 v 1 2 = 0, 181 2 = 0 und I Wey1 2 = 0 
folgt:

= 0,	SapV = 0;	 (3.9) 
= 0,	v 1 ,C 1 ,,v' = 0,	V(AC,p][,,VQ) = 0;	 (3.10) 

V(lC,]p,4,V' = 0.	 (3.11) 

Bei n = 4 werden hierdurch wohlbekannte Typen von Tensoren charakterisiert: (3.9) 
charakterisiert einen Tensor S vom Plebanskityp [4N] 3 ; ( 3.10) charakterisiert einen 
Tensor Weyl vom Beltyp 3a; (3.11) charakterisiert einen Tensor Weyt vom Petrov-
typ III (siehe dazu etwa 110, 1, 12]). Mathematisch gesehen handelt es sich urn eine 
(nicht extreme) Ausartung der Tensoren; physikalisch gesehen handelt es sich urn 
(nicht extreme) Strahlungsbedingungen. 

Tm Beweis von Satz 3.3 können 8, Weyt sinngemaB durch Bic, Riem ersetzt 
werden: Gestattet die Metrik einen hfo. Killingvektor v, so gilt 

v[,Rvfl = 0,	v[aR],,v' = 0;. .	.	(3.12) 

1 v 1 2 > 0 =	IRicI 2 , IRieml 2 positiv definit; (3.13) 

1 v 1 2 = 0 JRicI2, lRiemI 2 positiv semidefinit. .	(3.14)

Aus (3.12), 1 v 1 2 = 0, jRicj 2 = 0 und lRiemI 2 = 0 fo]gt dann: 

V[ Ra][ pV,] = 0,	Rva = 0;	 (3.15) 
= 0,	vj R,p] ,v' = 0,	v[aR ][,,v 1 = 0;	 (3.16) 

= 0.	 (3.17) 

Nachdem wir die Krummungsgrol3en bei Existenz eines hfo. Killingvektors und 
bei etwaigen Zusatzbedingungen untersucht haben, bestimmen wir NormaLformen 
für die lorentzsche Metrik g selbst. Die der ailgemeinen Relativitätstheorie ent-
stammende Definition: 

g statisch	g gestattet zeitartigem h/o. Killingve/aor, 

wurde in [16, 171 ergänzt durch die neue Begriffsbildung: 
g retardiert	g gestattet lichtartigem h/o. Kiflingvektor. 

Satz 3.4: Ems statische Metrik l43t sich durch geeignete Koordinatenwahi au/ die 
Form bringen 

g = g00(xk) (dx°)2 + g11(xk) dx dxi .	 .	 .•	( 3.18) 
Ems statische Metrik mit IRiem!' = 0 ist flach. 
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Eine retardierte Metrik lã,Bt sich durch geeignete Koordinatenwahi au/ die Form bringen 

g = 2g0,(xk) dx° dx' + g. 1(xk) dxi dxi .	 (3.19) 

Ems re,tardierte Metrik mit jRiemj 2 = 0 jet eine pp-Wellen-Metrik (:= plane-fronted 
wave, metric with parallel rays) vom Kundtschen Typ, d. h. la/3t  sich durch geeignete 
Koordinatenwahi auf die Form bringen 

g =,2dx° dx' + g11(dx')' + 2g,j dx' dx' - dx' dx'	 (3.20) 
mit

a091 , = a091, = 0. 

Eine retardierte Metrik mit 

= 0	 (3.21) 

jet sine pp-Wellen-Metrik vom Robin.sonechem Typ, d. h. la/Jt  sich durch geeigne.te 
Koordina.tenwahl au/ die Form bringen 

g = 2dx° dx' + g11(x', xK) (dx')' - dx' dx'.	-	 (3.22) 

Das Vektor/eld v = v	=	ist bei (3.18),' (3.19) ein h/o. Killingvektor und bei (3.20),
(3.22) sogar ein kovariant konstanter Vektor. 

Der Beweis kann leicht mit den in [15, 161 dargelegten Methoden erbracht werden. 
Die obige zu (3.12) bis (3.17) gehorige Diskussion ist dabei von Nutzen I 

Neben den Spezialisierungen in den beiden vorstehenden Sätzen betrachten wir 
jetzt noch eine andere Art der Spezialiierung: Die Metrik g oder genauer die riemann-
sche Mannigfaltigkeit (M, g) heil3t (n',m")-zerlegbar, falls sich M durch Koordinaten-
systeme Uberdecken IäBt, in denen lokal gilt 

g = 9' + 9" = g0b(xc) dx8 dxP + g11(x") dx dxi ,	 (3.23) 

mit den Teildimensionen 

= dim g' 1, n" = dim g" 1, n' + n" = n	 (3.24)

und der Indexkonvention 

a, b, c, ... = 1, 2, ..., n';	i, j, k, ... = n' + 1, n' + 2, ..., n. 

Es erweist sich ale zweckmal3ig, die Schreibweise (3.23), (3.24) formal auch auf die 
Fälle ,,uneigentlicher Zerlegbarkeit"	- 

g'=O, g" g, n'=0, n"=n; 

= g,	= 0, n' = n, fl" = 0 

auszudehnen. 
Satz 3.5: Eine Invariante F = F[g] der Gestalt (3.1) geniigt einer ,,Additions-

formel"
g = g' + g" = F[g] = F[g'] + F[g"] +2aoR'R".	 (3.25)

.1st hier 9" /Iach, so gilt 

F[g] = F[g] = a, IBiem'' + a 1 Ric'I' + a0R",	 ,	(3.26) 

6 Analysts Bd. 1, Belt 2 (1082)



82	R. SCxIMMrNG 

wobei die Gr6/3en 

Riem' = R bd de A dsP dxc A dx'1,
(3.27) 

Ric' =1?Qb dxdsP,	R'=R 

tnd die Operation . . . 1 2 8owoh2 bezi2glich g' ale auch bezuglich g gedeutet werden können. 
Jet itherdie.s g' definit und 

b2 '	4(12,	b1' := 4a2 -f- (n' - 2) a1, 
bo':= 4a2 + 2(n' - 1) (a1 + n'a0) 

ge6etzt, 80 /olgt aus jeder der Bedingungen 

n' 4 und sgn b2' = sgn b 1' = sgn b0 ' =1= 0, 
= 3 und sgn b 1 ' = sgn b0' + 0, 

n'=2 und b01=l=O 

die De/initheit von F im Krümmung8tensor. 

§ 4. Berechnung von Spuren 

Motiviert durch die Formeln (2.2) und (2.4) betra.chten wir lineare Operatoren von 
besonderer Gestalt. 

Definition: Es sei A(q) ein gem6f3 

\ - A''" ui8	 14 1 -  
auf kovariante q-Tensorfelder u wirkender linearer Operator. Der gemaf3 

(Aq1'u)c,,a. ... a j, = 22	 (4.2) 
( P

q 
)	 p, 

auf kovariante p-Tensorfelder u (p q) wirkende lineare Operator AqP hei8e 
p-Erweiterung von	In (4.2) erfolge die Summation über alle	Stuck q-stel-
ligen Teilfolgen (1c1 , k2, ..., k) der Folge (1, 2, ..., p).	 (P) 

Für q = 1 bzw. q = 2 spezialisiert sich (4.2) zu 
P 

.	 '

	

(p	1),	 (4.3) 
k=i 

p—i p 
(A2'U),a,...a, = ' 22	 (p	2).	 (4.4) 

k=i 1=k-fl 

Der Autor hat in [14] folgendes bewiesen: 

Sat z 4. 1: Andern sich die Komponenten A von A Q) bei gteiéhzeitiger Ver-
kzuschung von k ?nit , und von ak mit a (1 k, 1 q) nicht, so jet die p-Erweiterung 
Aq1' von A () mit der Alternierung bzw. Mischung (d. h. mit der natürlichen Pro jektion 
auf APT* bzw. J7PT*) vertauschbar. 

Nunmehr lassen sich die Formeln (2.2), (2.4) nachtraglich rechtfertigen: 

Satz 4.2: Die Anwendung der operatorwertigen 2-Form K de A dsP gemd (2.2) 
ist mit der na-türtichen Projektion auf APT* bzw. au/ 17PT* bzw. au/ IIPT*/g vertauech-
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bar. Die Anwendung des Operators Z gena/J (2.4) i8t mit der naürlichen Projek.tion 
au/ APT* bzw. au/ flPT* vertauschbar. 

Beweis: Sinngema!3 ist K vom Typ A IP und deshaib mit der Alternierung bzw. 
Mischung vertauschbar. 1st u eine spurfreie symmetrische Form, so ist Kapu auf 
Grund von Ra = 0 wieder spurfrei. In der Zerlegung gemaB (2.4) 

Z = Z1 + Z2P mit Komponenten Z = R, Z; = —2R'.	(4.5) 

von Operatoren Z(t),	sind auf Grund von Z; = Z; beide Summanden Z1P, Z2P

mit der Alternierung bzw. Mischung vertauschbar. 
Ms Spur eines Operators A(P) bezuglich g und E hat' man 

Tr A(P) := P?A"
	

(4.6)
zu definieren. Speziell gilt 

Tr I = Tr p(9) =	= N0 .	 (4.7) 

Die Definition (4.6) IäBt sich etwa so motivieren: Die Fasern von E (aufgefat als 
Unterbundel von ® PT*) werden jeweils von den Elementen 

P:::: dx 0 ... 0 dxv' 

aufgespannt und die Fasern des zugehorigen dualen Bundels EP* (aufgefat3t als 
Unterbundel von (D PT) jeweils von den 

a,a,. ep,p,... , :=	, ®	® ,. 
Es gelten die ,,Dualitätsrelation" 

= 
und (4.6) in einer der gewohnten Spurdefinition nachgebildeten Form 

Tr A(P) = E (ea,a,...a9, A(P)eaias,). 

Wir berechnen die Spur von p-Erweiterungen bzw. gewisser Produkte von p-Erwei-
terungen. 

Satz 4.3: Es gilt in den vereinbarten Bezeichnungen 

TrA qP = Ng1' TrA(Q), 

Tr (A 1 PB1 ) = NiPABa fl + 2N2PP;';:A P1BP5 as as 
Uner der Vorausseizung A :; = A, B:; = B;: gilt weiter 

Tr (A 2PB1 ) = 2N2PP''Aa$ 'P BP' + 3N
14 3 P s P,P. alas a,, 

Tr (A 2 PB2P) = N2	a,,,B'f' + 6N PP "'Aisfi. B'' 3	fln,fis alas ,sa, 
± 6N4PPa1asa.A8P,BP,P. 

flifls5,fl, alas aaae 
Beweis: Die Verjungung /9 = , 2 = a2l ••, fi = a.,, von 

pP.............. 
(P)	

a,ak,...akq al5.ak,..akq.aP 
1,	s	P q

(4.8) 

(4.9) 

(4.10) 

(4.11) 

6
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ergibt unter Beachtung von (1.10) 

L+ A' Ui ... Pq 2_P	N P Ti A (q). NQ 

Die Komponenten von A 1 B1 u sind gleich 

,' A 1	 ' (	 B,/L,,.	± L+ BUai...o 
I	\k<l	 k>I 

Daraus erhalten wir 

A 1PB1P = p-Erweiterung von A')B<' 

+ p-Erweiterung von (A ( ') ® B° + B t ® A) 
und daraus (4.9) unter Beachtung von (4.8). Die Formeln (4.10), (4.11) können eben-
falls durch direkte Ausrechnung der Komponenten bewiesen werden. Pa aber die 
Ausdrucke sehr unifangreich werden, unterdriicken wir these Rechnungen I 

Im folgenden spielt die Grölle

P	
€ (1	

. P := (NIP + €N2)/N0 = +	p2) 
M	 (4.12) 

cine gewisse Rolle. Für F = AT* bzw. = I1T* erhalten wir aus (1.4) mit r = 1 
Jf1P = N2P+'1N0P	 (4.13) 

und ergnzen dies durch die Definition einer weiteren Gr6I3e 

M2 := N 2/NOP .	 (4.14) 
Sat z 4.4: Es gilt die Spurformel 

Tr K,,KaP = —N0P . M1P IRiemI 2 . .	 ( 4.15) 
Für E = AT* bzw. = TIT* gelten weiter die Spur/ormeln 

Tr Z = N2 . 

Tr Z2 = N2 1 . JRzc 2 + N4 2. [(2 + €) IRemJ 2 + 4€ Rzc 2 + R2]. 
(4.16) 

Beweis: Man wendet Satz 4.3 sinnemäB auf Ka flK P und auf die Bestandteile von 

Z = Z1P + Z2P,	Z2 = (Z1P)2 + Z1PZ2P + Z2PZ1 P + AP )2

an. Satz 1.1 erweist sich in der Version 

2PA' 
=	 für A .p = 

5A + yA für A,p + A(,p) 

as nützlich. Für F = AT* bzw. = 17T* werden die Komponenten von p(3) mittels 
der Entwicklungsformel (1.12) auf die von p(2) zuruckgefuhrt und die Komponenten 
von p(4) werden analog auf die von p(3) zurückgefiihrt. Die Formel (1.4) kommt mit 
r = 1 und mit r = 2 zur Anwendung I 

Die bisherigen Vorbereitungen zielen vor allem darauf, die Spur des Koinzidenz-
wertes des 2. Hadamardkoeffizienten zu berechnen.
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Satz 4.5: Die Orofle 180 Tr U 2 1NOP i8t beziehenthch gleich dem Produkt des Zeilen-
veletors 

(1 - 15M 1 , — 1, -i-, 6) far rl,
(4.17) 

(1 - 'siu, —i,	
(1 1 4)2 - 

(?t 	)) 
für J - _______ RI, 

(90(2

6
(1, M 1 , M21').	 15	90	30 30 	

für 1 + eZ	(4.18)

 + e) 360s 90 0 

mit dem SpaltenvektorRiemI2 
(IRic2 
1R2 
\AR 

	

Zum Beweis ist C = 0, -	RI, eZ in 4(n - 1) 

180U2 (IRiemIz - Ric 2 + R2 + 64R) .i 

+ 15Ka K ± 90C2 + 30RC + 304C 

einzusetzen und die Spur unter Benutzung von (4.7), (4.15), (4.16) zu berechnen. 
Für den Fail E = AT*, L = A - Z = —(do + od) reproduziert unser Ergebnis 
(4.18) Formeln aus der Literatur [8, 131 U 

Wir untersuchen die GroBe M I P etwas genauer: 

Satz4.6: In der Reihenjolge 
E = AT*, ® T, HT*, 17T*/g	 (4.19)

gilt beziehentlich 
M1 = p(n - p) p p(n + p) p(n + p 2)	 (4.20) 

	

n(n - 1) n n(n + 1)	n(n - 1) 

Eine Ungleichung bzw. Oleichung (man lese jeweile ems der Zeichen>,  

A . M1 B	 (4.21)€

i,st beiiehentlich aquivaieni zn einer Ungleichung bzw. Gleichung 
2 

A(p_.) AT_Bn	 ür (n_l)	 /AT*, 

für' 
In' 2	n2	 (4.22) 

A p +	A 7 + Bn(n + 1)	 Air IJT*, 

A ( + j- - )	(j. - i) + Bn(n - 1) 1& 17T*/g.
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Die Grope M1P = M1 P(n, E) hangt monoton 
 —/allendvonnab, 

- 8tezgend von p ab, 
- steigend von E bezuglid& der Rei erijoge (4.19) áb. 

Dabei sei für 17 = AT* noch p:5 vereinbart. 

Kraft der Dualität bei alternierenden Differentialformen (M sei orientierbar!) 
bedeutet die ietztgenannte Vereinbarung keine Einschrankung der Ailgemeinheit. 

Das folgende Ergebms wird für § 6 bereitgestellt: 
n 

Satz 4.7: Für n 3, EP =r 17° und == A2T* gilt: 

= 0= R,R = 0.	 (4.23) 

Beweis: Die Komponenten von KK"fi sind gleich 

+ 2 '	P::.::;'	 (4.24) 
k	 A	 k<I 

mit den Abkurzungen

L.#:= DIP 

Aus (4.15) folgt: 

TrKK"P = 0=> 4" = 0. 

Unter Beachtung dessen wird die (p - 1)-fache Verjunguiig I2 = a21 ..., = 
von (4.24) ausgerechnet: Sie ist gleich LP. ., multipliziert beziehentlich mit 

NiP+2 Th+ 1 NP+2 n+4 N für rIT*/g, 
n+2 

jTP + 3,-N2 + 2e2N3P soust. 

Dieser Faktor ist offenbar positiv auf3er eventuell für AT*, 2 :s'- p 5 n - 1. Im 
-	Jetzteren Falle ist der Faktor 

n-2p(p-2)
n 3 

P_i	 + 0 für 

§ 5. Ergebnisse zur spektralen Geometrie 

In diesem Abschnitt setzen wir durchweg die Mannigfaltigkeit M als geschlossen und 
die Metrik g als definit voraus. Bei Integration von Tr U2 über M verschwindet 
jeweils der Term mit AR, und wir erhalten aus Satz 4.5 die Darstellung 

180U2(M)/.N0 P = a2 IIRiem II 2 + a1 IIRic II 2 + a0 [BIt2 ,	 (5.1)
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wobei der hierdurch erkkirte Zeilenvektor (a 2 , a1 , a0) beziehentlich gleich jet 

(1 - 15M17', —1,	 für LI, 2) 
(	5 1n 4)2)	

für - n - 2 
RI, 

n 
1— 15M1 , —1,—f —1	 4(n— 1) 8 \ 

lo	90	30e 
(90(2 + e) 360e 90 

(1, M1P, -2") 

•	 ) 

für A + eZ. 

Die sinngemaB angewandte Transformation aus Satz 3.1 liefert für die nichtkanoni-
schen Laplacians (für denkanonischen Laplacian soil diese Transformation in einer 
späteren Arbeit abgehandelt werden): 

/b2\ / 4 0	0	\ fa2\ /	4 - 60M1P\ 
n-2	0	j(aj)=(6_n_ 60M1 P )	(53) 

\b0/ \4 2(n —1) 2(n— 1)n/ \a0/ \ b0°— 60M1P/ 

mit der Abkürzung 

1

50 _ 7n+6	 für zI 
n - 

4(n 
_ 1) (5Th - 18n + 4) für 'd-	RI. 

(Offenbar ist b0° der Wert von b0 für p = 0.) Aus den Formeln (5.3), (5.4) ergeben 
sich die folgenden Monotonieeigenschaften: 

Sat z 5.1: Für die nichtkanonischen Lapkzcian8 hangen die GrOfien b 2 , b 1 , b0 monoton 
- fallend von p ab, 
- fallend von E bezuglich der Reihen/olge (4.19) ab, 

- fallend von L bezuglich der Reihen/olge 4, LI - 4(	1)
RI ab. 

Die Grö/Jen b2 , b0 hdngen monoton steigend von n ab. Dabei sei jeweils für E = AT* 

noch p 	vereinbart. 

Beweis: Die Abhi.ngigkeit von p und von E wird nur durch MIP verrnittelt, und 
b2 , b1 , b0 verhalten sich wie (—M19 ). Da b2 , b 1 für die beiden Laplacians ubereinstim-
men, sind die Ausdrucke b0 zu vergleichen. Für n 2 gilt aber 

4(n - 1) (5n2 - 7n + 6) ^ (n —6) (5n2 - 18n + 4). 

Die Monotonie von b2 , b 1 in n folgt daraus, daB für n ^—> 2 die Ausdrücke 

— 
(—(—M,;'), 5n2 - 7n + 6, 5n2 - 18n + 4, n 6

n — i 
monoton steigend sind I

87 

(5.2) 
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Nachdem unsere Vorbereitungen soweit gediehen sind, kommen wir zu zentralen 
Ergebnissen: 

Theorem 5.1: Es sei sine der folgenden Bedingungen an E, n, p er/ull.t: 
(1) n=2; 

(2) 2:!E^n:5:5 und p=O; 
(3) GOp > n(5n2 - 7n + 6) für ® T*, 

60(73+ 
fl)2 n(5m3 — 2n2 + 14n± 6) /ür 17 T* 

60 ( ± - i) > 5n4 - 12n3 +28n2 - 66n ± 60 /fir HT*/g; 

(4) 12pa^n3 für &jT*; 

I"12 p n2 für [ITS bzw. 17T5/g. 

Wenn dann der reine Laplacian A isospektrai zum Laplacian einer flachen Mannig-
/aUigkeit ist, so ist (M, g) flash. 

Beweis: Aus (3.4) und (5.2) erhalten wir 

b2 —b 1 =n-2, bo—b2=(n-1)(5n-2)=b1^5b2<b0. 
Wir schlieBen: 
(1) = b = 12 - 60M 1 + 0 aus Teilbarkeitsgründen; 
(2) = b 1 = 6—n>0; 
(3) = b <0 unter Benutzung von Satz 4.6. 
Die Abschatzung (4) ist grober als die Abschatzung (3): Die Differenzen ,,grobe Ab-
schatzung (4) - feine Abschatzung (3)" 

7ii-6	 für ®T5, 
an2 + n -6	 für 17T5, 
(a + 10) n2 - (2a + 9) n + 6 für 11T5/g 

mit a := 2 + 101/sind für n 2 positiv, so daB (4) = (3). Aus jeder der Bedin-
gungen (1) his (4) folgt also die Definitheit des Ausdrucks (5.1) und damit U2(M) = 0 
=Riem=0I 

Die ,,feinen Abschtzungen" (3) kann man leicht auf konkrete Werte von n und p 
spezialisieren. Beispielsweise wird (3) erfüllt, wenn p groBer oder gleich der aus der 
Tabelle 

n=+ 
+

3 4 5 6 

2 4 915 

17T5 2 3 5 8 

[1T5/g 2 3 5 7

entnornmene Schranke ist. 
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Theorem 5.2: E8 sei eine der folgenden Bedingungen erfuW: 

(1) n.=2oder=3; 

(2) 2:!gn:E^6 und p^l; 

(3) n;^!7 und 

240(n— 1)p>n(n-6)(5n 2 — 18n+4)=:9(n) /ür QT*, 

240(n - 1)(p +	60n2(n - 1) + (n + 1) 'p(n) für 17T*, 
2) 

240(P + - i) > 60(n - 2)2 + ç(n)	 /urHT*/g; 

(4) 48pa>n3 /fir ØT*, 

1/48 p L> n 2 für HT* bzw. fIT*/g.

Wenn dann der Laplacian mit verschwindender CoUoninvarianLe - 4(	
2 RI

iso8pektrat zum Laplacian einer /lachen Mannigfaitigkeit ist, so ist (M, g) flach. 

Beweis: Aus (3.4) und (5.2) erhalten wir 

b 2 —b 1 =n-2, 4(n-1)(b0 —b2)=5n(n-4) 2 -8(n— 1)2, 

4(n - 1) (b0 - b1 ) = n(n - 6) (5n - 14). 

Es folgt

b0 :!E^b 1 <b0 für 3^n.:E^:6 und b 1 <b2 <b0 für n.	7.

Wir schlieBen 
n=2 = bo4rOwiebeizl; 
n=3 und p=O=8b0=15>O; 

2:5:n 6 und p=l=nb2=4n-6O<O; 
2^n6 und p 1 = b2 <0 wegen Monotonie in p nach Satz 5.1; 

(3)	b <0 iinter Benutzung von Satz 4.6. 

Die Abschatzung (4) ist grober als die Abschatzung (3): Die Differenzen ,,grobe Ab- 
schätzung (4) - feine Abschätzung (3)" 

432 - 112n + 24	 für ®T*, 

(2a —5)n3 —(2a+ 8)n2 -44n+ 12 für 11T*, 

0012 - (2a + 4) n + 6	für 17T*/g 

mit a := 12 + 5 1/3 sind für n >— 3 positiv so daB (4) 4. (3). Wie beim Beweis von 
Theorem 5.1 ergibt sich Riem = 0 I 

Zu den beiden Theoremen sind noch einige Bemerkungen angebracht: 
1. Der ,,allgemeiñe Fall" bei den Beweisen ist Max bk = b0 <0. Ausnahmen davon 

liegen für spezielle (kicine) Werte von n bzw. von p vor. Tm ,,allgemeinen Fall"
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gilt nach Satz 5.1 das folgende Prinzip. Aussagen von der Art: 
L iso8pektra2 zum Lapiacian eines flachen (M, ) => ( M, g) flach 

sind urn so leichter zu erhalten, je 
- kleiner a ist, 
- groBer p ist, 
- weiter rechts E aus der Folge (4.19) gewahit wird. 

Sie sind ferner für A - a - 2 RI leichter als für zi zu erhalten. 4(n -- ,) 
2. Die Punkte (1), (2) sind jeweils SO gemeint, daB E = AT* mit erfaBt ist; bei (3), 

(4) ist dagegen AT* jeweils nicht mit erfaBt. Der Grund dafur ist: Für E" = APT, 
p 1, folgt aus n 3, L = LI bzw. aus a > 7, L = 4 -

	 RI: 4(n — 1)  
b 1 < 0 < b0 => U2(M) indefinit. 

3. Auf die ,,groben Abschatzungen" (4) kommt man auf naheiegende Weise, wenn 
man nämlich X, P bzw. b0 formal durch ihre asymptotischen Ausdrucke bei n -> 00 

und Z -> oo ersetzt: a
(P)2	für 17T* and 

b0 ön2 -60M 1 P	/ür4, 

n2 - 60M 7' für LI- n - 2 RI.  4(n - 1) 

(Beachte: Fur (DT* gilt M 1 = -a und für AT* hat —>oo keinen Sinn.) Nach-

traglich erweisen sich dann die so gewonnenen Abschatzungen sogar als für alle 
n 2 brauchbar. Die Tabelle in der Einleitung ist nur eine modifizierte Form der 
Abschatzungen (4). 

4. Für a = 6, p = 0 ergibt sich eine Nullstelle von b 1 bzw. von b 1 , b0 gleichzeitig: 

II WeylI 2 + 12 
T 

JJRJJ2	für L = LI, 
180U2(M) =

IIWeyl II 2	 für L = 4 - - RI. 

(Der aligemeinen 'Frage nach Nullstellen der bk soil in einer späteren Arbeit nach-
gegangen werden.) 

Aus der letzten Bemerkung ergeben sich zwanglos die beiden folgenden Sätze: 
Satz 5.2: Wenn 4 für a = 6, P = 0 ieospektral zum Laplacian seThigen Typs 

einer /con/ormflachen Mannigfaltigkeit mit verschwindender Skatarkriimmung ist, so 
hat auch (M, g) these Eigen.schaften. 

Satz 5.3: Wean LI - -- RI für n = 6, P = 0 isospelaral zum Laplacian selbigen 
Type einer konform-/lachen Mannig/altigkeit ist, so ist auch (M, g) konform-/1ach. 

Auch in der spektralen Geometrie des kanonischcn Laplaciann 4 + eZ führt 
die Suche nach Werten n, p mit definitem U2 (M) zu Ergebnissen. Wir schiagen hier 
jedoch einen anderen Weg em: Nicht die Definitheit einer gewissen quadratischen 
Form, sondern die Regularitat einer gewissen Matrix wird ausgenutzt.
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Theorem 5.3: Wenn der kanonieche Laplacian thd - do = 4 + eZ für ein n 4 
und /fir drei paarwei8e verechiedene Stu/en p = Pi P2 P3 isospektral zum Laplacian 

einer flachen Mannig/auigkeit jet, so ist (M, g) flack. Dabei sei APT* nur /fir p 
betrachtet. 

B ewe is: Aus der Formel 

N24. M2P = -. N12. M 1 + NO2 . (M1P)2 

folgt für n 4 Rang (1, M1 ', M2 9 = Rang (i, M1 ', (M1P)2) 

mit dem Matrizen-Zeilenindex i = 1, 2, 3. Die Vandermondesche Matrix auf der 
rechten Seite ist bekanntlich genau dann regular, wenn M 1P, M1 ', M1Ppaarweise 
verschieden sind. Dann sind beide Matrizen-Faktoren in der Gleichung 

/ 

(90(2

(1, M1P', M2') 
	s 

 + e)

5' - 1	..- \ /IJRiemII2\ 

90	
306) . ^IIRI12 

jRicJ2 
)= 0 

360r 90 	/ 
regular, so daB man schlieBen kann: 

Spaltenvektor = 0 = I[Riem Il2 = 0 = Riern = 0 I 
Für AT* finden sich Aussagen ahnlichen Typs bei V. K. PATODI [13]. 

§ 6. Ergebnisse zum Huygensschen Prinzip 

In diesem Paragraphen setzen wir durchweg n = 6 und lorentzsche Signatur der 
Metrik g voraus. Im Gegensatz zur spektralen Geometrie sind jetzt Ausdrucke 
ITensorl 2 nicht automatisch definit, und die Terme mit 4R fallen nicht automatisch 
weg. Beiden Umständen muB durch zusätzliche Annahmen begegnet werden, die 
aber immer noch reichhaltige Kiassen von Metriken einschlieBen werden. 

Theorem 6.1: Es seien die /olgenden Bedingungen er/üllt: 
(1) g = g' + g", n'	dim g'	2, g" flack; 
(2) IS' 12 positiv de/init /fir n'	3, 

IWeyl l I a positiv de/init für n'	4; 
(3) 4'R' 0 oder M wird von einer n"-parametrigen Schar geachiossener n'-dimen-

.sionaler Unterinannig/altigkeiten M' mit g' ale induzierter Metrik iiberdeckt; 
(4) p jet groer cder gleich der aus der Tabelle 

E=	n'=+ 
+

2 3 4 5 6 

2 4 6 10 15 

HT* 2 3 5 6- 8 
HT*/g 2 3 4 6 7

eninommenen Schranke. 
Wenu dann der reine Laplacian 4 dent HP jenügt, so ist (M, g) /lach. 
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Bewei8: Aus dem HP folgt unter Benutzung von Satz 4.5 und Satz 3.5: 

a2 Riem'1 2 + a1 IRic'1 2 + a0R'2 + ãA'R' = 0 ..	 (6.1) 
mit

(a2 , a1 , a0 , a) = (i - 15M1P, —1, 
4., 

6). 

Die Transformation (3.28) ergibt 

= b2 <b0 = 5n'2 - 7n+ 6 - 60M1. 

Die Bedingung b0 <0 ist aquivalent zu 

lOp> 5m' 2 - 7n' + 6	 für ®T*, 

lO(p + 3) 2 > 45n'2 - 49n' + 132 für 17T*, 

2(p + 2) 2 > 5n'2 - 7n' + 14	für HT*/g, 

und dies ist - wie man leicht nachrechnet - wiederum aquivalent zu (4). Nimmt 
man noch die Bedingungen (2) und A'R' 0 hinzu, so wird die linke Seite von (6.1) 
negativ definit, und wir können schliel3en: 

R' = 0, 8' = 0 für n' 3, Weyl' = 0 für n' 4 

=Riem' =O='Riem=O. 

Nimmt man anstelle von A'R' 0 die Bedingung mit den Untermannigfalt.igkeiten 
M' hinzu, so integriere man (6.1) über die M' und behandle 

a2 IIRiern'I12 + a1 IlRic'11 2 + a0 IIR1 112 = 0	 (6.2) 

auf entsprechende Weise weiter I 

Theorem 6.2: Es 8eien 181 2 , I Weyl 2 positiv de/init. Wenn dann der Laplacian mit 

verschwindender Cottoninvariante A - -. RI für ein p ^ 1 dem HP genugt, so ist 
(M, g)flach. 

Beweis: Die in § 5 für definite Metriken ausgefuhrten Schlusse können sinngemaB 
auf

a2 IRiemI 2 + a1 IRicl 2 + aR2 = 0	 (6.3) 
mit

(a2, a1 , a0) = (i - 15M1 , —1, 
TO-) 

ubertragen werden, wobei jetzt n = 6, p 1 I 

Zu den beiden Theoremen sind noch einige Bemerkungen angebracht: 
1. Theorem 6.2 ist so gemeint, daB E = AT* mit erfaBt ist; bei Theorem 6.1 ist 

dagegen AT* nicht mit erfaBt. Die Aussage von Theorem 6.1 gilt aber sinngemal3 
auch noch, wenn man anstelle der Bedingung (4) einsetzt: 

E=AT*; n'=2; p=2,3,4. 

2. Die Definitheitsbedingungen in den Theoremen 6.1, 6.2 erscheinen zunächst 
recht ,,speziell". Wir können aber einfach zu handhabende Klassen von Metriken
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angeben, weiche these Bedingungen erfililen: 
Nach Satz 3.3 gilt: 

g statisch z	Weyl!2 positiv de/init; 
g' statisch und n'	3	I S112 positiv de/init; 
g' staiisch und n'	4 => I Weyl' 2 positiv de/init. 

Auf3erdern gilt naturlich: 

g' definit und n'	3 = IS'1 2 po8itiv definit; 
g' de/init und n '	4 = I Weyl' 2 positiv de/init. 

(Man bemerkt hier noch: g' de/init r g" lorentzsch, g' statisch = g" de/init.) 
3. Far p = 0 ergibt sich eine Nullstelle von b 1 bzw. von b 1 , b0 gleichzeitig: 

Wey1I 2 +-R2 +6L1R	far L=zl, 
180U2

IWeyII 2	 far L = 4 - RI. 

Aus der letzten Bemerkung ergeben sich zwanglos die beiden folgenden Sätze. 
Satz 6.1: Es8eilWeyll 2 positiv de/imit und(zlR 0 oderM geschlossen). Wen,n dann 

4 /fir p = 0 dern HP genügt, so ist (M, g) konforni-/lach und hat verschwindende 
Skalarkrümmung. 

Satz 6.2: Es sei IWeytI 2 positiv delimit. Wenn dann 4 - -- RI /fir p = 0 dem 
HP genugt, so ist (M, g) kon/ornz-/lach. 

Zu den in Bemerkung 2 angesprochenen statischen Metriken sind die retardierten 
Metriken verwandt (siehe § 3, insbesondere Satz 3.4). Far these kann man Aussagen 
von der Bauart 

L huygen.ssch z g ist pp-Wellen-Metrik speziellen Typs 

erhalten: 

Satz 6.3: Es sei g retardiert und 4R 0 oder M geschlossen und p sei groer oder 
gleich der aus der Tabelle

15 

17T*	8 

J7T*/g	7 

eninonzmenen Schranke. Wenn dann 4 dem HP genügt, so ist g eine pp Wellen-Metrik 
vom Robinson.schen Typ (3.22). 

Der Beweis verlauft bis zu der Stelle

IRiemI 2 = jRicj 2 = R2 = 0 
analog zu dem von Theorem 61 far den Fall n' = 6. Weiter wird mit den Sätzen 
4.7 und 3.4 geschlossen: 

0 = 12U2(x, x) =	= R,R2 = 0 4 Behauptung I
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Satz 6.4: Es Sei g retardiert und E == A 3T*. Wenn dann 4 -j- RI dem HP 
geniigt, so ist g eine pp-Wellen-Metrik vom Robinsonschen Typ (3.22). 

Per B e w e i s verläuft bis zu der Stelle 

RiemI 2 = Rid 2 = R2 = 0 

analog zu dem von Theorem 6.2. Weiter wird wie beim Beweis von Satz 6.3 ge-
schiossen U 

Satz 6.5: Es sei g retardiert und E P = AST*. Wenn dann 4 - - RI dem HP 
genugt, 80 ist g eine pp-Wellen-Metrik voin Kundtschen Typ (3.20). 

Beim Beweis kann nur Satz 3.4, nicht aber Satz 4.7 angewendet werden, da 

jetzt gerade der Ausnahmefall E = A2T* vorliegt I 

Die beim Beweis von Theorem 5.3 angewendeten Schlul3weisen können sinngemäB 
auf das Problem des HP ubertragen werden: 

Theorem 6.3: Es sei IRieml 2 de/init und (AR = 0 oderM geschlossen). Wenndann 
der kanonische Laplacian sod - dO 4 + eZ /ür drei paarweise verschiedene Stu/en 
P = Pi, P2 ' P3 dens HP genügt, so ist (M, g) /lach. Dabei sei APT* nur /ür p = 0, 1, 
2, 3 belrachiet. 

Die vorliegende Arbeit wurde von Herrn Prof. Dr. P. GUNTHER gefordert und ist 
aus dem von ibm geleiteten Seminar hervorgegangen. Der Autor möchte ihm hiermit 
semen Dank aussprechen. Herrn DipJ.-Math. W. Qur sei für einige Kontroll-
rechnungen gedankt und Herrn Dr. J. EXOHIIORN für nützliche Hinweise. 
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