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Asymptotisché Darstellungen der hypergeometrischen Funktionen
fiir groBe Werte eines Parameters

E. WAGNER

Die in bekannten Tabellenwerken (z. B. BaTeMaN/ErpELyr: Higher transcendental functions
1. New York 1953) angegebenen asymptotischen Entwicklungen der hypergeometrischen
Funktion F(a, b, ¢; z) fir |b| — oo bei festen Werten von a, ¢, z sind fehlerhaft. In der vor-
liegenden Arbeit werden asymptotische Darstellungen von F fiir a (komplex) — co bei be-
liebigen, festen Werten von b, ¢ (¢ =0, —1, —2,...) und z (z %+ 0, |Arg (1 — 2)| < =) her-
geleitet. Aus ihnen ergeben sich durch Vertauschung von a und b entsprechende asymptotische
Darstellungen von F fur [b] — co.

Haxogauumeca B o6wen3pecTHrX Tabmuuax (Hanp. BE#TMEH/IPRElNin: Buciune Tpancuen-
nenrnnie ¢yukunu I. Mockpa 1973) acHMOTOTHYECKHC PA3NIO#EHUA FHOEPreOMETPHYECKOI
dynruuu F(a, b, c; z) npu |b] — co 1 NOCTOAHHKIX 3HAYeHHAX @, ¢, z omuGounn. B Hacro-
Aueli paboTe BHBOMATCA ACHMATOTHYECKIE NpelcTaBienna yHkunn F(a, b, c; z) npH a (xom-
TJIEKCHO) — oo i1 J00BX TMOCTORHHHIX 3HAYEHIIAX b, ¢ (¢ +0, —1, —2,...) ¥ z (z == 0,
JArg (1 — z)| < n). 13 HuX nepectanHoBKoil @ 11 b TONYYAIOTCA COOTBETCTBYIOIINC ACHMIITO-
THYEeCKUe npejucrBadeHusa Gpyaxuun F npH |b) — co.

Asymptotic expansions of the hypergeometric function F(a, b, ¢; z) for |b] — co where a, ¢, 2
are fixed complex numbers given in well-known tables (e.g. BaTEman/Erpiryr: Higher
transcendental functions I. New York 1953) are incorrect. In the present paper asymptotic
representations of the hypergeometric function F for ¢ (complex) — co are derived where
b, ¢ (c+0,—1,—2,...) and z (2 % 0, [Arg (1 — 2)| < =) are fixed complex numbers. By
change of a and b appropriate asymptotic representations of F for |b| — co arc obtained.

Asymptotische Darstellungen der hypergeometrischen Funktionen F(a,b,c;2) fiir
|b] — oo bei festen Werten der iibrigen Parameter a, ¢ und der Variablen z sind in
{1} und [2] angegeben, aber man priift anhand geeigneter funktionaler Beziechungen
fir F leicht nach, daB diese Darstellungen unter den dort angegebenen Voraus-
setzungen nicht richtig sein konnen. DaB die in [2] skizzierte Herleitung dieser
asymptotischen Darstellungen nicht stichhaltig ist, liegt offenbar an einer un-
gerechtfertigten Vertauschung zweier Grenzprozesse.

In der vorliegenden Arbeit werden zunichst asymptotische Darstellungen von
F(a, b, c; z) fiir |a] — co bei festen Werten von b, ¢, z hergeleitet, aus denen sich
wegen der bekannten Beziehung Fl(a, b, c;z) = F(b, a, c; z) sofort asymptotische
Darstellungen fiir |6| — oo bei festen Werten von a, ¢, z ergeben.

Im folgenden verwenden wir die Bezeichnungen

a=a, +1ia, = |a| € mit « = Arga € (—an, 7} (1)
(entsprechend fiir b, ¢) und

z=z+ 1y = |z|€® mit o= Argz€ (—n,n) (2)
und setzen voraus, daB3

230 und |Arg(l —2)| <= ‘ (3)
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ist. Unter Potenzen komplexer Zahlen sind, falls nichts anderes vereinbart ist, ihre
Hauptwerte zu verstehen, so dafl insbesondere gilt

2% = exp {2, In |z| — a0 + [0 + a; In |2]]}. (4)

Satz 1: Unter den Voraussetzungen (3) gelien bei beliebigen, festen Werten 'b, c
(c =0, —1, —=2,...) und z fiir |a| — oo die asymplotischen Darstellungen
L=
I'(c —b)
eini(b—t)

+ ~T®) (1 —2)*7%7% (—az)*=¢ {1 + o(1)]. (8)

—-F(abc 2) =

) [1 + o(1)]

In den Fdllen
1. y>0 und e, =0,
2.Z<0 und a2<03
.y<0 und a, <0,
4. 0<z<1 und a, =0

ist im Exponenten das Pluszeichen und arg (—az) aus dem Intervall( 3; , %) zu
nehmen. In den restlichen Fdllen

5. y>0 und e,<0,

6. 2<0 und a, =0,

7.9y<0 und a, 20,

8.0<z2<l und a, <0

ist im Exponenten das Minuszeichen und arg (—az) aus dem Intervall (— i;— , %) zu
nehmen.

Beweis: Ausgehend von der bekannten Integraldarstellung

Fa, b, c; 2) -1(1 — g)e-b-1
o T® r(c — f A ¢ @>06>0 (6

fithren wir den Beweis unter den einschrinkenden Bedingungen
(2% > bl > 0 ’ ‘ 4 (7)

zuerst fiir y > 0 (d. h. 0 < w < @) und dann fiir 2 < 0 (w = #). AnschlieBend wicd
unter Verwendung bekannter Funktionalgleichungen fiir die hypergeometrischeri
Funktionen gezeigt, daB die Zusatzvoraussetzung (7) weggelassen und der Giiltig-
keitsbereich von (5) auf alle komplexen z, die (3) geniigen, ausgeweitet werden kann.
Zur Abkiirzung bezeichnen wir den Integranden in (6) mit f = f(a, b, ¢; 2, ¢).

1. Schritt: Beweis von (5) fir y > 0,7 a;, = 0 unter den Bedingungen (7):
Es sei ¢ ein Winkel, der den Bedingungen

lp| < a/4 (8) -
und

w—Arg(z— 1) << 0 fir a, =0 9
bzw. ’

O<op<ow fir a<0 (10)

geniigt, B eine Konstante mit

R > max (1/z], |z — 1]/)z]), (1
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sowie
) = —ie"[z, = Mz — 1) e¥¥/z, Jo= |a|~3M. (12)

Dann gilt fiir den in Abb. 1 dargestellten Integrationsweg nach dem Cauchyschen
Integralsatz :

S
[fat= X [fade. : (13)

Schnitt

Abb. 1

1.1. Asymptotische Darstellung des Integrals iiber €,
Wegen A

0= it =l =4z = o(1)
und
0 < || < laf |n]® = |a|""?/[2|* = o(1)
gilt gleichmaiBig fiir alle ¢ € €, und |a| — oo
(1 —_ t)c—b—l ~1
und .
(1 — t2)~% = exp {—a Log (1 — t2)} = exp {atz + O(at?)} ~ exp (atz).

Setzt man noch atz = —z, so erhilt man

- 7 \b-1 B ~
f/dtN[(—_m) € ’(—GZ) ldr. (14)
¢, 0

1%
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Aus (9) und (10) folgt
(Arg (——Laz) = Argt —a — Arg(—2)=¢ + 7 — w € (0,7),

s0 dafl man schreiben kann

—azn
f/dt ~ab(—z)® [ et tdr. (15)
¢, )

Bekanntlich strebt das Integral auf der rechten Seite fiir |a] — co wegen
—azn = |a|1/4 ei(a+¢) -
und der aus den Bedingungen (8), (9), (10) sich ergebenden Ungleichungen

Tigpsatos o<z

) 2 ) fir a, =0

bzw.

—1 =7 .
T < <2 fir a.
5 <2+(p=a+(p<<p=4 fir a, <O

gegen I'(b), so da8 man erhilt

fdt ~ I'(b)a-¥—=z)"" = I'(b) (—az)"® (—_237_z < arg (—az) < %) (16)

&,

1.2. Asymptotische Darstellung des Integrals iiber €

Es ist
-6

frdt=[(1 — ot eb (1 — 2z 4 2)%dr (17
Cs .

0

mit geradlinig verlaufendem Integrationswég von 0 bis —d. Wegen
0=zl < 18] = la|™®* |z — 1|/}z] = o(1)

crhilt man wie unter 1.1. gleichmiBig fiir alle =
—azt

— z) (o >o0)  (18)

(L — 7)p"1ze0-Y1 — 2z 4 27)7% ~ 76701 — 2)" % exp (

und daraus
azd

12

f/dtN(l—z)““f(la_zzu)c—b_le"“ (I;Z)du. (19)
¢ 0

Aus (9) und (10) folgt

Arg (l —

az
und unter Beriicksichtigung von

zu):Arg(l—z)—ec—w—}—Argu:Arg(l—z)—w—%—(pE(—n,O),

[_—", %+¢P] fir a, =0,

—az d
1 — =z

= ale'® = |a|1ei®t® 00 mit o+ @€

[_n-{-% %] fir a, <0,
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—7

) fir a, < O ist, ergibt sich wie

wobei%+¢<%fﬁra230und—?n+qz>
unter 1.1.

f/dt ~ I'(c — b) (1 — z)cb-0ad-czb=¢ (20)
G,

‘ bzw.

—3n =

j fdt ~ I'(c — by ei™b— (1 — z)¢=0-0 (—qz)b=¢ (arg (—az) € (T ) -5-)) (21)
€

1.3. Abschatzung des Integrals iiber €,
Fiir ¢t € G, ist,
#-1 = O(|¢|*1) = O(max (1, 1))
und, da €, wegen (9) und (lb) nicht durch ¢ = 1 geht,
(1 — )21 = O1).
Mit der Parameterdarstellung ¢ = —/'.e"P;z/z, 1< v <4 2)/2 erhéilt,'man
(1 — tz)"% = exp {—|a| [cos « In Irl + Ze*r| — sin« Arg (1 + ie™1)]}. (22)
Man sieht ieicht, daB unter der Einschrinkung (8) In |1 4+ Ze%z] eine monoton

wachsende Funktion von 7 und Arg (1 4 Ze¥%r) monoton wachsend fiir ¢ > 0 und
monoton fallend fiir ¢ < 0 ist, so daBl

In |1 + Je%7] = In |1 4 le'e
und ‘
< Arg (1 + 2¢%) fii 0
Arg (1 + Jefer) 4 _ g(l+ .) e s
= Arg (1 + 2e¥) fiirgp > 0
ist. Kiir |a| — oo strebt 2 — 0, und es gilt
In |1 4 Zef®| = 2 cos ¢ + O(22),

Asin ¢

Py — ——
Arg (1 + 2e®) = arctan TF Zcos g

= J sin ¢ + O(32).

Beachtet man noch, daB wegen (9) und (10) « und ¢ entgegengesetszte Vorzeichen
besitzen, so folgt aus (22) die Abschitzung

(1 — ) < exp {—la|* cos («x + @) + o(1)} < exp {—la|/*sin || + o(1)}.

Daraus folgt
[ fdt = O(max (1, 2=1)) exp {—|a|*/* sin |@]} = o ( f/dt). (23)
e, g,
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1.4. Abschdtzung des Integrals iiber €,:

Wie unter 1.3. siecht man, daB fiir ¢t € G, -

1= 0(1), (1 — )bl = Ofmax (1, i~0-1))
und

(1 — t2)72] = [(1 — 2% [(1 + Aei*r)¢| < |(1 — 2)°| exp {—lal4 sin [g] + o(1)}

gilt, so dall man wegen (20)
ffdt:o(f/dz) , (24)
c . LA

erhilt.

1.5. Abschdtzung des Integrals iber €4

Der Integrationsweg €; ist ein Kreisbogen mit einem hinreichend grofien, von
a, b und ¢ unabhingigen Radius R (vgl. (11)) und dem Mittelpunkt 1/2, so daB auf &,

#-1 = 0(1) und (1 — t)->-1 = O(1) (25)
ist. Mit der Parameterdarstellung (vgl. Abb. 1) ‘

t=1/z+ Re”, O0<yp,Sy=y<a (y=Arg(, — 1/z))
ist ' '

(1 — t2)7%| = exp {—|a| [cos & In |[Rz] — (—=z + ¥ 4+ o) sin x]}. (26)
Aus Abb. 1 ist unter Beriicksichtigung von (9) und (10) zu ersehen, daB

yEn<a—ow fir a =0

und
y=ype > Arg(z — 1) — o0 fir a4, <0
ist, so daB die Abschitzungen

. x
—wysinx fir 0= o é?

(—a 4y + w)sine < (27)
(,ug—I—Arg(l—-z))sina fiir :2£§a<0

mit )
p=nm—y —w>0 und =y, +w— Arg(z—1)>0 (28)

gelten. Aus (25), (26) und (27) folgt
[1dt
G,
O(exp {—|a| [cos a In |Rz| + pysinal)) fir 0<a < %

O(exp {—|a| [cos a In [Rz| — (up + Arg (1 — 2))sina]}) fiir —‘5-” <a<0,
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so dall wegen (11), (16), (20) und (28)
o(ffdt) fir a, =0
G,
o(f fdt) fir a, <0
Cs

gilt. :

Zusammenfassend erhilt man aus (6), (13), (16), (21), (23), (24) und (29) die
Behauptung von Satz 1 im 1. Fall unter den einschrinkenden Bedingungen (7).
2. Schritt: Beweis von (5) fir a; = 0, z < 0 unter den Bedingungen (7):

Man geht wieder von der Integraldarstellung (6) aus und ersetzt den Integrations-
weg durch ein komplexes Kurvenintegral in der t-Ebene gemi8 Abb. 2. R,  und 9
wihlen wir wie in (11) und (12), ¢ sei konstant mit

[idt= (29)
G

T

—I§¢7<0 fir a, =0, (30)
b1 . ) : - -
0<<p§z fir a, <O. (31)
1
f-Ebene . '
1 .

Schnitt z 1 Schnitt

Sehoitt_ o 2o o Scheitt .
J}1 7 Ls 144"
NG 4
\/‘;\‘\ H e
.~‘~~~ '[é oes fz
S 4

Abb.2

2.1, Man iiberzeugt sich leicht, daB man wie unter 1.1, mit nur geringfiigigen
Modifikationen, die asymptotische Darstellung ‘

f f dt ~ () a-(—2)"° = I'(b) (—az)~ (:21 Serg(—ax) = o < g) (32)
€
erhilt.

2.2. Wie unter 1.2. erhdlt man auch jetzt die asymptotische Gleichung (19), aber
hier ist

Arg (la_zzu)= Arg (1 — z) — Arg(—az) 4+ Argu + 7 = ¢ + =,
wobei das -+ fiir a, = 0 und das Minuszeichen fiir a, < 0 steht, so daB aus (19)
ff(” ~ exnitb—e)(] — z)c=b-a (_qz)b=c (:-2_:7: Sarg(—az) =« = -721) (33)
[0 t

mit 4+ fiir o < 0 und dem Minuszeichen fiir @, = 0 folgt.
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2.3. Man iiberprift leicht, daB die unter 1.3. und 1.4. angegebenen Rechnungen
auch fiir z < 0 giiltig sind, so daB die Beziehungen (23) und (24) gelten.

2.4. Auf @; gilt offenbar?(25). Mit der Parameterdarstellung ¢ = 1/z 4 Re's ist
(1 — £z)7%| = exp {—|a| [¢os « In |Rz| — y sin «]}.
Der Parameter y geniigt den Ungleichungen (vgl. Abb. 2)

P<MSEy=9y,<0 fiir a3 =0 bzw. aE[O,%],

0<y2§y§y,<q) fir a, <0 bazw. aE[—Tn,O),

so daf man

(1 —tz)7% < ckp {—la| [cos & In |Rz] — y, sin «]} (34)
erhiilt. Aus (25), (33) und (34) ergibt sich fiir ein hinreichend grofies R
' [ fdt = O (exp {—la| [cos & In [Rz| — y,sina]}) = o ( ffdt).
G, Cs

Zusammenfassend erhilt man aus (6), (13), (23), (24), (32), (33) und (34) die Formel
(8) in den Fillen 2 und 6, aber zuniichst nur unter den einschrinkenden Bedingungen
a, = 0 und (7).
3. Schritt: Beweis von (5) tm Fall 5 unter den Bedingungen (7):
Dazu gehen wir von der bekannten Funktionalgleichung
Fla,b,¢;2) =(1 —2) P F(c —a,c—b,c;2) (35)

aus. Aus a, < 0 und (7) folgen ¢, > ¢, — b; > 0 und ¢; — @, > 0, so daBl in die
rechte Seite der Gleichung (35) die fiir diesen Fall bereits bewiesene Formel (5)
eingesetzt werden kann. Man erhalt

F(a» b, c; z) = c—ae J[—(c — a) z]b-—c
T =TT gy e
— bt
- r(ec —y 1= e —a) A L+ o(l)]}. (36)

Unter Beriicksichtigung von
—a 3=

[—(c — @) z]~¢ ~ (az)?~¢ = e~ Aib-cl —qz)b-¢ (arg (—az) € (_é—’ ?))

und

. —n 3
e~ —(c — a) 2]"® ~ e az)"® = (—az)"® (arg (—az) € (T-z’ 7”))
folgt aus (36) sofort die Giiltigkeit von (5) im Fall 5 unter den Bedingungen (7).
4. Schritt: Beweis von (5) unter den Bedingungen (7) in den Fillen 2 und 6 fiir
a, <O0: :
Wie im 3. Schritt erhdlt man durch Einsetzen von (5) in die rechte Seite von (35)
wieder die Gleichung (5), wobei {fiir a, > ¢, das Minuszeichen steht und arg (—az)

€ (—%, 1;—) ist, wihrend fiir a, < ¢, das Pluszeichen und arg(—a«z) aus dem
-3z = '

Intervall (-—2—-, ?) zu nehmen ist. Ist a, beschrinkt, so mull @, — — oo streben.
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Dabei strebt
arg (—az) — {

so daB in beiden Fallen

PES m’(b-—-c)( _az)b—c ~ lazlb-c

n fir a,>c,

—a fir a, < c,,

ist. Demnach ist die Trennung beider Fille statt durch ¢, auch durch jede andere
Konstante, insbesondere also auch durch 0 méglich. Damit ist der Beweis von (5)
fiir die Félle 2 und 6 unter den Bedingungen (7) erbracht.

5. Schritt: Beweis von (5) unter den Bedingungen (7) in den restlichen Fdllen 3,
4, 7 und 8:
Bekanntlich ist

F(a,b,c;z2) = (l—z)‘“F(a,c—b,c;Ti—l). (37

Die Funktion w = z/(z — 1) bildet die untere z-Halbebene in die obere w-Halbebene
und das Intervall 0 < z < 1 auf die negativ-reelle Achse der w-Ebene ab. Deshalb
folgt die Giiltigkeit von (3) in den Fillen 3, 4, 7 und 8 aus ihrer Giiltigkeit in den
Fillen 5 bzw. 6 bzw. 1 bzw. 2, indem man (5) in die rechte Seite von (37) einsetzt.
Auf diese einfache Rechnung kann hier verzichtet werden.

6. Schritt: Eliminierung der Zusatzvoraussetzungen (7):
Nach [3] 9.137, 18. ist

cFla,b,c;2) = (c —a) Fla,b,¢c -+ 1;2) +aF(a + 1,b,c 4 1;2).

Wir ersetzen b durch 6 4+ 1 und ¢ durch ¢ + 1, dividieren durch I'(c + 2) und er- -
halten

Fla,b+1,¢c+ 1;2) et l—a F(a,b + 1,¢c + 2; 2)
AT = ) T+ 2)
Fla+ 1,04+ 1,¢c + 2;2)
e IL(c 4+ 2) )

Setzt man diese Gleichung in die durch I'(c + 2) dividierte Gleichung 9.137, 15,
aus [3]:

Fla,b,c;2) . Fla,b+ 1,¢c+1;2) ~alc _b)_lf‘(a—f- 1,b+ 1,¢c + 2;2)
ey I(c + 1) “ I'(c + 2) ’
ein, so erhilt man
F(a, b, c; 2) _ F(a,b'—i— 1,c 4 2;2)
T ~detl-a T(c + 2)

Fla+ 1,0+ 1,¢c + 2;2)

+ alc — (¢ — b) 2] ATE)

(38)

Firc, > b, — 1 und b, > —1 kénnen in die rechte Seite von (38) die asymptotischen
Darstellungen (5) cingesetzt werden. Nach kurzer Rechnung ergibt sich

Fla, b, c;2) _ (—az)"® , '
o —Te—bgn -2+l
e:i;ni(b-c')

+ ToT N (1 — 2)="*(—az)®=° [b + o(1)].
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Sind ¢ — b =0 und b &= 0, so ist diese Gleichung dquivalent (5). Durch »-malige
Wiederholung des Verfahrens beweist man die Giiltigkeit von (5) fiir b, > —n,
G >by—n, b4+0—1,— y,—m+1 uwnd ¢—b=+0,—1,-2,...,—n 4 1.
Da » beliebig grol} sein kann, gllt (5) fiir jeden festen Wert von & und ¢, aber unter
der vorldufigen Einschrinkung, da  und ¢ — b keine. nichtpositiven ganzen Zahlen
sind. Von dieser Einschrinkung kann man sich wie folgt leicht befreien. Wenn b
eine nichtpositive ganze Zahl ist, so ist ¥' ein Polynom (—b)-ten Grades in 2:

Fla,b,c;z) Zafa+ 1) (a+r— 1D+ b+ v — 1)
7@ 5 T TR L A
_ iy '
~toy (el oo, (39)

also ist (5) auch in diesem Fall richtig. Ist ¢ — b eine nichtpositive ganze Zahl, so
folgt aus (35) und der eben hergeleiteten Darstellung (39)

F(a,b,c;2) - ceamp [—(c — @) 2]*¢
T A
o (az)b-c
~ (=g S (0l > o0) (40)

in Ubereinstimmung mit (5). Offenbar kénnen nicht gleichzeitig b und ¢ — b nicht-
positive ganze Zahlen sein, denn sonst miiBte auch ¢ eine nichtpositive ganze Zahl
sein, und das wurde in Satz 1 ausgeschlossen. Damit ist der Beweis von Satz 1 voll-
stindig erbracht.

Erginzende Bemerkungen: Ist 4 < 0 und ganzzahlig oder ¢ — b '< 0 und
ganzzahlig, kann wegen 1/I'(b) = 0 bzw. 1/I'(c — b) = 0 jeweils einer der beiden
Summanden in (5) gestrichen Werden, und man erhilt (39) bzw. (40). Auch wenn
weder b noch ¢ — b gleich Null oder einer nega.tlven ganzen Zahl sind, kénnen leicht
Bedingungen angegeben werden, unter denen einer der beiden Summanden in (5)
gegeniiber dem anderen vernachlassighar ist. Offenbar kann der erste Summand
weggelassen werden, wenn (1 — 2)~° fiir |a| — co exponentiell wichst. Andererseits
kann der zweite Summand gestrichen werden, wenn (1 — 2)~° fiir |a| — oo c\:po-
nentiell gegen Null strebt. Wegen

(1 — 2)=% = exp {—a,In |1 — 2| + a, Arg (1 — 2)} (41)

liegt exponentielles Wachstum vor, wenn gilt

_ +o00, falls y <O,
ay = 0(1) und Ay — { — o0, falls y > 0’~ (I)
oder
+o0, falls 0<2z2<1,
a, = 0(1) und a, — { oo, falls z<O0. ) (I1)
Andererseits strebt (1 — z)~° exponentiell gegen Null, wenn gilt:
_ ' +oo, falls’ y >0, '
a,=0(1) und a, ~—>{ —co, falls y <0, (I11)
oder
. 400, falls 2z <0,
=0(1) und a, “’{ —oo0, falls 0<z<1. (V)
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Man sieht leicht, daB unter den Bedingungen (I) und (II) aus Satz 1
F(a,b,c;2) (1 — 2¢797Y (az)b~¢
T(c) T'(b)

folgt, wihrend unter den Bedingungen (IIT) und (IV)

F(a, b, c; 2) (—az)~?

. I(c) I'(c —b)

gilt. Damit ist gleichzeitig gezeigt, daB die der Unterscheidung der einzelnen Fille

in Satz 1 dienenden Negativitidts- bzw. Nichtnegativitdtsforderungen beziiglich a,

und a, zu Beschrinktheitsbedingungen nach oben bzw. nach unten abgeschwicht

werden kénnen. In der Formulierung des folgenden Satzes 2, der sich aus Satz 1

einfach durch Vertauschung der Parameter a und b und aus der bekannten Be-

ziehung F(a, b, ¢; z) = F(b, a, c; 2) ergibt, wird diese Tatsache beriicksichtigt. Wie

ublich bedeutet b, = Og(1), daB b, nach oben beschrankt ist, und entsprechend
b, = 0,(1) Beschrinktheit von b, nach unten.

(arg (a2) € (—=, 7)) (42)

(arg (—az) € (—m, ) (43)

Satz 2: Unter der Voraussetzung (3) gelten bez festem z und beliebigen, festen Werten
von e und ¢ (c =0, —1, —2, ...) fiir |b] — co die asymptotischen Darstellungen

Fla,b,c;2)  (=bz)™°

= 1
I'(c) I'(c — a) (1 + ol ))
ej;m'(a—c) 1 c-6-b b a-¢ (1

+ m—( —2) (—bz)*=< (1 + o(1)). (44)
Dabei ist in folgenden Fillen das Pluszeichen und arg (—bz) € (-—3—275, %) zu nehmen:

1. y>0, by = O(1);

2. 2<0, b, = Og(1);

3.4 <0, by = Og(1);

4. 0<z<<l, by=041).
In den folgenden Fdllen ist das Minuszeichen und arg (—bz) € (—%, 3—”) zu nekmen:

2
5. y>0, b1=OR(1);
6. z <0, by = Oy4(1);
7.y <0, by = Oy(1);
8. 0<z<1, b= Og(l).
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