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Starke Dualitiit bei verallgemeinerten Steuerproblemen

S. PICKENHAIN

In dieser Arbeit wird eine verallgemeinerte Aufgabenstellung zu einem Variationsproblem in
Parameterdarstellung unter Richtungs- und Gebietsbeschriankungen betrachtet und ein duales
Problem konstruiert. Unter schwachen Voraussetzungen an das verallgememerte Problem
‘wird starke Dualitit gezeigt.

B aToli paGoTe paccMaTpuBaeTcA o6obmenHasa BapHallMOHHAA 33afa4Ya B NapaMeTPHUYECKOM
opeficTaBieHun ¢ GasOBHMH OTpaHIueHHAMHM M OrpaAKYeHNAMM HA ynpasienue. Ilocrpoena
ABoftcTBeHAas 3afava. I1pu cnaGelx NpeRnoONOMKEeHMAX J[OKA3aHA CHILHAA J{BOUCTBEHHOCTS.

In this paper a generalized parametrie variational problem with restrictions on the state domain
and the control is considered and its dual problem constructed. Under weak assumptions,
strong duality is shown between the primary and the dual problem.

1. Einleitung

Eine zentrale Stellung in der Theorie der mathematischen Optimierung nimmt die
Dualitiit ein, durch die ein enger Zusammenhang zwischen einem gegebenen Problem
und einem dazu dualen Problem hergestellt wird (vgl. z. B. {2, 4]).

~ Wir studieren ein Steuerproblem in der standardisierten Form eines Variations-
problems in Parameterdarstellung unter Richtungs- und Gebietsbeschrinkungen:

T
J(z) = [ r(z(t), #(¢)) dt — Min! (1
0 .

beziiglich aller auf [0, T'] definierten vektorwertigen Funktionen z = (z!, ..., 2%), |
x € X(xg, zr) mit

X(#o, or) = {z € W0, T) | 2(t) € G auf [0, T],
#(t) € U(z(t)) fast iiberall auf [0, T'],
z(0) = zy, 2(T) = zq}.

Dabei stellen wir folgende Grundvoraussetzungen an das Problem:

1. G sei ein Lipschitzgebiet') des R".

2. r sei eine stetige Funktion auf G x R", positiv homogen 1. Grades bezughch des
zweiten Argumentes, und es gelte (£,v) > O fiirallev 40, £ € G.

3. U(-) sei eine mengenwertige Abbildung von @ — R", deren Bilder U(¢) fiir alle
& € G abgeschlossene Kegel des R® (mlt der prtze in Null) sind, auBerdem sei

Uy(+) mit Uy(&) = {v € U(¢)| |[v] = 1} im Sinne von S. Rorewicz ([11], S. 171)

bildstetig.

4. X(z,, &) &= 0 fiir alle & € G.

1y Im Sinne von S. HILDEBRANDT (Math. Annalen 148 (1962)', S. 230). -
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Ein zu (1) duales Problem ist dann nach R. KLoTZLER [6] die Aufgabe
L(S) := S(x7) — S(z,) = Max! auf <Z(G) 2)
mit
H(G) = {S € CYG) | VS(&) € (&) firalle &€ G},
wobei & (&) den sogenannten Figuratrixkorper des Problems (1) darstellt,
F(&):={ze R | 2T . v < r(&, v) fiir alle v € U(8)}.

Bémerkung: Wegen der Gutartigkeit von G (Lipschitzgebiet) kann man den zu-
lassigen Bereich M(G) auf &/ (G) erweitern, ohne daf sich die Dualititsaussage
a.ndert mit

H(G):= {S ¢ W},Q(G' | VS(&) € #(¢&) fur fast alle £ € GY.

Von besonders grofem Interesse ist nun die Frage nach starker Dualitit zwischen
(1) und (2), d. h. wann gilt

sup L(S) = inf J(2)? ' (3)
Se.7(6) ZE€X(zo.27)
Stellt man die folgenden zusitzlichen Voraussetzungen an das Problem:

(A) U(&) ist konvex fiir alle & € G,

(B) 7(%, -) ist eine konvexe Funktion auf dem R fiir alle & € G, so kann man
zwischen dem Primalproblem (1) und seinem dualen Problem (2) starke Dualitit
sichern, vgl. dazu R. KLoTzLER [7]. In dieser Arbeit soll nun ein zu (1) verallgemu-
nertes Problem (1) nach L. C. Youne [14] und E. J. McSHANE [8] betrachtet und ein
duales Problem konstruiert werden. Dabei stellt sich heraus, da8 (1) sowie das ver-
allgemeinerte Problem (1) ein gleiches Dualproblem besitzen. Ohne Konvexitits-
voraussetzungen kann man zwischen (1) und (2) starke Dualitdt nachweisen. Aus der
Kenntnis der Losung des verallgemeinerten Problems, die unter sehr schwachen
Voraussetzungen existiert, kann man mittels notwendiger Optimalititsbedingungen
dann auch auf die Losung der urspriinglichen Aufgabe (1) schlieBen, vergleiche [9].

2. Definition des verallgemeinerten Problems

~ Wir fithren zunédchst den Begriff der verallgemeinerten Steuerung ein.

Definition: Eine Familie von WahrscheinlichkeitsmaBen u = {g,, ¢ € [0; T},
die von einem Parameter ¢ € [0, 7] abhdngen, heilit verallgemeinerte Steuerung, wenn
gilt:

1. Fir jede Funktion g € C(R") sei die Funktion &, mit

ho(t) = [ 9(v) dui(v)
U
Lebesgue-meBbar.

2. Es existiere eine kompakte Menge K — R", die nicht von ¢ abhingt, so daf} die
MaBe y, fiir fast alle ¢ auf der Menge K konzentriert sind.

Wir bezeichnen die Menge aller verallgemeinerten Steuerungen, die auf U < R»
konzentriert sind, mit /.

Damit studieren wir folgende verallgemeinerte Aufgabenstellung:

J(z, p) = ff r(2(¢), v) duy(v) dt — Min! ()
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beziiglic;h aller auf [O; T] definierten Paare (2, u) € Y(z,, z7) mit

Yz 20) = {210 11 € i supp e Ufatt),

(t) = fv dudv) fast iiberall auf [0, T');
v . :

z(t)y € G auf [0, T); 2(0 = 2o, z(T) = xT},
U=UU®.
&€G

3. Einbettung urspriinglicher Steuerﬁngen zam Problem (1)
in die Menge der verallgemeinerten Stenerungen

Sei u eine zulissige Steuerung zum Problem (1), dann ordnen wir dem Wert u(¢) der
Steuerung u im Punkt ¢ das positive MaB (DiracmaB) &y zu, das im Punkt u(¢)
€ U(z(t)) konzentriert ist (supp du S U(z(t))) und auf eine Funktion g € C(R")
gemdB der Formel

fg(”) doyy(v) = 9(’”'(5)),

wirkt. ’ )

Weil die Steuerung u fast iiberall beschrinkt ist, besitzt
6 = {Ouq), t € [0, T']}

einen kompakten Tri;'.ger, der nicht von ¢ abhdngt und Wégen der Melbarkeit von u
ist die Funktion

hot) = glu(t)

Lebesgue-meBbar fiir jede stetige Funktion g, vergleiche z. B. [3], S. 287. Damit ist
4 eine zulissige verallgemeinerte Steuerung zum Problem (1).

4. Konstruktion einer dualen Aufgabenstellung zu (1)

Wir fiihren zuniichst folgende Bezeichnungen ein:_
H sei die Pontrjaginsche Funktion, definiert auf G x R" x R®,

I H(é’ v, y) = _7(5’ 'U) + 2_:" Yivi (4)

=1

und 5# die Hamiltonfunktion, definiert auf G x R",
H(§y) = Sup H(¢, v, y),
und zeigen folgenden Hilfssatz. . .
‘Hilfssatz 1: Fiir beliebige £ € R, y € R" gilt:
sup [ H(&, v,y)du(v) = sup H(&, v, ),

WE€Pu) U veU (&)

wobet Py, die Menge der Wahrscheinlichkeitsmafe ist, die auf U (&) konzentriert ist.

2 Anslysis Bd. 1, Heft 4 (1082)
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Beweis: 1. Die Ungleichung
sup [ H(E, v, y) du(v) = sup H(E, v, 9)

HEPY (&) U oeU(&)

erhilt man, indem man das Supremum nur iiber alle DiracmaBe erstreckt, die auf.
U(¢) konzentriert sind.
2. Um die umgekehrte Ungleichung zu zeigen, benutzen wir die Beziehung

ff(vf» v) du(v) € conw {f(¢, v) | v € U(é)}

U :
fir allé #€ Py f € C’°""“(G X U)®) und = (r); vergleiche {1]. Dann gilt fiir
alle § € R, u € Py, -\P

97 [f(&v)du(v) = “sup 9T p.

U(§) peconv{f(¢.0)|vEU(£)}

Da fiir jeden (n + 1)-dimensionalen Vektor 9 und jede Teilmenge @ < R"*! die
Gleichung .

sup_§7-p=supg’-p
pEconvQ peQ

erfiillt ist, folgt
97 [ fE v dulv) S sup 97 p = sup 97 - f(§, v).

U peconv{f(£,0)lvel(&)) vEU(E)
§= (_yl) mit y € R" beliebig liefert die Behauptung 8
Die Konstruktion eines dualen Funktionals zu (I) verlduft analog zu der in [6]
angegebenen. ' :
Wir setzen y; = S;,(&) (¢ = 1, ..., n) fiir eine beliebige Funktion S € CY(@) und

erhalten mittels (4), (5) und Hilfssatz 1 fiir einen zuldssigen ProzeB (z, p), der nach
Grundvoraussetzung 4 existiert, '

T
J(z, p) = [ {—H(x(t), v, V8(z(¢))) dps(v) + TTS(x(t) - [ v dpy(v)}} di
0 v

T
2 [{—o#(=(), VS(x(t) + VTS(=(t)) &)} dt.
;¢

|IS't; .
Ay = sup .9?(5, VS(E)) =0
¢e@

fiir alle S € CY(G), so folgt
T
= d
Tz w) = f 2 S(att) dt = Star) ~ S
s

Damit gewinnen wir als duale Aufgabe

S(zr) — S(z,) - Max! . (2)

2y 00 +1(@ x U): Menge aller (n + 1)-dimensionalen stetigen Vektorfunktionen auf GxU.
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beziiglich aller § € &(G) mit »
H(G) = {8 € CYQ) | VS(¢) € F(&) fiiralle £ € G).

Die Aufgabe (2) erweist sich also als ein Dualproblem zu (1) ebenso wie zu (1). Wir
erhalten damit folgende Ungleichung: ‘

sup L(S)< inf J(z,p) = inf J(a). (6)

Se/(G) (z.p)€Y(Z24.z7) ZEX(Zq,z7)

5. Nachweis starker Dualitit zwischen Primalproblem (1) und seinem Dualproblem @)

Wir stellen zunichst einige Eigenschaften verallgemeinerter Steuerungen zusammen, *
die wir zum Nachweis der starken Dualitit bendtigen.
Der Steuerbereich U sei vom Zustand & unabhingig, d. h. U(¢) = U fir alle
¢ €G,dann gilt: o ' ‘
A: Ist (x, u) € Y(xo, x7), dann existiert ein Paar (&', 1) € Y(x,, x7), s0 daf fiir den
Trager der Mape u,’
supp u' = o € U | jo| = T2 L(u)}

fast iiberall au) {0, T'} mit

T
L) = [ [ 1ol duo) de
oU
gilt und
J(@, p) = J(@, 1)
1st.
Beweis: [8], Lemma 7.2, S. 526.

B: Die Menge der verallgemeinerten Steuerungen p € My, die auf einer kompakten
Menge V. U konzentriert sind, ist schwach*-kompakt, d. k. zu jeder Folge {utoe= |
verallgemeinerter Steuerungen mit

supp M vV fir fast allet € [0,T], n=12,...

exustiert eine Teilfolge {u'*"}, so daf fiir alle Funktionen g € Co(R5+1)3) gilt: Es existiert
eine verallgemeinerte Steuerung p mit

T

T
im [ [ g(t, v) dp"(v) dt = [ [ gt v) dpy(w) de.
(1

a0 0 V
Beweis: [1], Theorem 8.1, S. 140.
C: Sei (z™, u™) € ¥(zp,27) (n = 1,2,...) und {'™} konvergiere tm Sinne der
schwachen* Konvergenz gegen f, dann konvergiert die Folge der entsprechenden Tra-
jektorien z'™ gleichmdfig gegen %, mit

2(t) = f vdp,(v) fast iiberall auf {0, T),
U
z(0) = z,, 2(T) = zp.

%) Co(R"*1): Mcnge aller stetigen Funktionen auf R mit kompaktem Triiger.

2%
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Weiter gult
T . - T
lim ffr(x(")(t), v) du M (v) dt = f f r(2(t), v) dy(v) dt.
n—o0 0 U ) ovu . )
Beweis. [1], Theorem 4.4, S. 74 und Behauptung 6.2, S. 102.
Wir betrachten nun das Problem (1) ohne Steuerbeschrinkungen, d. h. U = U({)
— Rr. Dann ist die BELLMANsche Funktion

’ T
S*&) = inf [ r(z(t), £(¢)) dt

ZEX(Z0,6) O

zuliissig fiir das duale Problem (d. h. §* € & (@)) und liefert starke Dualitit zwischen
(1) und (2) und wegen Ungleichung (6) auch zwischen (1) und (2), vergleiche [7].
Dieses Ergebnis nutzen wir im weiteren, um mittels Penaltytechnik starke Dualitét
fiir den Fall nachzuweisen, in dem U(£) den in den Grundvoraussetzungen getroffenen
Annahmen geniigt.

Wir studieren folgende Schar von Ersatzaufgaben:

T A : .
Iz, 1) = f f {r(x(t), v) + kz?(x(t), 'v)} du,(v) dt — Min! . (1)
0 R :

beziiglich aller auf [0, T'] definierten Paare (z, u) € Yqlxy, 27) mit
Yo(2o, 27) = {(2, ) | 4 € Mo 5(8) = [ v du(v)
RVI

fast iiberall auf [0, T'], z(t) € G auf [0, T); (0) = =, (T') = xT}.
Dabei ist »
8, ¢) = inf |e — 2] |

. .2€U1($)
‘mite€e E={yeR* ||yl =1} und &¢&,0) = ¢ (5, I—Zl_)
firv &0, %¢&,0) =0 (7

(]-] bezeichnet die euklidische Norm).

Hilfssatz 2: Die Funktion 9 ist stetig auf G x R® und positiv homogen ersten
Grades im zweiten Argument. '

Beweis: Wir zeigen die Stetigkeit von 4 auf G xE. Seien ¢ > 0, & € G, e € E
beliebig vorgegeben. Nach Definition von & gibt es ein v € U(&) mit

|y — &) = #(&os €0) + /3.

Wegen der Unterhalbstetigkeit von U,(-) in & existiert ein d(¢, &), so daB fiir alle
& mit |& — &| < &(e, &) die Menge U, (&) in einer ¢/3-Umgebung von U,(&) enthalten
ist. Folglich kann man ein o € Uy(§) finden, fiir welches gilt |7 — | < &/3. Durch
nochmalige Anwendung der Definition von ¢ gewinnen wir #(§, e) < |e — 7|. Somit,
ist :
IE, &) < le — eo] + leo — 2l + 1y — B < 63 -+ Do, &) + &3 + &3,
d. h.

7-9(5’ e) - 29(50» eO) <e¢, (8)

fiir alle & € G mit [§ — &| < 6(&, €) und fiir alle e € E mit le — e} < /3.
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~ Wir verwenden nun die Oberhalbstetigkeit der Abbildung Uy(-) in &,. Fiir alle £
mit [£ — &) < d(e, &) ist U,(£) in einer ¢/3-Umgebung von U,(£,) enthalten. Wieder
gilt nach Definition von @, daB ein w € U,(&) existiert, so daB |w — ¢} < #(&, €) + &/3
ist und es gibt ein w € U,(&) mit |w — %| < &/3. Damit ist
Héos €0) = 1B — €| = leg — €] + le — w| + |lw — w|
und . .
B(&o, €0) — &, €) < € 9

fiir alle & € G mit |& — &)| < (¢, &) und fiir alle ¢ € E mit |e — ¢ < /3. (8) und (9)
zusammen ergeben die Behauptung. Es ist leicht zu sehen, daf die Funktion 4 dann
auf G X R~ stetig ist. Die positive Homogemtat ersten Grades im zweiten Argument
ergibt sich unmittelbar aus der Da.rstellung (7) @

Wir wollen die Werte der Infima der Aufgabenschar (lk) mit T (xT) bezeichnen.
Die Folge der I (x;:) ist monoton wachsend und nach oben beschrankt denn es ist
fir k = 0,1

r(§, v) + kz?(E, v) S 7(§,0) + (k + 1) 8§, v)
fiir alle £ € @ und v € R® und damit
I(zr) < iy,
f,,(xT) = iof Jz,p) < inf J(z) < J(&)

(z.8)€Y(ze.27) zGX(x. z7)
fir ein :& € X(x,, zr). Aus diesem Grunde ex1st1ert der Grenzwert

I¥(2r) 1= hm I(2r).

Zu den Problemen (1,) kénnen wir die entsprechenden Dualprobleme (2¢) aufstellen:
Si(zr) — Si(zo) —~ Max! . 4 . (2)
beziiglich S, € &7 ,(G) mit ' \

- A (G) = {8, € WI(G) | VS(&) € F (&) fiir fast alle & € G}
. und
F (&) = {z € R |[2zTv < r(&§, v) + k9(&, v) fiir allev € R7).

Zwischen (2,) und (1;) liegt nach den am Anfang des Abschnittes 5 gefiihrten Unter-
suchungen fiir den Fall, dal U = R~ ist, starke Dualitit vor:

sup L(Sy) = sup {Si(zr) — Si(zy)} = inf  J(x, #)s
Sk€sfx(G) 5:€07:(6) (z.1€Y ol z0.27)

d. h., zu jeder natiirlichen Zahl k£ kann man einen verallgemeinerten ProzeB (2%, u(*))
€ Yo(xo, 27) und eine Funktion S,* € 57 ,(G) finden, so daB

; . by .
Ji(z®, g — I(zr) = T . (10)
und ) .

T(zr) = Se¥(z7) — Se¥(zo). - (11)

Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit nehmen wir an, daB der Proze8 (z(®, u(¥)
die unter A dieses Abschnittes aufgefithrte Eigenschaft habe, daB der Triger der
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MaBe x,\® fiir fast alle ¢ € [0, 7'] die Menge
supp u® = (v € R* | |o] = T-1L(u®)}

ist. Wegen der Stetigkeit von r und 7(£, v) > O fiir alle £ € @ und » % 0 existiert
das Minimum von r auf G X E:

Min (¢, v) = m > 0.
GXE ’
Dann folgt wegen der positiven Homogenitiit- von 7(£, -)

T
LE®) = [ [ ol dut(o) at
0 Rn .

T
Smt [ [ r(20), v) duO(v) de
0 R»

< w2 ®, 1),

Nach Ungleicﬁung (10) ist
0 = Jo(2®, u®) < Jy(e®, ) < Iiar) + % < I¥(zr) + % 12)

Folglich ist die verallgemeinerte Bogenlinge £ (u¥) wegen
L(u®) < m N I*2) + 1)

fiir alle k nach oben beschrinkt. Nach Eigenschaft A und B kann man aus der Folge
der {u®) eine Teilfolge {u‘*?} auswihlen, die im Sinne der schwachen* Konvergenz
gegen u* konvergiert. Die Folge der entsprechenden Trajektorien z(*7 konvergiert -
dann nach C gleichmifig gegen 2*. Wegen der Beschrianktheit von » auf G x E
erhilt man aus (12) fiir £ = &’ nach Division durch %’ und anschlieBendem Grenz-
iibergang k' — oo

T
lim [ f Hz*Ut), v) du*(v) dt = 0.

k=00 0 R®

Wir verwenden die Aussage C dieses Abschnittes und erhalten

r .
[ [ 9{=*®), v) du*(v) dt = 0. : ‘ (13)

0 R .

Nach Definition von ¢ ist die verallgemeinerte Steuerung u* damit fiir fast alle ¢
auf U(x*(z)) konzentriert, d. h. (z*, u*) € Y(z,, 7). Wenn man noch einmal die
Aussage C beriicksichtigt, erhélt man mit (13)

lim Jo(z®), w) = Jo(*, u*) = J(*, u*). (14)
k'—c0 .
Weiterhin gewinnt man aus (10), (11), (12) und (14)
I*(z7) = lim (Sg(2r) — SE(@o)} = lim J (2, ¥
k'—>00 k'—o0
- - - 15
= lim Jo(2®), @) = Jo(a*, u¥) = J(z*, u*). (19)

k'—o0
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. Wiirde in (15) I*(z7) > J(z*, u*) gelten, so wire-fiir k&’ = k, (hinreichend groB)

S¥(zr) — St{(xe) > J(x*, u¥)
und i
PSE(E) € Fu(d) = F(&)

fiir alle £ € @, im Widerspruch zur starken Dualitit zwischen den Problemen (1)
und (2;). Deshalb liegt zwischen (1) und (2) starke Dualitdt vor, d. h.

k!lm {Si(zr) — St(zo)} = J(‘U*: u¥).

Anmerkung: Das inhomogene Steuerproblem

T
F(z,w) = [ r(t, z(t), u(t)) d¢ — Min!

o

beziiglich aller auf [0; T'] definierten vektorwertlgen Funktlonen z = (z ..., 2%
und Steuerungen » mit (z, ) € X,(z,, ), wobei

Xy(%o, 27) = {(@, w) | w € LBO, T);  (t) = g(t, =(¢8), u(t)
und u(t) € U < R™ fast iiberall auf [0, T];
(6, z()) € [0, T) X G; *(0) = 25, #(T) =z}

ist (hierbei hingt der Steuerbereich U nicht von (¢, &) € [0, T] X G ab), kann auf
bekannte Weise, vergleiche [10, 12], auf ein Variationsproblem in Parameter-
darstellung zuriickgefiihrt werden, jedoch miissen zusitzliche Bedingungen an die
Aufgabe gestellt werden, um die in den Grundvoraussetzungen geforderten Eigen-
schaften (z. B. die Stetigkeit des Integranden im Zielfunktional) zu erfiillen. In
Untersuchungen von R. B. VINTER und R.M. LEwis [12, 13] werden solche Be-
dingungen angegeben, und es wird mit anderen Methoden eine Dualititsaussage
bewiesen, die der in dieser Arbeit gewonnenen entspricht.
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