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Starke Dualität bei verailgemeinerten Steuerproblemen 

S. PICKENUAIN 

In diesor Arbeit wird eine verallgemeinerte Aufgabenstdllung zu einem Variationsproblem in 
Parameterdarstellung unter Richtungs- und Gebietsbeschränkungen betrachtet und ein duales 
Problem konstruiert. Unter schwachen Voraussetzungen an das veraligemeinerte Problem 
wird starke Dualität gezeigt. 
B aroll pa60re paccMaTplisaeTcn o6o6neuHaH BHHLHOHHH aaaqa B napaMerpi1ectcoM 
npeJcTaBJreHMH C a30BuMH orpaHu'leHuRMil H OPHH4H11HM&1 Ha ynpasneH}ie. flocrpoeHa 

Boflc'rBei1Ha11 aaaqa. flpii cna6izx npenonoemiax joaaaa CHbHH JBoflC'rBeHHocm. 
In this paper a generalized parametric variational problem with restrictions on the state domain 
and the control is considered and its dual problem constructed. Under weak assumptions, 
strong duality is shown between the primary and the dual problem. 

1. Einleitung 

Eine zentrale Stellung in der Theorie der mathematischen Optimierung nimmt die 
Dualität em, durch die ein enger Zusammenhang zwischen einem gegebenen Problem 
und einem dazu dualen Problem hergesteilt wird (vgl. z. B. [2, 4]). 

Wir studieren ein Steuerproblem in der standardisierten Form eines Variations-
problems in Paranieterdarstellung tinter Richtungs- und Gebietsbeschrankungen: 

J(x) = Jr(x(t), (t)) dt —> Mm	
0	

(1) 

bezuglich aller auf [0, T] definierten vektorwertigen Funktionen x = (x', ..., 
x E X(x0 , XT) mit

00X(x0 , X) = {x E W(0, T) I x(t) €	auf [0, T], 

±(t) € U(x(t)) fast uberall auf [0, T], 

x(0) = x0 , x(T) = X}. 

Dabei stellen wir folgende Grundvorau&setzungen an das Problem: 
1. 0 sei ein Lipschitzgebiet') des R". 
2. r sei eine stetige Funktion auf 0 x R5, positiv homogen 1. Grades bezuglich des 

zweiten Argumentes, und es gelte r(, v) > 0 für alle v + 0, € 0. 
3. U( . )_sei eine mengenwertige Abbildung von 0 -> R', deren Bilder U() für alle 

€ 0 abgeschlossene Kegel des R" (mit der Spitze in Null) sind, au'l3erdem sei 
U 1 ( . ) mit U 1() = (v € U()J lvi = 1) im Sinne von S. ROLEWICZ ([11], S. 171) 
bildstetig. 

4. X(x, ) r 0 für alle € G. 

'TIm Sinne von S. HILDEBRANDT (Math. Annalen 148 (1962), S. 230).	 -



16	S. PIcKEwrnN 

Ein zu (1) duales Problem ist dann nach R. K.LöTZLER [6] die Aufgabe 

L(S) := S(XT) - 8(x0) —>. Max! auf d(G)	 (2) 
mit

d(G)	{8 € C'(G) I VS() €	far alle E G}, 

wobei .fT() den sogenannten Figuratrixkorper des Problems (1) darsteilt, 

{z € R"	v 5: r(, v) für alle v E U()}. 

Bemerkung: Wegen der Gutartigkeit von G (Lipschitzgebiet) kano man den zu-
lassigen Bereich d(G) auf W(G) erweitern, ohne daB sich die Dualitatsaussage 
ändert, mit 

d(0) := (S € W(G) I 17S() E	für fast aile € 0). 

Von besonders groBem Interesse ist nun die Frage nach starker Dualität zwischen 
(1) und (2), d. h. wann gilt 

sup L(S) = ml J(x)?	 (3) 
SE(G)	ZEX(Xa.Xr) 

Stelit man die folgenden zusätzliehen Voraussetzungen an das Problem: 
(A) U() ist konvex für alle € 0,	 - 
(B) r(,.) ist eine konvexe Funktion auf dem R für alle E 0, so kann man 

zwischen dem Prinialproblem (1) und seineni dualen Problem (2) starke Dualität 
sichern, vgl. dazu R. KLöTZLER [7]. In dieser Arbeit soil nun em zu (1) verallgemei-
nertes Problem (I) nach L. C. YOUNG [14] und E. J. MCSHANE [8] betraehtet und em 
duales Problem konstruiert werden. Dabei stelit sich heraus, daB (1) sowie das ver-
aligemeinerte Problem (1) ein gleiches Dualproblem besitzen. Ohne Konvexitäts-
voraussetzungen kann man zwischen (1) und (2) starke Duaiität nachweisen. Aus der 
Kenntnis der Losung des verailgemeinerten Problems, die unter sehr schwachen 
Voraussetzungen existiert, kann man mittels notwendiger Optimalitatsbedingungen 
dann auch auf die Losung der ursprunglichen Aufgabe (1) schlieBen, vergleiche [9]. 

2. Definition des verailgemeinerten Problems 

Wir führen zunächst den Begriff der verailgemeinerten Steuerung em. 
Definition: Eine Familie von Wahrscheinlichkeitsma Ben i = € [0, T]}, 

die von einem Parameter t € [0, T] abhangen, heiBt verailgemeinerle Steuerung, wenn 
gilt: 
1. Für jede Funktion g € C(R") sei die Funktion h mit 

h0(t) = f g(v) d4u,(v) 

Lebesgue-meBbar. 
2. Es existiere eine kompakte Menge K c: R", die nicht von t abhangt, so daB die 

MaBe 1Uj für fast alle I auf der Menge K konzentriert sind. 
Wir bezeichnen die Menge aller verailgemeinerten Steuerungen, die auf U 
konzentriert sind, mit dI',. 

Damit studieren wir folgendo verailgemeinerte Aufgabenstellung: 

J(x, j) =11 r(x(t), v) dz,(v) dt —> Mm!	 (I)
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bezuglich aller auf [0, T] definierten Paare (x, 1u) € Y(x0 , XT) mit 

Y(x0 , XT) = I(x,y) 1 1, €	supp 

±(t) =f v dug(v) fast überall auf [0, T]; 

x(t) € 0 auf [0, T]; x(0 = x0, x(T) = XT} 

U = UU(). 
EEC 

3. Einbettung ursprunglieher Steuerungen zum Problem (1) 
in die Menge der verailgemeinerten Steuernngen 

Sei u eine zulassige Steuerung zum Problem (1), dann ordnen wir dem Wert u(t) der 
Steuerung u im Punkt t das positive MaB (DiracmaB) ô, zu, das im Punkt u(t) 
€ U(x(t)) konzentriert ist (supp ôu(g ) 9 U(x(t))) und auf eine Funktion g € C(R") 
gemaB der Formel 

f g(v) dô U( g ) (v) = g(u(t)) 

wirkt. 

Weil die Steuerung u fast überall beschränkt ist, besitzt 
= {b uC g,t€ [0,T}} 

einen kompakten Trager, der nicht von t abhangt und wegen der MeBbarkeit von u 
ist die Funktion 

hg(t) = g(u(t)) 

Lebesgue-meBbar für jede stetige Funktion g, vergleiche z. B. [3], S. 287. Damit ist 
ô eine zulassige veraligemeinerte Steuerung zuni Problem (1). 

4. Konstruktion einer dualen Aufgabenstellung zu (1) 

Wir führen zunächst folgende Bezeichnungen em: 
H sei die Pontrjaginsche Funktion, definiert auf G x R x IV, 

H(, v, y) = —r(, v) + E y,VI	 (4) 

und .' die Harniltonfunktion, definiert auf 6 x R", 

y) = sup H(, v, y), 
VEU(E) 

und zeigen folgenden Hilfssatz. 

Hulfssatz 1: Für beliebige € R', y € R' gilt: 

sup f H(, v, y) du(v) = sup H(, v, y), 
IE Pu(E) U	 vEU(fl 

wobei PU(E) die Menge der Wahrscheinlichkeitsina/Je is!, die au/ U(4) konzen!riert is!. 

2 Analysis Bd. 1, Heft 4(1982)
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Beweis: 1. Die Ungleichung 

sup f ll(, v, y) du(v) ^ sup H(, v, y) 
pEPjj() U(s)	 oEU(E) 

erhält man, indcm man das Supremurn nur über alle DiracmaI3e erstreckt, die auf, 
U() konzentriert sind. 

2. Urn die umgekehrte Ungleichung zu zeigdn, benutzen wir die Beziehung 

f /(, v) d#(v) E cony {/(, v) I v E U()} 

für alle jz € Pu(E), I E C°• + ' (G x U) 2) und / 
= (
	, vergleiche [1]. Dann gilt für 

alle 9 €	u € Pu(s) 
T . fv)diA(v)	sup	9Tp 

U(s)	 pEconV(f(E.V)IVEU()} 

Da für jeden (n + 1)-dimensionalen Vektor 9 und jede Teilmenge Q W'' die 
Gleichung 

sup T . p = sup siT. p 
pEconvQ	pEQ 

erfüllt ist, folgt 
92'. f /(, v) d(v)	sup	92'. p = sup IT 	v). 

VU)	 peconv(J(Z.o)IVEU(4 )	 yE UU) 

= (') 
mit y € R' beliebig liefert die Behauptung U 

Die Konstruktion eines dualen Funktionals zu (1) verläuft analog zu der in [6] 
angegebenen. 

Wir setzen y = S() (i = 1 ..., n) für eine beliebige Funktion S € C'(G) und 
erhalten mittels (4), (5) und Hilfssatz 1 für einen zulassigen Prozel3 (x, ), der nach 
Grundvoraussetzung 4 existiert, 

J(x, i) = f {_H(x(t), v, VS(x(t))) d(v) + VTS(x(t)) .f v d(v)j} dl 

{_(x(t)), VS(x(l)) ± VTS(x(t)) (t)} de. 

1st
A8 := sup	VS()) --:- 0 

EEG 

für alle S E C'(G), so folgt 

J(x, t)	2' S(x(t)) dt = S(x) — S(x). 

Damit gewinnen wir als duale Aufgabe 

S(x) — 5(x0 ) —> Max!
	 (2) 

2) C0 '''(G x U): Menge aller (n + 1)-dirnensionalen stetigen Vektorfunktionen auf C x U.
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bezuglich aller S € d(G) mit 
d(G) = (S € CI(G) J VS() € .(E) für alle € G}. 

Die Aufgabe (2) erweist sich also als eiri Dualproblem zu (1) ebenso wie zu (I). Wir 
erhalten damit folgende Ungleichung: 

sup L(S) ^; inf J(x, u) ^5 inf J(x).	 (6) SEd(G)	 (z.u)EY(x..z)	 XEX(X..Xr) 

5. Nachweis starker DualitAt zwischen Prirnalproblem (1) und seinem Duaiproblcm (2) 

Wir stellen zunächst einige Eigenschaf ten verailgemeinerter Steuerungen zusam men,' 
die wir zum Nachweis der starken Dualität benotigen. 

Der Steuerbereich U sei vom Zustand unabhangig, d. h. U() = U für alle EG, dann gilt: 
A: 1st (x, a) € Y(x0 , XT), danm exisliert em. Paar (x', p') € Y(x0, XT), so dap für den 

Tráger der Mafie u' 

supp 1a' = {v € U I lvi = 
fast iiberall au/ [0, T] mit 

:= f  M d(v) dt 
gilt und

J(x, u) = J(x', ia') 
ist. 

Beweis: [8], Lemma 7.2, S. 526. 
B: Die Menge der verailgemeinerten &euerungen 1u € die au/ einer kompakten 

Menge V U lconzentriert sind, ist schwach*.kompakt, d. h. zu jeder Folge {u"))_1 
verallgenieinerter Steuerungen mit	- 

SUPP IU ()	V	/fir fast alle t € [0, T], n = 1,2,... 
existiert eine Teil/olge {u ) }, so dap /fir alle Funktionen g € C0(Ra ')3 ) gilt: Es existiert 
eine verallgemeinerte Steuerung a mit 

liin f  g(t, v)	dt = f  g(t, v) dài (v) dt. 
n'-ooO V	 0 V 

Beweis: [1], Theorem 8.1, 8.140. 

C: Sei (x("), 1u( 1)) € Y(x0 , XT) (n = 1, 2, ...) und {1u')} konvergiere im ,S'inne der 
schwachen* Konvergenz gegen P, dann konvergiert die Folge der ent8prechenden Tra-
jektorien	gleichnuifiig gegen t, mit 

(t) =f v d 1 (v)	fast überall au/ [0, T], 

X(0) = X0 ,	x(T) = X. 

3) Co(R''): Menge alter stetigen Funktionen auf B'+' mit kornpaktem Träger. 

2*
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Weiter gilt
T	 T 

urn f f r(x(' ) (t), v) d1u(v) dt = f f r((t), v) df(v) dt. 
n—ooOU	 0  

Beweis. En, Theorem 4.4, S. 74 und Behauptung 6.2, S. 102. 

Wir betrachten nun das Problem (1) ohne Steuerbeschrankungen, d. h. U = U() 
= R'. Dann ist die BErJtANsche Funktion 

= inf fr(x(t), ±(t)) dt 
x€X(x,.E) 0	- 

zulassig für das duale Problem (d. h. S E d(G)) und liefert starke Dualität zwischen 
(1) und (2) und wegen Ungleichung (6) auch zwischen (1) und (2), vergleiche [7]. 
Dieses Ergebnis nutzen wir im weiteren, urn mittels Penaltytecimik starke Dualität 
für den Fall nachzuweisen, in dem U() den in den Grtmdvoraussetzungen getroffenen 
Annahrnen genugt. 

Wir stiidieren folgende Schar von Ersatzaufgaben: 

Jk(x, ) = f 	{r(x(t), v) + k(x(t), v)} d(v) de —> Mm!	 (1k) 

bezuglich aller auf [0, T] definierten Paare (x, ) E Y0(x0 , X) mit 

Y0 (x0 , X) = {(x, u) I ,u €	i(t)	f v dug(V) 
RI 

fast überall auf [0, T], x(t) € G auf [01 T); x(0) = x0, x(T) = XT}. 

Dabei ist
= ml le - zi 

zEU() 

mite€ E = {yE R li = 1} und O(, v) = lvi.
IVI 

für v + 0, 0(, 0) = 0	 (7)

(l V i hezeichnet die euklidische Norm). 

Hi! f  sat z 2: Die Funktiom ist stetig au/ 0 x R und positiv homogen ersten 
Grades im zweiten Argument. 

Beweis: Wir zeigen die Stetigkeit von i auf axE. Seien €>0, E P, e0 € E 
beliebig vorgegeben. Nach Definition von t gibt es ein v € U 1 ( 0) wit 

-	e) ± €13. 

Wegen der Unterhalbstetigkeit von U 1 ( . ) in	existiert em ö(e,	so daB für alle 
mit - ol <5(e, ) die Menge U 1 ( 0) in einer e/3-lJmgebung von U 1 () enthalten 

ist. Foiglich kaun man ein V € U 1() finden, fur weiches gilt i - i <€13. Durch 
nochmalige Anwendung der Definition von gewinnen wir	e)	e -	Somit
ist

, e) !c^ le - e0 1 + leo — . i + i - i <€13 + e9(, e0) + €/3 + €/3, 
d. h.

e) -	e) <,	 (8) 

für alle € 6 mit - i < ô(, e) und für alle e € E mit le - e01 < €/3.
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Wir verwenden nun die Oberhalbstetigkeit der Abbildung U 1 ( . ) in . Für al-le
mit	oI <ô(e, ) ist U 1() in einer e/3-Umgebung von U 1 ( 0) enthalten. Wieder 

	

gilt nach Definition von i, daf3 em w € U 1() existiert, so daB lt - el	8(, e) + /3
ist und es gibt ein J E U 1 ( 0) mit ILv - iv-1 </3. Damit ist 

9&o, e0) . 5	-	leo - el + le - l + l - 5I 
und

- i9(, e) < e	 (9) 

für alle € G mit - ol <(e, E0) und für alle é € E mit le - eol < e/3. (8) und (9) 
zusanimen ergeben die Behauptung. Es ist leicht zu sehen, daB die Funktion 0 dann 
auf 0 x R' stetig ist. Die positive Hornogenitat ersten Grades im zweiten Argument 
ergibt sich unmittelbar aus der Darstellung (7) 

Wir wollen die Werte der Infima der Aufgabenschar (Ik) mit Ik(XT) bezeichnen. 
Die Foige derl k(xT) ist monoton wachsend und nach oben beschränkt, denn es ist 
furk=0,1,...	 -	- 

r(, v) + kO(, v) 5 r(, v) + (k + 1)	v) 

für alle E 0 und v € Ra und damit 

IkxT	Ik+1(xr), 

Ik(xT) ;5	inf	Jk(x, u) 	inf J(x) ^ J(1) 
ZEX(X..a?T) 

für ein I E X(x0 , XT). Aus diesem Grunde existiert der Grenzwert 

:= urn Ik(XT). 

Zu den Problernen (Tk) können wir die entsprechenden Dualproblerne (20 aufstellen: 

Sk (xT) - Sk( XO) —> Max!
	

(2k)

bezuglich Sk E dk(G) mit 

--"k(G) = {Sk € W(G) I VSk() €	für fast alle E € G} 
und

= {z € R" I zTv	r(, v) + k?9(, v) für alle v € R"}. 

Zwischen (2k) und (1k) liegt nach den am Anfang des Abschnittes 5 gefUhrten Unter-
suchungen für den Fall, daB U = R" ist, starke Dualität vor: 

sup L(SL.) = sup {Sk(xr) - Sk(xo)} =	inf	Jk(x, z), 
S, Ea( G)	 SL.E.jk( C)	 (z,p ) E Y,(r,.xr) 

d. h., zu jeder natürliehen Zahl k kann man einen verailgemeinerten ProzeB (x( k) , 1(k)) 
€ Y0( x0 , XT) und eine Funktion Sk* € 8/ k(G) finden, so daB 

Jk(X, t(k)) - Jk(xr)	 -	 (10,) 

und
lk(XT) = Sk*(XT) - Sk*(xo).	 (11) 

Ohne Beschrankung der Allgerneinheit nehmen wir an, daB der ProzeB (x( k) , (k)) 
die unter A dieses Absehnittes aufgefahrte Eigenschaft habe, daB der Träger der
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Mat3e ,1(k) für fast alle t E [0, T] die Menge
supp u( k) = {v € R' I lvi = 

ist. Wegen der Stetigkeit von r und r(, v) > 0 für alle € 0 und v 0 existiert 
das Minimum von r auf 0 XE: 

Min r(,v) = m>0. 
GXE 

Dann folgt wegen der positiven Homogenitat von r(,.) 

/2(,(k)) =1' lvi d14 ( ") (v) dt 

m'ff r(x(k)(t), v) d14 ( k)(v) dt 
0 RI 

fl,_lJ0(x(k) 14(41)). 

Nach Ungleichung (10) ist 

0 <- J0(x), 14(k))	Jk(x, 14(k))	 1Ik(XT) +	1*() +	(12) 

Foiglich ist die veraligemeinerte Bogenliinge 2(,u(k)) wegen 
p7(14(k)) <^ m_1(l*(x2.) + 1) 

für alle k nach oben beschränkt. Nach Eigenschaft A und B kann man ails der Folge 
der {14)) eine Teilfolge {14(k')} auswählen, die im Sinne der schwachen* Konvergenz 
gegen z* konvergiert. Die Folge der entsprcchenden Trajektorien x" konvergiert 
dann nach C gleichmaf3ig gegen x. Wegen der Beschränktheit von r auf 0 x E 
erhält man aus (12) für k = k' nach Division durch k' und anschlief3endem Grenz-
ubergang k' -± oo 

Jim f  e9(x(k')(t), v) d () (v) dt = 0. 
k-800 0 K" 

Wir verwenden die Aussage C dieses Ahschnittes und erhalten 

v) d14 t*(v) dt = 0.	 (13) 

Nach Definition von 9 ist die veraligemeinerte Stenerung u'' daniit für fast alle I 
auf U(x*(t)) konzentriert, d. h. (x* , 1u*) € Y(x0 , Xi). Wenn man noch einmal die 
Aussage C berucksichtigt, erhält man mit (13) 

Jim J0(x(k'), 1(k')) = J0 (x* , /4*) = J(x* , 14*)	 (14) 
k-

Weiterhin gewinnt man aus (10), (11), (12) und (14) 

J*(XT) = urn (S(X) — S(x0)} = urn Jk.(x, (k')) 
k'-+oo	 k'-

> Jim Jo(x(k'), 14(k)) = J0(x* , *) = J(x* , /4*)	 (15)
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Wurde in (15) !*(XT) > J(x, u*) gelten, so wäre . fiir k' ^ k0 (hinreichend gro6) 

S(x) - S .(x0) > J(x", *) 
und

ls:. () E	k'() c 
für alle E 0, im Widerspruch zur strken Dualität zwischen den Problemen (Tk) 
und (2k). Deshaib liegt zwischen (I) u.nd (2) starke Dualitat vor, d. h. 

Jim {S . (xT) - S .(x0 )} = ,J(x*, *) 

An me r k u n g: Das inhomogene Steuerproblein 

F(x, u) = f r(t, x(t), u(t)) dl -* Mm! 

bezuglich aJier auf [0; TI definierten vektorwertigen Funkt .ionen x = (x', ..., x) 
und Steuerungen u mit (x, u) E X1(x0 , Xi), wobei	 - 

X1 (x0 , XT) = {(x, u) I u E L(0, T);	i(t) = g(t, x(t), u(t)) 
und u(t) E U	llm fast uberall auf [0, T];

(t, x(l)) E [0, T] x; x(0) = x0 , x(T) = X} 

ist (hierbei hangt der Steuerbereich U nicht von (I, ) E [0, T] x G ab), kann auf 
bekannte Weise, vergleiche [10, 12], auf ein Variationsproblem in Parameter-
darstellung zurückgefuhrt werden, jedoch mUssen zusatzliche Bedingungen an die 
Aufgabe gesteilt werden, urn die in den Grundvoraussetzungen geforderten Eigen-
schaften (z. B. die Stetigkeit des Integranden im Zielfunktional) zu erfullen. In 
Untersuchungen von R. B. VINTER und R. M. LEwIS [12, 13] werden soiche Be-
dingungen angegeben, und es wird mit anderen Methoden eine Dualitatsaussage 
bewiesen, die der in dieser Arbeit gewonnenen entspricht. 
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