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Differentiationsalgebren mit einem kubischen Element

L. BEra

Um eine ncue Maglichkeit zur Multiplikation gewisser Distributionen zu zeigen, wird mit Hilfe
von Matrixdarstellungen die Existenz nichttrivialer assoziativer Differentiationsalgebren mit
einem Element & nachgewiesen, das der kubischen Gleichung 2A% — 3A* 4 A = 0 geniigt.und
als Heavisidesche Sprungfunktion interpretiert werden kann. Eine dieser Algebren wird durch
Adjunktion eines Integrals von & erweitert.

IToka3HBaeTCA HOBAA BO3MOMHOCTH RJIfA YMHOMEHHA HEKOTOPHX 0006méHHHX $yHrnmit. C
NOMOMbI0 MATPHYHKX NPERCTABIEHAN OKA3HBAETCA CYMECTBOBAHNE HETPHMBHAJBLHAHX acco-
uuaTHBEHX IHPdepeENNaAbHHX aare6p ¢ 3JeMEHTOM b yHOBJIETBOPAKIMMM Kybuueckomy
ypaBHeHHI0 2k3 — 3h% 4 h = 0 M KOTOpPOE MOMKHO MHTEPIPETUPOBATH KaK QPYHKOUIO
crauka Xesucaifna. Omgra u3 orux axrebp PacmmpAeTCA OPUCOEAMHEHUEM MHTerpaa
$yRkoun h.

There are shown new possibilitics for the multiplication of some distributions, namely, by
means of matrix representations we prove the existence of nontrivial associative differential
algebras with an element % satisfying the cubic equation 2k% — 3k® + h = 0, which can be’
interpreted as Heaviside’s jump function. One of these algebras is extended by adjunction
of an integral of A.

Assoziative Differentiationsalgebren mit einem idempotenten Element A, dessen
Ableitung 6 = b’ nicht das Nullelement ist, wurden in [1] Dwtrzbutzonenalgebren
genannt. Eine Ubersicht iiber die bisherigen Ergebnisse dazu findet man in [4]). Die
Eigenschaft der Idempotenz, h?2 = h, wurde gewdhlt, um % als Heavisidesche Sprung-
funktion .

0 fir ¢t <O,
h(t)—{l fir ¢>0

interpretieren zu konnen. Einer solchen Interpretation setzten sich aber verschiedene
Schwierigkeiten entgegen. Um diese Schwierigkeiten zu beseitigen, wurden in [3]
allgemeinere Differentiationsalgebren untersucht, ohne die Gleichung A% =% zu
fordern.

Im folgenden weisen wir die Existenz weiterer Differentiationsalgebren dieser Art
nach. Da die Funktion Ak(t), wenn man ihr fiir ¢t = 0 wie V. K. Ivaxov [5] den Wert
1/2 zuschreibt, die kubische Gleichung

2h3 = 3h% — h , (1)

erfiillt, werden wir nichttriviale assoziative Differe,ntiationsalgebrén konstruieren,
" die ein Element k mit der Eigenschaft (1) enthalten. Benutzen wir wieder die Be-
zeichnung 6 = k', so folgt aus (1) durch Differentiation

6 =3ho+ 30k — 2h%6 — 2h 6k — 2 6R2. (2)
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Eine Differentiationsalgebra mit (2) und § + 0 ist stets nichtkommutativ, da im Fall
k6 = 0k aus 6 = 6ké — 6A%6 nach Multiplikation mit A wegen (1) die Gleichungen
3h29 = 2k 6, 6 = 2h 6, 3k 6 = 4k 6 und k 6 = O folgen, so daBl auch 6 = 0 wird.

Einfiihrung einer Normalform

Um die Gleichung (2) zu vereinfachen, suchen wir Differentiationsalgebren, in denen
es zu jedem Element f == & drei Elemente f,, f,, f; gibt mit der Vertauschungsrelation

hf = fi + foh + f5h?. ) (3) }

Die rechte Seite von (3) kann dann als Normalform fiir ein beliebiges Element der
. Algebra dienen. Man kénnte jetzt versuchen, die Konstruktion einer solchen Algebra
analog zu dem in [2] behandelten quadratischen Fall durchzufiihren. Wir wollen
hier jedoch anders vorgehen

Zunichst bestimmen wir drei Zahlen z, y, z, so da8 fiir das Element &

hé=2zd+ ydoh + z k2 ' (4)

gilt, oder, in anderer Schreibweise, % 6 = d(x 4 yh + 2k?). Hieraus folgt durch
Multiplikation mit & von links k%6 = d(x + yh + 2k?)? und somit nach Anwendung
von (1) und der daraus folgenden Beziehung

4h* = Th* — 3k
die Darstellung

h26=x”6+(2xy—yz—%zz_)éh+(y2+%22+2xz+3yz)6h~

Durch Multiplikation von (4) mit & von reéhts‘ergibt sich etwas einfacher

-

hék:(m—iz)éh—}—(y —i—iz)ékz.

Setzen wir die Darstellungen fiir 2 6, 226 und % 6k in (2) ein, so gelangen wir durch
Koeffizientenvergleich zu dem nichtlinearen Gleichungssystem °

1= 3z — 22
3
3=2z—3y—z+4xy—2yz——2—z2
—2 = 2y + 4xz + 6yz + 2y + %zz.
Die erste Gleichung hat die Losungen z = 1/2 und z = 1. Die zweite Gleichung
lautet, nach y aufgelost,

322 4 22 — 42 + 6

42z — 8x 4 6 )

y=—
Setzen wir diesen Ausdruck in die dritte Gleichung ein, so erhalten wir

284+ 228 — 722 — 84+ 12=0 im Fallz = 1/2,
28— 222 — 7224+ 8+4+12=0 imFallz=1.
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Hieraus findet man in Verbindung mit (5) leicht die folgenden 8 Losungen:

Nr. 1 2 3 4 5 (6|7 8

z 1 1] 1 1| 2| 12| 1721 172 (6)
Yy —72| =3 | 1/2 1|—2 |—38/2| 2 5/2
2 3 2 |—1 -2 2 1 {—2 |-3

- Wiahlt man fiir z, y, 2 eine dieser 8 Mdglichkeiten, so kann man.sich durch fort-
laufende Differentiation von (4) davon iiberzeugen, daB in einer Differentiations-
a]gebra. mit (4) die Vertauschungsformel (3) gilt, wenn f ein beliebiges Polynom
in é und den Ablextungen von ¢ ist, wobei die f; auf der rechten Seite von (3) da.nn
ebenfalls Polynome in 6 und den Ableitungen von 4 sind.

Einfiihrung einer Matrixdarstellung

Es bleibt noch die Existenz von Differentiationsalgebren mit (4) und (6) zu zeigen.
Zu diesem Zweck wihlen wir wie in [1] fiir die Elemente f der Algebra die Matrix-
darstellung f = (f,), wobei die Indizes n, m alle ganzen Zahlen durchlaufen und die
Elemente f,,, reelle oder komplexe Zahlen sind. Fiihren wir noch die Hilfsmatrix
0 = (Oup) Mit 0, 5. = 1 fiir alle » und o,,, = 0 fiir m 3= n -+ 1 ein, so 1laBt sich die
Differentiation als innere Differentiation beziiglich —o darstellen:

f = fo — of.

Fiir 2 wihlen wir eine Diagonalmatrix k = diag (H,), wobei die Diagonalelemente
H, Werte aus der Menge {0, 1/2, 1} annehmen. Dann ist die Gleichung (1) erfiillt.
Der Kiirze halber benutzen . wir fiir 2 die Schreibweise .

h=[f1,,, H,, ... H, ]
Hywr Hypr oo Hypr’

wenn es zu jedem Diagonalelément H, mit H,,,+ H, ein n; mit 1 £ ¢ < k gibt,
so daB H, = H,, H,,, = H,,, gilt und umgekehrt. Fiir die zugehorige Ableitung
benutzen wir die Schreibweise ]

6 =[dn, Ay, --- 4,.]

mit 4, = H,, — H,,,, die folgendes besagen soll: In der Matrixdarstellung
6 = (Onym) i8St Opp4y = A4, wenn H, = H,, H,,, = H,,, ist, wihrend alle iibrigen
8sm = 0 sind. Mit diesen Bezeichnungen 1ift sich eine Multiplikation mit A in der
folgenden einfachen Weise beschreiben:

ho=[Hy Ay ... Hy - 4o, 0h = (A, Hyperon oy - Hoparl.

-Der grote Wert, den k ohne Wiederholung der. Paare H,, H, ., annehmen kann,
_ist 6 mit )
b — [1 /20 1 1/20

0 0 1/21/2 1 1]’ d=[11/2 —1/2 1/2 —1/2 —1]}, :

da _eé keinen weiteren Wechsel zwischen den 3 Werten 0, 1/2, 1 gibt. Die auf der
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rechten Seite von (2) auftretenden Elernente lauten dann
ho= [1 1/4 0 1/2 —1/4 0],~
B2 =[11/801/2 —1/8 0],
héh =100 0 1/4 —1/4 0],

oh=1[00 —1/4 1/4 —1/2 —1],
oh2 =100 —1/8 1/8 —1/2 —1],

und man verifiziert leicht die Gleichung (2).

. Die Gleichung (4) ist erfiillt, wenn gilt:

a) 1=-w=,
l—lx
A g=Fo
1 1 1
b) O=—E$—Zy —8'2,
1 1
ﬂ) ‘2“=2x+4?/+§2,
1 1 1 1
f) T- 3% gV
yY) 0= —2—y—=z.

Die mit einem lateinischen Buchstaben gekennzeichneten Gleichungen stehen jeweils
zu den Gleichungen mit dem entsprechenden griechischen Buchstaben im Wider-
spruch. Unter den widerspruchsfreien Gleichungen gibt es 8 mégliche Kombinationen,

‘und zwar .
1 2 3 4 5 6 7 8
a a a a o o o .| «
b b B B b b B B
c Y ¢ Y ¢ Y c Y

~

Hierzu gehéren die folgenden Elemente 4:

ho[tO 12} o, _qro o 11 12| ., 11 0
Tlower P T oz ) 3= o121 |© MT oz )
o[z 0 12 w _[v20 0 b [v2 1 12

710 121 ) ‘T lo 1/21) Tl o121 )

L _[uz1 o ‘

o 12 1)

Die ‘zu h; mit 1 < ¢ < 8 gehérenden Werte z, y, z findet man in der Tabelle (6)
unter der Nummer . Hieraus geht hervor, daBl es zu jedem dieser 8 Wertetripel
wirklich nichttriviale Differentiationsalgebren gibt, und zwar diejenigen, die analog
zu [1] von dem zugehdrigen k; erzeugt werden.

i
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Einfiihrung eines Integrals

Damit die Differentiationsalgebren auBer den Vielfachen von k auch weitere gewdhn-
liche Funktionen enthalten, versuchen wir, sie durch Adjunkiion eines Elementes ¢
wit den Eigenschaften ‘

¢ =h, ht=t : | (M

zu erweitern, d. h. eines Integrals von %, das als Splinefunktion interpretiert werden
kann. In [3] wurde dieses Element mit ¢, bezeichnet und an Stelle der zweiten
Gleichung-von (7) die Eigenschaft ¢,k = ¢, verlangt, was aber nur auf eine Anderung
der Schreibweise hinauslauft. Aus (7) folgt durch Differentiation

ot = h — B2, B - ‘ (8)

5o daB ot als Funktion interpretiert werden kann, die im Nullpunkt den Wert 1/4
annimmt und sonst iiberall verschwindet. Aus (8) folgt mit Hilfe von (1) die Be- -
zichung ’ ] . .

1.
hot = bth = 5 8,

die sich mit der vorhergehenden Interpretation in Ubereinstimmung befindet.
Analog zu [3] ist 662 = 0.. . :

Um die Existenz einer Erweiterung mit (7) zu zeigen, betrachten wir die Differen-
tiationsalgebren, die durch ein & der Form k; mit 1 < i < 8 erzeugt werden. Wie man
nachpriifen kann, gibt es hochstens dann eine Matrix ¢ = (¢,,) mit (7), wenn h=h
ist, und in diesem Fall genau dann eine solche Matrix, wenn

h=diag(..11101/2111..)

ist. Wahlen wir hier die Null als dasjenige Element mit den Indizes n = m = 0, so
besitzt das zugehorige Integral ¢ die Elemente

tyna = —n fir 2 <O, t,,,,,_lv: —n + 3/2 fir n>1,

und sonst t,, = 0.

Im folgenden kennzeichnen wir in einer Matrixdarstellung das Element mit den
Indizes » — m = O durch eine Unterstreichung und vereinbaren, daf alle nicht
aufgeschriebenen Elemente gleich Null sind. Dann gilt

. 0 0 .
th=t+ 1[0 , tr=t+]0 ,
‘ 0 1/4 0 3/8

und hieraus folgt
t = 3th — 2th®.

Diese Gleichung zeigt, daB th? von ¢ und tk linear abhingig ist. Da th — ¢ <= 0 ist,
hat man diese Differenz analog zu [3] als infinitesimales Element zu interpretieren.
Weitere Matrixdarstellungen lauten

1

—1/2 1/4
s=[0—-12 0 |} "”=(g, 0 1/4)’ 63:(9 00 )
—1/2 '
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woraus 64 = 0 folgt, wihrend o = 0 ist im Unterschied zu [3]. Andererseits gilt’

0 0 ’ 0
o =" , 0= 0 , 12 = y eeey
1/4 14 0
—3/8

80 daB bei der Adjunktion von ¢ die Elemente ¢t § fiir k — 1,2,3,..., im Gegensatz
zu (8) und 62 = 0, als neue linear unabhingige Elemente auftreten. Zwei weitere ein-
fache Beziehungen sind 5 = t6h = 2hé. ‘

Denkbar wire jetzt die Adjunktion weiterer Elemente, doch miiBte dann in den
interessanten Fillen wie in [2] die Matrixdarstellung verlassen werden.
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