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Ilifferentiationsalgebren mit einem kubisehen Element 

L. BERG 

Urn eine neue Moglichkcit zur Multiplikation gewisserDistributionen zu zeigcn, wird mitHilfe 
von Matrixdarstellungen die Existenz nichttriyialer assoziativer Differentiationsalgebren mit 
einern Element h nachgewiesen, das der kubischen Gleichung 2h3 - 3h2 + h = 0 genugt.und 
als Heavisidesehe Sprungfunktion interpretiert werden kann. Einc dieser Algebren wird dutch 
Adjunktion eines Integrals von h erweitert. 

floHa3IzBaeTcH HoBafi 1303MO)}m0CTb gMH yMH0HeHHH HelorophIx O6O6W6IIHNX 4yHIrn.Bfl. C 
[JOMOEUbIO MTHHbIX npeJcTaBJIeHnfl goRaalrnaeTcH eymecoaa ne HTflBMJIbHbX acco-
UHTHBHbIX AH44epeinxnalbllux aire6p C 9iie.,%ieHT0m h YJJ0BJTTB0PHI0UU5M Iy6HecicoMy 
ypallfleHfflo 2h3 - 3h2 + h = 0 u KOTOpoe MOHO HflTCpnpeT11p0BaTb XaH yHHW110 
cKaqKa XeBieaga. OHa 113 DTHx aire6p pacmupfieTCH npcoenneiie erpasia 
4yE!uu411 Is. 

There are shown new possibilities for the multiplication of some distributions, namely, by 
means of matrix representations we prove the existence of nontrivial associative differential 
algebras with an element h satisfying the cubic equation 2h3 - 3h2 + Is = 0, which can be 
interpreted as Heaviside's jump function. One of these algebras is extended by adjunction 
of an integral of Is. 

Assoziative Differentiationsalgebren mit einem idempotenten Element 4, dessen 
Ableitung 6 = 4' nicht das Nullelement ist, wurden in [1] DiBiribulionenalgebren 
genannt. Eine tbersicht uber die bisherigen Ergebnisse dazu findet man in [4]. Die 
Eigenschaft der Idempotenz, h2 = 4, wurde gewahlt, urn 4 als .tleaviside.sche Sprung-
/unktion

h(t)= 10 für
1

	1<0, 
l fur t>O 

interpretieren zu könncn. Einer solchen Interpretation setzten sich aber verochiedene 
Schwierigkeiten entgegen. Urn these Schwierigkeiten zu beseitigen, wurden in [3] 
ailgerneinere Differentiationsalgebren untersucht, ohne die Gleichung 42 = 4 zu 
fordern. 

Tm folgenden weisen wir die Existenz weiterer Differentiationsalgebren dieser Art 
nach. Da die Funktion 4(1), wenn man ihr für I = 0 wie V. K. IVANOV [5] den Wert 
1/2 zuschreibt, die kubische Gleichung 

2h3 =3h2 —ls	 '	 (1) 

erfüllt, werden wir nichttriviale assoziative Differentiationsalgebren konstruieren, 
die ein Element is mit der Eigenschaft (1) enthalten. Benutzen wir wieder die Be-
zeichnung 6 = h', so folgt aus (1) durch Differentiation 

6=3h6+36h2h2 62h6h26h2 .	 (2)
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Eine Differentiationsalgebra m + it (2) und 6 0 ist stets nichtkommuativ, da im Fall 
h  = 6k aus 6 = 6h6 - 6h2 6 nach Multiplikation mit k wegen (1) die Gleichungen 
.3k2 6 = 2k 6, 6 = 2k 6, 3h 6 = 4k 6 und h 6 = 0 folgen, so daB auch 6 = 0 wird. 

Einfuhrung ciner Normallorm 

Urn die Gleichung (2) zu vereinfachen, suchen wir Differentiationsalgebren, in denen 
es zu jedem Element / =t= 1& drei Elernente /1, /2, 13 gibt mit der Vertauschunqsrelatiom 

hl = /1 + /2h + f3h2 .	 ( 3) 
Die rechte Seite von (3) kann dann als Normal/orm für ein beliebiges Element der 
Algebra dienen. Man könnte jetzt versuchen, die Konstruktion einer soichen Algebra 
analog zu dem in [2] behandelten quadratischen Fall durchzufuhren. Wir wollen 
hier jedoch anders vorgehen. 

Zunächst bestimmen wir drei Zahien x, y, z, so daB für das Element 6 

h6 = x6+ y 6 + z 	 (4) 

gilt, oder, in anderer Schreibweise, h 6 = 6(x + yh + zh2). Hieraus folgt durch 
Multiplikation mit h von links k2 6 = 6(x + yh + zh2 ) 2 und somit nach Anwendung 
von (1) und der daraus folgenden Beziehung 

4k4 = 7k2 - 3k 

die Darstellung 

h2 6 = x2 6 + (2xy - yz - -- Z2 	+ (y2 + z2 + 2xz + 3Yz) W. 

Durch Multiplikation von (4) mit h von rechts ergibt sich etwas einfacher 

hôh =( - z)6h +( + z)6h2. 

Setzen wir die Darstellungen fur h 6, h26 und k 6k in (2) cm, so gelangen wir durch 
Koeffizientenvergleich zu dem nichtlinearen Gleichungssystem 

1 = 3x - 2x2 

3= 2x— 3y— z+ 4xy - 2yz - 

—2= 2y +4xz + 6yz+ 2y2 + z2. 

Die erste Gleichung hat die Losungen x = 1/2 und x = 1. Die zweite Gleichung 
lautet, nach y aufgelost, 

3z2+2z-4x±6 
4z-8x+6 .	 (5) 

Setzen wir diesen Ausdruck in die dritte Gleichung em, so erhalten wir 

z4 + 2z3 - 7z2 - 8z + 12 =0 im Fall x=1/2, 

z4 -2z3 -7z2 +8z+12=0 im Fall x=1.
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Hieraus findet man in Verbindung mit (5) leicht die folgenden 8 Lasungen:

Nr. 1 2 3 4 5 6- 1	7 8 

1 1 1 1 1/2 1/2 1/2 1/2 
—7/2 —3 1/2 1 —2 —3/2 2 5/2 

z 3 2-1 —2 2 1-2-3

(6) 

Wählt man für x, y, z eine dieser 8 Moglichkeiten, so kann man sich durch fort-
laufende Differentiation von (4) davon uberzeugen, daB in einer Differentiations-
aIgebr mit (4) die Vertauschungsformel (3) gilt, wenn / ein beliebiges Polynom 
in 6 und den Ableitungen von 6 1st, wobei die / i auf der rechten Seite von (3) dann 
ebenfalls Polynome in 6 und den Ableitungen von 6 sind.	- 

Einührung einer Matrixdarstellung 

Es bleibt noch die Existenz von Differentiationsalgebren mit (4) und (6) zu zeigen. 
Zu diesem Zweck wählen wir wie in [1] für die Elemente / der Algebra die Matrix-
darstellung / = (mm), wobei die Indizes n, m aile ganzen Zahien durchlaufen und die 
Elemente mm reelle oder komplexe Zahien sind. Führen wir noch die Hilfsmatrix 
0' ( 7nm) mit 688+ 1 = 1 für alle n und 18m = 0 für rn + n + 1 em, so IäBt sich die 
Differentiation als innere Differentiation bezüglich —a darstellen: 

I' = /a - al. 

Für h wählen wir eine Diagonalmatrix h = diag (H8 ), wobei die Diagonalelemente 
H Werte aus der Menge (0, 1/2, 1) annehmen. Dann ist die Gleichung (1) erfüllt. 
Der Kiirze halber benutzen wir für h die Schreibweise 

h-1"	H8, ... ll 1 
- H81 +1 H81+1 ... Hnk+11' 

wenn es zu jedem Diagonalelement H8 mit H8+1 r= H8 ein n, mit 1 i :5,- k gibt, 
so daB H8 = 118, H8+1 = fll+1 gilt und umgekehrt. Für die zugehorige Ableitung 
benutzen wir die Schreibweise 

mit z1, = H81 - 1181+1, die folgendes besagen soil: In der Matrixdarstellung 
6 = (6nm) ist 68 , 8+1 = z1,, wenn H. = Hn, 11,1+1 = 118 1 +1 ist, während alle ubrigen 
bnm = 0 sind. Mit diesen Bezeichnungen läBt sich eine Multiplikation mith in der 
folgenden einfachen Weise beschreiben: 

h6 = [J ,l, i fl ,	48j, ôh = [ii, . H81+1 ...J, 

Der groBte Wert, den k ohne Wiederholung der. Paare iI, H8 , annehmen kann, 
ist.6mit

[ 1
1/2 0	1	1/20] 

h = 0 0 1/2 1/2 1 1	= [11/2 —1/2 1/2 —1/2 —1], 

da es keinen weiteren Wechsel zwischen den 3 Werten 0, 1/2, 1 gibt. Die auf der 



28	L. BERG 

rechten Seite von (2) auftretenden Elemente lauten dann 

= [1 1/4 0 1/2 —1/4 0],	oh = [0 0 —1/4 1/4 —1/2 —1], 

A2 0 = [1 1/8 0 1/2 —1/8 01,	Oh2 = [0 0 —1/8 1/8 —1/2 —1], 
h Oh = [0 0 0 1/4 —1/4 0], 

und man verifiziert leicht die Gleichung (2). 
Die Gleichung (4) ist erfüllt, wenn gilt: 

a) 1='z, 

1	1 x)

b) 0=---x---y--z, 

1 
9)

1	1	1	1 
C) 

Y) 0=—x—y—z. 

Die mit einem lateinischen Buchstaben gekennzeichneten Gleichungen stehen jeweils 
zu den Gleichungen mit dem entsprechenden griechisehen Buchstaben im Wider-
spruch. Unter den widerspruchsfreien Gleichungen gibt es 8 mogliche Kombinationen, 
und zwar 

a a	a a	x , x 
b b	/9 fl	b b 9 /9 
C y	C y	C y C y

HierLu gehoren die folgenden Elemente h: 

[1 0	1/21	11 0 0]	
[10 1
	1/21	11 1	0 h1	[0 1/2 1 ]'	h2 = [o 1/2 1]'	h3 = 

	1/2 1 ]'	
114	Lo 1/2 1 

h	
[1/2 0	1/2] 	0 °1	[1/2 1	1/2 
[o	1/2 1 ]'	h6 = [o 1/2 1]'	

h7 =
	1/2 1	' 

[1/21	0 
h8=10 1/21

1. 

Die u h1 mit 1 i 8 gehorenden Werte x, y, z findet man in der Tabelle (6) 
unter der Iummer i. Hieraus geht hervor, daB es zu jedem dieser 8 Wertetripel 
wirklich nichttriviale Differentiationsalgebren gibt, und zwár diejenigen, die analog 
zu [1] von dein zugehorigen h; erzeugt werden. 
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Einlährung cines Integrals 

Damit die Differentiationsalgebren auf3er den Vielfachen von h auch weitere gewohn-
liche Funktionen enthalten, versuchen wir, sie durch Adjunktiom eines Elernentes t 
mit den Eigenschaften 

t'=h,	ht=t	 (7) 

zu érweitern, d h. eines Integrals von h, das als Splinefunktion interpretiert werden 
kann. In [3] wurde dieses Element mit t, bezeichnet und an Stelle der zweiten 
Gleichungvon (7) die Eigenschaft t.,h = t, verlangt, was aber nur auf eine Anderung 
der Schreibweise hinausläuft. Aus (7) folgt durch Differentiation 

6t = h	h2 ,	 -	-	 (8) 

so daB ätals Funkton interpretiert werden kann, die im Nullpunkt den Wert 1/4 

	

annimint und sonst, uberall verschwindet. Aus(8) folgt mit flille von (1) die Be-	- -. 
ziehung

h ôt = bth = -- &, 

die sich mit der vorhergehenden Interpretation in Ubereinstimmung befindet. 
Analog zu [3] ist ô1 2 = 0. 

Urn die Existenz einér Erweiterüng mit (7) zu zeigen, betrachten wir die Differen-
tiationsalgebren, die durch ein h der Form hi mit 1 i 8 erzeugt werden. Wie man 
nachprufen kaun, gibt es höchstens dann eine Matrix , t = (tnm) mit (7), wean h = 
ist, und in diesem Fall genau dann eine soiche Matrix, wean 

h=diag( ... 111O1/2lll ... )	- 

ist. Wählen wir hier die Null als dasjenige Element mit den Indizes n = m = 0, so 
besitzt das zugehorige Integral t die Elemente 

= —n für n < U	tn,j = —n -f-- .5/z iur it	1, 

und sonst tnm = 
Im folgenden kenrizeichnen wir in einer Matrixdarstellung das Element mit den 

indizes it = m = 0 durch eine Unteretreichung und vereinbaren, daB alle nicht 
aufgeschriebenen Elemente gleich Null sind. Dann gilt 

/	\	 /!	\ 
th=t+( 0	1	th2=t+(O	1 

\o 1/4/	 \o 3/8/

und hieraus folgt 

= 3th - 2th2. 

Diese Gleichung zeigt, daB Ut2 von t und Ut linear abhangig 1st. Da Ut - t rr= 0 ist, 
hat man these Differenz analog zu [3] ale infinitesimales Elernent zu interpretieren. 

Weitere Matrixdarstellungen lauten

'	—1/2	
)	

o3=(	
1/4) 

—1/2 0 ),
	

ô2 =	,	 0 i '	\Q 0 0 a—(Q	—1/2
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woraus 64 = 0 folgt, whrend 63 == 0 ist im Unterschied zu [3]. Andererseits gilt 

= (Q 114)'	

= (Q 0 

1/4)	
= (	) 

so daB bei der Adjunktion von t die Elemente t" 6 für k = 1, 2, 3, ..., im Gegensatz 
zu (8) und 012 = 0, als neue linear unabhängige Elemente auftreten. Zwei weitere em-
fache Beziehungen sind tO = tOh = 21/iO. 

Denkbar ware jetzt die Adjunktion weiterer Elemente, doch müBte dann in den 
interessanten Fallen wie in [2] die Matrixdarstel lung verla.ssen werden. 
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