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Uber zufillige Storungen einer Basis aus Exponentialfunktionen
im Raum L,[—=, x]
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.

Fiir das Theorem von PaLey und WieNER und einer Reihe nachfolgender Autoren aber die
Basiseigenschaften des gestérten Systems {exp (i(n + 8,)t):n € Z} im Raum L[ —n, n] wird
der Grenzfall |s,;| = 1/4 untersucht. Es wird bewiesen, daB das gestérte System fast sicher keine
‘Riesz-Basis ist, wenn {s,,} aus [—1/4, 1/4]Z, versehen mit natiirlichen Produktmafen, genom-
men wird.

Iuna reopemst ITajes u BuHepa M pARa mocieaymiomMUx aBTOpoB 0 6a3uCHHX CBOACTBAX
BO3MYIIEHHOII CHCTEMH {exp (¢(n + sp) t): n€ Z} B npocrtpanctBe L,[—m, n] uccaenyercsa
rpaHMYAni cuydal |s,| = 1/4. JIOKasmBaeTCA, YTO BO3MYINEHHAA CHUCTEMA MOYTH ROCTO-
‘BepHO He ABnAercA Gasucom Pucca, koraa {s,} Gepérca ua [—1/4, 1/4]%, chabxénnoe ecre-
CTBEHHLIM MCPAM NPOU3BENEHHA.

We investigate the limit case |s,| = 1/4 for the theorem of PALEY and WIENER and some
later authors on the basis properties of the pcrturbed system {exp (¢(n + 5,) ¢): n € Z} in the
space L,[ —n, n]. We prove, that the perturbed system almost sure is no Riesz basis, if {s,}
is taken from [—1/4, 1/4}Z equipped with natural product measures. ’

1. Einleitung

" Eine Basis im Hilbertraum {z,} wird Riesz-Basis genannt, falls die Reihe } a,z,
genau dann konvergiert, wenn J’ |a,|> < co. Jede Riesz-Basis ist unbedingte Basis
und man kann ihre Elemente folglich mit einer beliebigen abzihlbaren unendlichen
Indexmenge numerieren. KOTHE und ToEerLITZ (8] zeigten, dall umgekehrt jede
normierte unbedingte Basis im Hilbertraum auch Riesz-Basis ist (s. auch [12]). In
den Arbeiten [2, 3, 4, 6, 7,9, 13] wurden hinreichende Bedingungen dafiir angegeben,
daB {exp (ir,t): n € Z} Riesz-Basis in L,[—=, =] ist. Das Resultat von M. I. KaDEz
(6] besagt, daB fiir |r, — n| < d {exp (ir,t): n € Z} Riesz-Basis ist, wenn nur d < 1/4.
-In gewisser Weise ist dieses Resultat das bestmogliche, denn bereits N. LEVINSON
[10] gab ein Beispiel fiir eine Familie {r,;n € Z} mit [n — 7,| < 1/4 an, fir die
{exp (tr4t)} keine Riesz-Basis dieses Raumes ist. Hier soll untersucht werden, ob
{exp (i(n + s,) £): n € Z} Riész-Basis im Raum L,[—z, 7] ist, wobei die Fami-
lie {s,; n€ Z} zufillig aus [—1/4, 1/4]2 gewihlt wird. Es erweist sich, daf
{exp (¢(n + s,) t): n € Z} fir bestimmte WahrscheinlichkeitsmaBe, wie z. B. das
Produkt von auf Eins normierten Lebesque-MaBen oder das Produkt von Maflen
mit u(1/4) = u(—1/4) = 1/2, fast sicher keine Riesz-Basis ist. Es sei noch darauf

" hingewiesen, daB nach [3] beliebige beschrénkte, rein imaginire Stérungen keinen
Einflufl darauf haben, ob eine Riesz-Basis vorliegt. Deshalb ist es natiirlich, sich
auf die Betrachtung reeller Stérungen {s,} zu beschrinken. Im folgenden wird der
Raum L[ —=, #) immer kurz mit L, bezeichnet.
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2. Untersuchung des Systems {exp(i(n + s)t)}
Der folgende Satz iiber Operatoren im Hilbertraum gestattet es Systeme der Gestalt
- {exp (i(n + s) ¢)} zu untersuchen.

Satz: Sei P ein Orthogonalprojektor und sei U ein unitdrer 0pérator tm Hilbert-
raum L,. Wir bezeichnen P’ = Id — P, wobei Id der identische Operator ist. Dann gilt:
a) Die beiden Operatoren T = UP + U-'P' und S = U-P + UP’ sind gleichzeitig

Isomorphismen genau dann, wenn [U?PU-2 — Pj| < 1.

b) Wenn ||U2PU-2 — P|| = 1, dann st wenigstens eine der Neigungen

8(UP(L,); U-'P'(Ly)) oder
S(U-1P(Ly); UP(Ly)
gleich Null. Dabei ist die Neigung von Unterraumen X und X' eines normieﬂen
Raumes als .
6(X; X') = inf {llz — z'|; z € X, 2" € X, ||| = [|o']] = 1}
definiert.
" Beweis: a) Seien § und 7' Isomorphismen. Dann sind die Operatoren
USS*U' =P+ UP'U2=P—UPU2%41d und
UTT*U- = UPU-* — P + Id |
streng positiv. Es gibt also eine positive Zahl ¢, so daB
P — UPU-2 2 (c — 1) Id, (c—l)IdSUzPUz—PS(l—c)Id

Daraus folgt |UPU-2 — P|| < 1.

Sei jetzt die Ungleichung j|U2PU-2 — P|| < 1 erfiillt. Da diese Ungleichung
aquivalent zu |(U-1)2 P(U1)"2 — P|| < 1 ist, reicht es aus zu zeigen, daB 7T’ ein
Isomorphismus ist. Wegen '

| TT* — Id|} = |UPU 4 U-'P'U — Id||
= [[U2PU2 4 P’ — Id|| = ||U2PU‘2 —Pj<1

ist TT* ein Isomorphismus und folglich ist 7' surjektiv. Angenommen, z. gehore
zum Kern von 7' und = & 0. Dann gilt:

UPzx + U- 1P':z:=0 U?Pzx = —P'z £ 0,

(U2PU-2 — P)(U?Pz)|| = || U2Px + PP'z|| = ||\ U?Px].
Fdlglich erhilt man im Widerspruch zur Voraussetzung ||{U2PU-2 — P|| = 1. Durch
diesen Widerspruch ist nachgewiesen, daB Kern (7') = {0} und damit auch, daB 7
ein Isomorphismus ist.

b) Wir bezeichnen den OrthogonalprOJektor U2PU~2 mit @ und die Bildraume

von P bzw. @ mit M bzw. N. AuBlerdem sei @' = Id — . Die Norm ||P — Q)| wird
in [1] Offnung zwischen M und N genannt und es wird die Identitét

IP — Ql| = max (sup {|P'zl|:z € N, |zl = 1}, sup {|@zl:=z € M, |lz]j = 1})

bewiesen. Ist sup {||P'z]l:z € N, |zl =1} = 1, 's0 gibt es eine Folge (z;) in N mit
llzell = 1 und lim [|P'z;|| = 1. Aus ||P'z|* + ||Pzf* = 1 folgt dann

lim [|P'zy — @2f| = lim ||P'%, — | = lim {|Pzf| = 0.
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Folglich gilt natiirlich auch

Py
lim [ _ U2PU-2%, || =0,
P *
woraus unmittelbar folgt 6(UP(L2); U“P'(Lz)) = 0. Falls sup {||Q'z||: 2 € M, |jz||
= 1} =1, so findet man eine Folge (z,) mit [[z,]| = ||Pz| = 1, fiir die lim 1@z,

— Pzl = 0. Daraus folgt §(U-'P(L,); UP'(L,)) = 0. Damit ist der Beweis des
Satzes beendet B

Sei {e, :n € Z} € {—1, 1}2. Wir bezeichnen mit P den Orthogonalprojektor auf
die abgeschlossene lineare Hiille der Elemente {exp(int):n € Z,e, =1} im L,
Weiterhin bezeichnen wir mit U, den Multiplikationsoperator mit ‘der Funktion
exp (ist) im Raum L, und wie oben sei P’ = Id — P. Das System {exp (i(n + e,3) t);
n € Z} ist genau dann Riesz-Basis des L,, wenn die Abbildung, die durch die Formel

T(X a, exp (int)) = X a, exp (i(n + ) ¢)

definiert ist, d. h. der Operator T = U,P + U_,P' ein Isomorphismus des Raumes
L, ist. Dadurch erhilt man aus obigem Satz die folgenden SchluBfolgerungen.

SchluBfolgerung 1: Die beiden Systeme {exp (i(n+ €,8) t): n € Z} und
{exp (i(n — e,8) t):n € Z} sind genau dann gleichzeitig Riesz-Basen im L, wenn
WU2PU_os — P|| < 1. Dabei ist P der oben mit Hilfe von {e,} definierte Projektions-
operator. . . .

Die folgende-SchlﬁBfolgerung stellt einen Spezialfall des Resultates von M. 1.
Kabpzz [6] dar.

SchluBfolgerung 2: Ist [s} < 1/4, so ist {exp (i(n + e,s) t): n € Z} Riesz-Basis
itm Raum L,.

Beweis: Es geniigt zu zeigen, daB |[U,,PU_,, — P|| < 1. Zur Abkiirzung ver-
wenden wir die Bezeichnungen U_,, = U und cos (2s7) = a. Dann gilt:

IUePU_yy — Pl| = |PU — UP|| = |[PUP’" — P'UP],
{PUP'z — P'UPx|? = |PUP'z|]? + |P'UPz?
=||P(U — ald) P'z|]* + ||P"(U — ald) Pz|?
S U — ald|? (|P]? + |P'al?) = |U — ald|f ||z]?,
IU — ald|® = sup {|exp (—2ist) — a|?:t € [—n, =]}
= sup {|cos? (2st) — 2a cos'(2st) + a? 4 sin? (2st)]:t € [—m, 2]} = 1 — a?
< 1. :
Damit ist die SchluBfolgerung 2 bewiesen I

SchluBfolgerung 3: Die Neigung zwischen dén abgeschlossenen linearen Hiillen
der Systeme {exp (i(n + 1/4)t):n € Z, n < 0} und {exp(in — 1/4)t):n € Z,n = 0}
st gleich Null. .

Beweis: Wir betrachten fiir

__ [+, wenn n <0
€ = ~—1, wenn n =0

und fiir s = 1/4 die Systeme {exp (i(n + ¢,s) t):n € Z} und {exp (i(n — ens)t):m € Z).
Der Multiplikationsoperator U, bildet das zweite dieser Systeme in das erste ab,

3 Analysis Bd. 1, Heft 4 (1082)
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wobei exp (—it/4) ein Element des ersten Systems ist, welches nicht als Bildelement
auftritt. Folglich kénnen nicht beide Systeme gleichzeitig Basis sein. Schlulfolge-
rung 3 folgt nun unmittelbar aus SchluBfolgerung 1 und aus dem bewiesenen Satz 8

3. Ein Kriterium

Um ein Kriterium dafiir formulieren zu kénnen, da8 ein System keine Riesz-Basis
bildet, fithren wir den Begriff der endlichen Darstellbarkeit fiir linear unabhingige
Systeme ein. In der Definition und im darauffolgenden Lemma kann jedes der
betrachteten Systeme jeweils aus Elementen eines beliebigen normierten Raumes
bestehen. In der Anwendung handelt es sich jedoch immer um den Raum L,.

Definition: Ein linear unabhingiges System {a,:n € 4} ist in dem System
{b: m € B} endlich darstellbar, falls fiir jede positive Zahl ¢ und fiir jede endliche
Teilmenge M — A eine solche Abbildung p von M in B gefunden werden kann,
daf fiir den linearen Operator

T:lin{a,: n € M} —lin {b,,: m € p(M)},

der durch T(a,) = byu; gegeben wird, und fiirr jedes z aus dem Quellenraum von
T gilt: . : '

(1 — &) llll = 1T/l = (1 + &) |||

Zur Abkiirzung bezeichnen wir im Weitet;en das System {exp (i(n-—}— 1/4) t):
neEd,n< O} U {exp (i(n — 1/4) t): neZ,n= 0} von Elementen des Hilbert-
raumes L, als System 1. ,

- Lemma: Ist das System I in einem System (b} endlich darstellbar, so ist {b,,) keine
Riesz-Basis. -

Beweis: Unter dem T'rdger eines Elementes x aus der linearen Hiille eines Vektor-
systems wollen wir die Menge der Elemente aus der Indexmenge des Systems ver-
stehen, fiir die die Koeffizienten in einer bestimmten Darstellung von z als Linear-
kombination von Elementen des Vektorsystems ungleich Null sind. Fir linear
unabhiingige Systeme ist der Tréager jeweils eindeutig bestimmt.

Aus Resultaten von E.R. LorcH [11] und M. M. GRmwBLUM [B] (s. auch {12))
folgt, daB es fiir jede unbedingte Basis (b,,} eine solche positive Zahl ¢ gibt, da8l der
Abstand beliebiger zweier normierter Elemente aus der linearen Hille von {b,}
mit disjunkten Trigern grofler als ¢ ist. Wir zeigen, daB diese Bedingung nicht
erfiillt sein kann, falls das System I in {b,,} endlich darstellbar ist:

Nach SchluBfolgerung 3 existieren normierte Elemente z; aus der linearen Hiille
von {exp (i(n + 1/4)t): n < 0} und y, aus der linearen Hiille von {exp (i (n — 1/4)¢):
n 20} mit lim |z, — 7,/ =0. Wahlt man eine Nullfolge positiver Zahlen (s),
setzt M, gleich der Vereinigung der Triger von z, und von ¥, und bezeichnet mit
T, die jeweils zu g und M, nach der Definition der endlichen Darstellbarkeit exi-
stierenden Operatoren, so folgt lim |7z li = lim ||Tyll = 1 und lim [Tz, — Thyl|
= 0. AuBerdem sind die Triger von T',x; und von T}y, zumindest fiir ¢ < 1, jeweils
disjunkt. Also kann nach dem oben zitierten Kriterium {b,} keine unbedingte und
erst recht keine Riesz-Basis sein
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4. Zufillige Storungen der Basis exp (int) im L,

- Theorem: Sei auf (—1/4, 1/4)% ein Produktmaf m von W ahrscheinlichkeitsmafen
q gegeben, wobei die Mafe u, folgender Bedingung geniigen: Fiir jedes ¢ > O existiert ein
6 > 0, so dap fir jedes n € Z p,([1/4 — &, 1/4]) > 6 und p.([—1/4, —1/4 + g]) > 6.
Dann ist das System {exp (z (n + s,) t): n € Z} fiir m-fast alle {s,} € [—1/4, 1/4]%
keine Riesz-Basis des L,.

Bemerkung: Die Bedingung ist z. B. erfiillt, wenn p, jeweil.s das Doppelte des -
Lebesgue-MaBes ist oder wenn u,(1/4) = u,(—1/4) = 1/2. ’

Beweis des Theorems: Sei (¢;) eine Nullfolge positiver Zahlen fiir die folgende
- Bedingung erfiillt ist: Wenn ‘

14— <s, <14 fir —jsn<0 und —1/4<s, < —1/4 + ¢

fir 0Sn<j, - R B
dann gilt fiir den linearen Operator 7, der durch

T (exp (i(n + 1/4)t)) = exp (i(n + s,) t) fir —j<n<O0 und

T (exp (i(n — 1/4) t)) = exp (i(n + s,) t) fir 0<n<j '

auf der linearen Hiille der aufgefithrten Elemente gegeben wird, und fiir jedes x
aus dieser linearen Hiille, folgendes: ' . : : -

(1 = 1/j) flell < 1Tl < (1 + 1/7) |iz].-

Solch eine Nullfolge gibt es, da die Abbildung R 3 s — exp (ist) € L, stetig ist und
da das System I linear unabhingig ist. Jetzt werden folgende Mengen E und E;
betrachtet o )

E = {{s,,} € [—1/4, 1/4}%: Firr jedes j € N gibt es ein k ¢ Z, so dal
Sn€[1/4— e, 1/4] fir k—j<n<Fk und
sy € [—1/4, —1/4 + g fir kZ<n <k 7},

E} = {{sﬂ} € [—1/4, 1/41%: Fiir jedes k € Z gibt es ein I mit 0 <1 < 4, so daB
Souj—i-1 § [1/4 — &j, 1/4] oder sy, ¢ [—1/4, —1/4 + &l}-

Ist {s,} fiir kein j Element von E;, so ist {s,} Element von E, also

[—1/4,1/4)2=E v ( U E’,-).

jeN r

Fir {s,} € E ist das System I in {exp (i(n + s,) l); ne€ Z} endlich darstellbar. Die
darstellenden Operatoren 7' kann man durch

T (exp (i(n + 1/4) t)) = exp (i(n + k + s440) t), wenm n'<0 und
T (exp (¢(n — 1/4)¢)) = exp (ign + k4 s0i)t), wenn n =0

(fiir endlich viele n) geben, wobei & fiir geniigend groBes j cntsprechend der Defi-
nition von E so genommen wird, da} -

Spex € [1/4 — &5, 1/4] fir —j <n < 0 und daB
Snek € [—1/4, —1/4 4 &) fir 0= »n <7j.

3
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Fiir {s,} € E ist nach dem Lemma also {exp (i(n + 8,) t): n € Z} keine Riesz-Basis
des L,.

Bezeichnet man mit ¢ eine positive Zahl, so da§ fiir ein beliebiges, aber fest gewihl-
tes j € N und fiir jedes n € Z pua([1/4 — &, 1/4]) > 6 und w([—1/4, —1/4 + £]) > 6,
so gilt

m(E;) = [T m{{{sa} € [—1/4, 1/4]%: Es gibt ein ; mit 0=<1<j,s0dalB
K

Saxjotr & [1/4 — &), 1/4] oder sy § [—1/4, —1/4 + &1})
= JT(1 — m({{sa} € [—1/4, 1/4]?: fiir jedes [ mit 0 = Il <ggilt
«

Surjot-1 € [1/4 — &5, 1/4] und syt € [—1/4, —1/4 + &]})
< J1(1— 6% =0.
k

Daraus-folgt aber m(E) = 1. Damit ist die Behauptung bewicsen 1

Der Autor bedankt sich herzlich bei Herrn Professor M. L. KapEez, der ihn mit
der Problemstellung vertraut machte und wertvolle Anregungen zu deren Bearbei-

tung gab.

LITERATUR

(1] AcriesEr, N. [, und I. M. GLASMANN: Theorie der linearen Operatoren im Hilbert-Raum.
Berlin 1975.

(2] DoFrFIN, R. J., and J. J. EAcHUS: Some notes on an expansion theorem of Paley and
Wicner. Bull. Am. Math. Soc. 48 (1942), 850 —855.

[3] DuFFIN, R. J., and A. C. SCHAEFFER: A class of nonharmonic Fourier series. Trans. Am.
Math. Soc. 72 (1952), 341 —366.

[4] 'osouy, B. II.: O6 ycroiuusocTu Gasmca nokasareabinx gpyaxuun. JAH Apm. CCP

. 36 (2) (1963), 65—70. :

(5) Meunsmom, M. M.: O npexcrabienuu NPoCTPAHCTBA THRA B B BHAe NpAMOH CYMMH
nopnpocrpancrs. JAH CCCP 70 (5) (1950), 749—1752. .

(6] Kaneu, M. W.: Tounoe suauenue nocronunoit Tasen-Bunepa. JAH CCCP 155 (6)
(1964), 1253 — 1254.

(7] Kanueascosn, B. 3.: O 6asucax u3 MOKA3ATEJNLHHX dynxuut B L2. OyHKy. ananus 5
(1) (1971), 37—47.

(8] KoTHE, G., und O. ToerLITZ: Lineare Réume mit unendlich vielen Koordinaten und
Ringe unendlicher Matrizen. J. Reine Angew. Math. 171 (1934), 193—-226.

(9] JIesun, B. fl.: O Gasucax M3 NOKA3ATEIbHHX Qyuxuufi B L2, 3amMCKH MaTeM. OTA.
¢dus.-marem. §-ra XapbKOBCKOro yH-Ta 1 X apbKoBCKOrO MateM. 06-8a 72 cep. 4 (1961),
39—48.

[10] LeviNsox, N.: On non-harmonic Fourier series. Ann. Math. 87 (1936), 919—936.

[11] LorcE, E. R.: Bicontinuous linear transformations in certain vector spaces. Bull. Am.
Math. Soc. 45 (1939), 564 —569.

[12] Muneman, B. J1.: F'eomeTpuuecxas TCOPUA MPOCTPAHCTB Banaxa. Yacr. 1. YMH 26 (3)
(1970), 113—174. ’

{13] PaLEY, R. E. A. C., and N. WIENER: Fourier transforms in the complex domain. New
York 1934.

3

Manuskripteingang: 27. 03. 1981
VERFASSER:

Dr. KLaus-DETLEF KURSTEN
Scktion Mathematik der Karl-Marx-Universitdt
DDR-7010 Leipzig, Karl-Marx-Platz 10



