
Zeitschrift Mr Analysis 
und thre Anwendungen 
Bd. 1(4) (1982), S. 31-36 

t)ber zulãfflge Storungen einer Basis aus Exponentiallu.nktionen 
im Raum L2[—it, it] 

K.-D. KiiRSTEN 

Für das Theorem von PALEY und WIENER und einer Reihe nachfolgender Autoren fiber die 
Basiseigenschaften des gestorten Systems {exp (i(n + 8,,) t): ii E Z} im Raum L2[—, ] wird 
der Grenzfall Is.1 = 1/4 untersucht. Es wird bewiesen, daB das gestorte System fast sicher keine 
Riesz-Basis 1st, wenn {s,,} aus [— 1/4, l/I, versehen mit naturlichen ProduktmaBen, genom-
men wird. 
Ll,riH Teopembi HaIeH u BHHepa u pnja nocieyyiowx aBTofoB 0 6a314cHbX CBOI1CTBaX 
BO3MYIUe1IHO11 clIcTeMu (exp (i(n + s,,) £): n E Z} B T1OCT3l1CTB L2[—, ,z] HccJeyeTcn 
rpaHH4nb1 c.nyafl I s,,f = 1/4. Jola3b1BaeTC1l, 'ITO BO3MYII1HH3M c11cTeMa 1104TM JOCT(i- - 
BH0 He RBJ11ICTCM 6aaMcoI Pacca, iora {e,,} 6epeTcfl 113 [-1/4, 1/4]Z , cHa6aëHuoeecTe-
cTBeHnaIM mcpam npoH3Be)eHHH. 

We investigate the limit case Is.1 = 1/4 for the theorem of PALEY and WIENER and some 
later authors on the basis properties of the perturbed system lexp (i(n ± s,,) t): n. E Z} in the 
space L2[—, ,]. We prove, that the perturbed system almost sure is no Riesz basis, if (8,,} 
is taken from [— 1/4, 1/41Z equipped with natural product measures. 

1. Einleitung 

Eine Basis im Hilbertraum {x,,} wird Riesz-Ba8is genannt, falls die Reihe a,,x,, 
genau dann konvergiert, wenn z a,1 2 < co. Jede Riesz-Basis ist unbedingte Basis 
und man kann ihre Elemente folglich mit einer beliebigen abzähibaren unendliehen 
Indexmenge numerieren. KöTHE und TOEPLITZ [8] zeigten, dat) umgekehrt jede 
normierte unbedingte Basis irn Hiibertraum auch Riesz-Basis ist (s. auch [12]). In 
den Arbeiten [2, 3, 4, 6, 7, 9, 13] wurden hinreichende Bedingungen dafur angegeben, 
dat) {exp (ir,,t): n € Z} Riesz-Basis in L2[—e, it] ist. Das Resuitat von M. I. KADEZ 
[6] besagt, daB für jr,, - d (exp (ir,,t): n € Z) Riesz-Basis ist, wenn nur d < 1/4. 
In gewisser Weise ist dieses Resultat das bestmogliche, deun bereits N. LEVINSON 
[10] gab ein Beispiel für eihe Familie {r,,; ii € Z} mit in - r,,j g; 1/4 an, für die 
{exp (ir,,t)} keine Riesz-Basis dieses Raumes ist. Hier soil untersucht verden, oh 
{exp (i(n + s,,) 1): n E Z} Rièsz-Basis im Raum L2[—, n] ist, wobei die Fami-
lie {s,,; n E Z} zufaHig aus [-1/4, 1/41z gewähit wird. Es erweist sich, daB 
{exp (i(n + s) t): n E Z} für bestimmte WahrscheinlichkeitsrnaBe, wie z. B. das 
Produkt von auf Ems normierten Lebesque-MaBen oder das Produkt von MaBen z 
mit (1/4) = a(-114) = 1/2, fast sicher keine Riesz-Basis ist. Es sei noch darauf 
hingewiesen, daB nach [3] beliebige beschränkte, rein imaginare Storungen keinen 
Einfiut3 darauf haben, ob eine Riesz-Basis vorliegt. Deshaib ist es natürlich, sich 
auf die Betrachtung reeller Storungen {s,,} zu beschranken. Im folgenden wird der 
Raum L2[-7i, ] immer kurz mit L. hezeichnet.	 -
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2. Untersuchung des Systems .(cxp(i(n + s)t)} 

Der folgende Satz ilber Operatoren im Hilbertraum gestattet es Systeme der Gestalt 
(exp (i(n 1 s) t)} zu untersuchen. 

Satz:  Sei P ein Orthogonaiprojektor und sei U ein unitdrer Operator im Hilbert-
raum L2. Wir bezeichnen P' = Id - P, wobei Id der ideiUische Operator ist. Dann gilt: 
a) Die beiden Operatoren T = UP + U'P' und S = U'P + UP' 8ind gleichzeitig 

I8omOrphi8lnen genau dann, wenn IU 2PU 2 - J < 1. 
b) Wenn U2PU2 - P J = 1, dann ist wenigstens eine der Neigungen 

6(UP(L2); U- 1P'(L2))	oder 
6(U'P(L2 ); UP'(L2)) 

gleich Null. Dabei ist die Neigung von Unterrãumen X und X' eines normierten 
Raumes als 

â(X; .X') = inf {IIx - x 'jl; x E X, x' € X', lix Il = lIx'Il = 1} 

de/iniert. 

Beweis: a) Seien S und T Isomorphismen. Dann sind die Operatoren 

USS*U- 1 = P+ U2P'U = P - U2PU + Id und 
UTT*U1 = U2PU 2 - P + Id 

streng positiv. Es gibt also eine positive Zahi c, so daB 
P - U 2PU- 2 (c - 1)Id,	(c - 1) Id U2PU2 - P (1 - c)Id. 

Daraus folgt IU2PU- 2 -	< 1. 
Sei jetzt die Ungleichung IjU2PU-2 - F < 1 erfullt. Da these Ungleichung 

aquivalent zu 11(U- 1 )2 p(U1)2 - P11 < 1 ist, reicht es aus zu zeigen, dalI T em 
Isomorphismus ist. Wegen 

IITT* - Id!J = II UPU- ' + U'P'U - IdII 
= IIU2PU_ 2 + P' - IdII = II U2PU-2 - P < 1 

ist TT* ein Isomorphismus and foiglich ist T surjektiv. Angenommen, x gehore 
zum Kern von T und x = 0. Dann gilt: 

UPx + U 1P'x =0, U2Px = —P'x +0, 
II(U 2PU 2 - P)(U2Px)II = IIU2Px + PP'xll	11u2px11. 

Folglich erliält man im Widerspruch zur Voraussetzung IIU2PU_ 2 - P11 1. Durch 
diesen Widerspruch ist nachgewiesen, daB Kern (T) = {O} und damit auch, dalI T 
ein Isomorphismus ist. 

b) Wir bezeichnen den Orthogonalprojektor U2PU2 mit Q und die Bildräume 
von P bzw. Q mit M bzw. N. AuBerdem sei Q' = Id - Q. Die Norm lIP - QI1 wird 
in [1] Offnung zwischen M und N gcnannt und es wird die Identität 

liP - QiJ = max (sup {1IP 'x il :x € N, lIxil = 1}, sup iiQ'xIi : x € M, 1 1XII = 1)) 

bewiesen. 1st sup {11 P'zli : X € N, jjxjj = 1} = 1, so gibt es eine Folge (Xk) in N mit 
lizkIi = 1 und Jim liP 'xkII = 1. Aus IIP 'xkli2 + IiPzkIi 2 = 1 folgt darn 

urn IJP 'Xk - Qxkii = Jim iP'xk - Zkil = lim IIPXkIi = 0.
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Foiglich gilt natürlich auch 

urn	- U2PU_ 2zk = 0, 

woraus unmittelbar folgt 6(UP(L2); UP'(L2 )) = 0. Falls sup {IIQ'xIi : x E M, I jxjj = 1} = 1, so findet man eine Folge ( Xt) mit iixkii = ii PXkIi = 1, für die Jim IJQ'xk 
- PXkfl = 0. Daraus folgt (U'P(L2 ); UP'(L2 )) = 0. Damit ist der Beweis des 
Satzes beendet I 

Sei {e : n € Z} E {-1, l}Z. Wir bezeichnen mit P den Orthogonalprojektor auf 
die abgeschlossene lineare Mille der Elemente {exp (ii): n E Z, e3 = 1) im L2. 
Weiterhin bezeichnen wir mit U3 den Multiplikationsoperator mit der Funktion 
exp (ist) im Raum L2 und wie oben sei F' = Id - P. Das System {exp (i(n + e8) 1); 
n € Z} ist genau dann Riesz-Basis des L2, wenn die Abbildung, die durch die Formel 

an exp (ii)) = E an exp (i(n + ens) t) 
definiert ist, d. h. der Operator T = UP + U 8P' ein Isornorphisinus des Raumes 
L2 ist. Dadurch erhält man aus obigem Satz die folgenden Schlul3folgerungen. 

SchluBfolgerung 1: Die beiden Systems {exp(i(n + ens) I): n € Z} und 
{exp (i(n - ens) t): n € Z} sind genau dann gleichzeitig Riesz-Basen im L 2 , wenn 
II U28PU_23 - PJ < 1. Dabei ist P der oben mit Hilte von {e} de/inierte Projeldions-
operator.	 S 

Die folgende SchluBfolgerung stelit einen Spezialfall des Resultates von M. I. 
KADEZ [6] dar. 

Schlul3folgerung 2: 1st isi < 1/4, so ist {exp (i(n + ens) t): n € Z} Riesz-Baszs 
im Raum L2. 

Beweis: Es geniigt zu zeigen, daB iU28PU_28 - P11 < 1. Zur Abkurzung ver-
wenden wir die Bezeichnungen U_2, = U und cos (2st) = a. Dann gilt: 

II U23PU - P11 = JJPU - UPII = 1IPUP' - P'UPII, 
11PUP'x - P'UPXI1 2 = 1IPUP'x1i 2 + 1IP'UPx112 
= 11P( U - aId) P'x11 2 + IJP'( U - aId) Px112 

lU - aIdJI2 (ilPxil2 + JlPx112) = II U - aIdJ1 2 11x112, 

l! U - aIdl12 = sup {iexp (-2ist) - a1 2 : t € [— pr, 7r]} 

= sup flcos2 (2st) - 2a cos(2s1) + a2 + sin2 (2st)I: t € [ —a, r]} = 1 - a2 
<1. 

Damit ist die Schlul3folgerung 2 bewiesen I 

Schlu Bfolgerung 3: Die Neigung zwischen den abgeschlossenen linearen Sullen 
der Systems {exp Mn + 1/4) t): n € Z, n < 01 end {exp (i(n - 1/4) t): n € Z, m 0) 
ist gleich Null. 

Beweis: Wir betrachten fur 

e- 1. +I '
- 

wenn n<0 
1, wenn n > 0 

und für s = 1/4 die Systeme {exp Mn + e8s) t): n € Z} und{exp (i(n - ens) t): n € Z 
Der Multiplikationsoperator U112 bildet das zwcite dieser Systerne in das erste a^, 

3 Analysis Bd. 1, Heft 4 (1982)



34	K.-D. KURSTEN 

wobei exp (—it/4) ein Element des ersten Systems ist, weiches nicht ale Bildelen-ient 
auftritt. Foiglich können nicht beide Systeme gleichzeitig Basis sein. SchluBfolge-
rung 3 folgt nun unmittelbar aus SchluBfolgerung 1 und aus dem bewiesenen Satz I 

3. Ein Kriterium 

Urn ein Kriterium dafur formulieren zu können, daB ein System keine Riesz-Basis 
bildet, fi4iren wir den Begriff der endlichen Darsteilbarkeit für linear unabhangige 
Systeme em. In der Definition und im darauffolgenden Lemma kann jedes der 
betrachteten Systeme jeweils aus Elementen eines beliebigen normierten Raumes 
bestehen. Tn der Anwendung handelt es sich jedoch immer urn den Raurn L2. 

Definition: Ein linear unabhangiges System {a: n E A} ist in dem System 
ibm : m E B} endlich darsteilbar, falls für jede positive Zahl e und für jede endliche 
Teilmenge M A eine soiche Abbildung p von M in B gefunden werden kann, 
daB für den linearen Operator 

T: lin {a: n E M} -> un {b m : m E p(M)J, 

der durch T(a) = b () gegeben wird, und. für jedes x aus dem Quellenraurn von 
Tgilt:	 - 

(1 - e) jjxjj	lITxll	(1 + €) lIxil. 

Zur Abkürzung bezeichnen wir im Weiteren das System {exp (i(n. + 1/4) t): 
ii E Z, n <o} u {exp (i(n - 1/4) t): n € Z, n o} von Elementen des hubert-
raumes L2 als System I. 

Lemma: 1st das System I in einem System {b m} endlich darsteilbar, so ist {bm } keine 
Rim-Basis. 

Beweis: Unter dem Trager eine8 Elementes x aus der linearen Hülle eines Vektor-
systems wollen wir die Menge der Elernente aus der Indexmenge des Systems ver-
stehen, für die die Koeffizienten in einer bestimmten Darstellung von x als Linear-
kombination von Elementen des Vektorsysterns ungleich Null sind. Für linear 
unabhangige Systeme ist der Trger jeweils eindeutig bestimmt. 

Aus Resultaten von E. R. LORCR [11] und M. M. GRrNBLITM [5] (s. auch [121) 
folgt, daB es für jede unbedingte Basis (b,) eine solche positive ZahI c gibt., daB der 
Abstand beliebiger zweier normierter Elernente aus der linearen Hülle von Jbj 
mit disjunkten Tragern groBer als c ist. Wir zeigen, daB these Bedingung nicht 
erfüllt sein kann, falls das System I in Jb m} endlich darstellbar ist: 

Nach SchluBfolgerun g 3 existieren norrnierte Elemente Xk aus der linearen H. 
von {exp (i(n ± 1/4) t): -n <o} und Yk aus der linearen Hülle von {exp (i (n - 1/4) t): 
n	o} mit Jim IXk - Ykll = 0. Whlt man eine Nullfolge posit.iver Zahlen (Ek), 
setzt Mk gleich der Vereinigung der Trager von Xk und von 'Yk und bezeichnet mit 
Tk die jeweils zu Ck und Mk nach der Definition der endlichen Darstellbarkeit exi-
stierenden Operatoren, so folgt Jim llTkxk = lim JjTj.yk jj = 1 und urn l[Tkxk - TkyklE 

= 0. AuBerdern sind die Trager von Tkxk und von Tkyk, zumindest für Ek < 1, jeweils 
disjunkt.. Also kann nach dem oben zitierten Kriteriuni {b m } keine unhedingte und 
erst recht keine Riesz-Basis sein I
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4. Zufãllige Storungen der Basis oxp (int) im L2 

Theorem: Sei au/ C-1/4, 1/4]z ein Produktma/3 m von Wahrscheinlichk-eitsinafjen 
iz1 gegeben, wobei die Ma/k eu,, folgender Bedingung genugen: Für jedes s> 0 existiert em 
6 > 0, 80 dap liAr jedes ii € Z u([1/4 — e, 1/4]) > 6 und 4u([-1/4, —1/4 + €]) > 6. 
Dann ist das System {exp (i (n + s) 1): n E Z} für rn-fast alle {s,,} € [-1/4, 1/4] 
keine Riesz-Basis des L2. 

Bemerkung: Die Bedingung ist z. B. erfüllt, wenn y. jeweils das Doppelte des 
Lebesgue-Mal3es ist oder wenn u(l/4) = i(—l/4) = 1/2. 

Beweisdes Theorems: Sei (e,) eine Nullfolge positiver Zahien für die folgende 
Bedingung erfüJlt ist: Wenn 

1/4—e,s:5-,1/4 für —jn<0 und —l/4s	1/4+s, 
für On<j, 

dann gilt für den linearen Operator T, der durch 

• (exp (i(n + 1/4) 1)) = exp (i(n + s) t) für —j n <0 und 
T(exp(i(n. — 1/4)t)) = exp (i(n + SO t) für 0 n^ n <j 

auf der linearen Halle der aufgefuhrten Elemente gegeben wird, und für jedes x 
aus dieser linearen Hülle, folgendes: 

(1 — 1/j) jjxjj	llTxIl	(1 + 11j) llxIJ. 

Soich eine Nulifolge gibt es, da die Abbildung R D s —> exp (ist) € L2 stetig ist und 
da das System I linear unahhängig ist. Jetzt werden folgende Mengen E und E 
bet.rachtet: 

E = {{s} E [-1/4, 1/41 Z : Für jedes j E N gibt es ein Ic € Z, so daB 
s€[l/4—s,1/4] für k—	n -<k und 
s€[—l/4,—l/4+eI für k n<k+j}; 

= {{s} € [— 1/4, 1/4]z: Für jedes Ic E Z gibt es ein i wit 0 1 < j, so daB 
82k1-1-1 [1/4 — si, 1/4] oder •52kj+j q [-1/4, —1/4 ± 

1st {s} für kein j Element von E7 , so 1st {s} Element von E, also 
[-1/4, 1/41z = Eu(U 

\jEN  

Für {s} € E ist das System I in {exp (i(n + s) t): n € Z} endlich darsteflbar. Die 
darstellenden Operatoren T kann man durch 

T (exp (i(n + 1/4) t)) = exp (i(n + k + n+k) t), wenn n < 0 und 
'1 7 (exp (i(n - 1/4) t)) = exp (i(n + k + fl4k) t), wenn n. ^t 0 

(für endlich viele n) geben, wobei Ic für genugend grofles j entspreciend der Defi-
nition von E so genommen wird, daB 

sfl+k €[ l /4—e,1/4] für —j^5n<0 unddaB 

8,,+k E [-1/4, —1/4 + ell für 0 :!^-. n < j. 

3*
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Für {s,,} E E jet nach dem Lemma also {exp (i(n + s) 1): n E z} keine Riesz-Basis 
des L2. 

Bezeichnet man mit ô eine positive ZahI, so daB für ein beliebiges, aber fest gewähl-
tesj € N und für jedes n € Z u([l/4 - e, 1/4]) > a und 1u([-1/4, —1/4 + e1]) > ô, 
so gilt

m(E) = jJm({(s} € [- 1/4, 1/41Z: Es gibt ein i mit 0 1 <j, so daB 

82kj-1-1 q [1/4 - e, 1/41 oder 82kj+I q [-1/4, —1/4 + €]})

= [7(1 - m({(s} € [- 1/4,1/4]z: für jedes 1 mit 0	1 < j gilt 

82kj-t-1 € [ 1/4 - e, 1/41 und 82kj+L € [- 1/4, —1/4 + ai})) 

H(1 - 2i) 
k 

Daraus folgt aber m(E) = 1. Damit ist die Behauptung bewiesen I 
Der Autor bedankt sich herzlich bei Herrn Professor M. I. KADEZ, der ihn mit 

der Problemstellung vèrtraut machte und wertvolle Anregungen zu deren Bearbei-
tung gab. 
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