Zeltachrift fir Analysis
und thre Anwendungen
Bd. 1(4) (1982), 8. 4757

.

Dualitiit bei Steuerungsproblemen und zugeordneten FluBproblemen I

R. KLOTZLER ‘

In dieser Arbeit werden neuartige FluBprobleme vorgestellt, die als spezielle ,,relgxed pro-
blems* zu stetigen Steuerungsproblemen mit Funktionen von einer Variablen in Erscheinung
treten. Beide Optimierungsaufgaben besitzen jeweils das gleiche Dualproblem, die Eigenschaft

der starken Dulalitiat 1aBt sich bei den FluBproblemen-aber unter geringeren ‘Voraussetzungen- - -

beantworten.

B nacroaweit paGoTe uccieqyeTcA CBA3b MEMAY HENMPEPHBHHMH 3aJ(aYaM¥ ONTHMAJBLHOI'O
yUpaBJIeAUA OAHOH NEpPeMEeHHON M CHEelRANbHO MOCTPOEHHHMHM NOTOKOBHMM 3aJadaMH.
HABoficTBeHHHE 8ajaud ITUX NpoblieM COBNAJAXNT, a CHABHYK RBOMCTBEHHOCTH MOKHO
MOJYYATH AJIA MOTOKOBOI 3ama4n npu 6ojee caabHX yCIOBHAX.

In this paper novel classes of relaxed problems are stated which are called flow problems.
They are related to standard problems of optimal control with functions of one independent
variable. Both of these optimization problems have in each case the same dual problem.

However for flow problems one can prove the validity of strong duality under weaker assump-
tions. . .

1. Einleitung

In einer Vorlesungsreihe ,,Duality in Optimal Control‘‘ am Banachzentrum Warschau
im Herbst 1980 hat der Verfasser zu homogenen Variationsproblemen (P,) einfacher
Integrale in Parameterdarstellung ein allgemeines Dualititsprinzip vorgestellt. Es
beinhaltet die Konstruktion einer dualen Optimierungsaufgabe (DP,), deren Dual-
problem (DP;)* im Sinne von R. T. ROCKAFELLAR ein FluBSproblem darstellt, das
mit (P,) ,,verwandt* ist, indem es als ein verschmiertes Problem (,,relaxed problem*‘)
zu (P,) aufgefaBt werden kann. Wihrend bei (P,) nur quellenfreie Fliisse in Gestalt
von Trajektorien der ,,Dicke* Null zugelassen werden, sind zulissige Elemente von
(DPy)* demgegeniiber durch beliebige richtungsbeschrinkte quellenfreie Fliisse
vorgegebener Intensitit gekennzeichnet. Im einzelnen sind Untersuchungen dazu
in (6] dargelegt worden sowie Bedingungen, unter denen zwischen (DP,) und (DP,)*
starke Dualitdt nachweisbar ist. Diese fiir praktische Abschidtzungen von Optimal-
werten niitzliche Dualitét soll nachstehend nunmehr auch fiir allgemeine Steuer-
probleme einfacher Integrale (in inhomogener Darstellung) aufgebaut werden. Es

- lassen sich dabei Ergebnisse erzielen, die iiber den Youxaschen FluBbegriff [10] in
enger Beziehung zu einschligigen Dualititsaussagen von R. B. VINTER und R. M.
LEewis {9] stehen, ohne jedoch mit diesen identisch zu sein.
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2. Steuerungsprobleme einfacher Integrale

Wir studieren Steuerungsprobleme des Typs

r
Jolz, u) := f /0(1, x(t), u(t)) dt — inf ('1)
)

beziiglich aller x € W,2%0, T'), » € L,'(0, T'),
unter den Zustandsgleichungen & = g(¢, z, ),
Zustandsbeschrankungen z(¢) € X(t)c E* /¢ € {0, T,
Steuerbeschrinkungen u(t) € U(t, :z:(t)) fiir fast alle ¢ € [0, 7] und den Randbedin-
gungen
z2(0) € My = X(0), «(T) € Mr= X(T). (2)

Wir stellen dabei folgende
Grundvorausselzungen:

LG={tEeBxE|£e X(t),te (0, T)) ist ein Llpschlugeblet des Ef+1 1),

2. U(-,-) ist eine normale mengenwertige Abbildung von @ in den E! (im Sinne
von [3]) und fiir simtliche z € W,*(0, T) mit z(t) € X(¢) auf [0, T] sei U( -, z(-))
eine normale mengenwertige Abbildung von [0, 7] in den E'.?)

3. die U(¢, &) sind gleichmiBig beschrinkt im E! fiir alle (4, &) € G.

4. M, und My sind Lipschitzgebiete des E*; f, und g sind stetig auf G x E".

5. die Menge P aller zuldssigen Prozesse (x, u) von (1) sei nicht leer.

Dann gilt nach R. KLoTzLER [4] und C. P. ORTLIEB [7] folgender Dualitdtssatz.

Satz 1: Jy(z, u) = L(S) := Sp — 8, fiir alle (x, u) € R und beliebige S ¢ WL (@),
welche mit My* -+ = {0} X My und Ms* : = |{T) X My auf G den Nebenbedingungen

VS(t, §) € Folts §) = .
{(Zor 2, Y E B X EP | \Vw € U(L, &) dst 2o + 2)9(t, & v) < folt, &, v)}
geniigen (fast diberall) und auf Me* und Dp* konstante Werte S, bzw. Sy besitzen.?)

Die Menge der in Satz 1 zuldssigen Funktionen S bezeichnen wir mit &. Fo(¢, &)
nennen wir Figuratrizkorper zu Problem (1) an der Stelle (¢, &) € G. §(¢, &) ist offen-
sichtlich stets eine konvexe Menge des E"*!. Die Aufgabe

L(S) —>sup auf & 3)

stellt eine duale Aufgabe zu (1) dar in der allgemeinen Auffassung von [4]. Uber eine
6konomische Interpretation dieser Dualitit. vgl. [7]. Wegen der Konvexitit aller
Tols, &) ist (3) ein konvexes Optimierungsproblem mit linearem Zielfunktional L
beziiglich S.

In Anlehnung an (8, S. 188] und [9, S. 550] kann das Steuerungsproblem (1) leicht .
auch durch ein &dquivalentes Variationsproblem ersetzt werden. Wir stiitzen uns
dabei auf folgenden Hilfssatz.

1) Im Sinne von C. B. MORREY bzw. S. HILDEBRANDT: Uber die Identitat der Sobolewséhen
und der Calkin-Morreyschen Raume. Math. Ann. 148 (1962), 226 —237.

2) Hinreichende Bedingungen fur diese Eigenschaft werden im Anhang I angegeben.

3) Nach [4] ist diese Aussage zunédchst nur fir solche S gesichert, die zugleich dem C‘(G)
angehéren; in Analogie zu (5] laBt sich diese Fassung leicht aber auch auf den Dualititssatz
obiger Art erweitern, vgl. dazu Anhang II.
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Hilfss#tz 1: Es sei fiir alle (¢, &) € G und z € V(¢, §) \
/(t) E; 2) := Min {fo(t: Er 'U) I 2= g(t) 5: ?)), v € U(t’ é)} (4)
mat ) ’ . .
Vg, &) :={LeE* | =g & v),ve U &} . (5)

Dann ist das Variationsproblem
T ' .
J(x) = [ f{t, 2(t), %(t)) dt — inf auf X . (6)
; .

mit ¥ := {z € W»%0,T)| (¢, (1)) € G auf [0, T],
x(t) € V(t, x(t)) fast iberall auf [0, T],

2(0) € Mo, 2(T') € My}
dquivalent zu (1). Das heift, es ist inf J = inf J,.
X B

Beweis: Wir bemerken zunéchst, daB infolge unserer Grundvoraussetzungen (2)
gemiB (3, § 8.1] fir simtliche € X der Integrand in (6) tatséchlich auch summierbar
ist. Im weiteren beweisen wir die erwihnte Aquivalenz.

a) Es sei {(z,, u,)} eine Minimalfolge zu (1). Dann ist nach (4)

1t & gt, &) < folt, & v) Vv € U, ) und (4,8 € G.
Deshalb ist

T

inf Jo = lim [ fot, z,(t), ua(t)) dt
B

n—c0 0

T
= lim f /(t, Za(t), g(t, Ta(t), un(t))) dt

n—00

= lim f/(t Ta(t), E4(t)) dt 2 me

n—>°° 0
b) Es sei {z,} eine Minimalfolge zu (6). Dann ist nach [3, S. 289 Folgerung 2] die

mengenwertige Abbildung ‘ '

f — ‘l/)n(t) L=

{U € U(t: I,,(t)) | &a(t) = g(tr Z,(8), v)’ fo(tr Z,(8), ’U) = f(t’ Zu(t), xn(t))}
infolge unserer Grundvoraussetzungen (2) normal, so daB fiir jedes » ein meBbarer
Schnitt u, existiert mit

Uun(t) € U(t, 2a(8)), £a(t) = 9(ts 2a(t), 2a(t)),

jo(t z,(¢ u,,(t)) = /(t z,(8), ,,(t)) fur fast alle ¢ € [0, 1. Wegen der gleichmiBigen
Beschrankthelt aller U{(t, &) auf @ sind simtliche u, beschrinkt und summierbar.
Deshalb ist auch

inf J = lim f/(t xn(t a(1)) dt

X n—o0 0
T
=lim [ fo(t, z(8), un(t)) dt = inf J,.
n—co 0 B

4 Analysis Bd. 1, Heft 4 (1082)
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In Zusammeﬁfassung beider Ergebnisse von a) und b) resultiert die Behauptung
von Hilfssatz 1 8

Satz 2: J(x) = L(S) = Sy — S, fiir allex € X und S € ©.

Beweis: Nach Satz 1, angewandt auf das spezielle Steuerungsproblem (6), gilt
zunichst der Dualititssatz J(x) = L(S) Yz € ¥ und S € WL(G), welche auf G
fast iiberall den Nebenbedingungen

VS(, &) € §(t, &) 1= ~
{{(zo, 22 ) E B X E® | Vw € V(L &) ist 2z, + 2w < [(¢, &, w)} N

geniigen und auf My* und Mr* jeweils konstante Werte Sy bzw. Sy annehmen. Zumn
Beweis von Satz 2 geniigt es folglich lediglich noch zu zeigen, da8 fiir alle (¢, &) € G
stets So(t, £) = S, &) ist. . | |

Es sei (29, 2,") € F(¢, &). Dann ist gemidB (5) fir v € U(t, &) auch g{¢, &,v) € V(¢, &),
so daB aus z, + 2w < f(8, & w) VY w € V(¢ &) wegen (4) speziell -

2o + 29t & v) S f(t, £ g(t, &, 0) S folt, £,0) Vo e U, )

folgt. Das bedeutet (29, 2,") € Folt, &) bzw. F(t, &) C Folt, ).
Ist umgekehrt (25, 2,") € Folt, £), so0 gilt

7o+ 29t & 0) S folt, £ v) Yo e U é).
Deshalb ist wegen (4) und (5) .

2+ 29t 6 0) S /(L6 gt 5 0)  Vee U é)
bzw. mit w = g(¢, &, v)

2+ awE fLEw)  Vwe V().

" Das bedeutet (zy, 2,") € F(¢, &) bzw. Folt, §)C_ (¢, &). In Zusammenfassung beider
Uberlegungen resultiert daraus § = g,

3. FluBprobleme erster Art

Die in den Sitzen 1 und 2 ausgedriickte Dualitit der Optimierungsprobleme (1)/(3)
bzw. (8)/(3) ist nicht involutorisch. Wir erkennen dies schon an der Konstruktion
des dualen Problems (3). Wiahrend in den Primalproblemen (1) bzw. (6) Zielfunk-
tionale in Gestalt einfacher Integrale auftreten und zulissige Elemente als vektor- -
wertige Funktionen von einer Verinderlichen, hat das Dualproblem (3) ein' ganz
anders geartetes Zielfunktional. AuBderdem sind die zulissigen Elemente von (3)
Funktionen von mehreren unabhingigen Variablen. Unsere Konstruktion eines
Dualproblems zu (1) bzw. (6) la8t damit auch nicht erkennen, wie nun wiederum
zu (3) ein duales Problem konstruiert werden kann. Diesen scheinbaren Nachteil
werden wir dadurch iiberbriicken, indem wir dem Problem (6), und damit auch (1),
ein FluBproblem zur Seite stellen, das sich im weiteren durch folgende Eigenschaften
auszeichnet. Es entsteht einerseits durch ,,Verschmieren‘‘ des Problems (6), indem
wir an Stelle der zulissigen Trajektorien zu (6) (als ,fadenformig diinne’ Fliisse)
auch divergenzfreie Fliisse allgemeinerer Art zulassen. Dieses so entstehende Flu8-
problem wird das gleiche Dualproblem (3) besitzen. SchlieBlich wird sich dieses
FluBproblem zugleich als duales Problem zu (3) im Sinne der speziellen Fenchel-
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Rockafellarschen Dualitidt erweisen. Aus methodischen Griinden fithren wir ein

solches zugeordnetes FluBproblem in zwei Etappen ein, als FluBproblem erster baw.

zweiter Art. . '
Wir betrachten das Optimierungsproblem

Jy(v) :=Gj f(t, & v(t, &) vo(t, &) dt d& ~ inf (8a)
beziiglich aller .

b = v, - (1, v) € CL+YG) (8b)
mit den Eigenschaften »

v, £) =0, o, &) € V(t, &) fast iiberall auf @; " (8e)

V-v=0 auf G; o _ , (84d)

Ju(0,8)ds =1,  [v(T, &) dt =1; (8e)

®, My
o-do=0 auf 3G, := 3G \ (My* u Mz*) .9) - (81)

Indem wir auch hier wieder die Grundvoraussetzungen (2) iibernehmen, ist nach
{3, § 8.1] die Funktion /(-, - (-, -)) summierbar auf G sogar fiir beliebige summier-
bare v; auBlerdem ist V(-, -) gemiB (4) eine normale mengenwertige Abbildung auf G.
Wir bezeichnen (8) in bezug auf (6) (oder (1)) als das zugeordnete FlufBproblem erster
Art. Seine zuldssigen Elemente v nennen wir Fliisse, ihre Gesamtheit bezeichnen
wir mit 8.

Satz 3: Das Optimierungsprobiem (3) st ein duales Problem zum FluBproblem (8).
Beweis: Fiir beliebige v € B und S € & ist wegen (8d) zunichst
Juo) = [[f{t, & v(t, &) volt, &) + S(t, &) 7 - v|dt d&. 9
¢

Wegen V- (8(¢, &) v(t, &) = VS(t, £) - v(¢, &) + S(t, &) V - v(¢, &) konnen wir unter An-
wendung des GauBschen Integralsatzes fiir (9) auch schreiben '

Ji(0) = [[f(e, & vt ) volt, &) — VS, &) v(t, &)] de de
. G

+ [ 8 &) v(t, &) do. (10
G

Infolge v = v, - (1,v) € B ist nach (8c) v, = 0 und wegen S € G zugleich VS(¢, &)
€ Bolt, &) = F(¢, £). Das bedeutet nach (7) f(¢, £, v) v(t, &) — VIS¢, &) - 0(¢, &) = 0 und,
eingesetzt in (10), wegen (8e) und (8f)

)28 —8 VYveR und Se&. (11

Diese Eigenschaft kennzeichnet Problem (3) als eine .duale Optimierungsaufgabe
zu (8) &

4) do fassen wir hier und im weiteren stets vektoriell als orientiertes Oberflachenelement von
oG auf.

4%
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4. FluBprobleme zweiter Art

Die Differenzierbarkeitsforderungen (8b) an v-stellen Einschrinkungen dar, denen
bei vielen realen Problemen die dort vorkommenden Fliisse nicht geniigen. Denken
wir z. B. nur daran, innerhalb G von einem Ort 9,* nach einem zweiten Ort Mp*
eine Fliissigkeib méglichst billig abzuleiten, so wird mit der optimalen Leitungs-
fuhrung ein VektorfluBl erzeugt, der auBlerhalb des Leitungsrohres abrupt (unstetig)
in den FluB der Intensitit Null iibergeht. Aus diesem Grunde erweitern wir nach-
stehend die Zielstellung (8a) auf eine groBere Klasse von Fliissen v, die nur in distri-
butivem Sinne die Bedingungen (8d) und (8f) erfiillen. Wir fiihren dazu ein:

= {§ € WL(G)| S = const je auf My* und Ms*}. (12)

Abkiirzend bezeichnen wir wiederum Sfg,e = So und Slg,e = Sy. Versehen mit der
Topologle des Banachraumes WL (G) ist &, davon ein Unterraum und somit selbst
ein Banachraum. Weiterhin erkldren wir

W= {n € LY G) | v = v, - (1, v), 0oL, &) = 0, (¢, &) € V(L, &)
) fast iiberall auf G;
[ V8@, & o, &ydtdé =S — 8y VWISE 60}. v (13)
G

Wir bezeichnen dann die Aufgabe ‘
Ja(0) := [ f(t, & v(t, ) volt, £) dt dE —inf  auf B T (14)
G

in bezug auf (6) (oder (1)) als das zugeordnete Flufproblem zweiter Art.
Hilfssatz 2: 8 < BW.

Beweis: Fiir v € B ist wegen (8b) nach dem Gaufischen Integralsatz fiir alle
S € S,

[ V8(t, &) (¢, &) dt dé = — [ S, &) V- v(t, &) dt dé
G G :
+ f.S(t, £) ¢, &) do. (15)

Da auBerdem nach Voraussetzung die Bedingungen (8d)—(81) gelten, folgt aus (15)
[ Vs, & n(t &) dt d&

G

__—fS(O &) vo(0, &) d§+fS(T &) vo(T, E)dE_ST—SO vSeE. (16)

In Verbindung mit (8¢) besagt dieses Ergebnis (16), da8 fiir alle v € B stets b € W
gitbzw. 8 — W B ’

Hilfssatz 3: B n O+ 1(G)= B

Beweis: Es sei v € B n C1#*}(G). Dann gilt fiir dieses wiederum Formel (15) fiir
beliebige S € ©,. Wahlen wir speziell § willkiirlich aus WL(G), so folgt aus (15)
wegen v € B die Variationsgleichung

[8(t,8) V-0, deds =0 VS e Wi(B). )
& -
Und weil W.(G) dicht in Ly(G) ist, resultiert aus (17) das Ergebnis V- v(t, §) = 0
auf G, womit (8d) erfiillt ist.
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Setzen wir in (15) unter Beachtung des vorangehenden Resultats beliebige § € &, .
ein, erhalten wir wegen b € B

ST - So = fS(t;E) b(t: 5) dO '

—fS(t §)n(z g)do—{—fST &) vo(T, &) d&

G,

— 50,8 w0, &5 ‘ o (18)
- D

Speziell fiir § € &, mit der Eigenschaft S, = S, folgt aus (18)
[8E &0t Hdo=0 W Se G ST = 5.

2G,

" Dieses Resultat hat offensichtlich v do = 0 auf 8@, zur Folge, also Elgenschaft (81). .
Unter Beachtung dieses neuen Resultats vereinfacht sich (18)zu — -

8p — 8y = Sr [vo(T, §) ds — S, [vo(0,8)ds VS € &.
M,

T

Wegen der Willkiirlichkeit der Konstanten S, und Sy muB somit fvo(T & dé=1

und fvo(O ) dé = 1 sein, also Eigenschaft (8e) gelten Da die Elemente von W
o,

auBerdem per Definition (8¢) erfiillen, ist schlieBlich v ¢ % fiiralley € W n CH7+YG);

damit ist Hilfssatz 3 bewiesen 8

Satz 4: Das Optimierungsproblem (3) ist auch ein duales Problem zum Fluf-
problem (14)

\

Beweis: Fiir beliebige v € 8 und S € B &, gilt gemilB (13)
Jo0) = [[i(t, & wlt, &) vo(t, &), — VS, &) v(t, &) de dE + Sy — S,.
G

Wegen Se€ & ist VS(t, &) € Folt, &) = T, &) WV, &) €6, auBerdem lsb wegen
b = v - (1,v) € W zugleich v, = 0. Deshalb ist der Integrand des vorangehenden
Ausdrucks nicht negativ und somit Jy(v) = Sp — S,. Diese Flgenschaft, drickt die-
Dualitit zwischen den Problemen (14) und (3) aus 8

5. Bezichungen zur Rockafellarschen Dualitiit

Wir sagen, die Optimierungsprobleme (14) und (3) stehen zueinander in starker
Dualitdt, wenn

inf J, = sup L . : (19)
B & .

- gilt. Unter welchen Bedingungen kénnen wir diese Eigenschaft sichern? Wir benutzen
zur Beantwortung dieser Frage Weiterfiihrungen und Stabilititsaussagen der Fen-
chel-Rockafellarschen Theorie der kon]uglerten Funktionale gemidB ErEeLanD/
Temam [1].

Hilfssatz 4: Das Optimierungsproblem (3) ist auch tm Sinne der speziellen Fenchel-
Rockafellarschen Dualitdtskonzeption ein duales Problem zum Flufproblem (14).
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Beweis: Die Fenchel-Rockafellarsche Konstruktion eines dualen Optimierungs-
problems beruht auf folgendem Prinzip. Es seien X und Y zwei topologische Vektor-
rdume und X* bzw. Y* ihre dualen Riume. Weiterhin sei @ ein reelles Funktional
auf X X Y und

®(v,0) — inf auf X | (20)

das Primalproblem. Dann ist das konjugierte Funktional ®* zu @ im Sinne von Fen-
chel und Rockafellar bekanntlich definiert durch

D*(q*, p*) := sup [(g%, v) + (p*, p) — DP(v, p)] (21)
BeX.peY

fiir beliebige (¢*, p*) € X* x Y*, wobei (-,-) das Produkt von Elementen dualer
Riume ausdriickt. Die Aufgabe

—@*(0, p*) — sup auf Y* . (22)

ist dann ein duales Problem zu (20).

Zur Bestitigung von Hilfssatz 4 werden wir zeigen, da8 bei geeigneter Wahl von
X, Y und @ diese Konstruktion zu (14) als Primalproblem das Problem (3) als duales
Problem erzeugt. Dazu setzen wir X = L;"*+1(G), ¥ = &,* und versehen ¥ mit der
schwachen Topologie von &y*. Daraus resultiert Y* = Gy** = G, (vgl. z. B. [2]).
- Weiterhin fithren wir einen linearen stetigen Operator A4 € #(X — Y) ein, welcher
durch

’

(S, Av) = — [ V8(, &) o, Hdtds VS €& (23)
G

definiert wird. Da die rechte Seite von (18) auch als —(F'S, v) geschrieben werden
kann, ist — A gleich dem adjungierten Operator I* zu F. @ definieren wir hier fiir
beliebige (v, p) € X X ¥ durch
Jo(p) fiiralle v = vy - (1, v) mit vy = 0,

v(t, &) € V(t, &) fast Uiberall auf G

und (8, Ao — ) + Sp — S, =0 VSe€ Y* .

oo andernfalls.

D(v, p) := (é4)

Damit tritt fiir p = O der erste Fall in (24) genau dann auf, wenn v € B ist. Deshalb
" ist bei dieser Wahl von @ das FluBproblem (14) dquivalent mit (20), indem
inf J, = inf ®(v, 0)
B vEX
gilt.
Nunmehr berechnen wir @*(0, p*) uber die Vorschrift (21). Dazu beachten wir,
daB die in (24) benutzte Bedingung

(8,40 —py 4+ Sp — 8, =0 \SeY* . (25)

zu gegebenem b in eindeutiger Weise eine Losung p € Y dieser Variationsgleichung
definiert. Diese von v abhéingige L.osung bezeichnen wir mit p = 4v. Damit wird

D*(0, p*) = sup [(p*, p) — B(v, p)] = sup [(p*, p) — D(v, p)]. (26)
vEX,peY DEX,p= 4D

Weil p = Av die Variationsgleichung (25) identisch befriedigt, folgt speziell mit
S = —p* aus (25) das Resultat (p*, p) = (p*, Av) + pr* — p,*. Dies eingesetzt in
(26) liefert

(0, p*) = sup [pr* — po* + (p*, Av) — P(v, p)]

DEX,p=AV
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und mit (23) und (24)
P*(0, p*) = sup [pr* — po* — [(VP*(L &) v, §)
VEX, G
+ ’Uo(t, 5) I(ts E’ T)(t, 5))) d‘ df] ’

wobei abkiirzend X,:= {v € X |b = v, - (1, ), v, = 0, (¢, &) € V(t, &)} darstellt.
Dies ergibt

pr* — po*, wenn — Vp*(¢, &) € (¢, &) fast .
D0, p*) = iiberall auf G ) @7

oo - sonst.

Mit diesem Resultat (27) wird die Identitit des Prob]ems (22) zu der nachstehenden
Aufgabe offensichtlich. Diese lautet

. L(—p*) = po* — pr* —sup (28)
beziiglich aller p* ¢ G, mit — Pp*(t, &) € F(¢, &) fast iiberall auf G. Setzen wir wieder
—p* = § in (28) ein, so wird dieses Problem (28) sogar formal identisch mit (3),

wenn wir noch die Eigenschaft F(¢, £) = Fo(¢, £) aus Abschnitt 2 beachten. Damit ist
Hilfssatz 4 bewiesen B

Auf der Grundlage dieses Hilfssatzes lassen sich in Anwendung der Rockafellarschen
Theorie Aussagen iiber starke Dualitit entwickeln. Dariiber wird in Teil II berichtet.

Anhang I: Hmrelchende Bedingungen zu den Grundvoraussetzungen (2)

Hilfssatz 5: Es sei Uy(-) eine normale mengenwertzge Abbildung von [0, T) in den
E! und y eine Abbildung des [0, T} X E® X E! in den E* mit den Eigenschaften:
(1) x(-, &, v) ist mefbar auf [0, T] V/ (&, v) € E* X E!,
(i1) x(t, -, -) ist stetig auf E" x B! /¢ € [0, T').
Dann ist U(-, -) gemdp :

U, &) := {v € Ug(t) | #(¢, &, v) < 0}

eine normale mengenwertzge Abbildung von [0, T) X E* in den E!, und fiir sGmiliche
z € CO0,T)est U ( z(- ) eine normale mengenwertige Abbildung von [0, T’} tn den EX.

Beweis: Nach [3, Ka.p 8.1] ist U, genau dann eine meBbare mengenwertige
Abbildung von [0, T'} in den E!, wenn zu U, eine approx1mlerende Familie {u,(-)}
meBbarer Funktionen w, auf [0, T'] existiert. Setzen wir diese Funktionen u, auf
ganz [0, Tl X E* fort durch die Definition %,(t, &) = »,(t) V& € E*, so bildet die
Familie {%,(-, )} zugleich eine approximierende Familie der mengenwertigen Ab-
blldung Uol-, ) mit Tgft, &) := Uy(t) V- € [0, 7] und &€ En. Folglich ist Uy, -)
auch eine mefBbare mengenwertige Abbildung von [0, 7] X E® in den E'. Wenn U,
auflerdem normal ist, d. h. simtliche Uy(t) sind abgeschlossene Punktmengen des E/,
so ist U, offenbar auch normal. Damit ist U(-, -) auch darstellbar durch -

Ult, &) = {v € Uy(t, &) | #(¢, &, v) < 0).

Hieraus entnehmen wir nach [3] (S. 289, Fo]gerung 2), daB U(.,-) eine normale,
mengenwertige Abbildung von [0, 7] X E” in den E' ist, indem wir noch die gefor-
derten Eigenschaften von y beachten. Unter Berufung auf das gleiche Literatur-
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zitat ist dann zu beliebiger Funktion z € C%"[0, T'] die mengenwertige Abbildung
U(-, x(-)) mit :

Ult, 2(r)) = {v € Uo(t) | {t, (t), v) = O}

normal auf [0, T}, da x(t, z(t), -) eine stetige Funktion auf E' und (-, z(-), v) eine
mefbare Funktion auf {0, 7'] ist \/ v € E. Damit ist Hilfssatz 5 bewiesen

Eine mengenwertige Abbildung U gemiB Hilfssatz 5 geniigt dann auch unseren
Grundvoraussetzungen (2), da U als normale mengenwertige Abbildung von [0, T'] X E”
in seiner Einschrinkung auf die meBbare Teilmenge G wiederum normal ist. Aufler-
dem sind ja alle z € W,2%(0, 7'} zugleich Elemente des C%"[0, T'].

Anhang II: Eine Erweiterung des Dualititssatzes

Nach [4] gilt zunichst ein Dualititssatz der folgenden Gestalt:
Jo(z, w) Z L(8) := inf [S(T, &) — S(0, &) ' o (34)

s€Mo,epeDMy

fiir alle (z, #) € S und beliebige S € CY(G), welche auf G den Nebenbedingungen
‘gl(tv 5) + Sfl(t, 5) g(tx E’ 'U) g /o(t: E’ 'U) V v € U(ta E) (35)

.geniigen. Nunmchr geben wir uns ein beliebiges S vor, das den Voraussetzungen von
Satz 1 geniigt. Da G ‘ein Lipschitzgebict ist, kénnen wir dieses S als Element des
WL(@) stetig fortsetzen als Element des W1(G) zu einem umfassenderen Gebiet
@ > G (vgl. dazu die Literaturangabe in FuBnote !)). Damit kénnen wir iiber die
Sobolewschen Mittelfunktionen auf G eine Folge von Funktionen S* ¢ CY(G) kon-
struieren, die.folgende Eigenschaften besitzt: Die S konvergiercn fiir k& — o0
auf G gleichmaBig gegen S: die Folge der Gradienten VS™® Lonvergiert fast iiberall
auf G gleichmiBig gegen VS. Infolgedessen existiert zu beliebig kleinem ¢ > 0 ein
ko(e), so daB fast iiberall auf @

S{B(L, &) + SeW'(E,6) glt, &, v) = foll, §,v) + ¢ (36)

ist fiir alle v € U(t, &), k > ko(c). Indem wir die rechte Seite von (36) als neuen
Integranden zu (1) auffassen, liefert unser Dualitdtssatz (34)/(35) hierauf angewandt

Jo(, u) + €T = L(S®) Yk > ko(e).

Nach Ausfithrung des Grenziibergangs k —> oo erhalten wir hieraus Jo(z, ») + ¢T
> Sy — S, und, da ¢ > 0 belicbig klein vorgebbar war, schlieBlich Jo(z, u) = Sy — 8o,
womit Satz 1 bewiesen ist :
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