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Dualitãt bei Stuerungsprob1emen and zugeordneten Flullproblemen I 

R. KLOTZLER 

In dicser Arbeit werden neuartige -FluBprobleme vorgestelit, die ale spezielle,,relxed pro-
blems" zu stetigen Steuerungsproblernen mit Funktionen von einer Variablen in Erscheinung 
treten. Beide Optimierungsaufgaben besitzen jeweils das gleiche Dualproblem, die Eigenschaft 
der8tarken Ddalität lBt sich bei den Fluf3problenzen-aber unter geringeren -Vora ussetzungen- 
beantworten. 

B HaCTOREUe3 pa6oTe nccIe'eTcn C8H31, memAy UüflübiEHblMH 3aJla qaMM OflTHMaJIbHovo 
ynpaBneHlln ojH0fl nepeMeHHon u cueLnaJmno nocTpoeuaalMH EIOTOROBbiMM 3aaqas1M. 

Bo1lcT13eHHbze aaJJaqH DTHX rlpO6JleM COBnaJaIoT, a CHJlblllO ABORCTUHHOCT1, MOKHO 
HOJ1HTB JJIH UOTOHOBOfl 3aan npH öo.nee c.iia6aax YCJIOBIIRX. 

In this paper hovel classes of relaxed problems are stated which are called flow problems. 
They are related to standard problems of optimal control with functions of one independent 
variable. Both of these optimization problems have in each case the same dual problem. 
However for flow problems one can prove the validity of strong duality under weaker assump-
tions. 

1. Einleitung 

In einer Vorlesungsreihe ,,Duality in Optimal Cpntrol" am Banachzentrum Warschau 
im Herbst 1980 hat der Verfasser zu homogenen Variationsproblemen (Ph) einfacher 
Integrale in Parameterdarstellung ein allgemeines Dualitatsprinzip vorgestellt. Es 
beinhaltet die Konst.ruktion einer dualen Optimierungsaufgabe (DPh), deren Dual-
problem (DP5)* im Sinne von R. T. ROCKAFELLAR ein Flul3problem darstelit, das 
mit (Ph) , ,verwandt" ist, indem es als ein verschmiertes Problem (,,relaxed problem") 
zu (P5) aufgefa0t werden kann. Wdhrend bei (Ph) nur quellenfreie Flüsse in Gestalt 
von Trajektorien der ,,Dicke" Null zugelassen werden, sind zulassige Elemerite von 
(DPh)* demgegenuber durch beliebige richtungsbeschrankte quellenfreie Flüsse 
vorgegebener 1ntensität gekennzeichnet. TIn einzelnen sind Untersuchungen dazu 
in [6] dargelegt worden sowie Bedingungen, unter denen zwischen (DPh) und (DPI,)* 
starke Dualität nachweisbar ist. Diese fur praktische Abschatzungen von Optimal-
werten nutzliche Dualitdt soil nachstehend nunmehr auch für allgemeine Steuer-
problelne einfacher Integrale (in inhomogener Darstellung) aufgebaut werden. Es 
lassen sich .dahei Ergebnisse erzielen, die uber den YouNcschen Fluf3begriff [10] in 
enger Beziehung zu einschlagigen Dualittsaussagen von R. B. VINTER und R. M. 
LEWIS [9] stehen, ohne jedoch mit diesen identisch zu sein.
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2. Steuerungsprobleme elnlacher Iñtegrale 

Wir studieren Steuerungsprobleme des Typs 

J0 (x, u) :=f 10(t, x(t), u(t)) dt - ml	 (1) 

bezaglich aller x E W 1 1 (0, T), U E L1 (0, T), 
unter den Zustandsgleichungen ± = g(t, x, u), 
Zustandsbeschränkungen x(t) E X(t) c E V t € [0, T], 
Steuerbeschrankungen u(t) € U(t, x(t)) für fast alle t E [0, T] und den Randbedin-
gungen

.x(0) € Jl 0 c X(0), x(T) € UT c X(T).	 (2) 

Wir stellen dabei folgende 
Grundvorau8setzungen: 

1. G = ((t, ) € E' x E' I € X(t), t € (0, T)} ist ein Lipschitzgebiet des E' 1). 
2. U( . ,.) ist eine normale mengenwertige Abbildung von 0 in den E' (irn Sinne 

von [31) und für sämtliche x € W 1 1 (0, T) mit x(t) € X(t) auf [0, T] sei U( . , x(.)) 
eine normale mengenwertige Abbildung von [0, T] in den E'.2) 

3. die U(t, ) sind gleichmal3ig beschränkt im E' für alle (t, ) € U. - 
4. TW O und 'XJ1T sind Lipschitzgebiete des E' 1 ; / und g sind stetig auf 0 x E". 
5. die Menge $ aller zulassigen Prozesse (x, u) von (1) sei nicht leer. 
Dann gilt nach R. KLÔTZLER [4] und C. P. ORTLIEB [7] folgender Dual itdtssatz. 

Satz 1: J0(x, u)	L(S) := ST - S /fir alle (x, u) € $ und beliebige S € W(0), 
wekhe mit 9JO' = fO} x lJ?0 und JlT* . = IT x Jr au/ 0 den Nebenbedingungen 

17S(t, ) € 0(t, ) = 
{(z0 , z 1 ') € E1 x E' I V V € U(t, ) ist z0 + z 1 '9(t, , v)	/0(t, , v)} 

genügen (fast überall) und au/ 101O" und )?T" konstante Werte So bzw. S. besitzen.3) 

Die Menge der in Satz 1 zulassigen Funktionen S bezeichnen wir mit E5. 0(t, ) 
nennen wir Figuratrixkorper zu Problem (1) an der Stelle (t, ) E G. 0(t, ) ist offen-
sichtlich stets eine konvexe Menge des	Die Aufgabe 

L(S)—*sup	auf S	 (3) 

steilt eine duale Au/gabe zu (1) dar in der ailgemeinen Auffassung von [4]. ]Ober eine 
ökonomische Interpretation dieser Dualität vgl. [7]. Wegen der Konvexität aller 

0(t, ) ist (3) ein konvexes Optimierungsproblem mit linearem Zielfunktional L 
bezuglich S. 

In Anlehnung an [8, S. 188] und [9, S. 5501 kann das Steuerungsproblem (1) Ieicht 
auch durch ein aquivalentes Variationsproblem ersetzt werden. Wir stützen uns 
dabei auf folgenden Hilfssatz. 

1) Im Sinne von C. B. MORREY bzw. S. HILDEBRANDT: Uber die Identität der Sobolewséhen 
und der Calkin-Morreyschen Räume. Math. Ann. 148 (1962), 226-237. 
2)Hinreichende Bedingungen für these Bigensehaft werden im Anhang I angegeben.	- 
3) Nach [4] ist these Aussage zunächst nur für soiche S gesichert, die zugleich dem U1(G) 
angehoreri; in Analogie zu [5] IäBt sich these Fassung leicht abor auch auf den Dualitätssatz 
obiger Art erweitern, vgl. dazu Anhang II.
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Hilfssatz 1: Es sei /ür alle (t, ) E 0 und z € V(t, ) 

z) := Min {/0(t, , v)J z = g(t, , v), V E U(t,	 (4) 

mit
V(t, ) :=	€ E' I = g(t, , v), V € U(t, )}.	 (5) 

Dann ist das Van ations problem 

J(x) := f/(t, x(t), (t)) dt	inf au/ X	 (6) 

mit X := {x € W 1 1, (0, T) I (t, x(t)) € 0 auf [0, T], 

(t) € V(t, x(t)) last überall au/ [0, T], 

x(0) € 910, x(T) E IJ1T} 

aquivalent zu (1). Da.s hei/Jt, es ist infJ = inf J0. 
£ 

Beweis: Wir bemerken zunächst, daB infolge unserer Orundvoraussetzungen (2) 
gemaB [3, § 8.1] für sämtliehe x € X der Integrand in (6) tatsachlich auch summierbar 
ist. Im weiteren beweisen wir die erwähnte Aquivalenz. 

a) Es sei {(x, u,)} eine Minimalfolge zu (1). Dann ist nach (4) 

/(t, , g(t, , v)) ;5 10(t, , v) V v € U(t, ) und (t, ) E 0. 
Deshaib ist 

inf J0 = urn f/0 (t, x8(t), u(t)) dt 
n—a-coO 

^ urn f/(t, x(t), g(t, x(t), u(t))) dt 

=lirn f/(t, x(t), ±0(t)) dt ^ infJ. 

b) Es sei {x} eine Minimalfolge zu (6). Dann ist nach [3, S. 289 Folgerung 2] die 
mengenwertige Abbildung 

-	v € U(t, x(t)) I i,,(t) = g(t, x(t), v), 10(t, x8(t), v) = /(t, x(t), i(t))} 
infolge unserer Grundvoraussetzungen (2) normal, so daB für jedes n ein meBbarer 
Schnitt u,, cxistiert mit 

u(t) € U(t, x(t)),	t) = g(t, x(t), u(t)), 

/(t, x(t), u(t)) = /(t, x8(t), t,(t)) für fast alle £ € [0, T]. Wegen der glcichmaBigen 
Beschränktheit aller U(t, ) auf 0 sind sämtliche u,, beschränkt und summierbar. 
Deshaib ist auch 

inf J = urn fi(t, x(t), ±(t)) dt	 - 
n—O 

= urn flo(t , x(t), u(t)) dt	mnf J0. 
n—.-coO 

4 Ann1yIs Bd. 1, 1-left 4(1982)
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In Zusammenfassung beider Ergebnisse von a) und b) resultiert die Behauptung 
von Hilfssatz 1 

Satz 2:J(x)L(S)=ST —SO /fir allexEundSE. 

Beweis; Nach Satz 1, angewandt auf das spezielle Steuerungsproblem (6), gilt 
zunächst der Dualitätssatz J(x) ^ L(S) V x € X und S E W,(G), weiche auf G 
fast iiberall den Nebenbedingungen 

VS(t, ) € (t, ) := 
{(z0 , z 1 ') E E' x E I Vv E V(t, ) ist z0 + z1 'w ^ /(t, , w)}	 (7) 

genügen und auf 31O und P T* jeweils konstante Werte So bzw. ST annehmen. Zum 
Beweis von Satz 2 genUgt es foiglich lediglich noch zu zeigen, daB für alle (t, ) € G 
stets o(t, ) = 1(t, ) ist. 

Es sci (z0 , z 1 ') €	t, ). Dann ist geniaB (5) für v € U(t, ) auch g(t, , v) € V(t, ),
so daB aus z0 + z1'w ^ /(t, , w) V w € V(, ) wegen (4) speziell 

z0 + z 1 'g(t, , v)	/(t, , g(t, , v))	/0(t, , v)	Vv € U(t, ) 

folgt. Das bedeutet (z0 , z 1 ') € 0(t, ) bzw. (t, ) C 5o(t, ). 
1st umgekehrt (z0 , z 1 ') E 0(t, ), so gilt 

z0 + z 1 'g(t, , v) ^5 10(t, , v)	Vv € U(t, ). 

Deshalb ist wegen (4) und (5) 

z0 + z 1 'g(t, , v)	/(t, , g(t, , v))	V v € U(t, c) 

bzw. mit w = g(t, , v) 

z0 + z1 'w ^ /(t, , w)	V  € V(t, ). 

J)as bedeutet (z0 , z 1 ') € (t, ) bzw. 0(t, ) c	(t, ). In Zusammenfassung beider
tYberlegungen resultiert daraus a = 

3. FluRprobleme erster Art 

Die in den Sätzen 1 und 2 ausgedrückte Dualität der Optimierungsprobleme (1)1(3) 
bzw. (6)/(3) ist nicht involutorisch. Wir erkennen dies schon an der Konstruktion 
des dualen Problems (3). Wahrend in den Primalproblemen (1) bzw. (6) Zielfunk-
tionale in Gestalt einfacher Integrale aultreten und zulassige Elemente als vektor- 
wertige Funktionen von einer Veränderlichen, hat das Dualproblem (3) ein ganz 
anders geartetes Zielfunktional. AuBderdem sind die zulassigen Elemente von (3) 
Funktionen von mehreren unabhangigen Variablen. Unsere Konstruktion eines 
Dualproblems zu (1) bzw. (6) Iäl3t damit auch nicht erkennen, wie nun wiederum 
zu (3) ein duales Problem konstruiert werden kann. Diesen scheinbaren Nachteil 
werden wir dadurch uberbrücken, indem wir dem Problem (6), und damit such (1), 
ein Flul3problem zur Seite stellen, das sich im weiteren durch folgende Eigenschaften 
auszeichnet. Es entsteht einerseits durch ,,Verschmieren" des Problems (6), indem 
wir an Stelle der zulassigen Trajektorien zu (6) (als ,,fadenformig dunne" Flüsse) 
auch divergenzfreie Flüsse aligerneinerer Art zulassen. Dieses so entstehende FluB-
problem wird das gleiche Dualproblem (3) besitzen. SchjieBlich wird sich dieses 
Flu Bproblem zugleich als duales Problem zu (3) im Sinne der speziellen Fenchel-
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Rockafellarschen Duaiität erweisen. Aus methodischen Grunden fUhren wir em 
soiches zugeordnetes Flu f3problem in zwei Etappen em, als Flufiproblem erster bzw. 
zweiter Art. 

Wir betrachten das Optimierungsproblem 

J1(t)	 f /(t, , v(t, )) v0(t, ) dt d -+ inf	 (8a).

bezuglich aller 

b =	(1, v) € C'''(G)	 (8b)
mit den Eigenschaften 

v0(t, ) ^ 0,	v(t, ) € V(t, ) fast uberall auf G;	 (8c) 
V . =0 auf 0;	 (8d) 
fvo(0,)d=1,	fvo(T,)d=1;	 (8e) 

U.	 silT 

• do = 0 auf a00	ao \ ( 9)10* U	 (Sf) 
Indem wir auch hier wieder die Grundvoraussetzungen (2) übernehmen, ist nach 
[3, § 8.1] die Funktion /(., ., v( . , •)) summierbar auf 0 sogar für beliebige summier-
bare v;, auf3erdem ist V( . , .) gemaB (4) eine normale mengenwertige Abbildung auf 0. 
Wir bezeichnen (8) in bezug auf (6) (oder (1)) als das zugeordnete Flu,8 problem erster 
Art. Seine zulässigen Elemente D nennen wir Fliisse, ihre Gesamtheit bezeichnen 
wir mit 3. 

Satz 3: Da.s Optimierungsproblem (3) ist ein dizales Problem zum Flu8 problem (8). 

Beweis: Fur beliebige b E R3 und S € 0 ist wègen (8d) zunachst 

J1(b) =f [(t, , v(t, ")vo(t,	+ S(t, ) J7 .
	

di dE.	 (9) 

Wegen V. (S(t, E) (t, E)) = 118(1, ). (t, E) + 8(1, E) 17 . b(t, E) können wir unter An-
wendung des GauBschen Integralsatzes für (9) auch schreiben 

J 1 (D) = f {I(t, , v(t, )) v0 (t,	— 17S(t, ) (t, E)J dt d 

+ f 5(1, E) b(t, E) do.	 (10) 
aG 

Infolge u =v, . (1, v) € 58 ist nach (8c) v0	0 und wegen 8€ S zugleich 118(1, E) 
€	) = (t, ). Das bedeutet nach (7) /(t, E, v) v0(t, ) - 118(1, ) . (t, ) ^ 0 und,
eingesetzt in (10), wegen (8e) und (8f) 

J10) 880	V 1) E %3 und 8 E S.	 (11) 

These Eigenschaft kennzeichnet Problem (3) als eine duale Optiniierungsaufgabe 
zu (8) I 

4) do fassen wj r hier und im weiteren stets vcktoriell ids orjcntjertes Oberflachenelement von 
00 auf. 

4
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4. FluBproblorne zweiter Art 

Die Differenzierbarkeitsforderungen (8b) an t stellen Einschrankungen dar, denen 
bei vielen realen Problenien die dort vorkonimenden Fliisse nicht genugen. Denken 
wir z. B. nur daran, innerhaib G von einem Ort 1Jl' nach einem zweiten Ort JJl' 
eine Flussigkeit moglichst billig abzuleiten, so wird mit der optimalen Leitungs-
fuhrung ein VektorfluB erzeugt, der aul3erhalb des Leitungsrohres abrupt (unstetig) 
in den Flu 13 der Intensität Null ubergeht. Aus diesem Grunde erweitern wir nach-
stehend die Zielstellung (8a) auf eine gr63ere Masse von Flüssen , iie nur in distri-
butiveni Sinne die Bedingungen (Sd) und (8f) erfüllen. Wir fuhren dazu em: 

S € W 1 (G) S = const je auf PlO ' und lJT*).	 (12) 

Abkürzend bezeichnen wir wiederum	= So und	= 5T Versehen mit der 
Topologie des Banachrauines W' (G) ist	davon ein Unterraum und somit selbst 
ein Banachraum. Weiterhin erklaren wir 

10 € L 1''(G)	= v0 (1, v), v0(t, )	0, v(t, ) € V(t, ) 
fast uberall aul G; 

f VS(t,)3(t,)dtd	S7 - So VSE G,}.	 (13)

Wir bezeichnen dann die Aufgabe 

J0(b) := f At, , v(t, E)) v0(t, ) dt d -- inf auf 3	 (14)

in bezug auf (6) (oder (1)) als das zugeordnete Flufi problem zweiter Art. 

Hilfssatz 2: l3 c: U. 
Beweis: Fur D €	ist wegen (8b) nach deni Gaul3sehen Integralsatz fur alle 

S € c0

f 172(t, ) (t, ) dt d = -f S(t, ) V . u(t, ) dt tl 

+ fS(t, ) b(t, ) do.	 (15) 
aG 

Da aut3erdem nach Voraussetzung die Bedingungen (8d)—(8f) gelten, folgt aus (15) 

f VS(t, ) (t, ) dt d 

= -f 2(0, E) v0(0, ) d + f S(T, ) v0(T,') d = ST - So VS E . (16) 
V.	 jr 

In Verbindung mit (8c) besagt dieses Ergebnis (16), daB fur alle € 2 stets b € B 
gilt bzw.3c3 1 S	 - 

Hilfssatz 3: B n C' 1 (0)	8. 

Beweis: Es sei € ag n C1111(G). Dann gilt fur dieses wiederum Formel (15) fur 
beliebige S € So. Wahlen wir speziell S willkUrlich aus W(0), so foigt aus (15) 
wegen 10 € 9 die Variationsgleichung 

/ S(t, ) V . u(t, ) dtd = 0	V S € W(G).	 (17)

Und weil 13'(G) dicht in L1(G) 1st, resultiert aus (17) das Ergebnis V . (t, ) = 0 
co 

auf G, *omit (8d) erfullt ist.
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Setzen wir in (15) unter Beachtung des vorangehenden Resultats beliebige 8 € So 
em, erhalten wir wegen b € 

= fS(t,)t(t,)do 
aG 

= f S(t, ) (t, ) do + f S(T, ) v0(T, ) d 
OG.	 UT 

- f S(O, ) v0(O, ) d.	 (18) 

Speziell für S E	mit der Eigenschaft S = 5o folgt atis (18) 

f S(t; ) (t, ) do = 0	V S E Sol S = So. 

DiesesResu!tat hat offensiehtlich D do = 0 auf aGo zur Folge, also Eigenschaft (8f). 
Unter Beachtung dieses neuen Resultats erèirifadht sich (18) zu 

ST - o = ST f v(T, d - So f v0(0, ) d	VS € c0. 
n1T	 ano 

Wegen der Willkürlichkeit der Konstanten So und ST muB somit f v0(T,) d = 1 

und f v(0, fl d = 1 sein, also Eigenschaft (8e) gelten. Da die Elemente von 

	

S	 - 

autlerdem per Definition (8c) erfüllen, ist schlietllich b € 18 für alle 10 € 9 n 
damit ist Hilfssatz 3 bewiesen 

Satz 4: Das Optimierangsproblem (3) ist auch ein duales Problem zum 
problem (14). 

Beweis: Für beliebige D € V und S €	o gilt gemätl (13) 

J2() =1 [/(t, , v(t, )) v0(t, o, - VS(t, ) (t, )] dt d + Sr - 

Wegen S € G ist 175(1, ) € 0(t, ) = (t, ) V(t, ) € 0, autlerdem 1st wegen 
= VO . ( 1, v) € U zugleich v0	0. Deshalb ist der Integrand des vorangehenden 

Ausdrucks nicht negativ und somit J2 (t)	S - 5o. 1)iese Eigenschaft drückt die 
Dualität zwischen den Prohlemen (14) und (3) aiis B 

5. Bezichungen zur Roekafellarschcn Dualität 

Wir sagen, die Optimierungsprobleme (14) und (3) stehen zueinander in starker 
Dualitdt, wenn 

infJ2 = sup L	 (19) 

gilt. Unter welchen Bedingungen köririen wir these Eigenschaft sichern? Wir benutzen 
zur Beantwortung dieser Frage Weiterführungen und Stabilitatsaussagen der Fen-
chel-Rockafellarschen Theorie der konjugierten Funktionalc gemaf3 EKELAND/ 
TEMAM [1]. 

Hi Ifs sat z 4: Das Optimierungs problem (3) ist auch im Sinne der speziellen Fenchel-
Rocka/ellarschen Dual itöiskonzeption ein duales Problem zum Flu/i jfroblem (14).
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Beweis: Die Fenchel-Rockafellarsehe Konstruktion eines dualen Optimierungs-
problems beruht auf folgendem Prinzip. Es seien X und Y zwei topologische Vektor-
räume und X' bzw. Y" ihre dualen Raume. Weiterhin sei 0 ein reelles Funktional 
auf X x Y und 

0) —> mi auf X	 (20) 

das Primaiproblem. Dann ist das konjugiere Funklional P" zu 0 im Sinne von Fen-
chel und Rockafellar bekanntlich definiert durch 

)*(q*, p9) := sup [(q*, ) + (p*, p) - (P(, p )1	 (21) 
3EX.PEY 

für beliebigè (q* , p*) E X x Y', wobei (.,.) das Produkt von Elementen dualer 
Räume ausdruckt. Die Aufgabe 

_*(O, p*) -> sup auf *	 (22)

ist dann ein duale8 Problem zu (20). 
Zur Bestatigung von Hilfssatz 4 werden wir zeigen, daB bei geeigneter Wahl von 

X, Y und Z these Kon8truktion zu (14) als Primaiproblem das Problem (3) als duales 
Problem erzeugt. Dazu setzeri wirX = L1 0 + 1 (G), Y	* und versehen Y mit der 
schwaehen Topologie von O'• Daraus resultiert Y' = = o (vgl. z. B. [2]). 
Weiterhin flibren wir einen linearen stetigen Operator A € £°(X -- Y) em, welcher 
durch

(8, At,) = -f 178(t, ) u(t, ) dt d VS € Go (23) 

definiert wird. Da die rechte Seite von (18) auch als —(178, ) gesohrieben werden 
kann, ist —A gleich dem adjungierten Operator 17* zu V. 1 definieren:wir hier für 
beliebige ( b , p) € X x Y durch 

J2() für alle = v0 (1, v) mit v0 ^! 0, 
v(t, ) € V(t, ) fast uberall auf 0 

(b, p) :=	 (24) 

100	

und(S,A—p)+Sr—So=0 VSEY*;
 andernfalls. 

Danuit tritt für p = 0 der erste Fall in (24) genau dann auf, wenn 10 € B ist. Deshaib 
ist bei dieser Wahl von 0 das Flul3probletn (14) aquivalent mit (20), indem 

inf J2 = inf (t3, 0) 
Ex 

gilt. 
Nunmehr berechnen wir * (Q, p*) über die Vorsehrift (21). Dazu beachten wir, 

daB die in (24) benutzte Bedingung 

(S,A—p)+ 8r5o0	VSEY*	 (25) 
zu gegebenem t in eindeutiger Weise eine Losung p € Y dieser Variationsgleichung 
definiert. Diese von t, abhangige Losung bezeichnen wir mit p = A. Damit wird 

* ( O, p*) = sup [(p*, i) - c!'(t,, p)] = sup [(p*, p) —	p)].	(26) 
'EX.pEY 

Weil p = AD die Variationsgleichung (25) identisch befriedigt, folgt spezidll mit 
5 = p* aus (25) das Resultat (p*, p) = (p*, At,) + PT* — 7)0 *. Dies eingesetzt in 
(26) liefert

(0, p*) = sup (PT* — p* + (p, AD) - (u , p)] 
tIE X.p = A I,
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und mit (23) und (24) 
ø*(o, p*) = 5U UpT	t'o * - * - f (17p*(t, ) t3(t, ) 

G 

4- v(t, ) /(t, , v(t, ))) dt dJ, 

wobei abkürzend X0 := (b € I I b = v0 (1, v), v0 ^ 0, v(t, ) E V(t, )} darsteilt. 
Dies ergibt

PT* - Po" wenn - Vp*(t, ) E (t, ) fast 
*(o, p*) =	überall auf C	 (27) 

Co	sonst. 

Mit diesem Resultat (27) wird die Identität des Problems(22) zii der nachstehenden 
Aufgabeoffensichtlich. Diese lautet 

L(_p*) = p0* - PT* sup	 (28) 
bezuglich aller p E So mit - Vp*(t, ) E (t, ) fast überall auf G. Setzen wir wieder 
_p* = S in (28) em, so wird dieses Problem (28) sogar formal identisch mit (3), 
wenn wir noch die Eigenschaft (t, ) = t, ) aus Abschnitt 2 beaohten. Damit ist 
Hilfssatz 4 bewiesen I 

Auf der Grundlage dieses Hilfssatzes lassen sich in Anwendung der Rockafellarschen 
Theorie Aussagen uber starke Dualität entwickeln. Daruber wird in Teil II berichtet. 

Anliang I: Hinreichende Bedingungen zu den Orundvoraussetzungen (2) 

Hilfssatz 5: Es sez U0 ( . ) eine normale mengenwertige Abbildung von [0, T] in den 
E' und X eine Abbildung des [0, T] x E' x E1 in den E" mit den Eigenschaften: 
(i) x( , v) 1st me/Jbar au/ [0, T] V (, v) € E" x E', 

(ii) (t , ., •) 1st stetig au/ B" X E' V  E (0, TI. 
Dann 1st U( . , .) gema 

U(t, ) := {v € U0(t) I y(t, , v)	0} 
eine normale mengenwertige Abbildung von [0, T] x B" in den E', und /fir sdmtliche 

€ C0.11[0, T] jet U( . , x( . )) cine normals mengenwertige Abbildung von [0, T) in den E'. 
Beweis: Nach [3, Kap. 8.11 ist U0 genau darn eine meBbare mengenwertige 

Abbildung von [0, T] in den IF), wenn zu U0 eine approximierende Familie {u,(.)} 
meBbarer Funktionen u. auf [0, T] existiert. Setzen wir these Funktionen u, auf 
ganz [0, T] x B" fort durch die Definition z,(t, ) = u,(t) V € B", so bildet die 
Familie {L(, .)} zugleich eine approxiniierende Familie der mengenwertigen Ab-
bildung U0 ( . , .) mit U0(t, ) := U0(t) V E [0, ff7] und E B". Foiglich ist U0( . , .) 
auch eine meBbare mengenwertige Abbildung von [0, T] x B" in den B'. Wenn Uo 
auBerdem normal ist, d. h. sämtliche U0(t) Sind abgeschlossene Punktmengen des F, 
so ist U0 offenbr auch normal. Damit ist U( . ,.) auch darsteilbar durch 

U(t, ) = {v € U0(t, ) I (t, , v) f,' 01. 

Hieraus entnehmen wir nach [3] (S. 289, Folgerung 2), daB U( . ,.) eine normale, 
mengenwertige Abbildung von [0, T] x B" in den E' ist, indem wir noch die gefor-
derten Eigenschaften von X beachten. linter Berufung auf das gleiche Literatur-
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zitat ist dann zu beliebiger Funktion x E CO-"[O, T] die mengenwertige Abbildang 
U( . , x( . )) mit 

U(t, x(r)) = {v € U0(t) I X(t, x(t), v) 6 o} 

normal auf [0, T], da Z(t, x(t),.) eine stetige Funktion auf E und x( x( . ), v) eine 
meBbare Funktion auf [0, TI ist V v € E'. Damit ist Hilfssatz 5 bewiesen 

Eine mengenwertige Abbildung U gernaB Hilfssatz 5 genugt dann auch unseren 
Grundvoraussetzungen (2), da U als normale mengenwertige Abbildung von [0, T] X E' 
in seiner Einschrankung auf die me0bare Teilmenge 0 wiederum normal ist. AuI3er-
dem sind ja alle x E W 1 1 "7 (0, T) zugleich Elemente des C0[O, TI. 

Anhang H: Eine Erweiterung des DualitAtssatzes 

Nach [4] gilt zunächst ein Dualitätssatz der folgenden Gestalt: 

J0(x, u) ; L(S) := inf [S(T, r) - 8(0, o)I	 (34) 

für alle (x, u) € S, und beliebige 8 € C'(G), weiche auf G den Nebenbedingungen 

81(t, ) ± 8'(t, ) g(t, , v) 5 /0(t, , v)	V v € U(t, )	 (35) 

, genugen. Nunniehr geben wir tins ein beliebiges 8 vor, das den Voraussetzungen von 
Satz 1 genugt. Da G'ein Lipschitzgebiet ist, können wir dieses 8 als Element des 
W 1 (G) st.etig fortsetzen als Element des TV ' (0) zu einem umfassenderen Gebiet 00
O G (vgl. dazu die Literaturangabe in Fulnote 1)). Damit können wir hber die 
Sobolewschen Mittelfunktionen auf 0 eine Folge von Funktionen 8( k ) E 0(G) kon-
struieren, die folgende Eigenschaften besitzt: Die S" konvergieren für k—>00 
auf 0 gleichmat3ig gegen 8: die Folge der Gradienten V8 konvergiert fast überall 
auf 0 gleiohmaBig gegen 178. Infolgedessen existiert zu beliebig kleineni e > 0 em 

so daB fast uberall auf 0 

8(")(t, ) + SE''(t , ) g(t, , v)	10(t, , v) + e	 (36) 

ist für alle v € U(t, ), Ic > k0 (e). Indem wir die reehtc Seite von (36) als neuen 
Integranden zu (1) auffassen, liefert unser Dualitätssatz (34)/(35) hierauf angevandt 

J0(x, u) + ET L(8('))	V Ic> k0(--). 

Nach Ausfuhrung des Grenzubergangs Ic —> cc erhalten wir hieraus J0(x, u) + 8T 
8r — $o und, da s > 0 beliebig klein vorgebbar war, sehlieRlieh J0(x, u) > S ' — $o 

womit Satz 1 bewiesen ist 
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