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Zur Regularitit verallgemeinerter Losungen von quasilinearen eliptischen
Ditferentialgleichungen zweiter Ordnung in Gebieten mit Ecken

E. MIERSEMANN

Es wird die Regularitit der Losungen einer Klasse quasilinearer elliptischer Gleichungen
zweiter Ordnung in zweidimensionalen Gebieten mit Ecken untersucht. Als Anwendung wird
das Minimalflachenproblem behandelt.

Mccmenyercn Bonpoc 0 MIAKKOCTM pPeliCHMA KJIA HEKOTOPHX KBA3HJIMHEHHHX JIUIMOTH-
YeCKHX YpPAaBHEHMI! BTOPOr0 MNOPAAQKA NJAA ABYMEPHHX 00JacTefl C YrJOBHMI TOYKaMH.
Pesy.ibTaTH NpUMEHAOTCA K NpobjieMe MIEEMAIBHOI IOBEPXHOCTH.

There are studied regularity properties of a class of quasilinear elliptic equations of second
order in two-dimensional domains with corners. As an application of these, there is considered
‘the minimal surface problem.

1. Einleitung

In dieser Arbeit untersuchen wir das Verhalten der schwachen Losung in den Ecken
fiir die folgende Klasse nichtlinearer elliptischer Differentialgleichungen in einem
. beschrinkten und einfach zusammenhingenden Gebiet 2 c= R2:

2
J X a(w) gr,dz = [ fpdz fiir alle ¢ € CP(Q),
2

Q i=1
u =@ auf 00.
Der Rand 822 soll der Einfachheit halber stiickweise glatt sein. Es ist

a = (ap) ax(p)), P = (Pu, Do),

ein streng monotones und koerzitives C'-Vektorfeld, man vergleiche dazu die Defi-

nition im Abschnitt 2. Den allgemeinen Fall eines lokalen streng monotonen Vektor-

fcldes behandeln wir im Kapitel 3 im Zusammenhang mit nichtgleichmiBig ellip-

tischen Gleichungen. Mit %, oder Du bezeichnen wir den Vektor (u,,, u,). Wir
2

setzen |D%u| = 3 |u,,|.

1.j=1 : :

Es zeigt sich ,nun, daB die Losung u zur Klasse C'¢(Q) n H¥({2) gehért, wenn die
Innenwinkel y; der Ecken die Bedingung 0 < y; < = erfiillen und |f| und |D3@|
noch einer gewissen Abschitzung in den Ecken geniigen. Dasselbe ist richtig fiir das
nichtparametrische Minimalflichenproblem, wenn die ,,bounded-slope‘‘-Bedingung
erfiillt ist. In dieser Arbeit nehmen wir an, daB @ die Spur einer H,*2)-Funktion.
ist, p > 2. Ist einmal u € C'%(Q) n H3*{2) gezeigt, dann folgen weitergehende Regu-
laritdtsaussagen aus der linearen Theorie fiir elliptische Differentialgleichungen
.zweiter Ordnung in Gebieten mit Ecken nach Azzam [2] und KoxDRAT'EV [9, 11, 12].
- Grundlegende Ergebnisse fir lineare elliptische Differentialgleichungen zweiter
und héherer Ordnung in nichtglatten Gebieten stammen von KoNDRAT’EV [9]. In
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diesen Arbeiten wird die Zugehorigkeit der Losung zu gewissen Sobolevschen Hilbert-
riumen untersucht. Fomrrrov [5] bewies Differenzierbarkeitseigenschaften fiir die
Lésung der gemischten Randwertaufgabe fiir den Laplaceoperator in dreidimensio-
nalen Gebieten mit Kanten. Die Arbeit von Azzam [2) vereinfacht die Untersuchun-
gen im Falle linearer elliptischer Gleichungen zweiter Ordnung wesentlich. In ihr
wird die Barrieremethode benutzt. Wir werden nun zeigen, dafl diese Methode es ge-
““stattet, auch die Klasse (1.1) von quasilinearen elliptischen Gleichungen in eckigen
Gebieten zu behandeln. Entscheidend ist dabei die Barrierckonstruktion von Lemma
2.2. Dieses Lemma ist eine Verschiarfung von Ergebnissen von Azzam [2, 3] sowie
von Azzam und KRrEvszic [4]. Aber gerade diese Verscharfung benétigen wir bei
quasilinearen Aufgaben.

2. GleichmaiBig elliptische Gleichungen

Es set p = (py, ---, Dx) und a(p) = (al('p), cens a,,,(p)). In dieser Arbeit ist N = 2.
Uber doppelt auftretende Indizes wird summiert.

Definition (HArTMAN und StameaccHIA [7]): Das Vektorfeld a(p) heilit streng
monoton und koerzitiv von der Klasse C*, wenn gilt:

ai(p) € CY(RN) ' , - (2.1)
(@(p) — ai@) (B — @) 2 v |p — qI? (2.2)
fiir alle p, ¢ € RN mit einer von p, ¢ unabhingigen positiven Konstanten ».
oa; .

—(p) =M ‘ (2.3)

fiir alle p € RN mit einer von p unabhéngioen Konstanten M < oo.

Fir cin solches Vektorfeld gilt (s. etwa bei KINDERLEHRER und STAMPACCHIA
[8, S. 100]) die Unglexchung

aii(p) &:& = v |§2  fiir alle p, £ € RN, (2.4)
Dabei wurde gesetzt a;;,= —2%, In diesem Abschnitt nechmen wir an, dafl das
i .

Vektorfeld a(p) dic. Bedingungen (2.1)—(2.3) erfiillt. Es ist bekannt (HARTMANN
und StampaccHIA [7]; siehe auch KINDERLEHRER und StampaccHia [8]), daB die.
Aufgabe (1.1) unter den Voraussetzungen (2.1)—(2.3) eine eindeutige bestimmte
Losung . € HYQ) besitzt, wenn gilt: f € H~Y(2) und @ € HY(LQ). Die Losung ist
genugend regulir, wenn das fiir 8, f und @ zutrifft (STampaccnIA [17], LADYZHENS-
kAYA und UrRAL'TSEVA [13]). Da wir es hier mit dem Fall N = 2 zu tun haben, folgt
die Regularitit nach MorreY [16, Chapter 5.4].

Fiir das Vektorfeld a(p) ist der folgende Vergleichssatz richtig (s. zum Beispiel
[6, S. 119]).

Lemma 2. 1 Fiir v, w € HY(Q) gelte v < w auf 002 und
J ailv,) @z, dz < [ ai(ws) ¢z, dz
Q Q

fiir alle @ € H(2) mit ¢ = 0. Dann hat man v < w tn Q fast iiberall.

Die Ungleichung v < w auf 92 ist im Sinne von H'() zu verstehen, man ver-.
gleiche {8, 14}.
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Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit konnen wir annehmen, daB die betrachtete

Ecke von 2 in (0, 0) liegt und daB das Gebiet folgendermaBen in der z-Ebene ange-
ordnet ist: . : .

le :
A /7
/

74

N\
N\

2
AN V24
/
N

Mit y bezeichnen wir den Innenwinkel der Ecke und nehmen stetsan, daB0 <y <=
zutrifft. :

Die Gleichung (1.1) ist gegeniiber Translationen invariant. Bei einer orthogonalen
Transformation U mit z = Uz’ geht das Vektorfeld a(p) iiber in a(p") = U*a(Up').
Die Konstanten v und M bleiben dieselben. :

Es sei :

NIy

-Z
2

X1

Q, =02nB,(0), 0<p< oo
mit : :
By(0) = {z | z,® + ® = 0%.
Wir wihlen g, so klein, daB in £2,, keine weitere Ecke von £ liegt.

2.1. Randhedingung u = 0 auf 022
Zunichst behandeln wir die Aufgabe (1.1) mit @ = 0. Wenn f € Ly(2) zutrifft,
dann gilt (s. [8, Chapter 4]):
u € HY2, \ 2, g >0, >¢>0. ,
Wie Azzam [2, 3] sowie Azzam und KRrEYSzIG (4] betrachten wir die Funktion
W = Ar'*#sin 20 (A=const >0; 0<u<
mit 7 = }/:zr:l2 + 2,2 und 6 = arc tan Zg Die Funktion W ist positiv in Q,.\ {0},
1
wenn |2 — 1] und g, geniigend klein sind.
Wir wollen nun

LW = aii( W) Wz.z,

nach oben abschitzen. Unter den allgemeinen Voraussetzungen (2.3), (2.4) fiir die
Koeffizienten a;; gilt folgendes fiir unsere Untersuchungen grundlegende Lemma.

Lemma 2.2: Es gibt eind = d(v, M, y) > 0, so daf fir jedes A mit 0 < 2 —1<d
positive Zahlen 1(2), po(2) existieren mit

LW < —Anpr#?

fiir alle 0 < p < po(2).

. Beweis: Nach elementarer Rechnung erhalten wir
W, = A1V
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e Vi = 8in 20{—4%8in? 0 — (1 — pu?) cos? 6 + 1 + u} + Ry,
Vie=Vay = 8in 46{A% sin 0 ¢os § — (1 — u?) sin O cos 6} + R,,,
und
Vo = 8in 20{—22¢c0s% 6 — (1 — u?) sin® 0 + 1 + u} + Ry.
Fiir die R;; gelten die A.bschéi.tzungen
Byl = 224, [Rio| < 2/‘: [Roo| < 224
Wir setzen 4 = 1 + 7 (z > 0) und bekommen:
Vi = 8in 16{—27 8in® 6 — v28in20 + x?cos? 0 + u) + Ry,
V12 = sin A0{27 sin 0 cos 0 + 2 sin 6 cos § + 2 sin 0 cos ) + Ry,
Voo = sin 16{—27 cos? § — 72 cos? 0\—}— #2sin? 0 + u} + R,,.
Mit £ = —sin 6, & = cos 6 ist
@V = —21a,;8:8;8in A0 + Q.
Dabei gilt
Q] = 6Mon + 4M(z2 + p® + ) mit M von (2.3).

T —

Y .. .
die Ungleichun
g g g

Auf Grund von (2.4) folgt fiir 0 < 7 <

T
ai;Vij < —2tv8in A0 + 6Mau + 4M(x® + p* + u).

17— 7 ) . . .
-é-n_*_:und 00=?+%setzenw1rco=sm(1_*.To)go.Es ist ¢y > O.

Aus der obigen Ungleibhung erhalten wir schlieBlich

Mit T =

a; Vi S —ct + cou
fir ’alle 0< ,u < 1 und fir alle 0 < 7 < min (ro,.v—co). Dabei ist ¢; = »¢c, und .
¢o = 6M(1 4 7,) + 8M B M
Lemma 2.3: In einer Umgebung der Ecke gelte
I/l =clzt,  x>0. . (2.6)
Dann hat man fiir ein p (0 < u < 1) die Ungleichung
[u] < c x|t fir alle x € Q,,, 0, > 0 geniigend klein. (2.7

Mit ¢ bezeichnen wir positive Konstanten, die bei verschiedenen Ungleichungen
verschieden sein kénnen.

Beweis: Wir wihlen p, so klein, daB (2.6) in Q, zutrifft. Aus bekannten‘Regd-
laritdtssitzen folgt

u € Cl4(2,,\82,) (0 >¢e>0) firein x, 0 < x <1

(s. z. B. bei STampaccH1a (17)). Fiir die Funktion W, man vergleiche (2.5), gilt dann
—W <u < W auf 02,, wenn A geniigend groB ist. Die Ungleichung (2.7) folgt
aus Lemma 2.1 und Lemma 2.2. Im Lemma 2.2 ist x so klein zu wihlen, daB u < x
zutrifft 8
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H?-Regularitit: Unter Benutzung von Abschatzungen in Gebieten, die die Ecke
nicht enthalten, kénnen wir mittels einer Lokalisierungsmethode (s. KONDRAT’EV
[9]) den folgenden Satz beweisen.

Theorem 2.1: Unter den Voraussetzungen 0 < y < 7 und (2.6) gult

1
u € HYQ,), % =7or

Beweis: Es sei

-

<r s%} (n=0,1,2, ...

2n+1

Dn = {(7‘, 0) 6 QQI

und o
Dﬂl =Dy, u Dn U Dy, D, = Dn—zr—Uanl U Dy

Weiterhin setzen wir
Qﬂ = 990/2"’
Bei der Variablentransformation z; = y2_:' gehen die Gebiete D, in Dy®, D, in Dy,

D,” in D)™ und £, in £, iiber. Wenn die Ecke durch zwei Geradenstiicke be-
grenzt wird, dann sind die neuen Gebiete unabhingig von n, n > ny. Die Gleichung

fa;(u,) @, A2 = f/q; dx fir alle ¢ € HyY(£2,,) (2.8)

Qa2 Q4o

geht bei der obigen Transformation iiber in

' 1
[t pnty =g [oas (29)

Q°(u-l) Qo(n—l)
fiir alle @ € Hl(2,*—2) mit w(y) = 2"u(y).

Es gilt (s. z. B. bei KINDERLEHRER und StampaccHiA [8, Chapter 4]) die Ungleichung

1 .
ID*0l%ypn < ¢ (“wlﬁz'wn t 3m JV“%,(D())- (2.10)

Den oberen Index (n) lassen wir nun weg. Die Konstante ¢ hingt aber auch noch
von n ab. Auf Grund unserer Regularititsannahme fiir die Randstiicke kann man ¢
unabhéngig von n (n > n,) wihlen: Wenn die Ecke durch zwei Geradenstiicke
begrenzt wird, ist das offensichtlich. Im allgemeinen Fall mufl man in bekannter
Weise das Eckgebiet auf dasjenige Gebiet abbilden, das durch die beiden Tangenten
begrenzt wird, und dann fiir die transformierte Gleichung die Abschédtzung (2.10)
herleiten. AnschlieBend fithrt man die Riicktransformation durch und kann die
Abhingigkeit der Konstanten ¢ von » durch diese Transformation kontrollleren Man
verglelche hierzu auch bei KoNDRrRAT’EV [10, S. 426f1.].

Wir wollen jetzt |[Dwl|.,p,) abschatzen. Es sei {(r) € C;®(R*) mit 0 S {<1lund

1mr%grg%o
tr) = .
0 fir r<% und 7 > 4p,.
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~Wir setzen p = (2w in (2.9) ein. Wegen
J i(0) (¢tw),, dy = 0, |

Do

(das folgt nach partieller Integré.tion) erhalten wir

Do

.

[ (ai(w,) — ai(0)) 2w, dy = f 2a0) — ai(wy) Lywdy + o f fow dy
' 2 D'll

Auf Grund der Voraussetzungen (2.1)—(2.3) ist

1
» [ ay < 2 [ ¢ 1Dl D21 ol dy + 5 [ 1wl dy.

In bekannter Weise folgt dann mittels der Ungleichung

2ab geaz—{—lbz fur alle ¢ > 0
C €
die Abschitzung

f D dy §c( [ty + 5 f e dy) (2.11)

Die Riicktransformation von (2.10) liefert, wenn wir (2. 11) in (2. 10) elnsetzen, die
Ungleichung

f | D2u|? dz Sc(2‘”’ f ful? dz +f ]f|2dx)

Dy’
Nach Lemma 2.3 und der Voraussetzung (2.6) hat man in D "
u] S c20+m,  |f| < 2 ne D,
Wegen meas D, < ¢ 272" gilt schlieBlich

I |D2u|2’ dz < ¢(2-%%  2-2%) B

D,

CY2-Regularitat: In der Glen(,hung (2.8) ersetzen wir ¢ dutch (k =1, 2) i
@ € 03°(82,-,). Nach partieller Integra,tlon erhalten wir :

99
fasl( z)( k)z,(pl‘ dz = —ff axkd

Bei der Variablentransformation z; = y,;/2" geht diese Gleichung iiber in

af.v} ‘d ——-_f ___.‘d
[s]uq’y?/ 'qa?/ky

° Ds

fiir alle ¢ € C°(D,’). Dabei haben wir gesetzt:

ou 1
V= — =

6yk’ g _%/
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Die Funktion » in den neuen Koordinaten bezeichnen wir wieder mit u(y), und a;;
sind die Koeffizienten a;; nach der Transformation. Sie erfiillen (2.2) und (2.3) mit
denselben Konstanten » und M.

Lemma2.4: Esseig € Ly(D,’),q > 2. Dann gilt

lleada = elllvllzynyy + 191l O<a<l).
Dié Konstanten ¢ und « sind unabhdngig von g, v und n, n > n,.

Beweis: Das Lemma folgt aus einem Satz iiber die inneren Abschitzungen

(s 2. B. bei GILBARG und TRUDINGER [6, Theorem 8.24, S. 192]) und der Abschitzung

fir Randgebiete [6, Theorem 8.29, S. 195]. Diesen Satz kann man zunichst nur fir

die tangentialen Ableitungen anwenden, da u € Hy(%) gilt. ‘Fiir diese “Ableitung

‘kann man die Morreysche Ungleichung zeigen, und iiber die Eulersche Gleichung

. laBt_sich auch fiir die Normalableitung diese Ungleichung herleiten (man vergleiche
dazu etwa bei KINDERLEHRER und Stampacchia [8, Chapter 4]). Es gilt also

J Dol dy < Ko
Dy n Bytz)

Wichtig ist nun, daB die Konstante K die Gestalt hat:
. K = const (Illzps + lgllzgpi)®-

Das ergibt sich, wenn man die Abhéngigkeit der Konstanten von v und g bei KINDER-
LEHRER und STaMraccHIia [8, Chapter 2] verfolgt. Die Ungleichung des Lemmas
erhilt man aus einem bekannten Satz von Morrey:. ’
Ist die Ecke durch zwei Geradenstiicke begrenzt, dann ist ¢ in Lemma 2.4 unab-
hingig von n. Im allgemeinen Fall argumentieren wir wie beim Beweis von Theo-
rem 2.1 B ' : '

Theorem 2.2: Unter den Voraussetzungen von Theorem 2.1 gilt: -
u € Cv(Q,) 0< <.
"Beweis: Es ist

ou 1 ou

1
v = 3_'yk =g E, [®llcco,y = on ez llee,)s f vl dy = f”'“@.”z dz
' Dy D,

und ‘ » : :
1
4 flgl"dy = m[l/l"dm.
D’ D,

Aus Lemma 2.4 erhalten wir

1 2 o \12 1 /g '
o ez, llcipy = ¢ | l2dz) + P Ifledz} L.
Dy by

Aus (2.11) folgt (es war w(y) = 2"u(y)) die Ungleichung

f |Dul?dz < ¢ {22" flulz dz + 51;[ 1|2 dx}.
o2 oo ,

Dy

b Analysis Bd. 1, Heft 4 (1982)
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Auf Grund von Lemma 2.3 ist
e dlcipy = c(27#m + 27*7) (k=1,2).

Wieder nach Lemma 2.4 folgt nach Riicktransformation fiir z, Z € D,; die Abschit-
zung -
[tz (&) — Uz (F)] = c(27#m4im g-xn+iny |p — |3,

In Lemma 2.3 kénnen wir annehmen, daf 4 < min (4, %) zutrifft, da g, < 1 gewiihlt
werden kann

Mit w bezeichnen wir den Winkel, der aus y bei derjenigen linearen Transformation
entsteht, die die Glelchung aj(0) u.;, = 0 in die Laplacegleichung transformiert.

Hier ist a;(0) = — (P)|p =0

Theorem 2.3: Es sei a(p) € C™*2, fe C™(D,) O <a<1; m =01, ...) und
0 < w < nf/(2 + m). Dann gilt ’

u € Om+25(Q,)
fiir die Losung u von (1.1) bet @ = O.

Beweis: Aus Theorem 2.2 folgt #,(0) = 0 und daB die Koeffizienten der Euler-
schen Gleichung hélderstetig sind fiir 0 < y < n. Das Theorem 2.3 erhilt man dann
aus Resultaten  fiir lineare elliptische Differentialgleichungen zweiter Ordnung in
Gebieten mit Ecken (Azzam [2]) und aus der Regularitit von » in £, \ 2,
00 >e>018

2.2. Das Problem bei vorgeschriebenen Randwerten

Wir setzen neben (2.6) fir @ in (1.1) voraus:
P ¢ H Q) (p>2). (2.12)

Auf Grund eines Sobolewschen Einbettungssatzes (s. z. B. bei Apams (1, S. 98]) ist
@ € C14(D), 0 < B < 1. In bekannter Weise stellt man die Aufgabe

v € Hyl($2): fa;((v + d)),) @, dr = f/(p dz fiir alle ¢ € HN£). (2.13)
9 2

Die Losung v = v + @ ist unabhingig von der speziellen Wahl von &, das heilt, ’
fir @ mit @ = @ auf 92 erhilt man dieselbe Losung u. Das folgt sofort aus (2 2).
Anstelle der Barrierefunktion von Lemma 2.2 betrachten wir hier

W = Art*#gin A0 + @,(0) z; + 9(0). (2.14)
Dann hat man auch fiir die Funktion (2.14) das Lemma 2.2. Auf Grund der Voraus-
setzung (2.12) gilt

() = PO) + D, (0) z; + O|z|'*#), 0<p<l.
Auf 92 n B,(0) ist W. = @ fiir festes 4 > 0, wenn wir u < § und ¢ > 0 geniigend
klein wihlen. Wir nehmen jetzt 4 so groB an, da8 auch noch W = u auf 8B,(0) n
_ zutrifft. Das 1aBt sich machen, da % in .Q‘,l N £, (oy > ¢ > 0) zur Klasse (Ol
(0 < & < 1) gehort. Aus Lemma 2.1 folgt

u < clz|'t* + D,(0) z; + P(0), z € Q,.
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' \

Wenn wir 4 durch —4 ersetzen, bekommen wir fiir geniigend grofies 4 die Un-
gleichung

fu = P, (0) 2 — D(O)] S ¢ Jat+
in einer Umgebung der Ecke. Daraus schlieBt man auf
| — @] < clzf**#, - u > O hinreichend klein. - (2.1B)

Auf die Gleichung (2.13) wenden wir nun das Verfahren vom Beweis der H2-
Regularitit aus Teil 2.1 an und erhalten aus der Gleichung (2 13) nach der Trans-
formation z; = y;/2" die Beziehung

| ) oty = 2 f foay a6

Q,

" firallep € Hg'(£2,) mitw = 2%(y) + 2“¢(y) Wir setzen w;, = 2%(y) und w, = 2"¢( ).
Aus (2.16) folgt (man vergleiche etwa wieder {8, S. 144{.])

1D*ur %, p,) < ¢ {”D?‘wz”i.w.') + hnipey + o ||f||3,.(o.')}-

Nach Riicktransformation erhalten wir

: |Dzv|=dx <cf [ |D®)2dz + 22" |Dv|? dg + 24» madx .
4 ! }

Nun wird der zweite Summand auf der rechten Seite weiter abgeschiitzt. Es sei -
{(r) die Funktion vom Bewels des Theorem 2.1. In die Gleichung (2. 16) konnen wir
einsetzen

C o= CHw — wy).

Es ist _
) 80 — w0 0 42 [ ai0,) G0 — ) dy = 0
und :
fa (wyy) [4'2(“) — wy)]y dy = — fan(wzy) Woy,Cw — w,) dy
Dy

= f ai(wyy) L(w — w,),, dy + 2 f (wgy) L8y (w —w,) dy.

Dy’

Aus diesen Glelchungen folgt auf Grund der Vora.ussetzungen (2.1)—(2.3)

» [ 10w ay sc{ Jpwi ot dy + [ 1% 0 dy 4 g [ 111 dy}. '
Dy Dy . X Dy :

Also gilt

[1owiray = c{ [wiay + [ 1prosay + o f mw}
-Dy - . Dy - _. Dy’ .

Nach Riicktransformation erhalten wir

22 [ |Dvtdx < 0{24"[ lv|2dz + [ |D*)2dz + [ |f}2 d:c}. J
Du' D’I” DH” D'I” .

-

Damit ist der folgende Satz bewiesen.

5#
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Theorem 2.4: Unter den Voraussetzungen:

a) O<y<m;
b) ®e HY2) fur p>2;
c) |D2®) < clz*! und |f| S ¢ |zf! (% > 0)in einer Umgebung der Ecke

gilt w € HX(Q,) fiir die Lésung u von (1.1), 0 > 0 geniigend Llein.

Theorem 2.5: Unter den Voraussetzungen von Theorem 2.4 ist w € C1*(Q,) fir
0 < & < 1 und hinreichned kleines o > 0. ' :

Beweis: Wir setzen © = v + @ und schlieBen dann wie beim Beweis von
Theorem 2.2. : ) '

" Wir kénnen jetzt wieder die Ergebnisse fiir lineare elliptische Differentialgleichun-
gen zweiter Ordnung verwenden und erhalten das Theorem 2.3 auch fiir die Gleichung
(1.1) unter der zusitzlichen Annahme @ € C™*2(Q,). Hier ist a;(0) = a;i(fpz(O)).

3. NichtgleichmiBig elliptische Gleichungen

Die Ergebnisse von Teil 2 kénnen wir nicht unmittelbar auf das nichtparametrische
Minimalflichenproblem in Gebieten mit Ecken anwenden, da hier die Voraus-
setzung (2.2) nicht erfiillt ist. Fiir die folgende Definition vergleiche man bei LEwWY
und StaMPAccHIA [15] sowie bei KINDERLEHRER und StampaccHIA (8, Chapter 3].

) Definition: Ein C'-Vektorfeld-a(p) = (a,(p), cees a‘v(p)), D= (P1y oo Py)s heiBt
lokal stark monoton, wenn firr jede kompakte Menge C — RN eine Konstante
vy = »(C) > 0 existiert mit (a;(p) — a;(q)) (pi — qi) = v |p — q|? fur alle p,q € C.

Lemma 3.1 (KINDERLEERER und StaMPACCHIA (8, S. 97)): Sei a(p) ein lokales
stark monotones C*-Vektorfeld auf RN und set M eine Konstante, 0 < M < oco. Dann
existiert ein stark monotones und koerzitives C'-Vektorfeld a(p) mit a(p) = a(p) fir
Ipl < M, und fiir |p| > 8M gilt a(p) < K |p| mit einer Konstanten K (0 < K < o).

Nach [8] kann man ein solches Vektorfeld folgendermaBen konstruieren. Es sei
p(t) € C°(R+) mit » = 0 und .
N — 1 fir 0=t 2M
YO =10 fir t=3M.
Weiter sei g(t) € C*°(R*), nichtfallend mit
= 0 fur 0t M
9O =11 fur ¢t=3M
und g(¢) = ¢, > O fur ¢t = 2M. Das Vektorfeld

a(p) = y(ip)) a(p) + Kg(lp)) » o
ist dann stark monoton und koerzitiv, wenn K geniigend grofl gewéhlt wurde.

Sei u € CY(2) n HY( L) eine Losung von (1.1) mit @(p) anstelle von a(p). Gilt dann
max |Du| £ L :
zEQ )

" mit einer Konstanten L < oo, die nur von @, f und 2 abhingt, nicht aber von den
Elliptizititskonstanten, dann ist » auch Losung des urspriinglichen Problems fiir
a(p), wenn man nur M > L gewihlt hatte (StampaccHia [17]).
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Wir betrachten die Aufgabe
2
[ X ai(u,) ¢, dz = 0 fiiralle ¢ € C,™(Q) (3.1)
Q2 i=1
u=® auf 0R, @ HXQ) (p > 2).
Wobei jetzt a(p) lediglich ein lokales stark monotones C'-Vektorfeld ist.

Definition (s. z. B. bei GILBARG und TRUDINGER [6, S. 225]): Es sei I' = (02,P).
Wir sagen, I erfiillt die bounded slope-Bedingung, wenn fiir jeden Punkt P € I'" zwei
Ebenen 7p7(2), np*(z) existieren, die folgenden Bedingungen geniigen:

a) 7p™(P) = &(P) = np*(P).
. b) ap~(7) = D(x) < np(x) fir alle  z € 992.

c) |Drpx| < L fiir alle P € I mit einer von P unabha.nglgen Konstanten
: L < oo .

Theorem 3.1: Es seien folgende Voraussetzungen erfillt:

1. Fiir die Innenwinkel y, in den Ecken von 2 gelte 0 < y; < m.
2. Fiir I sei die ,,bounded slope‘‘-Bedingung erfiillt.
3. In den Ecken 2 sei |D*®| < ¢ |z — z[*7 (x > 0).

" Dann besitzt die Aufgabe (3.1) eine eindeutig bestimmie Losung

e CQ)nHYY), O0<2i<].

Beweis: Anstelle des Vektorfeldes a(p) betrachten wir a(p) mit M > L, man
vergleiche Lemma 3.1. Nach Theorem 2.4 und Theorem 2.5 gilt u € H¥Q) n C" ‘(Q)
firr die Losung » von (3.1) mit a(p) anstelle von a(p). Aus der ,;bounded slope‘‘-
Bedingung folgt dann bekanntlich aus Lemma 2.1 die Ungleichung

max |Du| £ L.
z€00Q

Tn (3.1) setzen wir ;; fiir ¢ ein (p € 03°(!2)) und erhalten nach parﬁeller Tutegra-

“tion
_ ou
/a;j(u,) (—5;): (pz‘ dIL' = 0.
7]
Q

‘Wegen u € H3(£) gilt (s. z. B. bei GILBARG und TRUDINGER [6, S. 168))

= max |—
z€0Q Xy

max [—
€3 Ty |.

Der Satz ist bewiesen, dé, M > L zutrifft 8

3.1. Das nichtparametrische Minimalflichenproblem in Gebieten mit Ecken

Wir betrachten die Aufgabe .
min [ YT+ o7 d ‘ (3.2)

veV Q9

mit V = (v € CY(D)| v = & auf 802}. Es sei wieder & € H,%2), p > 2. Falls u die
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Aufgabe (3.2) 16st, dann gilt
fu_; @z, dx =0 fir alle ¢ € Cy>(£2) © (3.3)
J T+ Tup

u=® auf aQ.
Das Vektorfeld

v

a(p) = ( ™ , P2 )
Vi+1p2  V1+ |p?

ist loka) stark monoton.
Mit «; bezeichnen wir den Winkel in der Ecke der Mmmw,l/lacke wenn z(¥) die
zugehorige Ecke in £ ist mit dem Innenwinkel y,. Es sei

2} = Qn B,(zWy, e>0.

Theorem 3.2: a) Unter den Voraussetzungen 1.—3. von Theorem 3.1 besitzt die
Aufgabe (3.3) eine eindeutig bestimmte Losung u € C1+(Q) n HY(L).
b) Diese Losung ist auch Losung von (3.2).
c) dus @ € Cm+22(Q)), 9, > 0 geniigend klein, und aus
nfwp> 2+ m (m=20,1,2,..),
folgt u € C™+2o(Q1) (0 < ¢ < @)).

Beweis: Die Behauptung a) ist das Theorem 3.1. Nach Stampaccr1a [17] 16st %
auch (3.2).. SchlieBlich folgt c¢) aus Theorem 2.3 und der Bemerkung im Anschlufl
an den Beweis zu Theorem 2.4. Im Falle des Minimalflichenproblems ist nimlich

’

1 Ll;
40 = 0580 = 7 g (20— )
mit I = @,(0). Der Winkel w,;, der aus y, -entsteht bei derjenigen Transformation,
die a;;(0) u,,., = 0 in die Laplacegleichung iiberfiihrt, ist gerade der Winkel in der
Ecke der Minimalfliche

Bemerkung: Fir das Minimalflichenproblem mit einem Hindernis (KINDER-
LEHRER und Stampaccura [8, S. 116ff.]) folgt aus Theorem 2.1 und 2.2, daB die
Lésung der entsprechenden Variationsungleichung zur Klasse C1-4(2) n H3(Q) gehért,
wenn das Gebiet konvex ist und fiir die Innenwinkel 0 < y; < x gilt. Hier ist 2
ein zweidimensionales Gebiet mit stiickweise glattem Rand.
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