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Die Methode der. Grenzschichtverbesserung für eine Masse entartéter 
gewöhnlicher Differentialgleichungen	 I 

S. MEYER 

In der Arbeit wird die Methode'von VI1K und LJUSTERNIX zur asymptotischcn Losung von 
Randwertaiifgaben mit kleinem Parameter bei den hochsten Ableitungen der Differential-
gleichung auf cine Klasse von Randwertaufgaben für nichtselbstadjungierte gewohnliche 
Differentialgleichungen der Ordnung 2m verallgemeinert, bei denen die Koeffizienten Null-
stellen ganzzahligerOrdnung in einemRandpunkt besitzen. Dabei hat ein Teil der entsteher!den 
Grenzschichtgleihungen Singularitten. Tin Kapitel 3 der Arbeit wird der Index der Diffe-
rentialoperatoren dieser Grenzschiehtgleichungen in einem' gewissen Raumpaar auf der 
positiven Halbachse berechnet. Em Kapitel 4 wird das érste Näherungsglied eines asympto-
tisehen Lasting für kleine Para mete rwerte konstruiert.	- 

B pa6ore 0606uaeTcR MTOJL BliwitBa It JItocTepHl4la uin acItMn	n ToT'lecBoro peweiiiin 
paeuix 3aa'I c MaJIbIM napateTpoi y capuinx HPOB3B0.iLubIx 1I4x)epeHI4itaJlbHoro 

ypauiieuun ita OU1I( iuiacc tpaex 3aaa4 HecaMoconpinHéllilLJx o61lHIlo Bell Hbix uae-
pentua31bH1Ax ypaBHeHllfl nOpn,aa 2m, y XOTObIX t Oza aFMuHeHTii HMeIOT iiyiii iejioro 
llópILiLKa B omfOfi HpaeBoit T04Ft11. flpit 3TOM tiaCTb tt03H11iatoEUHxcR ypanHeHilfl norpatiu'i-
itoro CjlOH ilMeeT CItHFyJIRpLIOCTII. Bo riiaite 3 paOoTbI BbI4HCJIHCTCH HlflKC H4epeH-
41iJ1htIbIX oneparopon 3THX ypaimemni riorpaiiiioro cJiOfl a IleicoTopofI, nape npocT-

HCTB ita noJioauTeJ1blIoü nwlyocu. B MeTaepTotl r3laBe ctoHcTpynpyeTcn nepBbitl 'uiea 
ct4MnToTt1lec1oro peweiimn AaR Ma.uux ziIJa'(eHHf) napaMeTpa. 

In this paper we generalize Viik's and Ljusternik's method forasymptoticsolution of boundary 
value problems with a small parameter in the highest derivatives of the differential equation 
for a class of boundary value problems for non- self-adjoint ordinary differential equations 
of the order. 2m, in which the coefficients have a zero of integer order in a boundary point. 
A part of the arising boundary layer equations having singularities. In Chapter 3 of this paper 
we calculate the index of the differential operators of this boundary layer equations in a 
certain pair of spaces of the positive half-axis. In Chapter 4 we construct the first term of an 
asymptotic solition'for small parameter values. 

1. Einleitung 

Vori VIiK jind LJIJSTERNLK wurde in [1] cue Methode der Grenzschichtvcrbesserung 
zur asymptotischen Losiing von Randwertaufgaben (RWA) für lineare Differential: 
gleichtingen (DGL) mit einem klcinen Parameter bei den liöchsten Ableitungen ent-
wickelt. Dabei wird die Ausgangsaufgabe in mehrere einfachere RWA aufgespalten. 
AUS den .Losungen dieser RWA laf3t sich für kleine Parameterwerte eine Naherungs. 
losung des Ausgangsproblems gewinnen. Gegenstand der vorliegenden Arbeit ist 
cine IVlodifizierung dieser Methode für eine Klasse von.Differentialgleichungen, bei 
denen die Koeffizienten.dcs Hauptteils auf einem Teil des Randes Niillstellen be-
sitzen, iirtd zwar betraehten wir im reellen Hilbertraum L2(0, T) die Gleichung 

Aeu	e8A 2mU + A,,,,-(,+ , )u 

1 A tat lysis Bd. 1, Heft 5 (1982)
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- wobei die Operatoren A 2m i1thl A 2m_( t+ I ) die Gestalt 

d	 ci L-i	 - 
A2m	_im Rx_-) + a2 ,fll (X) ()	+	+ a2m_z(x)] dxm21 (1.2) 

und

	

2m	d2m-t 
A 2 ,_ (j+l) =	'a2m(x) dx2m-i	

-	 ( 1.3) 

besitzen, rn eine naturliche Zahi und 1, die Ordnung der Nulistelle, eihe ungerade 

• Za11 ist, die der Ungleichung 1	1 m genUgt. Wir setzcn Ic 1 = m -	Die 

Koeffizienten ak(x) (Ic = 0, ..., 2m _ 1) seien reellwertig und hinreichend glatt auf 
[0, T], T> 0. Zusãtzlich gelte noch für alle x € [0, T] (-1)" a2m_(,+l)(x) >0. Für 
den Parameter s moge 0 < s . 1 und j9> 0 gelten. 

Beinerkung 1.1: Der 1bersichtlichkeit der Aiisführungen wegen wird in dieser 
• Arbeit nur das erste Naherungsglied einçr asymptotisehen Losung konstruiert und 

der Fall ungerader l betrachteL Approximationen höherer OrdnungfUr die Losung 
und der Fall gerader 1 sind in [2] untersucht worden. Der Spezialfall rn = 1 = 1 
wurde in [3] dargelegt.	 - 

Dern Operator Ac ordnen wir das charakteristische Polynom 

) -F a2m_ i ( 0) '' +	+ a2 _i (0) = .0	°.	 : (1:4)

mit den WurLein 2, ..., A zu. Jrn weiteren gelte stets 

	

4 — 1/2,	j = 1, ...,1.	 •,	-	 (1.5) 

Mit 1 1 bezeichnen wir die Anzahl der Wurzeln Aj, die der, Bedingung Re 2> -1/2 
genugen und setzen 

-	= ni-- (1-- 1 1 ).	 .	 ( 1.6) 

Den Operator Ac definieren wir auf der linearen Menge 
- -•	 did2m-lu 

D(Ac)0 =	€ W22"-'(0, T): ( .-) dx2m- € L2(0, T) 

(i = 1, ..., 1), U(k)(T) = 0 (Ic =0, ..., rn - 1),	 (1.7) 

u(k)(0) = 0 (Ic = 0, ...,	- 1)}.	 •	- 

•

	in-

	

Bemerkung 1.2: Die linçare Menge	 •	.	• 

D(At) = € W22- +  T):.. (	
y	

€ .L2(0 T), (z = 1	l)} 
dx 

- • ist mit der kanonischen Norm	 -	 - 
dYd2m-lu 

!IU IID(A 1 ) = lull W,'"(OT) + e' (x •) .
	IILI(O.T) 

ein Banachraum. Dabei ist D(A I )0 ein abgeschlossener Teilrauni von/D(AI) und 
Ac: D(A L ) —>.t2(0, T) wegén der Glattheit der Koeffizienten linear und stetig. 

Die Gleiehung (1.1), betraehtet auf D(A)0, ist einSpezialfall-der i [4] untersuch-
ten RWA. In [4] wurde .bewiesen, dal3 Ac tinter der Voraussetzung (1.5) sowie bei
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schwachen Glattheitsforderungen an die Koeffizienten ein Fredholmoperator im 
Raumpaar (D(A')0 , L2(0, T)) ist.	 - 

Bemerkung 1.3: Istl1 = lundsomit At = m,sogebenwir'wieiinnichtentarteten 
Fall un Punkt x ='O m Randbedingungen (Rb) vor. 1st 7 —.1 < 0, so werden im 
Punkt x = 0 keine Rb gesteilt. 

	

Beinerkung 1.4: Unter Benutzung der Beziehung	- 
•	/

 

d . \ k	k	dT 
( x —:J	X b,!'X — 

d	
far k= 1, ..., 1	 (1.8) r1.	x 

und durch niehrfache Ariwendung der Leibniz'schen Forniel läf3t sich die Gleichung 
(1.1) furu ED(A) in der Gestalt 

Au = [(- 1) (X 1U )(rn) ±' (x'b2 _ 1 (x) U(m))(m_1) 
•

	

	 + (x'_ . b2.-2(X) .,j(m_1))(m_1) •f. . _ b2m_i1_1i(X)U(+l))+

'f (b2m_g(X) u(k±h))(k)] f ((eb2m_i+i>(X) _f_ a2fl_(+l)(x)) u)U) 

+ ((eb2m_1+2>(x) + c2m_(1+)(X)). ul(k,_l)	 -	 - 

•	-f- (( flb2 (x) + c2(x)) u')' + (ePb i (x) + c 1 (x))u' + a0(x) u = /(x) 

sc}ireiben. Dabei gehen in die neuen Koffizienten b2,,_r(X) (r = 1, ..., 2m - 1) und 
c2 .-,(x) (r = 1 ± 2,..., 2m — 1) die Koeffizienten a(x) und ihre Ableitungen em. 
Wenn die Koeffizienten von (1.9) für alle hinreichend kleinen e den Abschatzungen. 

•	•(_l)mk P[x1_2kb2 2k(x) - 1/2(x t_(2k_1)b2n, (2k_ i) (x))1 L> 0 

2 

(-1)' 1€b2fll_(1+1) (x) + a2m_(1+1)(x)	1 I2e (b2rni(x))']	°,	-	(1:11) 

•	 1),-k [--flb2 2k(x) + C2m_2k(X) — I /2(&b2m_ (2k_ 1 )(X) -4- C21_ ( 2k_I)(2))J	.0 - - 

für k 
=	

1 +1, ...,m— 1,	 -	 (1.12) 

a0(x) - 112(€flb j(x) + c 1 (x))'	0	 (1.13)
und  

1) k l±l b2m_ 1(0)	 (1:14) 

genugen, wobei inwenigstens einer der Beziehungen (1.1 1)—(1.13) die- strenge Un-
gleichung erfiillt sei, so zeigt man mittels partieller Integration und Verwendung der 

Friedrichsschen Ungleichung für l•_ 1	
l	1 die Gultigkeit der Abschätzung 

(A cu, u)	a2117'1,(o.T)	(u € D(A')0 )	 - S	 (1.15) 

mit positivem, von c unabhängigem a? (vgl. [2]). Aus (1.15) folgt die eindeutige Los- - 
barkeit der homogenen Gleichung.zu (1.1) in D(A)0 . Nach der Fredholmschen Alter- 
native ist dann die inhomogene Gleichung für jede recite Seite / € L2(0, T) eindeutig 
lösbar in D(Ae)0 .	 .	 S 

Analog lassen sich Eindeutigkeitsussagen für die Gleichung A 2 ,, (1+l)w = /, wobei 
'der Operator A2m_(1+1) durch (1.3) definiert isti, gewinnen (vgl. [21). Dazu schreiben 

1*	 -	 '•
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wir diese Gleichung in der Gestalt: 

A 2 ,, _ +l)w	(a2m_(1+1)(x) ?v(k))(k) + (c2fl_(1+2)(x) W(k))-I) +	+ c, (x) w' \+ a0(x)w 

= /(x).	 S.	 (1.16 

Wenn die Koeffizienten die Bedingungen 
(1) k a2fl _ ( I+ l)(x) >0,,	 (i;17) 

(	l)[c_(x)	.1/2(c2,,(2kI)(x))'1 	0	(k= 1	
+ 1, ..., m - 

und	 S	 - 

ao(x) — 1/2(C(x))' > 0	 (1.19) 

erfullen, so giltiur Funktionen . w E : D(A ), weiche Rb der Gestalt 
w(0)	w(k)(T) = 0 far k = 0, ...,k, — 1 gnugen, eie Abschtzung der Form 

(A2m_(t,l)W, w) ^! b 2 IW (0T) mit b2 > 0. 

• Daraus fblgt leicht die eindeutige Lösbarkeit der RWA	 - 

A 2m_ ( 1+ l )W = f,, W( k) (0) = w 1 (T) = 0 für k = 0, ..., k1 — 1	- 

irn Paar von Sobolevräumen ( W0"(0, T), W2 1 '(0, T)).	 -	- 
Die Konstruktion einer Naherungslosung fordert einige Vorbetrachtungen. 

2. Darstellung desOperators A' in der Nähe der Randpunkte 

Wir betrachteri die Taylorentwicklung des Kôeffizienten ak(x) in einer Umgebiing. 
des Punktes x 0:

P 

	

-. S	 V	 k(X) = 2koo + E ako)x' ± ako(l'.l)(Ox) x"',	0 < 0 < 1. 
'5=1 

Die.drei Endizes in den I 'oeffizienten akOj haben folgende Bedeutung: k zcigt an, dal3 
• es sich uiu die '['aylorentwicklung des Koeffizienten ak(x) handelt, 0 weist darauf 

hin, daB die Funktion in einer TJmgebung U0 des Nullpunktes entwickelt wird, und j 
bedeutet. , daB akOj der Koeffizient bei der j-ten Potenz in der Taylorentwicklung ist. 

Hilfssatz 2.1 : Wcnn in eincr U?ngebung U0 de.s . Punktes x = 0 für eine naturliche 

	

•	Zahl I' gilt:  
a211 _1(x) € C'+ '( U0 )	(I = 1, . . !, 1)	

5 

a2mj(x) E	+1(-'1+'))(U0)	(i. -5 1 ± 1, ..., 2m; P-i- 1 > i — (i'H - 1)), 

so geStattet die lwmogene Oleichung 4'v =. 0 (vgl. Formel (1.1)) in 0 0 (tie Darstellung - 
p 

s( 2 m — (l+ 1 ))yoA cv	' E0 '°Ii'I v +	'+l1?0(p+1)V = 0	 (2.1) 
-	 k=0	 5 

mit

M00v = (_1)Th [(	+ a(2 1)00. (	
)	

-F a(2n_l)oo] -.	 S 

S	 d2m-tv	 d2m-(1--1)v 

	

X ds2m- •+ (t(211...j+i>)00 ds2m-(1+1)	S	 (2.2)
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d	1	 - 
M0 v	(_1)m {a(2 m_ I)0	(	

) 
.± •.. + a(2_l)O] (j82m_1 

2m	 d2m-i 
+ 1:i(2m_i)O(r_(i_(1+l)))ST_(i 	ds2m-1	(r = 1, ..., P)	(.3)

und
' = (_1)m[a(2m_I)o(P+i)(Oss) s'	

d
	() 

Y. 
-

	d2m—Ijj 
•	 + • +a(2m_:)o(p+l)(Oss)	

d82-'
dm 

	

-+ E a(2m_i)0(1+l_(i_(,+I)))(Oevos) 5P+l-(i-(1+1))	
-&v	

(2.4) 
ds 

Dabei sind - 

-	a(2m1)or	. (i = 1 .. ., 1; r = 0, . . ., P) 
1I'flhl

U(2m_g)0 (T_(i.(1+1))	(i = 1 -f- 1, . . ., 27n; r = 0.....P) 

Kon.stanten., wobei a(2m_i(o(r_(i_(1+1))) = 0 ist für r< i — (1 +.1), s = ex und Yo 
Beweis: Wir entvicke1n die Koeffizienten a2,,-i( X) für i =1 1, ..., 1 (a214_ 1 (x) für 

i = 1 + 1, ..., 2m) in x = 0 nach Taylor mit dem Rest.glied der Ordnung P + 1 
--(P + 1 —(i — (1 + 1)), venn P + 1 > i — (1 + 1) ist), mult-ipliziert die Gleichung 
A cv = 0 ni t E(2m_(1±I))y., setzt anstelle der Koeffizienten ihre Taylorentwicklungen 
in die Gleichung cm, substituiert x = &'°s und set.zt 'o = j9 Ordnen nach gleichen 
e-Potenzen liefert nun die Beziehungen (2.1)—(2.4) I 

Hilfssatz 2.2: Wenu in einer Umgebung U 7, des Punkles x = T für eine natürliche 
- Zahi P gilt:  

a2,_ 1 (x) E C' 1(UT )	(i =	..., 1 P ± 1 > i), 
-	a0,,,(x) E C"'(1''))(UT)	(•.= I + 1, ..., 2m; P ± I > i — (1 + 1)),

- so geslattet die homogene Gleichung Av = 0 (vgl. Formel (1.1)) in U. die Darstellung 
P	 - 

p(2m(14- I))yrAev = Y' ek7 .]ljrv	')'rRT(p+l)v = 0 •	 ( 2.5)
k=O 

mit	 -	 - 
(l2mv 

MTO V = (	1)T'	-J-. (- 1)27fl-(t+I) a(2,,I_(z+I))ro dt2n—(1+1)	- (2.6) 

(1 2n1v	I	 d2m-iv 
= (_ 1)' -- C1 ? T'-t -;:-;;- -f- i:;:; (— l)(311&_i)	(2	j)?( _ j) t? L	 • - 

2m	 •	-	 (12m_iv 
)) a(2lI_;)r(?..(_(z+l)))IT.(u	j 2m-i	- (r = 1, . . ., P)	(2.7) 

1=1+1	 (1 

und	 • 
I	 (l2m0-VRTP+_I)V =' (_ 1)3lfl- A(2Lj)r(,+I_)(O(T — eYrt)) LP+I-t dt2rn 

2m	 (l	'V - 
f.	' (-1)2-- i  a(2l,I_)T(,.+l_(_ (I+I)))(0(J — sY7t)) tP+1-(i-U-l- n) dt

2m-i - 
-	-	•	 •	 - (2.8)

f0
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Dabei sind Cif die Binoiiialkoe/fizienten, 

A( 2 m_i,T(r_i) für i = 1, ..., l;• r = 0, ..., P 
und

	

	 .	
0 

a(2ni_i)T(r_(i_(1+1))) /fir i = I + 1, ...,2m; r = 0, ...,P 

Kon,stdnten; wobei A(2,fl_)T(,_1) = 0 ist im Falk! <i und a(2m_i)T(r_(i_(1+i))) = 0 ist im 
Falls r < i - (1 ± 1). Ferner gilt I = e'T(T .- x) mit VT i(l + 1)71. 

Beweis: Benutzt man die Beziehung (1.8) und faBt Ableitungen gleicher Orcinung 
zusammen, so läl3t sich die Gleichung Av = 0 in der Form -' 

S r (12v	 d2m-iv	2rn	 d2m_i	- 

Av = (_1)m	 + E A2.-i(X) x' dx2m_i] + 'am_j(x) dx2m+i = 

-schreiben, wobei die Koeffizi gnten A2.-i(X) für i = 
1, ..., 

1	1 dureh die Ausdr[icke 

A 2rn..(X) =	ba2 , j_(x) (b:', sind Konstanten). und A 2m1(X) = a271 _ 1 (x) gegeben 
j^oS	 S 

sind. Entwickelt man x t = (T — (T - x)) 1 , A 2m_i(X).x' für i 1, ..., I (a2m_j(x) 
für i = 1 ± 1, ..., 2rn) in x = T nach Taylor mit dem Restglied der Ordnung P ± 1 — i 
für i = 1,..., 1 (P + 1 - (i —(1 +' 1)) für i = 1 + 1, ...,2m) und wiederholt die 
tberlegu'ngen des Beweises von Hilfssatz 2.1, wobei jetzt YT = ,8(l + 1)-' gesetzt 
wird, so erhält man (2.5)—(2.8) I 

Bemerkung 2.1: Gilt für einen gewissen Index i = 1, ...,l P--I- 1	i(füreinen 
geisseh Index i = 1 + 2,..., 2m P + 1	i — (1 ± 1)), so geht der Koeffizient 
für dieses i in den Ausdruck (2.4) oder (2.8) em, ohne daB er in die Taylorreihe ent-
wickelt werden muB.	. 0 

3. Untersuchuñg gewisser RWA aur der positiven llaibachse R+' 

Wir betrachten aif R. Gleichungen der Gestalt (2.2):	.	 0 

	

0	

1/ dV	I dV-'	 1 d2.-IV 

•	 S 

0	
M00v(s) = (_1)m 

[s -) 
-- a2,,_1	 + ... + a21j d82m-1 

0	 d2m-(1+ ')v(s)	. 

	

+ .a2,11-(1+1) ds2-1'	
= g(s) ,	.	 •	

(3.1) 

wobi zur Abkiirzung der Schreibsveise a(2rn_r)00	a2 _ (r = 1, ..., I + 1) gesetzt 
wurde. Mittelselementarer Umlormungen erhält man ans (3.1)	 0 

	

-	 d2m-(1+l)	 S	

0 

3100v(8) =ds 	N00v(s) ' = g(s)	 '	(3.2) 

mit.	 S 

d''v(s	 d'v(s)	 (lv(s)
N00v(s) = (-1) [ 

ds'' + B2 , 1s'' - -h- ± •+ B2, ds 

	

± a2-(+)v(s) = h(s).	.	S	 (3.3} 

i)abei sinä Born_k (k = 1, ..., 1) wiederum konstante koeffizienten. Aul der Haib-
- achse R+1 wird cin Raumpaar konstruiert, in weichem Moo pin Noetherscher Operator 

ist, und der Index diese Operators bereóhnet. Die positive Halbachse stelien wir 
in der Form 1t = [0, T] u (T, oo) dar. Es erweist sich als zweckmäBig, auf [0, T] 
die Darstellung (3.1) und auf (T, oo) die Darstellung (3.2) des Operators 111,00 zu ver-
wenden.	 . 

J
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•	Definition3.1:Essei	 -	 - 

R(Dk) L2(R^'):g = Dkh = -fur wenigstens em hE W2k(R+i)}. 

(3.4) 

Im Bildraum R(Dk) führen wir eine'neue Norm dureh die Beziehung 

IllgIIIR(Dk ) = IIhIfv,R+' =	 (3.5)!
em, wobei der Operator D dürch den Aiisdruck 

(k - 1)! f
(S - 81)k_1 g(s) ds 1 für 0	s	77 -, 

D"g(s) =	°	
5	

(36) 

(k	1)!	
- 91)k_i g(s1) ds 1 für T <s < cc 

- definiert ist. Das.Definitionsgebiet von D ist R(Dk) und das Bud fällt mit W2 '(R+')' - 
zusam men. 

Der Operator M00(N00 ) sei auf der linearenMenge-  

D(M00 ) (0, T) = {v E W2 -(O, 77): (sD)' Dzm - lv E L2(0, 77), i = 1 -1 ..., l}	(3.7) 

(D(N00) (77, cc) = {vE W22m (1+i)(T,co): s'D''v € W2 21n—(1+1)(17,	
), 1 = 1,..., l} 

(3.8) 
definiert. Dann ist	 S	 •. 

D(31'00 ) (T, cc) = D(Dm2 ( 1 + 1)N00) (T, cc) 
{v € W2 -'' )(T, cc): 

D2m-(I+1)(t-iDl+1-iv) E R(D2m-(1+1)) (77 co)}  

Bemerkung 3:1: Für D(D2m-('+I)) = W22m_ ( l+l)(0, 77) ist .R(D2m-(I+i)) (0, T) 
= L2(0, 77). Zur Abkurzung der Schreibweise setzen wir .R(D2m-(l+i)) (T, cc) 
= R(T;cc). 

Bemerkung 3.2: Aus [41 folgt:Genugen die Wurzeln von (1.4) der Bedingung 
(1.5), so ist M00 : D(M00) (0, T) - L2(0, 77) ein Noetherscher Operator mit dem Index - 

c(lioo) /DM ,,Ho . r )^mor ) = 2m - 1 + l ,	 • (3.9) 

wobei 1 1 die Anzahl der Wurzeln	des Polynom (1.4) ist, die der Bedingung
Re A j > —1/2 genügen. in [4] wurde auch gezeigt, daB M: D(M00) (0, 77) -^ L2(0, T) 
gilt. i)anñ 1st	 /	

S	

S 

x(1Woo)I D(M,.oT,v(oT ) = dim ker Moo/Do.n. 
Satz 3.1: Sei (rnl)" a2 m_ ( ,+ 1) > 0. Dann ist M00 im Raumpaar 

(D(M00) (T, cc), R(T, cs)) ein Noetherseher Operator mit dem Index 
- •	

-	 1+-i (Moo)i D r0.xr._,.
-
R(T, 00) =	 (3.10) 

• • Dabei gilt M00 : D(.M00) (77, cc)	4 R(T, cc) und sornit x(Moo)InJ,,r_R(T,) 
= dim ker 1O0ID(%f)(T.)	 -	

S
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Be we is: 1. Sc hr itt: An/spaltung von N00 in Hauptteil und Operator mit Heiner 

Norm: Die Gleichung (3.3) niultiplizieren wir mit r/2, substituièren i = (1 ± 1) 
-	 d"vts' und setzen i 1 (r) = v(s) r112 , h i (r)	h(s) r1/2. Far die Ableitungen	(k = 1, 

£	 SdT  
I ± 1) gilt wegen	= 8 1 + 1 = (1 + 1) 1 r':	- 

dk ()	k	 d"v 

	

=E q7''/2	d k-r	(k = 1, ..., 1 + 1),	 (3.11) 
8	r=o	 I 

wobei q0(1+1) = (1 -4- 1) 11+1 ) ist. Die Substitution i = (I + 1) s'-+1 , nach der Variah-
len s aufelöst, ergibt S =

	+)'' 
x'' Lind 

= (1 F i)k(l+i) t1+i)	 k = 1, ..., 1 + iy.	 (3.12) 

Wir setzen (.11) und (3.12) für k = 1, ..., 1 ± 1 in die mit y1 /2 multiplizierte Glei-
chung (3.3) ein underhalten naeh elemeptaren Umformungen: 

K00v 1 (t) = K 1v 1 (i) + K2v 1 (r) = h 1 (t),	 -	 ( 3.1) 

wobei K 1v 1 = (-1)"' T2-m-;-i- + a2m_(,.,I)vl und 

I 1+1 
K2v 1 = (- iy'	' q7(,1) 	

-i i-i-i 
S	

Lr='

1 . 1-1'	1-1	 ,/1-1-r I	V'-	-1--F 
V 1	V 1	_, -

	- 2-7	V1 

	

., q,,r -	 -V-	.. q7(1 1)1	i 

	

r=0 -	 I 
2	 d2v,	 d'v11 - 

-	± ... ± ' q) d	±	q71	d	I-	 (3.14) 
r=0	 r=O	 '	J 

ist. Die Koeffizienten	(r = 0,..., k; k =1,..., 1 + 1) sindkonstant. Sei T 1	T
eine hinreichend gro5e Zahi, die mu weiteren ausgewahlt wird. Die Substitution 

-i = (1 + 1) 81+1 ulierführt das Intervall (T,, oo) in das Ent.ërvall ( T2 , cc) mit 

\T2=(l±1)Tl.  

2. Schritt: Konsti-ulction siner stetigen Rechtsinversen. /ür Moo: Wir konstruieren' 
zunächst für den Operator K 1 eine stetigeRechtsinverse, die W22m+1)(T,, ) in 
W22m(T2 , cc) abbildet. Dazu führen wir die Fouriert-ransformierte und ihre inverse 

•	durch die Beziehungen  

	

- F[u] =fu(x)	dx = u(),	F[ü] =
	

ü() e- d = (x) 

'em. Wir setzeIi die Gleichung 

•	 K,v1(r) =' h2 (i)	 (3.15)- 

mit, Null auf die gesamte Achse It' fort, fiihren die Fouriertransformation in der
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fortgesetzten Oleichüng durch und erhalten: 

[(— 1)" (—i)'' + a2m(,l)i F[v,] = T[h2 ]	- 

Alan zeigt leieht,'daI3 für (-1)" a2m_(l+l) > 0 und alle reeflen + 0 das Polynom 
P() = (_1)m (—i)'' + a27 _ (1+ , ) nicht verschwindet und 

(K, T)-' = P- 1 [F[Sh] [J)()]_1] 

wobei S durch die Beziehung. - 

Sh	
(h2 (r) für r ^ T2	-	 - 

2_l0	fürr<T2 

definiert, 1st, eine stetige Rechtsinverse für K 1 darstelit. Führt man noch den Em-
schränkungsopeçator E von R' auf T2 < oo ein, so läBt sich tinter Benutzung 
der Aquivalenz der Normen in den Raumen 118 (R 1 ) und W28(111) für natürliches s 
und der Parsevalschcn G1eichun die lJngleichung 
-	I.(KjT)_i(	 "5 c jh21,$''.-(L+)(T2)	 (3.16) 

heweisen, d. h. K 1 : W22m(T2, 00) -+ W2 2m ( h41 )( T2, o0). Der Oprator K2 ist für bin-
reichend grol3e T2 mi Raumpaar (W2 2-(T2 , oc), W22l_ ( 11 ' 1 )(T2, oc)) ein stetiger 
Operator wit kleiner Norm, da alle Summanden in (3.14) Faktoren der Gestalt 

	

_k (k > 0) enthalten, d. h., es gilt:	 S 

I K2v, j ','"'-')( T,)	b( T2 - 1 ) JV lIIW'( T,00),	- 

wobei b(7'2 ) für grof3e T2 elne hinreichend kleine Zahi ist. Wir wählen nun T 2 so 
grof3, dal3 c !K2 11 < 1 wird. J)abei hezeichnet c die Konstarte aus Formel (3.16). 
Dann ist

(K 0 )-' = .E(K 1 )-' (I ± K2E(K 1 ) ly 1 : W2 26- '(T0, oo) —> HT 2 2m( T2, oc) 
stetige Rechtsinverse des Operators K00 . Die Funktion v 1 (-r) = (Ky' h1 (r) 1st 
partikulare Losung der Gleichung (3.13). Wegen (3.16) ist die Gleiehung (3.15), 
kôrrekt aufloshar. Nach 5, § 161 ist dann auch (3.13) korrekt , auflösbar und es gilt 

I V ,IiIV,(T,)	Cl IhlIiw_(t()(T.:) -	 (3.17) 

wit c, = c(1 — c IK0I!)-'. Aits (3.17) folgt 

•	^ c, J/I I IV,-U+')(T)	(k = 0, ..., 2rn).	 (3.18) 

Gehen vir in der Ungleichuing (3.18) fur Ic = 0, ..., 2m ieder ziir Variahln s fiber, 
so erhält man  
fiirk=O:	 - 

J V IIL . ( T,c)	C1 Ii'Ilw"-('+) T) ,	-	 -	 (3.19) 
fiirk=1,...,2rn: 

dkv	.	 - 
C2 IJh I I IV,'";('''( T,,o-) 

L(T,.00)  

und soniit  
H V I I	T .)	(;3 fhj Ii',"-('-')( Ti .	 (3.20)
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Verwendet man die Leibniz'scheFormel, geht zur Veränderlichen x uber und benutzt 
(3.17), so laSt sich für i = 0, ..., 1, Ic = 0, ..., 2m - (1 -f- 1) die Abschatzung 

dL+1_v 

dsk (	dsl+ 1_i) C4 Ih I IJw,1" - ( 1+ 'T2.00	C5 IIh!w-*'r,.00 
•	 (3.21) . 

beweisen. Aus (3.20) (3.21) und (3.5) folgt nun für v, betrachtet in der kanonischen 
Norm des Banachraumes D(M00 ) (T 1 , co): 

IvID(M,,)(Ti,)	1v II lV'(')( T,.) ± •
	

W,',si—(L± i)( T,.) 

C6 IhIw,1-+1 T,	= c6 IIgIIIRcTO.	 (3.22) 

Nach der in [6].. 482 beschriebenen Methode kann die Losung v(s) auf das gesamte 
Tntervall (T, cc) fortgesetzt werden. Wegen (3.22) gilt: 
M00 : D(M00 ) ( T, '(5c)	R(T, cc). 

3. Schritt: Berechnun von dim ker MOO/D(M,,)(T): 
'Wir betrachten nun die hornogene Gleichung zu (3.13). Das charakteristische Poly-
nom zur Gleichung K 1v1' =.0 hat die Gestalt (__1)m21 + a2,_ ( ,+l) = 0 und besitzt, 

wie man leicht naehpruft, unter unseren Voraussetzungen	Wureln mit 

Re 1 <0. Die Losungen der 'Gleiehung K 1v 1 = 0, die den Wurzeln mit Re 2 <0 
- entsprechen (und nur diese) gehoren deni Raum W22m(T2, cc) an und fallen in-1 Un-. 
endlicheh zusamrnen mit ihren Ableitungen vie exp (It).. Wegen (3.16) ist 
K 1 : W2 2m(1'2 , cc) + W22m(,'+l)(T2, cc) und somit 

= dim ker Kj/w,.(T,.)	1 F 1	(3.23) 

Bekanntlich ändert sich der Index eines Noetherschen Operators bei kleinen stetigen' 
Storungen riicht.. Auf Grund von (3.17) gilt foiglich 
K00 : W22-(T2,W22-(T2, cc) 

auf 
 —+ 1V22m- ( l+1 ) ( T2 , cc) und 

• dim' ker K l/W.rn-zfI> (T,.00 ) = dim ker	 (3.24) 

Nach [5, Satz 15.11 ist N00 1111 R.aumpaar (D(M00) ( T 1 , cc), W22m-'(I+)(T1, cc)) 
ebenfalls ein Noetherseher Operator, wobei der Index sich nicht ändert.: 

T,'c)s-W'"(' ')( T,00) dini ker No,/ T,00) 

= dim ker Kl/w,'-s+(r,,O).	 (3.25) 

Die Funktionen aus dim ker N00 können wie oben auf das gesamte Intervall (T, cc) 
fortgesetzt werden. Wegen [5, Satz 15.1] ist auch M00 im Raumpaar (D(M00) ( T, co), 
R(T, cc)) einNoetherscher Operator. Da M00 D(M00) ( T, cc) auf R(T; cc) abbildet 
und dim ker D2m_(	/W,'('*')(T.00) = 0 ist, gilt wegen (3.23)—(3.25) 

x(Moo)ID,.R(T. = dim ker Mo/D(j0,)(T•OO) 
= 1 -	• 	(3.26) 

Wditerhin ist aus der Konstruktion ersichtlich, daB die Lasungen der Gleichung 
M00v = 0, die dem Raum D(M00 ) (T, cc) angehoren, sich für s —* cc wi F(s) exp 
X (—,cs ' 1 ') verhalten,' wobei F(s) eine Linearkombination von s-l'otenzen und 
c>Oist I	 -
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Fo1gerurg 3.1: Mit D(M00) (R+ ') bezeichnen, wir den Raum alter Funklionen v(s) 
au/ R', wetche au/ (0, T) zu D(i1100) (0, T) und auf (T, cc) zu D(M00) (.T, co)gehären, 
wàbei i/ire Funktionwerte und. i/ire Ableitungen bis zur (2rn - 1)-ten Ordnung im 
Punkt s = T zusammen/allen,. Nach [6, Satz 5.11 ist M00 ein Noetherscher Operator. 
il-n. Raumpaar (D(M00) (R^'), .R(R+')) mitdem Index 

-	 a' = X(-TJfoo)/D(M,,)(o.T)._.R(o.r) 

+ x(Moo),D(M,,)('rO.R(r) - 2m. 

Aits (3.9) und (3.26) /olgt dann /ur unseren Fall

	

1 + 1	 1—i. = 2m -1 ± l + ---- - 2m = 11	2	(3.27) 

Bemerkiing 3.3: Der Operator N00 ist in einer OperatornkIasse enthalten, deren 
Index in [7] untersucht wurde. Der 	aus [7] und der bier dargelegte Men aiif 
einer Idee aus [6].	-	 - 

Beinerkung 3.4: Der Gleichung (3.2) ordnen wir nun = 1	
1	1 

Rb der 
Gestalt	 2 

dfv
dr	(r = k 1 , ...,ñ - 1; d,- E R1 )	 .	(3.28) 

Die .eindeutige Losbarkeit der RWA (3.2) (3.28) mi Raumpaar (D(M00) 
R(R 1 )) läBt sich Avie in Bernerkung 1.4 mittels Umformurig der Gleichung und èiner 
Abschtzung vow Typ (1.15) beweisen. Die fur die Gultigkeit einer . soichen Ab-'. 
sehatzung erforderlichen Bedingungen bezuglich der Koeffizienten von (3.2) werden' 
aus Platzgrunden an dieser SteEle nicht angegeben, sondern wir verweisen auf 
[2, Kap. 3 § 3].	 - 

4. Konstruktion einer asyniptotiséhen LösUng	- 

Wirbetrachten die Gleichung (1.1) apI.- dem Definitionsgebiet D(A 0, d. h: der 
Gleichung sidirn P,unkt x = T die Rb 

U( k)(T) = 0	(k = 0, ...,m. - 1)'	 (4;1) 
und mi Punkt x ='die Rh  

= 0 / ( = o,	flu— 1)	(vgl. (1.6)) .	 (4.2) 
i—I	 S	 ,• ziigeordnot. 1st	2 < 1	1, so suchen wir. eine asymptotische Losung der 

RWA (1.1) (4.1) (4.2) in der Gestalt:	 - 
u,(x) = (x) + UT(X) ± u0 (x).	 : (4.3) 

1st-i 1 = 12 1, so suchen wir eine asyinptotische Losung in der Form: 

u1 (x) = w(x) + UT(X).	-	'	 (4.4)
Dabei bezeichnet 

•	
u(X) = (T - x) , ek .VT	elYr (V7.1 (T

	.x) + 
WTj (

T'	x))]	(4.5) 

u(x) = (x) 6" v	sky

 

(V

X

Ok (p-) 
+ 

WOk (-))]	
(4.6)
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(z) - eine auf [0, T] heliebig oft differenzierbare Funktion mit IV( z)l^5 1, V( Z) = 1 
für z € [0, 61 und VW = 0 für z € [7' - 6, T] (6 hinreichend klein). Foiglich schränkt 

- x) ((x)) den EinfluBbereieh des in eckigen Kiammern stehenden Ausdruckes 
in (4.5) ((4.6)) auf eine Timgebuiig des Puiiktes x 'I' (x = 0) em. Die Funktio-
nen w(x), vTJ , VOk werden als Lösungen gewisser RWA fur die Gleichungen 
A 2 m_i ( l+ l)W = /, MT0VT, = g,'(vgl. (2.6)), MOOVOk = g (vgl. (2.2)) derartig hestimmt, 
daB u(x) alien 'Rb (4.1) (4.2) der Ausgangsaufgabe (11.1) (4.1) (4.2) genugt. Die 
sogenannten Ausgleichsglieder w7-	WOk lassen sich durch v7 bw. VOk festlegen. 

Wir untersuehen nun, wann der AusdruOk (4.3) bzw; (4.4) für kleine s cine Nahe-
rungslosung ist. 

Satz 4.1: Die Koef/izienten. der Gleichung (1.1) seien hinreihend glalt und es sd 
/ € W2 1 ' (0, T). Ferner mögen. die Voraussetzungen (1.5), (J.10)—(1.14), (1.17)—(1.19) 

-	gelten undRWA der Form. (3.2) (3.28) irn Raumpaar(D(M00) (R'), R( R')) einde'utij lösbar 

sein. Dann ist (4.3) /ür 1 > 
1 - 1 

bzw. (4.4) für 1i.= .
	

'auf (leni Definitions-
2 

gebiet D(A)0 für kleine e eine NoherungslOsung der Cleichung (1.1) mit dèr Fehler-
abschatzung

•	 lu - 'l!h(O.T)	'/r a2 ljh) f.(O r ) , (4.7) 
wobei h(x, s) stetig von e abhangt und a2 die Konstante ails Fo'ruiel (1.15) ist. 

Bevei: 1. Auswahl der kb für die Funktionenw, VTi, Vok: 

Sei x = 0 und 11 >	2 1
	

Wir bet.rachten cine Unigebung des Punktesx = 0, in 
der	(T — x)	0 ist und differenzieren (4.3) (ifi — 1)-fach. Beim Differenzieren 
wird der in eckigen •Klanimern stehende Ausdruck in (4.6) mit e'o multipliziert. 
Auf Grund der Eigenschaften von'(x) erhält man im Punkt x	0:' 

•Ur(8)(0) = w()(0) + ekvo(v(0) ±	 Ok)(0)) 0 

für s = 0, ...,At - 1. Wgen 1 1 > 
1	1 ist. Ah > k	tind wir setzeri: 

0(0) = 0	 .(s = 0, . . .,k,— 1) (4.8) 

v j(0) = _e(8_k)v.w(8)(0)	(s = k 1 , .. ., ill — 1) (4.9) 

•	v)(0)-= 0	 (s = k 1 , ..., Ti — 1; k = 1, ..., k 1 ) (4.10) 

w(0) = —v(0)	 (s = 0,..., k 1 —1; k = 0,..., k 1 ) (4.11) 

0)(0) =0	 (s	k 1 , ..,ili — 1; k = 0,.;., k 1 ). (4.12) 

1st	1,	
,	

d. h	in— = k 1 ,	so	differenzier'en	wir	(4.4)	(k 1 - 1)-fach: u(8)(0) 

= w(0) = 0 (.s = 01 ..., k, — 1).7Wir erhalten 1	Rh der Gestalt (4.8) für die Funk-
tionen w(x).  

Sei x =T. AIialoge t)berlegungen wie oben liefern die Rh:	- 
w(8)(T) = 0	 (s = 0, ..., Ic 1 — 1) (4.1:3) 

VT 	= _k) y	w( 8)(T)	(s = k 1 , ... , ,m — 1) (4.14) 
v(T)=0	 (s=k,...,m-1;j=1,...,Ic'1) (4.15)

I	 -. 



Grcnzschichtverbesserung bei entarteten Differentialglcichungen	13 

o}(T)= —v(T)	 0,	k, 	l;j= 0, ...,k1 )	(4.16) 
048 )i(T) = 0	 (9k,..., m T 1; j = 0, ..., k 1 )	(4.17) 

2. Die Berechnung von w(x): 
Wir setzen w(x) in di4 Gleichung (1.1) em: 

-	Aw = eA 2mW + A lm_ (l+ l)W = f. 
Als Grenzgleichung (bei e = 0) erhält man 

A2rn_t1+1tW = I. 
Ihr ordnen wir die Rb (4.8) und (4.13) zu. Nach Bemerkung 1.4 ist diese'-RWA far 
jede rechte Seite/ E. W2 '(0, T) eindeutig lösbar. Der bei diesern Ansatz gemaeht 
Fehier CA 2mW ist wegen w E W22m( O, T) auf (0;T) quadratisch suiumierbar und hangt 
stetig von• e ab.	 - 

3. Die Berechnung von VOk und v7,. 
Zur Bestimmung der Funktionen vol, in einer, Umgebung U0 des Punktes x = 0 
setzen wir	- 

v0 = Ek, y. E -k;,
'Vlk für P = -	ko 

in die Forniel (2.1) ein, benutzen die Beziehung 2k1 = 2m - (1 + 1):

 
Ik=0

k,	1 Atvo = - 2k,y,	' rsofif0	.9(kfI)YoRo(k+l)	k,y,	' 1'>V1. J = 0, 
Lr=O	 J 	J 

und ordnen nach gleichen e-Potenzen.Manerhält bei c = 0 

'1100v00 (s) = 0	 (4.18)

und ordnet ihr die Rb (4.9) zu. Die veiteren lteratconsgleiehungen besitzen die Gestalt 
k 

•	 MOOvOk(s) = —	' Mo,iJo_ i ( S)	(k = 1, ..., k 1 ).-	 (4.19) 

Ihnen ordnet irian far jede k 1,. ., k die Rb (4.10) zu. Nach Voraussetzung sind 
RWA der Gestalt (4.18) (4.9) bzw. (4.19) (4.10) im Raumpaar (D(M00 ) ( R+'), R(R+1)) 
eindeutig lösbar. Wir zeigen noch, daB die rechten Seiten der . Iterationsgleichungn 
(4.19) bei jedern Iterationsschritt irn R(R 1 ) verbleiben. Far grofle . folgt dies aus 
derTatsache, daBdierechtenSeiten von (4.19) sich far s—> co wieP(s) exp (—cs1/'') 
verhalten, wobi P(s) cine Linearkombination von s-Pótenzen ist (vgl. Beweis von 
Satz 3.1). Folglich genugt es, 11f0rV E L2(0, T) nachzuweisen. Dazu schreiben wir die 
FormeIn (2.3) in der Gestalt	 S 

1"bort2 = S E E2m_p8'V2'1 
p=1 

2m 
- -f-	' a(lm_i)o(r_(i_(z+I)))sr (i (i+ 1)),(2m_t)	(r = 1, . . ., k) 

wobei E2 m_p, a(2m_i)o(r_(i_(i+i))) Konstanten sind und a(2m_i)o(ri_(+I)))	0 ist far
r < i - (1 ± 1). Nun zeigt man Ieieht, daB far v € D(M00) ( 0, T) M0 rV € C[0, T] 

[ 2 (Ø, T) ist. i)as Restglied hat die Gestalt R10(x, ) = e''h°(x, e), wobei 
ho(4E) € L2(0, T) 1st und stetig von e abhängt.,
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Zur Bestimmung der Fun.ktionen VTj in einer Umgebung UT des Punktes x = T 
setzen wir 

I	 k, 
VT	EkyT ' ei VTj für P = Ic 1	

0 

j = 0	 S 

in die Formel 2.5) em, benutzen die Beziehung 2k1 = 2m - (1 + 1):	 - 
-	1k,	 1	1k,	1 

AeVT	—lk,yT	'	+ ( kz+ l ) SrR'	 ' &/ V7' =• 0, 

	

S	

-	 L=°	 J	Li=°	J 
und ordnen nach gleichen e-Potenzen. Man erhält bei e = 0 

MTOVTO(t) = 0	-	
S	

(4.20) 

und ordnet ihi die Rb (4.14) zu. Die weiteren Iterationsgleichungen besitzeri die 
Gestalt

MTVTI(t) = -	MTrVT(j_r)(t)	(j	1 ..., k 1 ).	 (4:21) 

lhnen ordnet man-für jedes j = 1, ..., k die Rb (4,15) zu. Man zeigt leicht, daf3 RWA 
der Gestalt (4.20) (4.14) bzw. (4.21) (4.15) im Raumpaar ( W22m(R+ 1 ) , R(R+ 1 )) em-
deutig lösbar sind. Aus (2.7) und der konkreten Gestalt der Funktionen VT(,_,.) 
(r = 1, ..., j) folgt, dalI die rechten Seiten der lterationsgleichurigen (4.21) bei 
jedeni Iterationsschritt in R(R,') verhleiben. Das Restglied hat die Gestalt R1T(x, e) 
= pyrhr(x, e), wobei hT(x,e) € L2(0, T) ist und stetig von e abhangt. 

	

4. Die Bestimmung von COOk und (OT:	 S 

Die Beziehungen (4.11) und (4.12) bedeuten:	 S 

S.	
.(-_)	 = 

—V (-)	
(r = 0,..., Ic 1 - I; Ic = 0,..., k1), 

\ 5So /x=0 

Ok

	

=0	(r=.k1,...,-1;.k=0,...,k1). 

	

•	Die Variablensubstitution x' = s liefert:	-	
0 

w(s)f8 o =,- v(s)	(r = 0,..., k - 1; Ic = 0,..., Ic 1 ),	-	
S 

WOk = 0 -	(r= Ic 1 , ...,	- 1; Ic = 0.... . Ic1).	-	 - - 

• .Dann erfullt die Fuñktion wok(s) = - Ev(0)	(Ic = 0, ..., Ic 1 ) die geforderten 

Bedingungen. Analog erhält man aus (4.16) und (4.17) unter Benutzung der Sub-
stitution (T - x) Yr = t die gesuchten Funktionen in der Gestalt	 0 

	

•	 k-1 
-	v (0) .T	(j=0,...,Icj).	

S	 S	

j 
•	 •,0	

0	 - 

Für m = 1 treten keine Ausgleichsglieder auf.
 

5.. FehlerabschoJzung:	 -	-	-	 -	- 

- Zur Fehlerabschatzung setzen wir	
.•	 S 

	

•	 ;(x) = °u(x) - Ue(X).	 -	•	 . 

Da sowohi u(x) als auch u(x) den Rb (4.1) und (4.2) genügen, erifüllt auch ;(x) diese 

	

- Rb. Wie in [8] berechnen wir A% und erhalten wegen YT	- - -	S 

	

A eZE = _yrh(x, )	 -	 -
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wobei h(x, e) sich aus den Restgliedern der beiden Iteratinsprozesse zusammensctzt 
(foiglich für alle hinreichend kleinen aus L2(0, T) ist und stétig von e abhängt). 

•	'Da aui3erdem ; die Rb erfülit, ist these Funktion Lasung der RWA (1.1) (4.1) (4.2) 
mit der rechten Seite _eYrh(x; e). Aus (1.15) folgt nun (4.7) U 
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