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In der Arbeit wird die Methode 'von Vi§ik und LIUSTERNIK zur asymptotischen Lésung von
Randwertaufgaben mit kleinem Parameter bei den héchsten Ableitungen der Differential-
gleichung auf cine Klasse von Randwertaufgaben fiir nichtselbstadjungierte gewdhnliche
Differentialgleichungen der Ordnung 2m verallgemeinert, bei denen die Koeffizienten Null-
stellen ganzzahliger Ordnung in einem Randpunkt besitzen. Dabei hat ein Teil der entstehenden
Gremschlchtglcmhungen Singularititen. Im Kapitel 3 der Arbeit wird der Index der Diffe-
rentialoperatoren” dieser Grenzschichtgleichungen in cinem' gewissen Raumpaar auf der
positiven Halbachse berechnet. Im Kapitel 4 wird das erste Naherungsglied eines asympto-
tlschen Losung far kleine Parameterwerte konstruiert.

B paGote o6o0ujaetcA Meroj, Bummka u JIOCTepHHKR IJAA ACHMITOTHUECKOTO peleHun
KpaeBRIX 3ajau C MaJbIM NApaMeTpoM y CTaplIMX NPOU3BOjHBIX AuddepeHyHaIbHOro
ypaBHEeHUA HA OXMH KIIACC KPAEBHIX 3a1ay NJA HECAMOCOMPAMKEHHLIX OOHNKHOBEHHHX Audde-
PCHIMAIBLHLIX yPABHEHHH MOPAAKA 2m, Y KOTOPHX KOOPOUUMEHTH MMEOT HYAM LeNoro
noOpAIKA B ONHOI KPaeBoii Touki. IIpH 9TOM YACTL BOZHMKAIIUMXCA YPABHCHMUI norpaHmny-
10r0 C510A IMEeT CHHIYJApHOCTH. Bo ruase 3 PaGoOTH BHUYMCAHETCA HHUEKC anddepen-
. LMAIbHHIX OMEPATOPOB 3THX YPABHCHMI TOTPAHHYHONO CJOA B HEKOTOPOIL mape npocT-
- PAHCTB Ha MOJIOAUTENbHOI nmosyocH. B uerséproit raase ckoHCTpyupyerca nepBbm 4JIeH
“ACUMIITOTHYECKOTO PCUICHUA JIA MAILIX 3HAYEHMI napaMerpa. :

In this paper we genemlu.emG sand LJustA‘rnlk’ s method forasymptoticsolution of boundary
value problems with a small parameter in the highest derivatives of the differential cquation
for a class of boundary value problems for non- self-adjoint ordinary differential equations
of the order 2m, in which the coefficients havea zero of integer order in a boundary point.
A part of the arising boundary layer equations having singularities. In Chapter 3 of this paper
we calculate the index of the differential operators of this boundary layer equations in a
. certain pair of spaces of the positive half-axis. In Chapter 4 we construct the first term of an
- asymptotic solution for small parametcr values.

N

1. Einleitung

Von Vi8ik und LIUSTERNIK wurde in [1] dxe Methode der Gremsch1chbvcrbesserung
zur asymptotischen Losung von Randwcrmufgaben (RWA) fiir lineare Differential-
gleichungen (DGL) mit einem kleinen Parameter bei den héchsten Ableitungen ent-
wickelt. Dabei wird die Ausgangsaufgabe in mehrere einfachere RWA aufgespalten.
Aus den Lésungen dieser RWA 1i8t sich fiir kleine Parameterwerte eine Naherungs-
losung des Ausgangsproblems gewinnen. Gegenstand der vorliegendén Arbeit ist
eine Modifizierung dieser Methode fiir eine Klasse von Differentialgleichungen, bei
denen die Koeffizienten.des Hnupttells auf einem Teil des Randes Nullstellen be-
sitzen, und zwar betrachten wir im reellen Hilbertraum L¥0, Ty die Gleichung

Ay = 55A2m1c + Az,,, et =f, . A ' (,1.1)

1 Analysis Bd. 1, Heft 5 (1082)
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~ wobei die Operatoren 4,, und Agp_(141) die Gestalt '
/ 1 d2m-1

CL a\ A o '
4 m = (—.1),"‘ [(x ;if_r) + a‘?m—l(x) (x \d_x) ‘+ + azm_[(x)J (Wi (1.2)

2m ‘ dazm-4
Azm-(iﬂ) = Z azm-t(x) dx2m- i

und-

‘ (1.3)

besitzen, m eine natiirliche Zahl und I, die Ordnung der Nullstelle, eine ungerade

z+1

"+ Zahl ist, die der Unglelchung 1=lm genugt Wir setzen Ic1 =m — ——. Die

Koeffluenten ax) (k= 0,. ., 2m — 1) seien reellwertig und hinreichend glatt auf o
{0, T}, T > 0. Zusitzlich gelte noch fiir alle z € [0, 7' (—1)% agp_, (,H)(x )y > 0. Fir "’
den Parameter & moge 0<e<1und ﬁ > 0 gelten. A '

Bemerkung 1.1: Der Ubersichtlichkeit der Ausfuhrungen wegen wird in dieser
Arbeit nur das erste Naherungsglied einer asymptotischen Lésung konstruiert und:
der Fall ungerader ! betrachtet.  Approximationen héoherer Ordnung fiir die Losung
und der Fall gerader ! sind in [2] untersucht worden. Der Speualfall m = l =1
wurde in [3] dargelegt. - .

Dem Operator Ae ordnen wir das charakteristische Polynom

X apes(0) 274 e Gt =0 S € KV

mit den Wune]n VST P A1 ‘Im welteren gclte stets , .
. Rejy & —102, =l . sy
Mit I, bezeichnen wir die Anzahl der Wurzeln ),, die der Bedmgung Re 2y > —1/2
'genugen und setzen ' '
m_m—(l—l) ‘ } - ""(1.6)4
‘Den Operator A defmleren wir auf der linearen Menge A t

dzm-i
D(4%), = {u ¢ Wm-1(0, T): ( d) = m‘f € 120, )

(= 1,...0), w(T) =0 (k=0,. am—1), B X )
© U0 =0 (k=0,. m—1)}.» '

Bemerkung 1.2: Die lineare Menge

d2 miy

D(4) _{ue W,Z"' K0, T): ( d) ﬁ-—, € L¥0,T), (i=1,..., l)}

. d d2m- l
( ) dzem1
ein Banachraum Dabei ist D(A4¢), ein abgeschlossem,r Teilraum von,D(4¢) und
A¢: D(A4%) — L¥0, T wegen der Glattheit der Koefflllenten linear und stetig.

. ist mit der kanonischen Norm

- .- ' !
||u||o(A¢) = |[ullwpm-ro.m + € Z

L1 |

Die Gleichung (1.1), betrachtet auf D(A4 o, ist eim Spezxalfa,ll der in [4] unLersuch-'
ten RWA. In (4] wurde b(,WIesen, daB A‘ unter der Vorausseuung (1.5) sowie bei

.

'
¢
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schwachen Glattheltsforderungen an die Koeffizienten ein Fredholmopera,tor im
-Raumpaar (D(4%),, L¥0, T)) ist. -

Bemerkung 1.3:Istl, =1 und somit 7 = m, 80 geben wir ‘wie 1m mchtentarbeten .

Fall im Punkt z =0 m Randbedmgungen (Rb) vor. Ist /@ — 1 < 0, so werden im
Punkt z = 0 keine Rb gestellt.

Bemerkung 1.4: Unter Benutzung der BeZIehung !

k _ o
) (x%) :Zb"x’ii—' fiir k=1 cenl . ' . (1.8

* und durch mehrfache Anwendung der Leibniz’ schen Formel 1aBt sich die Glelchung
(1 1) firu € D(A‘ in der Gestalt :
Ao = e"[(-—l (= u(’"))("” (x‘ lbz,,, NES) u("'))"" 1)
.+ (zl 2. byma(x) wm™ l))(m D 4 o (Zhomiog)(@) ulkF D) D
+ (bzm—l(x) u(k‘ﬂ))(k‘)] =+ ((Eﬂbzm—uu)(x) + azbi—(ul)(x)) utkaykn
+ ((£Pbam_(1e)() + Cam—qrsn)(®)). wko)h—n
F ((#P0ol@) + @) W) + (Pr(2) + ex(@)) o + ag (@) = f(=z) «

schreiben. Dabei gehen in die neuen Koeffizienten bom_i(Z) (r = 1 . 2m — 1) und
cz,,,_,(x) (r=10+2,...,2m — 1) die Koeffizienten a;(x) und lhre Ablextungen ein.

. Wenn die Koeffmenten vorr (1.9) fiir alle hmrelchcnd Llelnen ¢ den Abschitzungen . .

(—1)"' keﬂ[xl 2kb2m_2k(x) — 1/2(35' (2=, - —(2k- nl )] =0

fur k _1 H-_l _ 1, . . . | o - '(.1.10)‘
2 . : S
' (—1 b [eﬁbem—(lu)(x) + Aam-— (l+1)(x) - 1/2€ﬂ(b2m Wz )] =20, Ny - (1a1y
v(—l)"’ k[ﬁﬁbzm—zk(x) + 62m—2k(x) - 1/2(5%2:"—(21: 1)(x) + C2m—(2k—l)(x ) ] =20
fiir Ic=l+—1+1 ,m—l ' 44 o L (1.12)
ag(z) — 1/2(eby(z) + c,(q;j)' g 0o . ‘ o (1.13)
Cund . - .
(—1)“'“ bomi(0) 20 - A D (114)

genugen, wobei in wenlgstens einer der Beziehungen (1.11)—(1.13) die-strenge Un- :

’ glelchung erfiillt sei, so zeigt man mittels partieller Integratlon und Verwendung der
1
= gvl dlf} Gultigkeit der Abscha,t,zung

, Fnedmchsschen Unglexchung fiir e b

(du, w) 2 @ jlullL-(o.r> (w € D(A%)) o (1.15)

mit positivem, von ¢ unabhéingigem a? (vg] {(2)). Aus (1.15) folgt die emdeublge Los-
. barkeit der homogenen Gleichung zu (1.1) in D(4¢),. Nach der Fredholmschen Alter-
native ist dann die inhomogene Glelchung fir jede rechte Seltef € L¥0, T) eindeutig
lésbar in D(A%),.

" Analog lassen sich Emdeutlgkelt:saussagen fir die Glelchung Aoy = f, wobei
‘der Operator Ayp_(141) durch (1.3) definiert ist, gewinnen (vgl. [2]). Dazu schreiben

P ' . 1 : ~

.
1* . : - : .
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w‘ir.' diese Gleichung in der Gestalt: . - .
' AQm—(H:l)w = (azm_(,+-l)(x)'w‘“‘{’)”‘" + (sz—(uz)(x) w“‘")““—” + - F ez v vt aq(:z:)w

= f(z). 3 o L6y
Wenn die Koeffizienten die Bedjngungen ' ‘

7

=Dk agm_psny(2) > 0, - : R , H(117)
m-k ! +l - ‘
(—1) [c2m—2k(x - 1/2(62111 -(2k— ])(23 ) J = 0 k_= T + l’ cee M — 1

o (1.18)
und _ L
a(z) — 1/2(c)(x)) = 0 (1.19)

4

erful]en so gilt“fiir Funktionen w € D(4°), wclchc, Rb der Gestalt
w""(O) = w¥(TY = O fiir k =0, ..., k, — 1 geniigen, eine Abschitzung der Form

(Agm-qienyw, w) = b2 [0l .mit. 6% > 0. » »
" Daraus folgt leicht die eindeutige Losbarkeit der RWA- . ‘ -
" Agm_anyw = fro wB(0) = wO(T) =0 fir k=0,...,k — 1 -

im Paar von Sobolevraumen (.Wgz"'(O, Ty, W, 40, ’1')). I
Die Konstruktion einer Naherungslésung fordert einige Vorbetrachtungen.

2. Darstellung des‘Operators A¢ in der Nihe der Randpunkte

Wir, b(,trachtcn die Taylorcntwwklung, des Koeffmenten a(x) in einer Umgebung
" des Punktes z = 0: R
; . !
. P : _ ‘ ,
“k(x) = Qoo + Z ako;x ‘f‘ ako(l’ -1(0z) zP*1, 0 < <1. -
]_

Die.drei [ndues in den Koeffizienten @o; haben folgende Bcdcutung k zeigt an, dalB
es sich um’die Taylorentwwklung des Koeffizienten a;(x) handelt, 0 weist darauf .
hin, daB die Funktion in einer Umgebung U, des \Iullpunktes entwickelt wird, und j
bedeutet, daBl a,,; der Koeffluent, bei der j-ten Potenz in der Taylorentwicklung ist.

Hilfssatz 2.1: Wenn in ciner Umgebung U, des. Punktes x = 0 fiir eine natiirliche
7akl P gilt: : . - :

Qo ,(”v) € O’P“(U) (U=1,..510 o ) o
Bymi(@) € CPHI-G=0O UGy (i=141,...,2m; P4 1> i— (4 1)),
80 gestattet die homogené Gleichuﬁg\A‘v =.0 (vgl. Formel (1.1)) in U, die Darstellung -

P «
el2m—U+D)rodey = e My + PR p v =0 (2.1)
. . k=0 . .
mal : T ’ .
d\ o d\ ' "
Moov = (_1)'" [( ds) + 4 2m-1)00 .(3 Is‘) e SRR a(z,,..fz)oo]
d2m l d”m -+ Dy A

d—zm_i + ﬂ(zm—un))oo demouin . (2.2)
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o - A\ T dem-ty
Moy = (—1ym [a(zm—x)ors' (8 ﬁ) + "'v+’a(2m-l)ors{| pre

2m o d2m—iy " \
+ X a(2m—i)o(r—(i—(l+1)))3r_('_(H'n) dsim—i (r=1,...,P) (23)
) i=l+1 : S '
- und '
. . : ’ N d\!{-1
'~R0(P+1)?J = (=1m '[a(,zm—l)O(P+l)k(0€y°8) skt (3 d—s)
’ ) N ‘e d?m—lv‘
.. . e+ Gemenopeny(Bees) SPH] dsem—1 .
' 2m . . A d2m=iy
o+ X Qam-iro( P+1~(i-(1+1)))(0E7°5) sPt1=(i-u+n) FETET (2.4)
i=l+1 ' ot ' .

" Dabe; sind . .
) Qem-iyor (=1, ,0;r=0,..., P)

und ) :

U2m—i)o(r—(i~(1+1)) @G=l+1..,2mr= 0,...,P)

. \ g

- Konstanten, wobes Aam—iro(r-(i—t+1))) = O 28t fiir r < 2 — (I +.1), s = e~ vz und y, = B

“Beweis: Wir entwickeln die Koeffizienten Aom-i(z) fir ¢ ='1,...,1 (ay,_i(z) fiir
t=141,...,2m) in x = 0 nach Taylor mit dem Restglied der Ordnung P + 1
AP H+1—(i— (1 + 1)), wenn P + 1 > ¢ — (I + 1) ist), multipliziert die Gleichung
A% = 0 mit gm-U+0r setzt anstelle der Koeffizienten ihre Taylorentwicklungen
in die Gleichung cin, substituiert z = e*s und setzt Yo = B. Ordnen nach gleichen
¢-Potenzen liefert nun die Beziehungen (2.1)—(2.4) 1 B

A Hilfssatz 2.2: Wenn in einer Umgebung Ur des Punktes x = T fiir eine natiirliche
" Zahl P gilt: . co -
' Qon-i(@) € OPH=UUL)  (i=1,..,0; P +1>73),
Bop_i(@) € CPH1-(i=tsD) Uy (z= L+ 1,...2m; P+ 1>4— (1l + 1)), .

so geslaitet die homogene Gleichung A« = 0 (vgl. Formel (1.1)) in U r die Darstellung

P N .
) lam=ttDyrdey = 5 gbrp Mo + PRy pyyyw = 0 . (2.5)
' k=0
mil o
. o ‘ d2my . . d2m=+ 1y
Mpgw = (— 177" o + (=12 =D g6 o e —aEn ‘ (2.6)
S , ' dmy ! . ~ o qrmeiy
‘n’[T,’U = (_I)Jnx+r C"]'l_"l' W +2 (_1)(3111—:) A(2nr~i)’l‘('-'.zt' ' (lli;vn—i
. . t=1 . .
2m ) ' L dimiy _
s (_ l)zm—l a‘(’.’m—l’)T(r—-(i—(Hl)))tr—'(,_“.' ) dizm—i ‘(7‘ = l’ cenr P) (27)
) i=1+1 ' : A
und : ‘ \
. om—i
oy = 5 (=13~ dgcs AT — erm) 1= &7
T(P+1)¥Y == ] y (2m—i)T( P+1-3) - e
i= .
. 2m’ o ’ . . ;l‘.!m—iv
+._%:l(_])2m_' a’(?m—i)’l‘(l’ﬂ—(i-(l+l)))(0(-[ - Ey’t)) tPH1~(i—u+n) qpEm i

‘ (2.8)



Dabet sind C|" die Binomialkoefﬁéimten,

A= (_l)m &l [x‘ dz2™ + Z Agp-ilz) 2'-F dxzm—i

/6 . S.MEevEs ‘

. A(em—i T(r-i) /?'” = 1 wly r=0,..,P
und .
a(zm—l)T(r—(s (l+1) ) fur i=1 + 1 2m r = 0

Konstanten wobet A(z,,,_,m, iy = 0 st im Falle r < und apm—iyr(s-( .-(m))) — 0istim
" Faller <1 — (I + 1). Ferner gzlt t = e7p(T — z) mit yr = B(l + 1)~

Beweis: Benutzt man die Bemehung (1.8) und faBt Ab]elt,ungcn gleicher Ordnung‘
zusammen, so laBt sich die Gleichung A% = 0 in der Form - )

d*my d2m—xv]

. 2m "U \
+ Z a2m_,(x) g =0

RETER

‘echrelbcn wobe1 die Koeffmenten Ay ,(x) firz=1,...,1 — 1 durch die Ausdr.iick'e

Ao ,(x) Zb, 7a2,,,_, z) (bih smd Konstanten) und A, i(z) = a,,,_(x) gegeben

smd Entwnckclt man ' = ( — (T — x)) Aypi(). ot fiir 5= 1,...,1 (az,,,_,(x)' :
, 2m) inz = 7T nach Taylor mit dem Restglied der Ordnung Pi+1—4 -

/

fiure =141
fiir ¢ = 1, (P +1—(i—(+ l)) fir ¢+ =1+ 1,...,2m) und \Vlederholt die
chrlegungcn des Beweises von Hilfssatz 2.1, wobe1 Jetzt yr =Bl 4+ 1)7! gesetLt
wird, so erhilt man (2.5)—(2.8) 1 '

Bemerkung 2.1: Gilt fur einen gew1ssen Index i=1,..,,1 P41 =< ((fireinen

gewissen Index ¢ =1+4+2,..,2m P+ 14— (1 4 1)) so geht der Koeffizient

fiir dieses z in den Ausdruck (2 4) oder 2. 8) cin, ohne dafB er in dic Taylorreihe ent-
‘wickelt werden muf}. - '

1

3. Untersuchung gewnsser RWA auf der p0s1t1ven Ha.lb.u,hse R}

er betrachten auf R;! Glelchungen der Gestalt (2 2):

d2m—ly

. d d\-t
1”00”(?') = (=" [(3 %) + @om—r (3 d—s) + - + Aom- 1] dgtm—i

'd2m—(1+1)v(s)\

—}:. a2m—(l+1) W)—' ='g(8), \ ,. o ‘ . (3'1) g

wobei zur Abkiirzung der Schreibweise ¢opm-rjo0 = @am—r (r = 1,...,1 + 1) gesetat -
y

wurde. Mittels elementarer Umformungen erhia'.lt man aus (3.1)

- dm—u+n ' - . o
Moo2(s) = —sommrry Noov(s) = g(s) _ . (3-2)
mit. , '
N ai+ C d’v s du(s)]"
A700?(8) = (_1) [ ds 1+(1 )+ B2m 18 ( ) + B?m— Ti':l
+ azm—(tﬂ)'v(s) = h(s). - E s : : (3 ‘3)~

Dabei sind B,.,,,_k (k=1,...,1) wiederum konstante Koeffmenten Auf der Halb-

. achse R, wird ein Raumpaar konstruiert, in welchem My, ein Noetherscher Operator

- ist, und der Index dieses Operators berechnet. Die positive Halbachse stellen wir

in der Form R,' = [0, T'] u (T, o0) dar. Es erweist sich als zweckmaBig, auf [0, T)
die Darstellung (3.1) und auf (7', oo) die Darstellung (3.2) des Operators My zu ver-
wenden

\
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Definition 3.1: Es sei .
Rt =g e iy g = Do = 2B 5 t he WE §
(D*) = gle (RY: g = ¥ urwemgs ens ein kb € W (R, )
' . o (‘3 4)
Im Bildraum R(D*) fithren wir eine ‘neue Norm durch dJe Bemehung
_ liglllcor = fhllwrmn = iD- lwsan (3.5)
ein, wobei der Operator D-* diirch den Ausdruck ' ‘
. . 1 8. ) . . ’ . .
W —/-(S — Sl)f‘—l g(sl) dSl fur O §.S =T T .
DMy =1 . o ' ‘ (3.6) .
—(k—_i—)Tf(s —s,)" lg(sl)dsl fiir T<s < o0 N
. defmlert ist. Das Deflmtlonsgeblet, von D7 ist R(D") und das Bild fallt mlt Wz"(R H’
zusammen. . :
Der Operator MOO(NOO) sei auf der linearen Menge: / »
D(Mp) (0, T) = v € szm Y0, T): (sD)} D™~y € L2(0 T), i=1,...,0 (37

(D(Noo) (T,.c,\o) {v € Wy2m= ““’(T,_co). st ,\'D’“ iy € W 2m— (‘“’(’1’, o0y, i=1,..., 1} .
' ' ' : (3.8)

.

definiert. Dann ist v .
- D) (T, 0) = D(D™ DN ) (T, o0) o

B {v € W,om- (IH)(T o0): . . ' ‘

~ Drm-(n)(gis 'D‘“ tv) € R(D¥- @) (T, oo)} ' '

Bemerkung 3:1: Fir D(Dm-U+D) = W2m-u+1(0, Ty ist R(D¥™(+0)(0,T)

= L¥0, T). Zur Abkiirzung der Schreibweise setzen wir R(D2m-(t+1) (T 00)
= R(T, ). :

Bemerkung 3.2: Aus (4] folgt: Genugen die Wurzeln von (1.4) der Bedingung
(1.5), so ist Mye: D(My) (0, T') — L*0, T') ein Noetherscher Operator mit dem Index

#(Moo) DM onr0. TrsL0.1) = 2 — L+ 1y, ‘ 39

" wobei I, die Anzahl der Wurzeln /; des Polynoms ~(1 4) ist, die der Bedingung

Re 4; > '—1/2 geniigen. In [4] wurde auch gezeigt, daB Moo : D(Moo) (0, T) — L*0, T')

gilt. Dann ist . . . P
”(fwoo)ID(M..)(o m—rr0,7) = dim ker Moo/ pmoai0.7)-

Satz 3.1: Seit (—1)% @yp_i41) > 0. Dann ist My, im Raumpaar
(D(Moo) (7, oo), R(T, oo)) em Noetherscher Operator mit dem Index

A ol ¢

%(Mo'o)/D(M..)(T.bo)—»R(T.oo) = '—2-- : S ' (3.10) -

Dabei gilt Moo D(]lloo) (T, o0) oy R(T oo) und somit d(ﬂloo)/o( -,,“,(Tm,_,mTw)
= dlm ker Moo/n(m.)(r . . .o
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B«eweis’: 1. Schritt: Au/spaltung von Ny wn Hauptteil und Opemtor mat kleiner
1
Norm: Die Glelchung (3.3) multlplmeren wir mit 712 substltmeren 'C =41 P

und setzen (1) = v(8) TV, hy(7) = h(s) 2. Fir die Ableltungen p (8) (k =1,
U4 1) gilt 'we'gen‘j—: =g 1=+ 1)?
d*u(s) . k . d*"vi(r) :
D N gl2=tk-y —_ 1V\T/ = . 3.
T = T (k=1,..,14+1), (3.11)

v . : ' 1 o
wobei go41, = (I 4 1)1+ jst. Die Substitution 7 = (I + 1) s/*1, nach der Variab-

L

len s aufgelost, ergibt s = 7'+ und

1

(L4 1
1 - . , ' -
.Sk = m‘m—n Tk(H-l‘) " (’C = 1, ...,l + 1). . ) . . (3.12
Wir setzen (‘3 11) und (3.12) fir k =1, ...,1 + 1in d1e mit r‘/Z multiplizierte Glel-

chung (3.3) ein und erhalten nach elementaren Umformungen
Koi(t) = Kou(n) + K1) = (o), . G R &)

o - i1y, o

wobei K,v9, = (—1)™ s + @om—1:1y1 und

i+1 - dl?l—fv
. 1
Ky = (—1» [Z‘Ir(l nt ’d1,+1--rf

' ! - dv I—rv -1 L diniry,
= 1. !
: Z qnt- ", d -1 Z QI‘(I-I)T dri-1-r

, dl—"l)l] . R

,ore=Q . dl-r

. b (3.14)

ist. Die Koeffizienten G, (r =0,...,k; k=1,..,,l + ) sind konstant. Sei T, =T

eine hmrcxchcnd grofle Zahl, dle im wuteren ausgewahlt, wird. Die Substltutlon .
l

-z = (L + 1) s'*1 iiberfithrt das Intervall (T, o0) in das Intervall (7, co) mit

. , [ .

\Tzzz(l+1)1‘1‘+_l. o
,2.Schritt: Konstruktion einer stetigen Rechtsinversen fiir Moy Wir konstruieren' °

sunichst fir den. Operator K, cine stetige Rechtsinverse, die Wy~ (*1)(T,, 00) in

. W™(T,, o) abbildet. Dazu fithren wir die Founertransformlerte und ihre Inverse
durch die Beziehungen g ’ :

! . N N

. +o00 g
.F[u] = fu(x) ezt dx = @(§), F“[u] ! fu(&) ezt df = u(x)

ein, Wir setzeh die Gleichung . ‘ .
Kyvi(1) = hy(7) ' o ’ (3.15)"

mit. Null auf die gesamte Achse R! fort, fithren die Fouriertransformation in der
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‘ifort-ges;etzten Gleichung durch und erﬁalteln: ‘ . ' o ' :
[(;l)m (=26 4 agmepeny) Flor] = F[hy). o

Man Zeigt leicht, daB fiir (—1)% @yp_(1e1) > 0 und alle reellen ¢ = 0 das Polynom

P(&) = (— 1™ (—e&)* 4 @911y nicht verschwindet und
(Ky")™' = FUF[Shy) [P(£)]7Y,

“wobei S durch die Beziehung,

Sh — ho(r) furx =T,
7o firt < T,
definiert ist, eine stetige Rechtsinverse fiir K, darstellt. Fiihrt man noch den Ein-
schrankungsoperator £ von R! auf 7', < v < oo ein, so 1Bt sich unter Benutzung

der Aquivalenz der Normen in den Raumen H*(RY) und W;’(R‘) fir naturhches s
- und der Parsevalschen Gleichung die Ungleichung

(KLY Ralliy o000 ' € hellipyrm-con con . o - (3.16)

auf

beweisen, d. h. K,: W,2*(T,, co) — W, om- (41T, co). .Der Operator K, ist fiir hin-
- reichend groBe 7', 'im Raumpaar (sz"‘(T?, 00), W= (1(Ty, o0)) ein stetiger
Operator mit kleiner Norm, da alle Summanden in (‘% 14) Faktoren der Gestalt
Tk (k > 0) enthalten, d. h., es gilt: Co

K 01 [lwy2m-413 7, 00) 5 b(Tz_ ) “Ux”w;'"('r, w)r -

wobei b(7,-1) fiir groBle T, eine hinreichend kleine Zahl ist. Wir wihlen nun T, so
_grof}, daB ¢ |IK2|] < 1 wird. Dabei bezeichnet ¢ die Konstdnte aus Formel (3.16).
Dann ist

(K' )—1 — E(K -1 (1 _1_ KzE(Kl')_l)le' W 2’"‘(“")(7'0 ) W 2’"(T2, )

stetige Rechtsinverse des Operators K,,. Dic Funktion (7)) = (Koo) L hy(7) st
partikulire Losung der G]el(,hung (3.13). Wegen (3.16) ist die ‘Gleichung (3. 15).
korrekt auflésbar. Nach [3, § 16] ist dann auch (3.13) korrekt a,uf]osbar und es gilt

foillwam(r,.000 < €4 [y llw,!m W) Tyo0) . (3 17) -
‘mit ¢, = ¢(1 — ¢ ||K,l)7% Aus (3.17) folgt

d*v,
dz*

é Cy “}Ll”w'lm-(u')(']" o) (IC = O, ...., 27)1) . (3.18)

LY Ty, 00)

Gehen wir in der Ungleichung (3. 18 fur k=0, ..., 2m wieder zur Variablen s iiber,
.80 erhdlt man ' ' :

firk = 0: ~ '\.~. LTy
ol L r00) § &1 Rl m-cs137, 001 5 ) I (3.19)
firk=1,..., 2m:
|l dky )
ds* = o [IAlhw o7, 000

LMT,,00) ! . '

und somit

) ””“w,""'(“')(T,.oo) =6 ”h”lt",""-("')(T,,oo)- (3.20)
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Verwendet man die Leibniz’sche Formel, geht zur Verinderlichen 7 iiber und benutzt
(3.17), so laBt sich fir¢ =0, ...,1, k =0, ..., 2m — (I 4 1) die Abschatzung

dk [, . diriy
ds" (s ds’““') :
o (3.21) .

beweisen. Aus (3.20) (3.21) und (3.5) folgt nun fiir v, betrachtet in der kanonischen
- Norm des Banachraumes D(My) (7', 00): . .

’ =c ”hxnw,'m-““)n",.oo) =c¢s Ilklili’,"’"(‘“)(]’“,oo)
LY T,,00) . - : .

- {
o] pisteariraon = 'll’llw.'"""*'ur. o+ lls'".‘D'*“'vllw.'},a—u+:;m.m)

i=

—

’

= ”h”w.'m-(‘“)(T, ) = = Cg ”IQIIIR(T, o0)* . . (‘3 22)

N a.ch der in [6].S. 482 beschriebenen Methode kann die Lésung v(s) auf das gesamte
Intervall (T, oo) fortgesetzt werden. Wegen (3.22) gilt:
Myy: D(Mqo) (T, 00) = R(T, oo). : .

3. Schritt: Berechnung von dim ker Moo/ pimoyrio0n: -
‘Wir betrachten nun die homogene Gleichung zu (3.13). Das chara.ktemstlsche Poly-
nom zur Gleichung Klv,.— 0 hat die G(,sta]t (—1)’" )‘“ + Qoo = 0 und besitzt,

wie man leicht nachpruft unter unseren- Voraussetwngen Wurzeln mit

+
2
“Rel <0 Die Losungen der ‘Gleichung Klv1 = 0, die den Waurzeln mit Re 2 < 0
- -entsprechen (und nur diese); gehdren dem Raum W, ,2™(T’,, 00) an und fallen im Un-.

. endlichen zusammen mit ihren Ableitungen wie exp (ir). Wegen (3.16) ist.
auf

- K W22"'(7'2, oo)—-+ Wrm=U+I(Ty, 00) und somit .

3 #(K ) wem(r,, oo)_,w,m ““)(T. o) = dim ker K:/w,*m(T, ) = -—2-——- (3.23)
Bekanntlich dndert sich der Tndex eines Noetherschen Operators bei kleinen stetlgen‘
Storungen nicht., Auf Grund von (3.17) gilt folglichr o .

Koo: Wo™(T,, 0o -)—+ Wy2m=(+0 (T, 00) und - ‘ S

" dim ker Kllw,m —aoxT,.00 = dim ker Koolw,m E(Tyooye o (3.24)

‘Nach [3, Satz 15.1] ist Ny, im Raumpaar (D Moo) (T, o), W 2m-H LD (T oo))
ebenfalls ein Noetherscher Operator, wobei der Index sich nicht sndert: : ’

+

#( N o0} DM i) Ty 001> Watm=s)( 1,000 == Aim Ker N oo/ p(atooi(T1.00) ~
= dim ker Kl/w,zm-(ul)(y-' o) . (3 25)

Die Funkt,lonen aus dim ker Ny konnen wie oben auf das gesamte Intervall (T, oo)
fortgesetzt werden. Wegen [5, Satz 15.1} ist auch Mo, im Raumpaar (D(ZVIOO) (T, o0),
- R(T, oo)) ein Noetherscher Opemtor Da My, D(My,) (T, o0) auf E(T; co) abbildet

und dim ker D?*m- (“'1)/w'm-(m)(1- oy = 0 ist, gilt, wegen (3.23)—(3.25)

' l + l
(Moo)/D(M..)(T )= R(T.00) = dim ker Moop0ss Mo T ) =3 (3-26)

Weéiterhin, ist aus der Konstruktion ersnchthch daB die Losungen der Glelchung
"My = 0, die dem Raum D(My,) (7, ) angehdren, sich fiir s — oo -‘wig P(s) exp
X (—csi/t+1) verhalten, wobei P(s) eine Linearkombination von s-Potenzen und
c > Oist B~

~
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Fol geru r;g 3.1: Mit D(My,) (R,Y) bezeichnen wir den Rawum aller Funktionen v(s)
auf R, welche auf (0, T') zu D(M ) (0, Ty und auf (T, 0o) zu D(Mg) (T, 00). gehdren,
wober Uw'e Funktionswerte und. ihre Ableuungen bis zur (2m — 1)-ten Ordnung im

‘Punkt s = T zusammenfallen. Nack [6, Satz 5.1) ist My, ein Noetherscher Operator
im Raumpaar (D(My,) (R.Y), R(R, 1)) mit dem Index

#(Moo)Diatsnr,y—R(RY = #(Mo0) Disten)0, 7> Rt0.T)
. + #(M o)) Dbt oo)(T 00N> R Ti00) — 22 v
Ais (3 9) und (3.26) folgt dann fiir unseren Fall o . v

l ! )
WM%Mmmmmmammn—2m-L+h4-;t——2m——h"‘——— (3.27)

Bemerkung 3.3: Der Operator Ny, ist in einer Opemt;orenklasse enthalten, deren
‘Index in [7] untersucht wurde. Der Beweis aus [7] und der hier dargelegte fuBen auf
ciner Idee aus [6]. . L
!l —

Bemerkung 3.4: Der Gleichung (3. 2) ordncn wir nun » = ll —‘——2— Rb der
Gestalt A ' .
dr Lo :
i (r:k,,. ,ﬁz—l'deRl) S (3.28)
d $'ls=0 .

‘zu. Die .eindeutige Losbarl\elt der RWA (3.2) (3.28) im Raumpaar (D(Moo) (R by,
R(R.Y)) 1aBit sich wie in Bemerkung 1.4 mittels Umformung der G]cwhung und einer
Abschatzung vom Typ (1.15) beweisen. Die fiir die. Gultigkeit einer solchen Ab--
- schitzung erforderlichen Bedingungen bezughch der Koeffizienten von- (3. 2) werden’

. aus Platzgriinden an dieser Stelle nicht angegeben, sondern wir verweisen auf
[2, Ka.p 3§3] .

.4 Konstruktlon einer dsymptotlschen Losung S

er betrachben dJe Glelchung (1.1) auf- dem Definitionsgebiet D(A¢),, d. h dcr‘ '
Glelchung “sind -im Punkt z = T dle Rb

"\ u(T)y=0 (k=0,...m—1) Vo ' (4:1)
C undlmPunktx—OdleRb ‘ . -
wuP0) =0 , (k=0,..., 7% — 1) (vgl. (1.6)). - : C(4.2)-
» . L o . B
zugeordnet. Ist 5 < I, £1, so suchen wir. eine asymptotische Losung der
RWA (l.i) (4.1) (4.2) in der Gestalt: . e . ,
ufz) = wz) + ur(@) + wl@). R )
Ist'l, = 1- , 80 suchen wir eine a.sympt-otische Lésung in der Form: .
u(z) = wiw) + ur(z)., | / . o (49)

Dabei bezeichnet ' : . . : A .
. I T — 2 T BN
’ ur(x) = ‘(,(}(T - x)'ekn‘r [ Z elvr (v'I'i ( ’l?) -+ wr; ( Q:))] , (4_5) o
j=o0 : /

evr err

R " ks ' z e . : :
} uo(2) = () ghire [ké; gkve ('UOk (;) + wor ('8—“'))] » : (4.6)
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( ) — eine auf [0, 7'] belleblg oft dlfferwuerbarc Funkblon mit |p(z)] < 1, p(z) = - 1-

fiir z € [0, 8] und p(z) = O fiirz € [7" — 6, T') (& hmreu,hcnd klein). Fo]gllch schrinkt

(7 — ) ( (:c)) den EinfluBbereich des in eckigen l\lammel n stehenden Ausdruckes
n (4.5) ((4.6)) auf eine Umgebung des Punktes x = T (x = 0) ein. Die Funktio-
nen w(z), vpj, Vo werden  als Losungen gewnsscr RWA fiir dic - Gleichungen
Asgpiasyo = f, Mrovr; = g (vgl. (2.6)), Mogvor = gi (vgl. (2. )) derartig bestimmt,
daB u(z) allen Rb (4.1) (4.2) der Ausgangsaufgabe (1.1) (4.1) (4.2) ) geniigt. Die
sogenannten Ausgleichsglieder wy; bzw. wy, lassen sich durch vr, bzw. v festlegen
Wir untersuchen nun, wann der Ausdruck (4.3) bzw: (4.4) fiir kleine ¢ cine Nahe-
rungslosung ist. ’

Satz 4.1: Die Koeffizienten der Gleichung (1.1) seien hinreichend glatt wui es sev
. f € W1 (0, T). Ferner mogen die Voraussetzungen (1.5), (1. 10) (1.14), (1.17)—(1.19)

. gelten und RWA der Form.(3.2)(3.28) im Raumpaar( (Moo} (R,1), R(R.Y)) eindeutiglosbar

-1 : - 1.
sein. Dann ist (4.3) fir l, bzw (44 fiir l,»:l auf dem Definitions-

- gebiet D(A*), fir kleine ¢ eine Nahemngslwung der Glezchung (1.1) mit der Fehle?- i
‘ abscha!zung . :

Il — wlluo.y < 77 @ |llzzo,my, - N (N
wobel k(z, ¢) stetig von ¢ abhangt und a? die Konstante aus Bormcl (1. 1:)) ist.

Bewels 1. Auswahl der Rb fiir die Funktionen w, vr,, Vo *

Sei z = 0 und l, > l—2— Wir betrachten eine. Umgel)ung des Punl\tes z=0,1n

vder y(T — z) = 0 ist und differenzieren (4.3) (M — 1)-fach. Beim Differenzieren
w1rd der in eckigen Klammern stchende Ausdruck in (4.6) mit e~ multipliziert.
‘Auf Grund der Eigenschaften von w( ) erhilt man im Punkb z=0:

'u;“)(o) - w(s)(()) + s"" o Z e"’“( E(0) -+ w&’(O)) -0
firs=0,..., M — 1. W(,gen l, > ist m > k, und ‘wir setzen:
" w9(0) = 0 (5=10,.. k — 1) (4.8)
-~ i0) = —els=kro g N0) (s = ky, ..., ] — 1) (4.9)
) o(0)-= 0 C s=ky = L k=1,... k) (4.10)
w{(0) = —v(0) (s=0,...k —1;k=0,..., k) (4.11)
W0 =0 . ' (s = kyy ot — 15k =0, ..., ky) (4.12)
Ist I, = Z—Tl, d. h. 7 = k,;, so differenzieren wir (4.4) (Icl — 1)-fach: u(*‘)(O)

tionen w(x).
Sei  ="7'. Analoge Uber]egungcn wie oben liefern die Rb:

S (T =0 (s =0,. -1 ’ (4.13)
oUT) = —éw_-k-wr W(T) (s = ky, m -1 .(4.14)
vm(T) S s=kyam— 15 =1,.., k) (4.15)

1).Wir erhalten ky Rb der Gestalt (4 8) fiir die F unk-l .

i
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/

WPUT) = —o(T) (=0 k= 1ij=0,. k)  (416) "

YTy = 0 . =k m— 155 =0,..., k) [(a17)

2. Die Berechnung von w(x): .
Wir setzen w(x) in die Gleichung (1.1) ein:

Aw = fAypw + Appiryw = f.
Als Grenzgleichung (bei ¢ = 0) erhilt man
Azq—(l+1)w = f.

Ihr ordnen wir die' Rb (4.8) und (4.13) zu. Nach Bemerkung 1.4 ist diese"RWA fiir
jede rechte Seite f € W,'*(0, T) eindeutig lésbar. Der bei diesem Ansatz gemachte
Fehler e#4,,w ist wegen w € 1,20, T') auf (0; T') quadratisch summierbar und hingt
stetig von ¢ ab. . : .

3. Die Berechnung von vy, und vy;: ) - .
Zur Bestimmung der Funktionen v, in einer Umgebung U, des Punktes z = 0
setzen wir . : B :

. Ky
vy = ghre " ghvoy,  fiir P =k,
K=o

in die Formel (2.1) ein, benutzen die Beziehung 2k, = 2in — ¢+ 1:

et ky ~ N I ky -
ACUO o €—zk|}'o [ Z g'}'uﬂ/IOr _:.. 8(k'+l')y°R0(k|+l)] ekl’/o [kz k)'evok:l _— 0, \
. r=0 R =0

und ordnen nach g]e‘ichcn e-Potenzen. Man erhilt bei'e = 0
Mogvgo(s) = 0 _ P (4.18)

und ordnet ihr die Rb (4.9) zu. Die weiteren Iterationsgleichungen besitzen die Gestalt

k : A . N .
Myovo(s) = — glMOrUO(k—ra(s) k=1, ky).- (4.19)

Thnen ordnet man fiir jedes & = 1, ..., k, die Rb (4.10) zu. Nach Voraussetzung sind |
RWA der Gestalt (4.18) (4.9) bzw. (4.19) (4.10) im Raumpaar (D(Moo) (R, R(R,J))
eindeutig 16sbar. Wir zeigen noch, daB die rechten Seiten der Iterationsgleichungén
(4.19) bei jedem Iterationsschritt im R(R,') verbleiben. Fiir groBe s folgt dies aus
der Tatsache, daB die rechten Seiten von (4.19) sich fiir s = co wie P(s) exp (—cs!/i+1)
verhalten, ‘wobei P(s) eine Linearkombination von s-Potenzen ist (vgl. Beweis von
Satz 3.1). Folglich geniigt es, My,v € L2(0, T') nachzuweisen. Dazu schreiben wir die
Formeln (2.3) in der Gestalt ! E \

- !
Mow = §" 3 B,y ps'~Poi2m=p)

p=1 A

\ 2m ' . .
T+ X a(zm—i)o(r—(i—(t+1)))3'—(i_(‘+“)”um_i) (r=1,..,k),

i={+1 : . . B .
wobei E,,_,, Qom—iro(r-(i-(1+1))) Konstantén’ sind und a(z;,,_i,o(,_(;_(,+,))) = 0 ist fur
r<i— (I + 1). Nun zeigt man leicht, daB fiir v € D(My,) (0, T) M, € C[0, T
=-L¥0, T) ist. Das Restglied hat die Gestalt R,%(z, &) = e»h%z, ¢), wobei
Rz ¢) € L¥0, T') ist und stetig von & abhingt. ‘
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Zur Bcstlmmung der Funktlonen vrj 1 in einer Umgebung Ur des Punktes z = T
setzen wir
I Lk, X » E A
vp = ghvr S eivr o, fir P =k,
v j=0 ,

in die Formel (2.5) ein, benutzen die Beziehung 2k, = 2m — (l‘—h 1):

T T & T ky
Ay = g~ 2kiyr [ Z GTVT_MT’ -+ 6(k1+l)YTRT('kl_‘_~l):| ekwvr l: 2 givr vT].:| = 0,

. r=o o =0
und ordnen nach gleichen e-Potenzen. Man erhélt bei e = 0 T )

MTovTo(t)—O _ S - (4.20)

und ordnet ihr d1e Rb (4 14) zu. DlO weiteren Iteratlonsglelchungen besitzen die ,
Gestalt .

‘ MTo’UT;U = — ZMrrvr(, ny  G=1, ---,76;)~ (4'21)
Thnen ordnet manfir jedesj =1, ..., k, die Rb (4 15) zu. Man zelgt leicht, daf} RWA
der Gestalt (4.20) (4.14) bzw. (4 21) (4.15) im Raumpaar (W,2™(R.,%), R(R.")) ein-
deutig losbar sind. Aus (2.7) und der konkreten Gestalt der Funktlonen Vp(ir)
(r=1,...,9) folgt, daB dic rechten Seiten der Iterationsgleichungen (4.21) bei
. jedem Iterationsschritt in R(R,!) verbleiben. Das Restglied hat die Gestalt R,T(z, )
= &?7hT(z, ¢), wobei AT(z, €) € L*0, T ist und stetlg von ¢ abhingt.

4. Die Bestimmung von we, und wr;: . ‘
Die Beziehungen (4.11) und (4.12) bedeuten: '

z\. il : : ! ’
wol (E>/ —o= —v”(m). (r: 0, s by =1,k =0,..., k), -

wf,',)(%—) =0 (r=ky .., —13k=0,...,k).
0 1z=0 )

Die Variablensubstitution ze=7 = s liefert:

w(()'k)(s)/6=0 =.— ”g)(s) (7' = 0’ LR kl - l; k ‘:‘- 01 ""y kl))
wf)'}(s/a o=0 (r=k,,. ,7‘:’1'—1~Jc=0 ky).
.Dann erfiillt die Funktion we(s) = — Z v(‘,'}(O) (Ic =0,..., k) die gefordert,en, )

Bedmgungen Analog erhilt man aus (4 16) und (4 17) unter Benutzung der Sub-
stitution (T — ) e~ = ¢ die gesuchten Funktionen in der Gestalt

! i
Wﬂ%“—Zﬁ” G=0,.... k).

'

Fiir m = 1 treten keme Ausglelchsglledcr auf. _ -
5.. Fehlembschatzung

Zur Fehlerabschitzung setzen wir '
2,(%) = u(z) — u,(z).

‘Da sowohl u(x) als auch u,(x) den Rb (4.1) und (4. 2) genugen crfullt, auch zc(:c) dlese
Rb. Wie in [8] berechnen wir 4z, und erhalten wegen yr < Yo :

Az, = —e’Th(z, €),
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wobei h(z, ) sich aus den Restgliedern der beiden Iteratilqnsprozesse zusammensetzt
(folglich fiir alle hinreichend kleinen ¢ aus L0, 7') ist und stétig von & abhingt).
‘Da auBerdem z, die Rb erfiillt, ist diese Funktion Lésung der RWA (1.1) (4.1) (4.2)

- _ mit der rechtcn Seite —errh(z; £). Aus (1. lo ) folgt nun (4. 7) 1
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