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tibér ein Bimetallproblern in der Ebene 

L. JENTSCR 

Es werdeñ Existenz- und Eindeutigkeitssatze Mr Rand-Kontakt-Aufgaben der ebenen Elasto-
statik und Therznoelastostatik für stückweise homogene Scheiben, deren elastisch homogenen 
Teile längs einer Geraden zusammengeklebt sind, in einer geeigncten Masse regulärer Vek 
.toren bewiesen. Das Problem wird mit Hilfe des Kontakttensors der Elastostatjk für zwei 
fest verbundene Halbebenen auf ciii Integralgleichungssystem zuruckgefuhrt, das neben 
singularen Integralen singiilare Integrale mit feststehenden Singularitiiten enthiilt. Aus der 
Theorie von DUDUCMAVA folgt, daB der Integraloperator im Raum L2 (S) (S Rand derScheibe) 
ein Noetheroperator mit Index Null 1st. 

PaCCMaTpHBaIOTC$! 1TIIocIcL1e rpaHnHo-KoHTaKTHbIe 3aa111 anaCTOCTaTH HM ii TepMoaJIacTo-
cTamKK U1H HyCO'11JO-oUIopoJHb1x CPC, 0I10pOHb1e qacTil HOT0p}IX cieIfBaioTc! BOJIb 
flpflMOl1. goiia3blBalOTCH TeopeMhI CYWCTBOBFII1H H eJwHcTBeHIIocTH pelueHIin B COOT-
BeTCTByIOueM npocTpancTBe peryinpuaix BcITopon. I4dnoinayR }coHTaIcTiiufl Teii3op npis 
paccAtOTpeinni 3JiacTocTaTl4xII juyx cicneeiiiiux noJlyIlJWcHoCTefl C8OJ,14z1 3aga Lly ii ci4cTeMe 
cBHI'yJmpHiJx HuTerpaJibubix ypanHeHHl c iieno)BIuHHbIMn oco6eHHocTnili1. HeTepoBocm 
CIIHI'yJIHpHOrO onepaTopa a npocTpaHcrBe L2 (S) (S-rpanhILa nnociot oJIacTH) joicaaaa 
C HOMOUbIO 'reopl1l! YYqAflb!. 

Existenceand uniqueness theorems for boundary-contact-problems of plane elastostatics and 
thermoelastostatics are given in a proper class of regularity, when the thermoelasticconstante. 
are piecewise constant and. discontinuous along a straight line. The problem is reduced with 
the aid of the contact-tensor of clastostatics for two composite half-planes to a system Of 
integral equations with fixed singularities. From the theory of DUDUCHAVA it follows, that 
the integral operator is Noetherian in the space L2 (S) (S boundary of the disc) with index zero.. 

Betrachtet wird die zweite Randkontaktaufgabe der Thernioelast'ostatik in t der 
- Ebene, wenn die geradlinige Trennlinie zwischen den beiden elastisch homogenen 

Teilen bis zum äuBeren Rand reicht. Der Fall, daB die Einsehlusse aus anderern 
Material ganz im]Innern liegen, ist sowohi in der Ebene (s. [21, 18]) als im Raum (s. 
[16; Kap. XII], [5]) behandelt worden. Wir wählen für unser Problem die Kontakt-
bedingung, die der festen Verbindung der honlogenen Teile entspriht. Ande're 
Kontaktbedingungen sind Gegenstand der Arbeiten [1, 6-11, 14, 15, 17, 191. Die 
in [12] im räumlichen Fall dargelegte Idee, das 'Problem mit Hilfe des Kontakt-
tensors der Elastostatik für zwei aneinandergrenzende HaibrOunie 'auf ein Integral-
gleichungssystem uber den Rand des Gcsanitgebietes zurUckzufiihren, wird in dieser 
Arbeit im ebenen Fall genau dargelegt. Sitzt die Randkurve auf der geradlinigen 
Trennlinie senkrecht auf, erh,alt man em singuläres lntegralgleichungssystem mit 
feststehenden SinguJaritaten, auf das die Theorie von Duduchava [.]anwendbar ist. 
Es wird ein Existenz- und Eindeutigkeitssatz in einer geeigneten Masse regularer 
Vektoren beviesen. Aussagen fiber das Singularitätsverhalten in der Ecke eines aus 

• verschiedenen isotropen homogenen Keilen zusammengesetzten Körpers sind in 
[25, 2] cnthalteñ.  
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68	L. JENTSCH 

1. Formulierung des Problems 

In einem kartesischen x 1x2-Koordinatensystem mit den Basisvektoren i1 , i2 be-
trachten wir das Gebiet D mit dern Rand 8, das die Lage des elastischenMatèrials 
bestimnmt. Das Material sei stückweise homogen, die Laméschen Moduin 
uñd den linearen Wärmeausdehnungskoeffizienten bezeiclinen wir in D = D 
n {x = (x1, x2)7': x2 > 01 mit 2 1 , u l , a,. und in D = D n {x: x2 < 01 mit 41 YO, aO' 
Es sei S* = D n fx: x2 = 0} ein Intervall (s. Abb 1) und S = Sn{x: x2 > 0), 
8- = S n {x: x2 <0). Die Normaleneinheitsvektoren it seien 5 wie in Abb. 1 orien-
tiert. Vektoren fassen wir stets als Spaltenmatrizen auf, für das Skalarprodukt arb 
schreibeti wir auch (L . b. 

X2
/ 

ytg'r)
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— 12	

y(:) 

Z= 71	 SO 

Abb., I 

Definition 1.1: Es sei SC'(0<x	1), wenn SC" und S die Gerade 
= 0 in genau zwei Punkten senkrecht schneidet (vgl. [18, Def. 2.1]);	- 

Falls S	dann besitzt	eine Parameterdarstellung s	 - 

= yi (r) i1 + ii2(r) 12, -	 t	+1	 5 

mit ,(±1) =0, 921) = fl, Y2(- 1 ) = ±1, y+ (± 1) = y--(± 1) und y.±(r) 
€ C'([-1, -4-1]), I(r)I =1=0 für —1	_1. 

Einige- Bezeichnungen: K(x0 , r) = fx: Ix - xoI <r}, K, = K(y+(_1), ) 
S	 u K(y(+ 1 ), e), D, = D \ K,, D, = D \ K,, für x E K,, (e > 0 genugend klein) 

sei	der kurzeste Abstand des Punkes x- von S auf der Parallelen zu x 2 = 01 - •	CD = lx: x 4 D}, CD = {x: x q D, x 2 > 0}, CD- = {x: x q D-, x2 <0), CD, 
= CD \ K,, CD, = CD \K,.	 —.	- 

Definition 1.2: Ein Vektor U = u(x) = u 1 (x) i1 + u2(x) i2 heiBe in D regular, 
wenn 

S	 U+ € C0(D) n C'(J3)n C2(D), 

S nID- € CO() n C'(D,) n'C2(D) für jedes0 z e < r,

au 
it beschränkt in D u D- und -- = )(-n für x € ( D u D-) n K,,. 

e.



Uber ein Bimetallproblem in der Ebene	69 

Es heille it in CDregukir, veni 

U ICD + € C(CD) n C1 (CD, F ) n C2(CD), 

UJCD- € Go ) ç C1() ri C2(CD-)	für 0 < e <., 
'fit u beschränkt in CD .0 CD	unci	= g	für x € (CD U CD-)

C)lt 
n K, - 

=	0x i 2 ) für lxi > R0.	 8X1 axi 
Definition 1.3: Ein Vektor u 1st Losung des Problems I (D; F, 0; w; z, 1') bzw. 

des Problems 11 (D; F, 0; P;	wenn it in D regular ist und
/ 

a) der Differentialgleichung - 

All =(21u i +3). 1 )c i grad . 0—F	in D+ , .	(1.1+) 
(1)• 

Au	(2u0 + 3) a, grad 0— F	in D,  
(0) 

•b) der Randhedingung it = to auf S bzw.	 - 

- 	JT(a, n) it — ( 21u1 ± 32 k ) r0n	= P	auf S, (1.2+) 
(1)	 J	 . 

JT(a, n) U - (21u0	32) x0Onh>	= P	auf 5,  
(0)	 J 

c) der Ko,ntaktbedingung 
•	iu}	— .{u}	it,	auf So,	 - (1.3) 

IT ( a , n) u - (2	± 3A)	p4	- IT(a, n) u —	+ 32) c 00n - 
((1)	 3	•(o 
= I' auf S0 -	. (1.4) 

genugt.	.	. 
-	Es ist u Losung des Problems I (CD; F, 0; w; it', 1°) bzw. des Problems ii (CD; F, 0; 

P; it', P), wenn it in CD regular ist, (1.1±) in CD, (1.1—) in CD- , it = w auf S 
bzw. (1.2) und (1.3), (1.4) auf {x: x2 .= 01 \ go gilt. Hierbei 1st 

Au = iii+ (. + z) graddiv u,  
(I)	 .

2 L=1 

2 I	2 au	a	a-t..''T(a, n) u =E ! (iiô E _L n +Aflk	+ /2flj . i)-I
(I)	k=1 	\	(=1 X1	-	ax1 .	aXk/J 

und (.}, {.} bezeichnet den Grenzwert gegen einen Randpunkt von D, D auf der 
Nornialen. 

Beinerkung: Das Problem I (D; F, 0; w; 0,0) bzw. II (D; F, 0; P; 0,0) kann aufgefai3t 
werden als qunsistatisehes \Viirmespannungsproblem zur Ermittlung des VOrsehiebungs-
vektors Win einem unendlich tangen Zylinder mit deni QuerschnittD un ebènen Deformations. 
zustand oder in einer Scheibe, wenn die elastisch homogenen Teile Rings S 0 fest verbunden 
sind und am Rand der Verschiebungsvektor w bzw. die Normalspannung P vorgegeben sind 
und mi Innern des Korpers cin óuBeres Kraftfeld F und Temperaturfeld 0 \virken. Dabei 
kann 0 beliebig vorgegeben scm, Lösung einer Randkontaktaufgabe für die stationäre Wane-
leitungsgleichung oder Losung eines Anfangs-Randkontaktwertproblems f 6 die instationare - - 
Wiirnieleitungsgleichung zu einem festen Zeitpunkt scm. 

/ 
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Eindeutigkeitssat: Die Probleme -I(D; 0, 0; 0; 0, 0) und I(CD; 0, 0; 0; 0, 0) 
haben nur die triviale Losung, da,s Problem TI(D; 0, 0; 0; 0, 0) hat genau 21a1, a2 , a3) 
und das Problem II(CD; 0, 0; 0; 0, 0) hat genau 21a1, a2 ) als Losung. 

Beweis: Die Vektorena 1 ='i 1 , a2 = 1 2 , a3 = -x2i1 + x1i2 und damit der von 
a1 , a2 , a3 aufgespannte lineare Raum 2'(a 1 , a2 , a3} sind offenbar Losung des Pro-
blems iI(D; 0,0; 0; 0, 0). Ebensoist , .27{a 1 , a2) Losung des Problems II(GD; 0,0; 
0; 0, 0).	 . 

Sei nun it Losung des Problems I(D; 0,0; 0; 0,0) oder II(D;0, 0; 0; 0, 0). Wen-
den wir' den integralsatz (3.11) in [18] an auf D \ Q6 ,D N Q, mit Q, = {x E D: 

- (jx2 < 6,	< C), dann folgt für die elastische Energie (s. [18: (3.14)1) 

E(u(x)) =)(U1 . 1+ u2,2)2 +21 ( U  + u 2) + (u1,2 + u2,1 ) 2	(1.7) 
=A 1,i= 1u 1 fUrx2 >O,2=20 ,	1u0fiirx <0) 

f E(u(x)) dx = fu . T(a,.)i) u(x) ds.=	 - 
•	 D\Q,	 .	 Qe\S	. 

Also istf E((x)) dx	0. Da it hornogene Konta'ktbedingungen erfüllt, folgt hieraus. 

(s. [18: Hilfssatz . 3.1]) u E 2'{a 1 , a, a3 ). Analog schliel3t man bei den AuBengebiet-
aulgaben. Dort scheidet a3 wegen des Verhaltens im Unendlichen aus. Bei der ersten 

• Randbedingung konimt nuru = 0 in.Frage I	 S 

• Notwendige Losbarkeitsbedingung:. Hat das Problem II(D; F, 0; P; ii,, P) 
eine Losung, dann gilt 

fF . ak dx-i -- JP . ak ds+fP . ak ds=O,	k= 1,2,3. -	(1.8) 
D	 S	 S, 

Dies folgt durch Anwendung des Integralsatzes (3.13) in [18] auf D + N Q, D- Q, 
und anschlieBenden Grenziibergang e - -0. •.	 - 

2. Potentialtheorie	
0 

Die Losung des Problems IJ(D; 0, 0; P; 0, 0) suchen wir in Form des Potentials	. S 

- .V(X, •	( 2.1) 

Dabei ist (x, y) der Greensche Kontakttensor der 'Elastostatik für zwei lest verbundene 
Halbebenen mit unterschiediichcn Laméschen Moduin, der in [13] explizit berechnet 
wurde. 

Satz 2.1: Es sei S	(p E L22(S) ,n C .P(S .\ K) 1) für jedes feste e > 0 
(0 < j9 <c	1) .. Damn ist V(x, (,o) in D reguidr.  

Beweis: Die Differenzierbarkeitseigenschaf ten von V(x, q) folgen aus bekannten 
Eigenschaften des elastisehen Potentials der einfachen Schicht (s. [21, 18, 22]; 
Vg]. auch [16: S. 226]). Wir brauchen nun nur noch die Abschatzungen in Ks ,, zu 
zeigen.. Dazü wird nur die Voraussetzung q € L22(S) benotigt. Es genugt, die .Ab-
schatzung in einer Umgebung von Yo= y±(+Oi) zu zeigen. Wir wählen 5>0 so, 

1) Es 1st L2 11(M) =	= (, ..., . )T: 9,j E L2(M)} und 119,112 = f E 1 99i l l dM. 
Mj=1
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daB für x € K(y0, 6), y E S nK(y0 , 6) gilt	 :	 S 

	

x2y21	>6.	 V


1Q2—Ixi—y111  

Dann folgt leicht 

-- [e 2 + ( X2 - Y2)2 ]	Ix - y12	[2 + (x2 - Y2)2]•	 (2.2) 

Für Ix - j,j	ist G(x, y) Lind beschränkt und für Ix	yI	6 gilt 

G(x,y) = In	1 	

Gx
_1_ • SeinunEK(o 2, n(D uD), 

	

I x YIi	 —yI/  
dann folgt unter. Vervendung der Schwarzschen Ungleichung 

f 

2	 1'	1	2 

	

Vk(x, w)I ^ C1 	Z I9'(Y)I ds + C2. I	 2.' I(i)I ds 
j	X— yfri 

	

S\K(y..ô)	 s  K(y..6) 

V	

- ^C3II0I+ 
2C2 V J (In _y)ii 

0 ,ö) SnK(y 

Unter Beachtuig von (2.2) kann man. zeigen, daB das Integral unter der W617e1 

unabhangig von x € K (yo, -- n (D u D) beschränkt ist. Also ist V(x, ) in D u 
beschränkt.	\	/	 V 

Analog ist	 S 

	

axi C4 IIII	 f	12ds IIwI1	
V	

V 

V 

SnK(yö)	 V 

V	
Nun ist wegen (2.2)	 V	 V 

r	'	 1 
I	 ds	2	I	 ds	 V 

	

J Ix - y 1 2	J o 2 + (x2 - Y2)2 
s  K(y,.ã)	 s  K(y.ô)	

V	 V

1 
V	 ^ C6 I	

1	
_di- C6 - aretan u 

- 

	

V	

j o + . (x2 - t)2	.  Ox  
V 

?x u=zs—a 

V	 C61. -
	 S	

V 

_____	 /1\	 V 

Also 1st- 
axi	

0,
V	

V 

V(Yber ds Verhalten von V(x, (p) im Unendlichen gibt der folgende Satz Auskunft. 

Satz 2.2: Sei q) E L 2(S). Für die G-ultigkeit jeder der beiden Abschdtzungen V(x, (p) 
V 

= o(l) und 
av,(P) = 9(I x I -2) 18t f p( y) d,,s = 0 nolwendig und hinrei'chend. 

S.
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Dieser Satz wird mi Prinzip wie der entsprehende Satz für das kiassisehe Poten-
tial der einfachen Schicht bewiesen (s. [23: S. 234]), nur sind hier die Rechnungen 
aufwendige. Man niul3 beirn Beweis die Eigenschaften von G(x, y) ausnutzen. 

Aus Satz 2.1 und Satz 2.2 folgt eine weitere Aussage. 

Satz. 2.3: Es sei SC'", p E L2 2 (S) n C°#(S \ K) für jedes feste e > 0 
(0 <,8 <	1) undf q(y) ,ds 0. Dann ist V(x, ) in CD reguldr. 

Auf Grund der Eigenschaften von G(x, y) (s. [131) folgt aus Satz 2.1 noch eine 
Aussage.	 . 

Satz 2.4: Es. sei	 p € L2 2(S) n C0(S \ K) für jedes /este e > 0,.

(0 < fl <x :!^ 1). Dann. ist V(x,(,p) reguldreLosung des Prdblems I(D;0, 0; (V(x0 , p)}; 
0, 0).	 S 

Weiterbenotigen wir den folgeriden Satz.	.	. 

S'atz 2.5: Es sei 8	 = U, +. E C' P(D) n C2(D),uP j D- = U[ € C'P(D-) 
n C2(D-) (0 <	1) und u (y (+ 1 )) = u9 (y (± 1 )) . Dann ist 

-.	uH,(x)	f (T(	n) G(x, ) T )T 1u(y)} 1 ds 
S. 

+ -J' 	n) G(x, Y)" )T 1u(y)} ds	 .5 

reguidre Losung des Problems I(D; 0, 0; {i,,j; 0, 0) und für den Grenzwert 

JT(e0,n.) uj,,(xo)l /fir X0 € S 
.	3 {Tu11,(x0)}	(1)

JT(a..., n) u,(x0 )	fur x0 € S 
-	 . 

gilt {Tuj,,(x0)} E L2 2(S) n C0.P(S \ Ks ).	. 

Beweis: Das ErfUlltseirI der Differentialgleichung und der homogenen Kontakt-
bedingungen folgt aus den Eigenschaf ten von G(x, y), die Differenzierbarkeitseigen-
schaften folgen aus bekannten Ergebnissen über das elastische Potential der doppel-
ten Schicht (vgl. [16: S. 2261). Nun zur Abschatzung in K0. 

Aus der Bettischen Formel folgt (vgl. [18: (3.16)]) 

Up(x)	- 
-	f (T(a n) G(x, Y)T)T up (x) ds	 S 

	

(T( y n 9 ) G(x ?J)T)T u(x) ds	 (2 ) f  
für x € D u IY-. Damit ist	 S 

?'11 ,(x) = —u(x) + -/	2,Y) G(x, Y), )T ({u(y)} ± - 11,(x)) ds 

+ -i-f (T(, n) G(x, )T )T ({u (y)} - u(x)) ds.	(2.4)
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Wegen i + € C I (D) ist u E C0 -'(D+ ) und daniit ist u,, zusammen mit den 
Grenzwerten {u(Y)} in C°'(D), also gilt 

-	(Upj(y)} — u(x)I	A ly - xl für y € S, x E D. 

Datnit ist. der Integrand des Integrals uber S beschränkt, wenn x E D. Sei nun 
x € K 

(yo,--) 
n D und y € 8- n K(y0 , 6). Dann ist	. 

(T(, n) G(x, y)TT.(f,up(y)y. — u(x)) 
\(o)	 I 

= (T(, n.y) G(x y)TT ((UP-MI—	— u(x) + {u(!,0)}) 
\(o)	 /	 - 

	

l y — y l	Ix — yol 

	

Ix—yl	lx — yl 

Also ist u,(x) in D u D beschränkt.	I 

- Nun ist nach (2.4)

(T(,ny) (;(x, )T)T ( {u(y)} — u(x))ds 

+ f - (T(a, n) G(x, ) T ( {u(y)} — u(x)) dos' 

f(T(ay , n) G(x, y))T au(x) ds 

f (T(a., ,n,) G(x, y)T aup(x)
(25) 

Nach Voraussetzuig ist	in D u D beschränkt. Sei nun x € K (yo, --) n D axi 
und y € S ii K(y0 , 6), dann lessen sich die Integranden der Integrale in (2.5) nach 
oben abschãtzen durch C . Ix -' yL' . Unter Verwendung von (2.2) erhalt man leicht 

C  
.1  
J Ix—yl 

SflK(y..ô)	 ,	 S 

I  
Also gilt sicher	= & 1 ex1 

Es blcibt nun ntir noch zu zeigen {Tu11 ,(x0 )} € L2 2(S) ..- Dazu genugt es, 
T(, n) ,,(x0)€ L2 2(8) naehzuweisen. Nun ist für x € D 

1(I)	 J	 -.	 .'• 

T(a, n ) u,,(x) = —T(a2 , n) u(x)  
(1)	 (1) 

+ ---- r TO" It (T(e, n) O(x, Y)T)T ( {u(y)}^ — 11,(x)) ds 2, j	O) s+
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+ Tr f (1)
fly) (T(n) G(x, )7)T ({Up(y)} - u(x))ds 

•	
- --- f 2v	

(T(, n) G(, y)T\T.T 	n ) u(x) ds 
/ (1) S.

	

n) G(x, y)T\T	n) u(x)d,s. 
•	/ (1) 

of;enbar ist	ni,)	 E L2 2(S + ). Beachtt man die Sprungrelation für 

	

(1)	 x.ES 
das elastisohè Potential derdoppelten Schicht, so folgt 

• w(x0 )	J±. f (T(e, n) G(x0, y)T\r T(a,, n) u(x0) ds + 
I	.\(iY.	 I (1) 

•	 I	S'	 •	 x,ES 

2'	•	 11 r

	 IES+ 21Z.) u(x0) ij+'- I (T(a, i,) G(x0, y)T\r i1ds x.E5' I	.1	\(i) /S	 •  
=1(' ni,) u(x0 )	•	+ 

-k-- 
f (T(, n) G(x0, y)TT ids 

j=1 I(1)	 Jx,€S,	 \(i) •	 I 
L	 S 

Der Integraloperator in der eckigen Kiammer ist ein linearer besehränkter Ope,rator, 
• von L2 2(S) in L22(S) (s. Kali. 3) und. der Grenzwert davor beschränkt,, also ist 

wA (xo) E L2 2(S -1. ) Weiterist 

WA(XO) 5 f( T(, n) G(x0, y)TT T(a, n ) u(x0) dst± 
ts- \(°)	 / ( 1)	 JxES 

= n,)u(x0) i	f(T(e,n) G(x0, y)T\T i,ds. 
j=1 ((1)	 )x,ES,, s-	-	 / 

Nun ist  
1O'fur y E S+ 

Aij für yES 

in L2 2(S) und f (T(; n11 ) G(x, y)T)T k(y)As ein linearer besehränkter Operator 

	

S	(0) 
von L22(S) in L22(S) (s. Kap. 3), also ist wA(xo) E .L22(S). 

Für x € D, y € S F zerlegen wir G(x, y) = F(x, y) + .V(x, y) in die Summe aus 
-	 (I)• 

dern Somiglianaschen Tensor ['(x, y) und der Kompensairix V(x, y) (s. [131) und 
(1)	 •	 • 

setzen {u(y)} E C"(S) fort zu u*(y) € G'(S). Dann ist 

WB(X) f 
T(a, n)(T(e0 , n0) G(x, y)TT (u(y)} +	u(x)) d0s 

S + (1)	 •	/ 

=w(x) + 'tv,(x) ± w,(x)	 • -	 - 

I	-
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rnif 

• Iv(x) = f T(a, n).(T(,n) r(z, y)TT (Up* (?j) - ,(,(X)) ds, 
S	 )	 (I)	 /	- 

•	 w,(x)	f T(a, n) (T(e, n) V(x, y)TT (u*(y) - u(x)) dos, 
S +

	

( 1 )	 51 

W, (x) = -f T(a, n) (T(3, n) r(x, 'y)TT (u1,*(y) - n(x)) des. 
S	

- 
(1)	 (')	F 

Nun ist 1w(xo)}. Es E CO - P(S) = L2 2(S) (vgl. [16: S. 226]). Weiter ist 

{w(xo))es+ = f	ni,) (T(d, n)V(xo, y)T\T (u*(y) - u(x0 )) dos, 
+ (1)	 (i) 

•	also	 -

IFO	Y1 
S 1'n,k(xo))ES^I	cf 

(x1° - y1)2 ± (x2° + Y2) 2	• 

f 20 ± 
Y ds = (Jln x201) 

Damit 'St V(X0)I5. E L22(S+ ). ; Bei w(x) kann man den Grenzubergang 
x -> xo € S ebenfalls ünter dern Integral ausfuhren, und man erhält 

!Bk(XO)}!	cf0	
Y22	

= , ( I ln x201). - 

Also ist 1 WB(XO)1 X ESfr E L2 2(S).	 S 

Wegen (u(y0)} = { u iYo)}; kann man schreiben	 S 

•	 W(X) := f T(a, n ) (T(e, 'na) G(x, y)T\T (1u(y)} - u(x)) ds 
-	 s	 S	 / 

= w(x) + w(x), 
mit

tv(x) = f T(, n) (T(a, n) G(x, y)T\T ((Up- - (U(yo)}j des,


	

s-U)	 1	•	• 

IV (x) = f T(3,n) (T(, n) G(x, y)T ({ -u(y0 )} ± - up(x))ds. 

	

S- (')	• \(°).	 I	-	 •	
- 

In beiden Integralen kann man dei Grenzubergang x -> x0 E S unter dern Integral 
ausfiihren, und man erhältjn einer Umgebung von Yo 

I{w k(Xo)}I <cf _'?	dsCf 1 dysCf01dvs
yr 

=c!2(1nx20 )	• 

und.	 •	 -• 

-	

I{wB,k(xo)}I	cf 0	2ds	C  Ixo —yI 
d s = (l1nx2°D. - - 

Also ist (w(x0 )} 5+ E -L0 2(S). Damit ist Satz 2.5 bewiesen U
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3. Integralgleichungen 

Zur Losung des Problems II(D; 0, 0;.P; 0, 0) machen wir den Ansatz V(x, p) (vgl. 
(2.1)), der a priori die Differentialgicichung und die honiogenen Kontaktbedingun-
gen erfullt (vgl. Sat'z 2.4). Die Randbedingung (1.2) fuhrt auf Crund der Sprung-
relation für das elastische Potential der einfachen Schicht (vI. [18: (4.2)]) auf die 
Integralgleichung	 0	 0 

dp:=(p(x) +--fK(xY)w(Y) des =P(x)	 (3.1) 

• mit	
0	

• 

0	

n) G(x, y) für x E 
•	K(x, y) 

=	 (3.2) -.	T(a, n ) G(x, y) für x0 
E 8. 

(0) 

Fürx€S,yESist 

K(x, y) = S(x, y) + F(x, y)

 
j=1

mit	

S(x,?/) =	A 1 ±2ui'	

'	

(	)	 0 

Jul	
2 

jul /	x2—y2	 x1—y1\/ 0 1 
+ - + 2z1	- 2 - n2(x) Ix. - y12) k—i 0 

0	 - 2(Ai+/1:)n.(x) X	
( —r y) (x —y)T  

und
x1 'Yi	

(K3 +n2 (x)
Ki+ni(x) K2n2(x) 

F(x, y) = + (X, 	Yi) 2 + (x2 -1-'y2)2  	K2711(x) 

	

0	 fK2+n0(x) K3 n1 (x)	 - 
0	 + ( -	+ (x2 + Y2) 2 \K2 n 1 (x) K1n2(x)	- 

Y2	

(K4' n,(x)
Kn(x) K5n1(x) 

+ ( - Y0 2 + (x2 + Y2) 2 	K6722(x)	
0 

	

x2 (x 1 - Yi) 2	-	^ / — n2(x) —n1(x) 

	

[( - Y + (x2 + Y2)2]2 4R9 k—n1x ±n2(x)	
•	

0	

0 

/	 +	
y2(x1. -'y)2	(21uiHj'jn2(x) K7n1(x)	

0 

[(x 1 -
 

+(X2 + Y2)2]2 \21i 1Hçn 1 (x) K8%(x) 
0 

x0(x 1 - YO ( x2 + Y2)	4	+ /+n1(x)	n2(x)

+ (x - yi) 2 + (x2 + Y2 )212 1H9 L—n

2 x) —n1(x)


	

y2 (x 1 -- yi) (x2 + Y2)	K7 +21 (X)-21z1H1n2(x) 

0 -

	 + [(x - y,) 2 ± (x2 + y2 ) 2]2 \Ks+n2(x) —2u1H1n1(x) 

	

x2y2(x1 - y)	 f-fn(x) ' +Z2(X)
\ 

+ [(x - Yi) 2 + (x2 H- y)2P 
12u1H11 

k-n2x +711W
)(3.3)
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+	
x2y2(x2 + Y2)	4f4H	(+n2(X) 

\1 2	" 2
—n1(i)\ 
+n2(x) [(x1 - Y1) 2 ± (x2 + Y21I +n1(x) 

+ -
	x02(x1 - 	16141H+fl

(+n2(x) nI(x)
—n2(X)\ 

[(x1 - Y1) 2 + (x2 + f2) J 

+	
x2y2(x1 - (x2 + Y2)	16u1H

(_n2 ( ±n1(x)\
(3.3) 

[(xi - YO ? -'I- (x2 + Y2)2]3 —n1(x) _n2(x))
mit

K1 = —(1 k + 21u 1 ) H6 - 2 1 H8 + 1H9, 
K2 = Au I (—H6 + H8 ± He), 
K3 = —A 1H6 - (). + 21u 1 ) H8 + (A ± 24u 1 ) H9, 
K4 = 1u 1 (— H6 +	- H9 - Hjj), 
K5 = — A1H6 - (2 + 24u 1 )	- (). + 21u 1 ) H9t - A1H141, 

K6 = — ( 2 k + 2i 1 ) H9 - ). 1H8 - 2 1H9 4 - ( ),i + 24u 1 ) Hj, 
K,+=	+,u1) H9 +'2;.,H+, K 8 = K7 + 41ujHj 1 .	S 

Für x € 8-, y € 8- erhält man K(x, y) aus (3.3), indem manu 1 durch , ). j durch 
A, H9 , H durch 119 , H- und K 1 , ..., Kst durch K 1-, ..., K8- ersetzt. Dabei 
geht K- (j = 1, ..., 8) aus K, durch die Ersetzungen 2 A, i J 1ao, ll} 
hervor. Die Konstanten 11k Hk (k.= 1, ..., 11) sind als Funktion der Laméschen 
Modnin 2, 1u0 , 2, It, in [13] explizit angegeben. Ms Funkti'on der Youngschen Moduin 
E0 , E1 und der Poissonschen Zahlenv0 , v1 sind sie am Ende der Arbeit aufgeschrieben.. 

Furx€S,yESist	 - 

- y1	1K,-n&) Kjn2 K(x, y) = F(x,	
(x1 - y i) 2 + (x2 - Y2)2 Kn2(x) Kni(x)

(x)) 

/ 

+

	

	-'Y2	/Kjn2(x) KThni(x)\ 
(x 1 - Yi)2 + (z2 - Y2)2 Kjn1(x) K14n2(x)) 

+
x2H4 + y2H5	(.—n2(X) —n1(x)\ 

(x 1	Y1) 2 + (x2 - Y2)2	 +n2(x)) 

+ 
(x2IJ4 + Y2H5 ) (x1 - yi)2 41u 

( +nl(x)
+n2(x)+n1(x)\

[(x1 -Yi)2+ (x2 - j2/\2]2 	_n2(x)) 

(x2H4 + y2H5-) (x1	y) (x2 - Y2)	(—nl(x) + n2(X) \ +	
[(x _?i)2 1	..	+ (x2 - Y2)2]2	

4	
±n2(x) +n1(x)) 

-  
mit	

(3.4) 

K9- = —(A 1 + 24u 1 ) 111 + 2 1H3 - A1J4 , Kj = u 1 (—H 1- - H3 - H4-), 
Kjj = —2H + (2 + 2u 1) H3 - (i + 24u 1 ) H(, KTh = Kj + 2u1H41 
Kj = Kjj + 2u jH 4 , Kj = K - 2,u1114. 

Analog zu oben erhält man K(x, y) fur x € 8, i	aus (3.4) durch die Ersetzun- 
gen	, H4- I H4 , H5- H5 , K9-, ..., Kj I K9 , ..., Kç. Dabei ergibt sich 
K1 (j = 9 ..., 14) aus K durch die Ersetzungen A 1 I ). () , ,ul Igo,	I Hit- 

Neben döni singulären Kern S(x, y) tritt der Kern F(x, y) auf, der feststehendé 
Singularitaten bei x = y = y (± í) hat.	/	 - 



U 
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'Wir transformieren jetzt das System (3.1) mit Rile der Parameterdarstellung 
von S und S auf das Intervall [-1, +1], indern wir setzen:,  

'/p(t)\	P, Y+(0 

	

(992(y-(t))) 

97(y(t)) 	 f 	 P2(yF(t)) 
P3(t) 

J	 i(y-(t) 	p3(t) J Pi(y(t)) 
 \p4(t)/  

k(t, ) = (k11 (t, T))1 1 4	. . 

(K(y(t) y+ (t)) lfr( r)I. x(y±(t), Y-(-r .)) L-(H 
\K(y(t), y + ( t)) J()I K(y-(t), y-(r))	(r)) 

Dann geht (3.1) fiber in(beachte Satz 1.2, S..36 in [201)	. 

90:= (t) +	fkV, r) (r) dr	p(t).	 (3.5) 

Mit Erebnissen in [22: Kap. I, § 71 folgt unter der Voraussetzung 8 
S-	Cl ., 

k(t) =(ü)  

•	 /h11(t, r) h12(t, )	0	0 

	

I h21(t, r) h22(t, i)	0	0I	1 
1 —.+ /(t, i)	(3.6) 

0	0	h33(t, 'r) h34(t, )	r	 - 
\ . 0 .	0	h43(t, -r) h44(t, 'r)/ - 

-mit	 .

0.	 '0 
-	Aj+24u1 

Jul	 0	'	'0: 
= /

 A,+ 2z 

0	 0	 0,	Po 

-	 0 
•	 . 

• Dabei ist h1,(t, ) E H([— 1, + 1] x [-1, + 1]) (s. [20: S. 33]), h,,(t, ) = 0 und 
f(t, Ti ) hat feststehende Singularitaten bei (1, r) = (1, 1) und (1, t) = (-1, —1). 
Die Elemente / 5(t, 'r) 'von /(t, x) zerlegen wir in  

r) = h(r) /j (t, r) + h(x) /jj(t, r).	 (3.7) 

i)abei sind h(r), h(t) € C([-1,+1]),	0, h() = 1 für x € {!, i 
I	ii	:	 Ii	1 h + (T) = 0 für	E. —1, --, h'(t) = 0 für . rE --, fl, l-(t) =.1 für. 

I	•1-i	L'	2J	 L	J 
[_J _---j und h(x) + h(T) = 1 für t E[-1, +11. Dann hat h4 (t) /,(t, ) 

nur bei (t, r) = (1, 1) und 4(r) / 1 (t, r) nur bei (t, t)= T 1, —1) eine Singularitat.
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Bei der Normierung ±(1) = + 1 1 '2 (-1) = ± 1 erhält man für'die Gleichu.ng 
der Tngènte an S im Punkt y(l) 

= y'(1) + cot 1 ±(t - 1), (yj+(1) = 
Y2(t )^i = ± (1— t) 

und im Punkt y(-1) 
S	

(t)_1 = y,i(-1) + cot x 1(t + 1),(y,(-_1) = yj(--1)) 
= ± (1 + 1).	

0 

Hierbei sind	die Winkel der Tangente an 8, 8- mit der x1-Achse im Punkt 
y(l) und a,, cc:, die entsprechendcn Wink'el im Punkt y(—l). 
Fuhren wir die B'ezeichnungen em (i, = 1, 2):	',	S 

/((, ) = F1 ( + (t) 1, + (r),) i(± 1 )1,	 - 
/.^2(t, ) = F1 ( +(t),,	(r).,) J'('l 1),	

8 I 1 ^ 2•1(t,r) =	 i(±1)1,	
S. 

•	
f+251+2(t, ) = F1(-(t),,	(±),Ir(± 1)1, 

dann erhält man durch eine genaue Analyse aus (3.7) (i, = 1, ..., 4): 

/,,(t, t) =	') + /j(t, •r) +	
m.(t r) 

 
(1 .-..- t)'"+  

• m(t, r)
(3.9) 

( ± t) 1 " + (1 + r)'"'	 S 

wobei M t-(t, r) für (t, r) = (1, 1) und' m(t, r) für (t, r) == (-1, —1) ttig und be-
schränkt ist. Für die Kerne E,(x, y) gilt offenbar die Abschatzung	S 

1F11(x,y,)j _^C	
1	 'S	

(3.10), 

Hieraus folgt -	 s 

•	 lt?/(t,r)I	C+ 2_ ty	t(t,r	C_
2+t±T	

(3.11) 

Aus bekannten Resultaten (s.. [3: S. 100, S. 85]) chJief3t man nun auf folgende - •	Aussage.	
S	 - 

•	Satz 3.1: Sei	C'.",	C'." (0< cc ^ 1)., cc, ± + 0, ,x r= 0. Dann ist in (3.5) emn linearer beschrdnkter Operator von L,4([-1, + 1 1) in L2 ([—l; +1]) und 
damit d in (3.1) .e'in linearer beschrdnkter Operator tion, L,2(S) in L 2 2(S).	•	

5	
0• 

• '•
	 Der zu sl adjungierte Operator d*ist -	 •	 - 

= ip(x)+ ± f (T(a n) G(x, Y)T)T1P(!/) ds	-	- 

.+	f	O(x,	 Titp
 (y) d,s.	

:	

'	(3.12)
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Transformation von d* auf das Interval! [-1, + 11 ergibt für 

/Wi(t)\	

(V2(y-^(t)))

vi(y(t)) 
- ( W2(t) -

	
p2(y(t)) 

W3(t) 	i(y(t))

'4 t / 

- -
	= W(t) + If kT(t, r) (r) dx	 (3.13) 

mit(i,j= 1,2) 

k(t x) = k(r, t) !^	•kT,. 0(t, r) = k +2 (r, t) 

k^ 2 ,(t r) = k, 1+2(1 t) I1Y	k2, 2(t x) = k, 2 1+2(1, t) 

Der zu 9 adjungierte Operator ist 

W(t) ± _J'

	

k*(t r) W(r) dx	 (3.14) 

mit

k(t, r) = k,,(r, t).	- 

Satz 3.2: Unter den Voraussetzungen des Saizes 3.1 gilt, dap die stârren Verschie-
bungen a11 a 2 , a3 zu N(d*) (Nuliraum von .*) gehoren. Entsprechend gilt 

W(k)(t) = (a}(Y(t)))	N(PF)  
ae(y (t))	 S 

und	'	
S 

S.	
P(t) = (:i	!1)	N(*)	k = 1, 1, 3.	 (3.15) 

Beweis: Wendet man die Bettische Formel (s. [18: (3.13)]) an auf D + \K(x0 , €), 
x0 € S und D mit u = u(y) = G(fr ) ( xo, y) und v = v(y) = a1 (y), dann folgt (bechte 
[18: S. 131 und die Symmetrie von G(x, y) [13]) 4*a 1 (xo) =0 für x0 € S. Analog


	

zéigt man d*a.(x) = 0 für x0 € 2 I	•	

-	 S 

Zum Nachweis, daB 2'{a 1 , a2 , 43) = 1V(d*) gilt, benotigen wir folgenden Satz. 

Satz 3.3 (Regularitatssdtz): Es seiert die Vothu.ssetzungen des Satzes 3.1 er/ullt 
P(x) € L 2(S) n C° P(S \ K,) für jedes s >- 0, 0 < < c 1, und (x) € 1,22(5) eine 
Lösung von d9 = P. Dann gilt (p(x) . € C0' P(S \ K,) für jedes z > 0. 

Beweis: Die Anteile in der Integraigleichung, die von der Kompensatrix V(x, y) 
herruhren, sind für I X21 == 0 gutartig und genügen auf S \ K, einer H-Bedinguxig 
mit dem Exponenten 1. Bringen wit these auf die rechte Seit7e, gewinnt dçp = P
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die Gestalt  

(p(x) + T(e, n) F(x, y) w(y) d11s = q(x) Jür	E S,	(3.16) 
•

	

	
(1)	 (1) 

S. 

(p(x) + If T(, n) F(x, y) (y)	= (x) fü.r x E S-	 . S 

79 (0)	(0) 
• s-

mit q(x) € L2 2(S) n C°. S \ K) (fi = 1, wenn P(x) = 0). Es genügt offenbar, den 
weiteren Bewejs fiir.(3.16) zu führen. Wir .transformieren (3.16) auf das Intervall. 
{-1,±1] und erhalten	 S	 S	 - 

'±1	 +1	 S 

P 1 (t) +	 ø(r) dr +L'	 r) 'I(r) dt ==q(t), - 

	

YI	f - A +2ui	 () dr. +	 f d2j(t t) (r) dr = q2(t), 

•	
1	 1	

.	 (3.17) 
S	

- h(t, r) - h,(t, r) - h,,(t,t)	•	 S 

-	
,	 S 

•	 •	 •	 S 

•	•	h(t, T) E H([-1, +11 x [-1, + 1 ]),	• •	
: 

S	 j(t) € L2([-1, +1j), q(t) € L([-1, + 1]) nC°( — 1 ± e, 1 - e}). 

Wir setzcn jetzt das Intervall [-1, ±1] zu einer genugend glatten geschlossenen 
•	Kurve L fort und beti'achten  

S	
d)(t) = 

J!D(t) für t E [—I,' +11,	.	 .	S • 

	

[0' • fur t € L\[r-1, +1],	 •	

5 

•	(t, )	
kq( t'	—1(t	für 1, r EL,  

wobei k(t, Tj E E(L x L) eine Fortsetzung von h(t, t) auf L x L ist (zur' Fort-


	

setzbarkeit s. Kap. 4, man mull noch mit einer genugend glatten Abschneidefunkton'	S 

mu1tipIiziren),	 . . 

q(t) für. .1 € [-1, +1],	. 
5 5

	 +1	-.	 •	±1 

(t) =
	

A,	 (r) dr	 r) 'I(r) dr 

S	

.	

für tEL\[-1,+1],	S	 S	

5	 • •

	 S 

q2(t) für t E'[—I, + 1.],	 . 5 

42(t) = -	f	ø) dr +	 f 27(t x) ,(r) dr 

•	für 1€ L\[—1, +1].	 5	

S 

	

6 Analysis Bd. 1, Heft 5(1982)	.	•	 S.
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Setzen vir noch 

auif.dt,	1u=-_J"c2ti(tr)u(i)dr 

dann kann (3.17) geschrieben werden 

•	+ i -	S" + "i øi + 122 = 
'. i -i-2y,  

-	2	•,	P61 ± 1"2101 ± " 222 = -1T2i 
nit 4 i E L2 (L) n C0fl(L \ (K(1, e) u K(— 1; E))). J'etzt wird (3.18) von links mit 

/	af	 '	aq'\, 
I -	 1- +	 1 

2 ±2 a	-	af 	
I - (, ±2) 

niuItiplizieyt dann folgt wegen 92 = .f(s. [20: S. 41]),,	 -/ 

.	a'2i)	i 

± (a '12 - i +
2m	

( = 4, - 
2+2it 

a9°2,	
(3.19) 

'2 + (i	ff' a,9-' ± a i i )  

±

 (-
	a'v12 + a* 22 '2 = j	'	a,9' ± a 2 .	- 
i+ 2	7 

Durch Vert.auschung der. Integrationsreihenfolge (s. [24: S. 104]) folgt 

= / Mk(t,	 , 
1() dr 

mit

	

	 •	 - 

Mk (t, r) = f kk,(a, T — kj(a, da 
€ H(L x L) 

(a' <a, wenn a = 1, a ' = a, wenn a <  
Zerlegen wir = x(') (t) + X2(1 1 (t), wobei x(t) genugend glatt ist und (t)	0 

für t  L, z( t) = I für 'tEL s. (K (1, .j_) uK (_i,j.))	i() = 0 für t E L 

n(K (1-,j) uK (_Li,-)), X2(t) = 0 für t '€ L \(K (i i-) u 	(—'l , -)) X2(t)


= 1 fur t € L n (K (i -f-) u 
K (_i -f-)), 

zi( t) + 72(t) = 1 für t € L. Dann ist 

z(1(t) € CIO(L) und y 2 (0 1 (t) = 0 'für t € L \ (K (1,	u K (_i -2)). Dar-
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aus folgt 9' j E L2(L)n C0.fl(L\ (K(1, e) u K(-1, e))) (s.[24 8.94]). Also kann than 
(3.19) schreiben	 - 

= g,	 (3.20)

wobei die Kerne v,(t, r) des Matrixintegraloperators Y1 die Gestalt haben v 1(t, t) 
= c,(t, r)	c,(t, 

E H'(L x L) iind g € L2 2(L) n C0fl(L \ (K( 1, c) u K(— 1, e))) 
/ gilt. Beachtet man, daB aue	g E L,2 .(L) n	\ ( K(1, e) n 

gilt, dann olgt.in bekannter Weise durch Iteration von (3.20) (s. [24: S. 112-113])

€ L2 2([— 1, + 1]) n C0([_ I + c, 1 - e]) und daiiiit çp € L2 2(S) n C(S \ K) I 

Wir wenden uns nun dern Nachweis der Fredholm-Eigenschaft des Operators . 

(.vgl. (3.5)) zu. Dazu setzen wir jetzt voraus S=C  (vgl. Def. 1.1). Dann ist 
/(t, r) = f?i( t , t) = 0, 

I?( t , T)	±K3 (2	r) ± 
K5 

t?( 1 , r) = /?(t, t) = 0,

J	
+u1H

(1 +t)(1 =r T) 

(2:ft+T)	jj (2:ft+T)3' 

± /14 (t, r) -	1 
±K13 2 -	1+t. + 2,j1H4 1±T 

t + (2 + t	r) 2 (2 T t +T)2' 

•

	

0
'(t,

 21/i) -	K	 4 H ±2	 '
(1+	)(1 f1)

(2±t+) 2 T2 =F (2tf 
/22 (t,T) = f(t,t) = 0, 

/0 (t,i)=
1 

+K	
2+t+y

ltmt  
+2ItIH4(2 2±2lHS-

+t+T)2' 

/02	t, r)-= /(t, r) = 0, 

/j(t, r) = Al Y, r) = 0, - 
/ 1 

= T,	+ - + 2H4	 + 2/LOHS+.(2 
I (2	T)2 T- I 

/	(t, T) = /(t, r) = 0, 

0: ift	H_+(+T) )2+K5 (2 +1+ )2±4UO (2+ I• (2ft+r)3 

/(t, r)
1 = fK 2f lft + 210H4	 + 2i0H5

1ft 
+ (2 f t + r)2 (2 + I + t)2' 

/(t, t) = /(t, t) = 0, 

* 3 (I, x) '- ______ = +A2 + K	
ift

+	O " (2 f t + x)2 . (2 + I +	)2 (2 + £ + r) 
/404+ ( t,	) = /(I, t)-= 0. 
Der Operator	ist also von der Gestalt	•	- - 

•
—40 =	+ /c°(t, t)	(t) dT +
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Babel ist at" ein volistetiger. Operator von L24([— 1, + 1 	L24([— 1, +f]) und 

	

k(t, t) =	+ thi 2,— -	" 2 t + T 0 

1—t	 1+t 
-	+ Yii(2 - t	-	(2 + t +	

(3.21) - 

(1 - t)2	(1 + t)2


+tI(2 3Th1(2+t+T)3 

mit Lx ij nach (3.6),  

/	0.	.	K5	.	 0	Kj + 2u1H I I	K4	.	0	Kj + 241H	 0 

-	0	—K - 2 0H5	0	
0 

—K 
O \_K - 2 0H5	 0	 —K4 

.0

 

	

(2/to (H4+, 

0	2(2k + 2s1) II9 + (Ai 4i1) H
 (2H9 + 5H)	

0 
0	

2/2o(II4 + H5)
+ H5t)	 0

0 
- 0	

0	

0	

0	 —2 1 (H4 + H) 

—2u 1(H + H5-)	.	 0	 S 

0	 0	 0'	—2(). ± 2u0) H9 -'().o -- 41u0 ) Hjj 
0	 O•	 —1u0(2H9 + 511i1)	 0	. 

0	 /	0	. 4iziHii	00	S	

. 0 
0	 .-4Hjj	0,	. 0 .	0	. 

	

0	

0 

(Thi) -
	Q	 0	0	—4a0Hjj 

\	0	00 4uoHjj	0	 0 

Die Symbole des Matrixoperators Rals Operator . von L24([-1, +1]) in L24([-1, +1])


	

sind (s. 13: (10.4)])	 0	
0	

0 

bkj -	tanh A -	 .+ 
yj (-- - 

0	

+ izj ( - 	für —oo <A < +o0, = - ôo, 
O	

Akl().,
) =	

,0	

0	
0	

0 

0 ('kJ + Okj tanI	+	.	+ Ykj  
osh 

i--- 	 für A = 00, —00< ^ +00. 

	

O	

0	 -	
0	 -	 (3.22)
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Wegen	 - 
urn Afrj(2, —oo) = ökj ± ic= Ak,(oo, co) und 

1—.--oo 
urn A,(oo, ) = bkj — ic .j = Akf(oo, —co) 

bildet die Menge der- Punkte Ak1(2, E) in der komplexen Ebene eine geschlossene 
Kurve, die, irn Sinne wachsender A, orientiert sei. Ebenso 1st dann det (A L-j(),, s)). 
eine geschlossene orientierte Kurve. Wenn ml I det (Ak (A,' ))> 0 1st, dann sei 

md (A) gleich der Anzahl der mathematisch positiven minus der Anzahl der mathe-
matisch negativen Umfahrungen der Kurve 1et (A k,(A, E)) urn die komplexe Zahi 
z=0.	 S	 S 

Es gilt nun (s.[3: Satz 12.5, Satz 12.6]) der folgende Fakt. 

Satz 34: Es ist P2in L24([-1, ±1]) dann und nur dann ein Noetheroperator, wenn 

infidet (Ak,(A, ))I > 0.	 (323)


1st (3.23) er/üUt, dann gilt für den Index von . 

Ind 2. - ind(Ak,). 

Setzen wir f(2, ) = det (Ak (1, )) dann zeigt man Ieicht 

10., —oo) = /(oo, A).	 -	 (3.24) 

Darausfolgt, daB /(2):= f(A, —co), —oo < A +oo, eine geschlossene Kurve ist, 
die wir kurz Symbolkurve nennen Weiter folgt aüs (3.24), daB die Kurve /(A, ) 
gleich der zweimal mit derselben Orientierung durchfahrenen Symbolkurve /(A) ist. 
Man steilt leicht lest, daB Re/(;.) eine gerade und I'm 1(2) cine iinerade Funktion 
ist. Also ist die Symbolkurve /(2) symmetrisch zur reellen Achse. Es ist 

	

- A00)= [ i — (2	 (2, 
mj2]	

(3.25) - 

Unter dei in der Elastiitätstheorie iiblichen Yoraussetzungen A >-0, ,u > 0 gilt•. 

</(co) < 1. Aus diesen Oberlegungen folgt mit Satz 3.4 eine eitere Aussage. 

Satz 3.5: Es sei S C'(0 < a :5,- 1)und 

Re /(2) > 0 /fir 0 :!!g 2 < oo.	 (3.26) 

Dann ist . in L24([— 1, + 1]) ein Noetheroperator mit Ind 9 = 0.	 - 

	

Wenn nui-20 =2	A*, p =	= 11* ist, dann 1st	 - 

________	 A*± \ 
H 1- = H1 = 21,*(),* ± 2*)' H2 = H2 

= - 2 j*().* +2it*)' 

H3 = H3 + = o,
 

	

-	)*J_ * 

	

— H 4	-- 2u(1" + 24u*)'	.	.	21u(). + 21u*)


Hk =Hk=O 'für k=6,...,11
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und man erhält	 - 

+ 21,* 

)2]2 

= - ( 
d. h., die Symbolkurve zieht sich auf einen Punkt zusammen, der aiif der reellen 

Achse im interval! G_6 , i) Iiegt. Da man den Fall ailgemeiner Laméscher Moduin 

durch stetige Deformation aus dem Fall gleicher Laméscher Moáuln erzeugen kann, 
ist (3.26) sichererfüllt, wenn sich u O vony, und 2 von 2 nicht zu vie] unterscheiden. 

01	 Q5	 E0f(2) 

05ETE 
Abb.2	 - 

In den drei folgenden gerechneten Beispielen war Bedingung (3.26) erfüllt 
(s. Abb. 2):	

0	 - 

Bi: 4u0 = 0,2, 2 = 0,6; ,u = 0,4, 2 = 0,8,	 - 
B2: E0 = 7300, vo = 0,25 (Al); E1 = 22000, v1 = 0,33 (Fe), 
B3: F0 = 0,1, v0 = 0,4; F1 = 100, v1 = 0,4. 

•	Für die Lage des Punktes /(0) im Grenzfall EO1E 1 = 0 (E1/E0 = 0 liefert dasselbe, 
da sich /(A) bei Vertauschung der Indizes bei den Laméschen Moduin nicht ändert), 
ergibt sich	 -	 - 

9 - 24v + 161, 1 2 17 —48' + 32v2 
/(0) =	16(1 - v)2	 16(1 - vo)2	

=: g(v0 , v1). 

•	Daraus folgt	
0	

0 

- 

153. 	
j(O, 0)	g(v0 ,v 1 )	

g (- --) 
= -i!- für O^ VO, i5 ^	.	• 

256
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,Daslegt die Vermutungnahe, daB (3.26) tinter der Voraussetzung E1 > 0,0 < v < - 

mimer erfüllt ist. Ein ailgenielner Beweis dieser Vermtitung ist auf-Grund der Kom-
pliziertheit von 1(2) nicht gelungen. 

Satz '3.6: Es sei S C,, 1 (0 < a :5,' 1) und (3.26) er/ullt. Damn ist .N(d*) 
a2 , a3 ) und entsprechend N(*) =	q'(2), !t'3)}. 

Beweis:Nach Satz 3.2 ist dim N(d*) ^ 3. Sei dim N(d*) > 3, dann ware 
. wegen Ind = Ind d = 0 auch dim N(d) > 3, d. h. in N(d) gabe es wenigstens 

4 linear unabhangigeVektoren 'P1' ..., g.AusSatz 3.3 und Satz 2.1 und .0,Tj 0 
folgt, ,daB V(x, ) Losung des Problems II (D; 0, 0; 0; 0,0) 1st. Aus dent Eindeutig-
keitssatz folgt V(x, (pj) € 21 a1, a1 , a3 ). Dann gibt es in !t'frp 1 , ...,	) (s. [18 S. 33]) 
einen Vektor , == 0 mit	 -' 

(,p ds = 0, V(x, q) =	5 1a 1 (x) = 6i1 + 62i2 , x € D. 

Wegen Satz 2.3 ist V(x, (p)'iñ CD Lasung des Problems I(CD.; 0, 0; 6j, ± 622; 010). 
Nun ist offenbar auch i i + 6J2 Losung dieses Problms, also gilt auf Grund des 
Eindeutigkeitssatzes V(x, ) = 1i1 + 62i2 für x € CD. Wegen Satz 2.2 gilt V(x, p) 
= o(1), also ist 6 1 = 0, 6, = 0 und somit V(x, q) = 0. Aus der Sprungrelation für 
das elastische' Potential der cinfachen Schicht (s. [18: (4.2), (4.3)]) folgt p 0. 
.Dieser Widerspruch zeigt, daB dim N(d*) = 3 1st un&somit N(d*) = Yfa,, a., a3} 
isti 

4. Existenzsätze 

Satz .4. 1: Es sei S J3edingung (3.26) er/üllt, P E L0 2(S) n C°(S \ K) für 
jedes E> 0, 0 </ <a <1. Das Problem' TJ(D; 0, 0; I'; 0, 0) besitzt damn und nur 
dana eine Losunq u(x), wenn die Gleichgwichtsbedingungem 

fI' . ak ds=O,	k=1,2,3	 '	'	 . (4.1) 

er/ü/lt sind. Es ist u(x) darsteilbar als Potential u(x) = V(x,ço), wobei p € L22(8) 
fl 00(S \ Ke ) eine Losung vdn cK.hp = P ist. 

Beweis: DalI (4.1) notwendig 1st, haben wir bereits fest.gestellt (s. (1.8)). Seinun 
(4.1) erfilllt. Dann gilt 

+1	 ±1 

f ¶/J*() p(t) dt = f (lk(Y''(t)) 9 4'(t)j . P(y(t)) dt 

± f (Ik(Y (t)) 19 7 (01 . P(r( t )) dt 

-	=( . J' (5 +/ tL—	P ds 
= f 

a . P (Is = 0 

Also hat RO = p und damit dp = I' eine Losung. Aits Satz 3.3, Satz 24, dp = P 
folgt, daB u(x) = V(x, () Losung des Problems II(D; 0, 0; P; 0, 0) 1st I 

Wir kommen jetzt zum allgemeinen Fall: 
- Wir hetrachten ein Kurvenstiick S1 der oberen Halbebene, so daB S = 

eine beliebig glatte geschlossene Kurve ist und das Innerigebiet D+* von S0 das
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Gebiet D énthält. Sei D* u D K(O, R) und D* = K(O, B) \ 1iY, 2R = fx: lxi 
J?}: Wir betrachten folgendes Rand-Kontaktproblem K*(O, 0; *, p*) 

Au = 0 in D+*,'	Au = 0 in .D, 
(1)	 •.(0) 

- lu} = w	auf 20*, 5 T(a, n) ul - 5 T(, n) u1 = P* auf 
•

	

	 l(i)	J	t(0)	 J

S, u=0 auf SR - 

Es gilt (s. [18], vgl. auch [ 5]) folgende Aussage. 

Hilfssatz 4.1:. Unter' den Vorawssetzungen w* C1.P(50*), P* E C0.(S0*), 0 < 
•< 1, hat da8 Problem K*(0, 0; *, p*) eine eindeuiige Losung u, für die gilt: 

•uJ 0+s E c l '(D+ *) n C(D*),	UIo-s € CI.P(D-*) n C(D*). - 

• Gegeben seien die Kontaktdaten 1b € C"fl(S), P € COP(S0), die ,Volumenkraft 
.'ID € C°-(D 1 ), FID-E CO.P (D- ) und das Temperaturfeld °lD € C"(D), 0JD 
E C' (D). Wir setzdn t, P auf S* fort zu ü' E CIP(S0*) , f* € C0: P(So*), setzenF 
fort zu F*I D+s € CoP(D+*), •l?* 1 D . € Co.P(D-*) und setzen grad 0 fort zu grad O*lp+e 
€ CO	+. grad O* D* € CoP(D-*). Auf Grund eines Lemmas in [4: S. 556] braucht 

, man die Foitsetzbarkeit von-F (bw. grad 0) nur in der Umgbung.jedes Randpunktes 
von D 1 einzusehen. Falls Sc: bildenwir K(x*, e) n 1Y auf ein Halbebenen-

stuck bzw. ein Quadrantenstuck ab. Eine CO ' P-Funktion der Halbebene kann nian 
offenbar fortset.zen; eine C°-Funktion /(x) eines Quadraiten Q mit dem Eckpunkt 
XE kann man z. B. so fortset .zen, daB man für y auf. der äuBeren Normalenim Rand- 
purikt x0 von Q setzt /(y) = /(x0 ) und für y in dem Q gegenuherliegendem Quadranten 

• 1(y) = /(x).	-	 .	 .	 •	- 
Wir betrachten jetzt das Flachenpotential •	__ 

f)'x y) (I?* - (2 +	) c grad 0*) dy für x € D±*; 
2 

=	 - 

•	
.D	

y) (F* —'(2y,+ :) cx, grad 0*) dy für x € D-*. 

-Dann gilt (s. [18: Satz 4.5]):	 - 

- U0,FJD4. E'CO(D+*) fl C(D),	UOFJD-. € C2 (D- .*) fl CP(D_*), 

Auo, =(2iu i +3Aj)x i grad0*_F*. in D+*, 
(1)	 0	 . 

AU0,F = ( 2,u 0 -F 3A0) o grad 0* - F* in D-, 
(0) 

•	— 1116 ,F} = : ui € C I .P(50*),	 . 

1
u0 ,. - (2,u 1 + 3).) c iO*flt 0 -	is) uo - (2,u0 + .3A0)x00*fl 

((1)	 •	.	j.	((	. 

P € C0P(S0 *) .	. •	 -	.	 • 

Sei jètzt u' die Losung des 'Problems K*(0, 0;	, P* - 1), dann hat u

= u* uo,F folgende Eigenschaften: 

u0L . € C2(D• F *) n CI.P(D+*; • UP l	€ Cz(D-*) n Cl.P(D-*),
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Au,, = (21u 1 + 3),i) c 1 grad 6 - * für x € D+*, 
(I)	 -	 S - 

Au,, =(2ui+ 320) x0 grad 0* —F für x  D*, 
S	 / 

{u} - {u,,} = •.l,* ,	 - 

fT(a, n) u,, - (21u 1 4- 3). k ) 0"iz1 - JT(a, n) u,, - (2uo + 3A) x00*fl - 
t( 1 )	 J	- 

Sei nun P € L22(S) n C° .P(S \ &) dnn, gi)t auch far 

	

P - JT(a, n) u,, - (21u 1 + 32 k ) a jOnl, auf S	 , - 
o •	
- P - T(a, n) up - ( 2u0 + 32) c 06n	auf S, 

((0)	 J 

daB Q € L2 
2(S) n C°(S \ K) ist.	 - 

Wendet man 1ib Beltische Formel (s. [18: (3.13)) an auf D, D mit U = U,, V = 
darm folgt	 - 

fQ.akds=fF.aedx+fP.akds+fP.akds. 

Setzen v'ir also die Gleichgewichtsbedingungen (1.8) voraus, dann hat das Problem 
11(D; 0, 0; Q; 0, 0) éine Losung H• Es ist dann u = u, + u,,J, eine Lösung des 
Problems I1(D; F, 6; P; i1'). Damit haben wir den folgénden Fakt.  

Satz 4.2: Sei Sc	Bedingung (3.26) erfullt, P EL22(S) n C°-(S \ K) 
für jedes E > 0, 0 <ft <	1, it' .E C1.fl(S0), P € C0.(S0),	ID E C°(J)4), •	

-
 

F1 D'- E COfl(D-), °1D E C I (D), 01,- E C' . (D-). Das Problem II(D; F, 0; P; it', P) be-
sitzt dan?i und nur ddnn eine Losung; wenn die Gleichgewichtsbedingun gem (1.8) erfullt 
'sind.	 S 

Zuin SchiuB geben wir 'ioch eine explizite partikuläre Lösung an. 

Satz 4.3: Sei .S'	it', P, F, 0 er/iflIe die Voraussetzungen des Satzes 4.2,

und es sei tt'(y+(1)) = 0. Dann ist 

	

11G(X) = _ f G (X y) [F (2 + 32 k ) grad 01 dy	 S 

D. 

-	+	f	—(2u ± 32o) 0 grad 0]dy7	 S -' 

+-f G(x, y) [P ±	+ 3A) c i {0}n	 S - 

-	

•	—(2	± 31) c0(9} n] ds	 - -	 - 

	

fJ(T(a,,, 
-.

n) O(x, )T)T}+ lb(y) ds 

• •	 - 

5 so 

•eine Losung des Problems I(D; F, 0;	it', P). Für den (Jrenzwert {Tu0 (x0)} (s. 
•. Satz 2.5) gilt {TUG (xO )} E L2 2(S)C° P(S\ Ks ).	 S	 I
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• Beweis: Für . die Oben konstruierte partikulare Losung u, erhält man mit Hulfe 
der Bettischen Formel die Darstellung	 - 

u(x) = u6(x) + UH(X) - u11 (x) für x E DI u D:. 

Dabei ist	 - 

ifli jx)	—' f G(x,y)(y) ds In 

mit-
JT(, n) n(y)	für y E.8+ 
((1) =

n) u()}_ fur y € S 
•	 (0) 

und UH, Ast in Satz 2.5 definieit. Aus Satz 2.4 und Satz 2.5 und den Eigexischaf ten 
von u, folgt, daf3 na(X) Losung des Problems I(D; F, 0; I ii); , 1') ist. Offenbar 
ist {Tu,(x0 )} € L2 2(S)n C°• fl (S \ Ks), und es ist {Tu111(x0)} E L22(S) n C0(S \ K) 
auf Grund von Satz 2.5. Da ip € L22(S) und (Tu,1,(x0)} dip gilt und d cin linearer 
beschränkter Operator von L22(S) in L2 2(S) ist, folgt auch {T,1 (x0 )} E L22 (S). Damit 
ist der Satz bewiesen I 

Auf Grund von Satz 4.3 1A3t sich cine Losung des Problems 11(D; F,0; P; i, 1') 
darstellen als Summe von WIG(X) und einem Potential V(x, (p) (vgJ. [12: (19)1). 

Anhang 

Die Konst.anten H sind:	 •	- 

II I- = 4(1 -- v0 ) (1 +,p1) 

X,• E(1 ± VO) (3 - 4v0) (1 - v 1 ) ± E0(1 —r)(1	v) (3 - 4v) 
•	[E0(3 - 4v) (1 +v) + E 1 (1 + vs)] [E 1(3 - 4v) (1 ± VO) ± B0(1 ± Vol 

H	H-	4(1±v)(1+v)	 -- 
2 = 1 -

Eo( 1 ± vi)± Ei( 1 + vo) '	 - 

- iii-	2(1 + v) (l + v 1 )	 • 

E0(1 -, 2v) (1 -{- v 1 ) (3 — 4v) — E 1 (1 ± V ) (3 - 4v) (1	2v) 
X [E(3 — 4v) (1 + v)+ E 1 (I + VO)] [E 1 (3 — 4v) (1 + 1'O) ± E0 (1 ± 1')j 

2(1±vo)(1±r1 )	 • 
E(3 — 4v) (1 + v)± E1 (1 ± VO) 

H- — '
	 1 + v) (1 -P v 1 )	 • 

— E3(3 — 4v) (1 + VO) + E0(1 + vi)' 

116 = H1- 
— (3 ro) (1 + v0),	

=	+	
+	H = 113; 

2I 0(L— r0 )	 2L0(1 - VO) 

'-	 \
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- 1 (1 + VO) (3 - 4v) [E0(1 + v) - E 1 (1 + VO)] 
119 - 2 (1 - V ) E0 [E1(3 - 4v) (1 ± 3i0) + E0(1 + v1)]' H = 11, 

(1 + V ) [E 1 (1 +	- E0(1 + v1)1 
" (1 _-v0) E0 [E 1 (3 - 4v) (1 + v0) + E0(1 + v1)] 

Die Konstanten Hk+ ergeben sich ius 11k durqh Vertauschung der Indizes 0 und 1. 
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