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Es werden ‘Existenz- qnd, Eindeutigkeitssiitze fiir Rand-Kontakt-Aufgaben der ebenen Elasto-
statik und Thermocelastostatik fiir stiickweise homogene Scheiben, deren elastisch homogenen
Teile lings einer Geraden zusammengeklebt sind, in einer gecigneten Klasse reguliarer Vek-
toren bewiesen. Das Problem wird mit Hilfe des.Kontakttensors der Elastostatik fiir zwei
fest verbundene Halbebenen auf ein Integralgleichungssystem zuriickgefihrt, das neben
singuliren Integralen singulire Integrale mit feststchenden Singularititen enthilt. Aus der
Theorie von DupucHava folgt, daB der Integraloperator im Raum L,(8) (S Rand der Scheibe)
ein Noetheroperator mit Index Null ist. ) E " }

PaccMaTpuBaioOTCA I0CKHE TPAHHYHO-KOHTAKTHHE 334a4ll DIACTOCTATHHEU TEPMO3NACTO-
CTATHKH MJIA KYCO4HO-ONHOPOXHKIX CPCX, OAHOPORHLIE YACTH KOTOPHIX CHJIEHBAIOTCA BHOJb
npamoii. JlOKa3LIBAOTCA TEOPEME CYLIECTBOBAHMA M ENMHCTBEHHOCTH PeICHUA B COOT-
- BETCTBYIOLIEM OPOCTPAHCTBE PeryJiApHEX BEKTOPOB. Mcnonbays KOHTAKTHHI TEH30p MpH
PACCMOTPEHHH 3TIACTOCTATUKI ABYX CHJICEHHHX MONYMNIOCKOCTEH CBOLMM 3amaqyy K CHCTeMe
CHHTYJAPHHIX MHTCTPANILHBIX YPABHEHUH ¢ HeNOXBURLBIMH ocoGemmocTAmu, HerepoBocTs
CHHTYJIHPHOTO ONepatopa B mpocTpaHcTse L,(S) (S-rpannua niocko# o6macTi) noKasaHa
¢ MOMOMmbIO TeopHuu J{VAVUARHI. ) . o

Existence’and uniqueness theorems for bbundury-contact-problems of plane elastostaticsand
thermoelastostatics are given in a proper class of regularity, when the thermoelastic constants .
sare piecewise constant and.discontinuous along a straight line. The problem is reduced with
the aid of the contact-tensor of clastostatics fori two composite half-planes to a system of
integral equations with fixed singularities. From the theory of DubpucHava it follows, that
the integral operator is Noetherian in the space Ly(S) (S boundary of the disc) with index zero. . .
' I4 . e .

.Betrachtet wird die zweite Randkontaktaufgabe der Thermoelastostatik in' der
Ebene, wenn die geradlinige Trennlinie zwischen den beiden elastisch homogenen
Teilen bis zum &duBeren Rand reicht. Der Fall, dafl die Einschliisse aus anderem

- Material ganz im Innern liegen, ist sowohl in der Ebene (s. [21, 18]) als im Raum (s.
. [16; Kap. XII], [5]) behandelt worden. Wir wiihlen fiir unser Problem die Kontakt-
bedingung, die der-festen Verbindung der homogenen Teile entspricht. Andere
Kontaktbedingungen sind Gegenstand der Arbeiten [1, 6—11, 14, 15, 17, 19). Die
in [12] im raumlichen Fall dargelegte Idee, das Problem mit Hilfe des Kontakt-
tensors der Elastostatik fiir zwei aneinandergrenzende Halbraume auf ein Integral-
“ - gleichungssystem iiber den Rand des Gesamtgebietes zuriickzufiihren, wird in dieser

Arbeit im ebenen Fall genau dargelegt. Sitzt die Randkurve auf der geradlinigen

Trennlinic senkrecht auf, erhilt .man ein singulires Integralgleichungssystem mit

feststehenden Singularititen, auf das die Theorie von Duduchava [3] anwendbar ist.
" Es wird ein Existenz- und Eindeutigkeitssatz in einer geeigneten Klasse regulirer

- Vektoren bewiesen. Aussagen iiber das Singularititsverhalten in der Ecke eines aus
- verschiedenen isotropen homogenen Keilen zusammengesetzten Korpers sind in

[25, 2] enthalten. . . .

; .
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. N
1. Formulierung des Problems

- s - : \

In einem kartesischen z,z,-Koordinatensystem mit den Basisvektoren:i,, i; be-

‘trachten wir das Gebiet D mit dem Rand §, das die Lage des elastischen Materials
. bestimmt. Das Material sei stiickweise homogen, die Laméschen Moduln

und den linearen - Warmeausdehnungskoeffizienten bezeichnen wir in D+ =D
N{z = (2, Z2)T: 2, > 0} mit 4;, yy, xyund in D~ = D n{z: 2, < 0} mit 2y, uo, o-
Es sei 8= Dn(z:2, =0} ein Intervall (s. Abb: 1) und S* = Sn{x: z, > 0},
8~ = S n{x: 2, < 0}. Die Normaleneinheitsvektoren n seien  wie in Abb. 1 orien-
tiert. Vektoren fassen wir stets als Spaltenmatrizen auf, fiir das Skalarprodukt a”b
schreiben wir auch @ - b. . : : : :

X2
. “,
y*lx)
A
1, :
'r,:_-] r=+1
. X’ -
,; 1:::1 R l T=+] .
Ao, M0, % ¥ 07
. yixl Ty
Abb.. 1 b : !

-

Definition 1.1: Es sei S C,1%(0 < x = 1), wenn S < (e _u.ndlS die Gerade

. %, = 0 in genau zwei Punkten senkrecht schneidet (vgl. [18, Def. 2.1]).

Falls S — C,1¢, dann besitzt S* eine Pararﬁeterdarstellung RN .

v = g0 6+ gD G —1LS TS 41

‘mit gx(£1) =0, #21) = F1, *(—1) = +1, y*(+1) =y (£1) und y;=(7)

€ Ove([—1, +1)), [##(n)] + 0 fir —1 =7 = 1. )
Einiger Bezeichnungen: K(z,7) = {z:|x — x| <7}, K.= K(y*(—l), e)

U K(y*(+1),¢), D, = D\ K,, D* = D=\ K,, fiir z € K,, (¢ > 0 geniigend klein)

. u beschrinkt in D* u D"undb — =0

sei p, der kiirzeste. Abstand des Punktes z-von § auf der Parallelen zu z, = 0, .
CD={z:x¢ D), CD*={z:2¢ D", 2,>0}, CD = (z:z4D,2, <0}, CD,
= CD\ K,, CD,;* = CD* \ K.. ' T -
' Definition 1.2: Ein Vektor u = u(z) = (%) ¥, + u(%) i, heile in D reguliir, -
wenn - : ;

. ulpe € CUDF) n CYD.7) n C¥ D),

\

v up- € CO(D_;) n CYD,”) ' C¥D:) fiir jedes,0 K& < &,
u ( 1

Ve:

) firz € (D* vuD~) n K,,.

. 6rcj

N



Uber ein Bimetallproblem in der Ebene 69

Es heile w in CD reguldr, wenn . S
“u|¢pr € CUCD,F) n CYCD,*) n CHCD*), .
|cp- € C%CD,”) n CYCD,”) n CHCD") - fiir 0 < & < &,

, N - . ) a
u beschrankt in CD* uy CD- und o =0 (L_) fir z € (CD*uCD ) nK,, 5-5
= O(jz|"?) fir |z| > R,. o Ve- ;i

Defmltlon 1.3: Ein Vektor ¢ ist Losung des Problems I (D F,0;w; w, P) bzw.
des Problems IN(D;F,0; P;w, f‘), wenn u in D regular ist und
a) der leferentla]glelchung

-

Au— (2py + 324)) oy gradO—F in D¥, . Lo (L4)
(4;1)u = (2uo + 3%) xograd0 — F in D=, - : (1.1—)
-b) der Randb.edingun‘g u=w ;Luf Sbzw. - | ) ‘ ‘ |
’ {T(@n ) 1 = 2+ 32) )t = P aut s, l" B (1.2+4)
{Z)')(a,,~ n) e — (2u0 - 37,) aOOn}‘ —P aufS-, (1.2—)

N . -

¢) der Kontaktbedingung
ult — () = w auf §,, - : v (1.3)

!

{T(@,, n)u — (2u, + 32)) a16n} {T(@,, n) w — (2,u0 + 32,) aOOn}
m

=P auf S, . o o : ©(1.4)

! \

genugt ' '
" Esist u Lésung des Problems 1 (CD; F, 6; w; w, P) bzw. des Problems 11 (CD; F, 0;
P;w, P), wenn u in CD regulér ist, (1.14-) in CD*, (1.1—) in CD-, w = w auf S
bzw. (1.2) und (1.3), (1.4) auf lz: 2, = 0} \ §, gilt. Hierbei.ist

Au = p, A0 + (4 + H) graddlv u, A . .. (1.9).
M

2 2 ou; ou; ou; )
T(o,, n) w= 3| 3 |uid; Z‘ ny + }..nk + ping — || & (1.6)
W =ty =1 oz, 0%

und {3 () bezcwhnet den Grenzwert gegen einen Randpunkt von D*, D~ auf dOl
‘Normalen.

Bemerkung: Das Problem I (D; F, 0;10;0,0) baw. II (D; F, 0; P; 0, 0) kann aufgefaBt
werden n]s quasistatisches \Vurmespnnnungsprob]em zur Ermltblung des Verschicbungs-
vektors ©¢'in einem unendlich langen Aylmder mit dem Querschnitt D im ebenen Deformations-
_zustand oder in einer Scheibe, wenn die clastisch homogenen Teile lings 8, fest verbunden
sind und am Rand der Verschiebungsvektor w0 bzw. die Normalspannung P vorgegeben sind
und im Innern des Korpers ein duBeres Kraftfeld F und Temperaturfeld 8 wirken. Dabei
kann 0 beliebig vorgegeben sein, Losung einer Randkontaktaufgabe fiir die stationire Warme-

leitungsgleichung oder Losung eines Anfangs-Randkontaktwertproblems fiir die instationdre . |

. Wirmeleitungsgleichung zu einem festen Zeitpunkt sein. -

Ve



70 - L.JENTSCH

" Eindeutigkeitssatz: Die Probleme -1(D; 0, 0; 0 0, 0) und I(C’D 0,0;0;0,0)
haben nur die trwmle Lésung, das Problem II(D; 0, 0; 0; 0, 0) hat genau ZFla,, a,, a;)
und das Problem II(CD; 0, 0; 0; 0, 0) hat genau .?{a,, a,} als Losung.

Bewels. Die Vektoren @, =1,, @, = i,, a3 = —yi, + 2,4, und damit der von

a,, @y, a; aufgespannte lineare Raum Z{a,, a,, a;} sind offenbar Lésung des Pro- !
blems 1I(D; 0, 0; 0; 0, 0) Ebenso ist #{a,, a,} Lésung des Problems II(CD; 0, 0;

0;0,0).

Sei nun Losung des Problems I(D; 0,0;0;0, ,0) oder II(D; 0,0;0; 0,0). Wen-
. den wir’ den Integralsatz (3.11) in [18] an auf D* \ @, D~ \ @, mit @, = {x € D:
(iz2l < ¢, 0, < &}, dann ‘folgt fur die elastische Energie (s. [18: (3.14)])

E(“(Z)) = }'(ul.ll—*_ Ug,0)% + 2/4‘(“?.1 + uglz) + p(uye + 7"2.1)2 ) - (1)
A=Ay p = u fir z, > 0, ;.=;.0,,¢'='pofurx'2<q) . e
fE(u(q:)) de = fu-T(,, ,n) u@) ds.= o). - 7 . -
© D\Q, T AT ' .

A]so ist f E(u(x)) dr=0.Dau homogenc Konta'ktbcdmgungen erful]t folgt hleraus “

' (s [18: Hllfssa.tz, 31) uc¢ .Sf{al, a,, as} Analog schlieBt man bel den AuBengebiet-
aufgaben. Dort scheidet a; wegen des Verhaltens im Unendlichen aus. Bei der ersten
- Randbcdmgung kommt nur-2 = 0 in Frage § .

. Notwendige Losbarkmtsbedlngung Hat das Problem II(D F 0, P; w, i’)

_eine Lésung, dann gilt
' fF'akdx-i—f.P-a,,ds—f—fP-akds:O, k=1,2,3., (1.8)

" Dies folgt -durch Anwendung des Integralsatzes (3. 1‘3) in [18] auf D*\ @,, D=\ Q.

und anschheBenden Grenziibergang ¢ — +0. .

' 2. Potentialtheorie
Die Losung des Problems II(D; 0, 0; P 0, 0) suchen wir in Form des Potentials

Vi, g):i= fo,y)w(y)d,s’ o (2.1)

' Dabei ist G(z, y) der Gfreensche Kontakttensor der Elastostatik fiir zwei fest verbundene ‘

Halbebenen mit unterschledllchen Lameschen M oduln, der i in [13] explizit berechnet
wurde. ¢ .

‘Satz 2. 1‘ Es- sei S‘CC RN (peLz (S) nC’”(S\K,)‘) fir jedes ,‘este e >0 .

0 < B <« =1). Dann st V(x, @) in D reguldr.

Beweis: Die Dlffcrenmerbarkeltselgenschaften von V(z, ¢) folgen' aus bckannten

Eigenschaften des elastischen Potentials der einfachen Schicht (s. [21, 18, 22];

vgl. -auch [16: S. 226]). Wir brauchen nun nur noch die Abschitzungen in K., zu

zeigen. Dazit wird nur die Voraussetzung ¢ € L,%(S) benotigt. Es geniigt, die Ab-

schitzung in einer Umgebung von y, = y* (+1) zu zeigen. Wir wihlen 8 > 0 so,

— .o [ k
1) Es ist LK(M) = (@ = (@1, -+ %)T:Aq’i € Ly(M)) und {9t = [ X |g;I2 dM.
. o . M j=1

‘



<
" Uber ein Bimetallproblem in der Ebene - 71

\
- daB fir x € K(y,, ), y € S n K(y,, 8) gilt
|x2 = ¥ > 6. ' . -
oz =l — 2/1” ’
Dann folgt leichb

[9: + (xz - yz)z] Ix —yi? == [Qz + (fL‘2 - ?/2)2] ) (2.2).
— o . ] (x’ ) R ’ .. o L
Fiir |z — | 2 ist G(z,y) und . beschrinkt und fiir |z — y] < 6 gilt
Zj .
1., 6G(z, Y) ( 1 ) ( 6) _
G(z, ———0(111 ) =0 SelnuanK , Dty D),
) ==yl oz, = — o] Yog) QPTOED

dann folgt unter. Verwendung der Schwarzschen Unglelchung

1
Wiz, 9l < €, f ool dys + C. f In—— 5 gy 4

=1 ] 7=l
S\ K(ys,%) SN K(ye.0)

L. ) 1 2 .
-= Csllgll + 2C, V ] f (111 m) dys ligll.:
. ¥ snkw.t .

" Unter Beachtuhg von (2.2) kann man.zeigen, daB das Integral unter der \Wt'lrlzelb
nunabhingig von = € K (yo, %) n(D* u D7) be;.chré)nkt; ist. Also ist ¥V(z, ¢) in D+ y D-
. beschrankt. : _— "
Analog ist - ' o :

~

Vi, I : Cos
.‘—*gji—"”\wnw]wol/ [ a=smdeton

DR

Sn Ky, 6)

\

Nun ist wégen (2.2)

1 1 '
— <2 —_—_——
f e —yl? e = ./ 0:° + (T2 — ¥2)? &

S0 K(yo.9) SN Kiyed)
’ ’ - t, . C ) .
1 1 u [4=7—h
=C ———————————dt = C4g — arctan —
6./ 0s* +.(x2 et t)z : é Oz Ozlu=zs—ty _
‘ : » 1 - . - B - AN
‘ SCn—. - : A
. ) Oz
aV(z, 1 ' '
Also st V2D 0‘(—) X : l
62),' Oz N . :

Uber das Verhalten von I/(:z: ¢) im Unendlichen gibt der folgende Satz Auskunft.

Sat;z 2. 2 Set p € L2(S). Fir die G’ultzgkczt jeder der beiden Abschdilzungen V(x ®)

= o(l) EV(’L’—) = O(]x|~2) st f @(y) 4,5 = 0 notwendig m\ul hznre?ckeml.

7 S,
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Dieser Satz wird im Prinzip wie der entsprechende Satz fiir das klassische Poten-

* tial der einfachen Schicht bewiesen (s. [23: S. 234]), nur sind hier die Rechnungen

aufwendiger. Man mufl beim Beweis die Eigenschaften von G(z, y) ausnutzen.
Aus Satz 2.1 und Satz 22 folgt eine weitere Aussage.

Satz 2.3: ‘Es ses SCC’ % € LyA(S) nC”(S\K) /ur jedes feste s>0 )
O<f<a=1)und f(p y) d,s = 0. Dann ist V(z, ¢) in CD regular

Auf Grund der Elgenschaften von G(x, y) (s. [13)) folgt aus Satz 2.1 noch eine
Aussage

Satz 2.4: Es. sei Sc C,le, (p € L2(S) n CO8(S \\ K,) fiir jedes feste & > 0,_
<<= l) Dann ist V(x, ) reguldre Losung des Problems I(D; 0, 0; {V (o, )} ;
. 0 0). : .

) Wexter-benotlgen wir den folgenden Satz.

" Satz2.5: Essei’S = C,'%, uylpe = u,* € CL4(D*) n CYD*), uy|p- = u,” € CY4(D")
' n 02(D YO<p<a=1) und u,,*(y*(;tl)) = u,"” (J+(j:1)) Dann ist !

1
uﬂ.(x) = 27: ( (9, m,) G(z, ?/)T) lup(?/)}+ dys

ul J (T ) Oz, 97T a0 s

requldre Lisung des Problems I(D; 0, 0; {a,,}; 0, 0) und fiir den Grenzwert -
| | {T(axq’ nz.) “H.(zo)} jur To € S* '

)

T} := {T(aw n,,) “H.(%,)}_ fiir zo€ 8=
(0) - :

gilt ‘Tu”,(xo)} € ng(S) n Co'ﬂ(S \ K ) N
" Beweis: Das Erfiilltseiri der leferentlalglexchung und der homogenen Kontakt-
bedingungen folgt aus den Eigenschaften von G(z, y), die Differenzierbarkeitseigen-
" schaften folgen aus bekannten Ergebnissen iiber das elastische Potential der doppel-
ten Schicht (vgl. [16: S. 226]). Nun zur Abschitzung in K,,.
' Aus der Bettischen Formel folgt (vgl. [18: (3.16)])

-1 . - .
| u,,_(x) T _ 2n f (3:(6,, ") G(.';, ?/)T)T u”.(x) dys
. S+ ) .

(0)

o f (T(a,{,1z.y) G(z, ?/)T)Tup(x_) dys S (2.3)
S~ . :

.

fiir x € D* y D~. Damit ist

¥4
S+

' 1
Wy (x) = —u,(®) + o f (('_lr)(a,,, n,) G(o, ) ) ({u,,(J — u,,(x))d,,s

+ P2 f (g;(a,,, n,) Gz, y)T)r (fey(g))~ - u,,(i)) d,s. (2.4)
‘s

\
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Wegen u,* € CL. ﬂ(D*) ist w,* € C* 1(D*) und dan)lit ist u,* zusammen mit den
Grenzwerten {u +(‘/)}+ in C®(D¥), also gilt

Hupi())r — upi(z)l < A |y — =| fiir ¥ € S+, z € D*.
_ Damit ist.der Integrand des Integrals iiber S‘r beschrankt, wenn z € D*. Sei nun
xGK(Jo,é)ﬂD‘undyES n K(¥y,, 6). Dann ist ’

l((oT)(aw n) G‘x’ ?/)T)Tv([-“p(?/)}— - “P("’))l‘:

=| %’(3,,, n,) Gtx; ?/)T)T ‘({up_(y)}._ — Uy~ (yo)}™ — 1'1,,*(2:) + [up+(?/o)}+')

NS

x_
0, 1Y — Yol + 0, :x_?:;]l

|z — y

Also isﬁ uy,(2) in D+ uD- beschrankt. ‘ . .
" Nun ist nach (2.4) - S

é 03.

o aue) -1 [ o n
e - ;’jf’+ 23] 7 (£ St 0y (1 = (@) dys -

\ ‘

tm f o; (T( v 1) 6l )T (((0)) — (2] dys

9
‘ -——f T( ny)(} ))T l;’;fix) d,s
1 u,(x) . .
-5 [ amee i e

- . : ou, ‘ ' (-
Nach Voraussetzung ist l;';(x) in D* y D~ beschrinkt. Sei nun z ¢ K (yo, 9 nD

)

2]

und y € S n K(y,, 6), dann lassen sich die Integranden der Integrale in (2.5) nach-
oben abschitzen durch C - [z — Jf !. Unter Verwendung von (2.2) erhilt man leicht

f 0 (ln'i) . . . . ) \
|z — -8z ) . )

S 0 K(ye,9)

'

. 1 N
Also gilt sicher M =0 (—)

Es bleibt nun nur noch zu zeigen [Tuy, (xo)} € LQZ(S) Dazu geniigt - es,
{T(@,e, n,) wy, (xo)} € L,%(S*) nachzuweisen. Nun ist fiir € D+ ’ :

T(az: n;) ull,(x) = —T(az: n;) up(x) . . !
(63} :

+ 35 [ T, m)(T(a”, ) 6, 9 (00} = ) dys
s# .
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i

1 . ’ . . . . .
‘+. Esf T(o,, n,)..((%;(ay,'n,) G(z, y)T)T ([u,,(y)}‘. — u.,,(:z:))d,,s.

J m.
1 : A
— e T(0,, n,) Gz, y)T\T T(0,, n,) u,(z) d,s
37 ) (£10 ) 6 9 TG0 ) () 4,
NS |

~ o J ((%’(8,, n,) G(z, y)T)Tg;(az, n;) ti,,(x) dys.

oy -

\

Offcnbar ist- {T(@z,, n;,) u,,(zo)} € L,2(S*). Beachtet man die Sprungre]atlon fir
s+ .
das elasbnsche Potential der. doppelten Schlcht ) folgt;

’ . +
' w,,*(xo) ==
, T
. s+ 2o€5+

! f (T(aw n,) Gz, Y D0 1) ) d,,s}

. -

ZTo€S*

2’ R ' 1 . +
= 2{ Oz Mz,) up(xo) i; } { f (T(aw ) G(xo, 7/)T) lidlls}
=l zest | % _

1
'

j=1 7

2 ' 1 : ‘ .
=X {T(Bn, ng,) Wy(Zo) - } : [—11 - = f (T(&,,, ny) G(zo, ?/)T)T iidys] .
' o 3

pd
{

Der Integraloperator in der ccklgen Kla.mmer ist ein linearer beschrinkter Operator.
. von L,2(S*) in L,2(S*) (s. Kap. 3} und. der Grenzwert davor beschrankt aléo Ist
wf(xo) E L2(S*). Weiter 1st

) :“’.4 (%o) = { f(( (0y,m,) G(zy, ¥) )T T(0., my) “n(xo) d,,s}

z‘oES" X

= 2 AT e “v(xo) ’} I (2@ n,) Gz, 0 9" i

i=1 Zo€S* 5-
Nun ist ' )
0 fiir ye St
k) = {1, fir y €S

“in’ LQZ(S und f(T( n,) G(x y)T)T k(y).dy,s ein linearer beschrankter Operator

von L,%(8) in L,%S) (s. Kap. ‘3), also ist w,~ (x(,) € L2(SH).
Fiir z € D+, y € S* Ler]egen wir G(z, y) = F(:c, )+ V(z,y) in die Summe aus

dem Songlzanaschen Tensor I'(z,y) und der Kompensamx V(x, y) (s. [13] und
(1)
setzen {u,{,(y)}+ € CV4(8*) fort zu up*(/) € CV4(8). Dann ist
w;(x) =/ 2@z, n2)( 1@, m,) 6, "' (fp())* — wy(2)) dys
, S* . R .

—wh(@) + Wh(%) + wh,(2)
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mit : L .. .
w}h(z) = f T(2,, n,) .(T('a,,,fn,) I(z, y)T)T (u*(y) — wy()) dys,
. (1) w " . _ .

(o) =" [ (o0 ms) (T2 m) Via, 97" (1*(9) — () 45,

T, (x) = — f T(8,, n,) ( 79, n,) I‘(x, ’y)”)?' (u*(y) — 2,(x) )dys

s- ()

Nun ist {wB (Zo)}zees € C¥¥(S) = L,¥(S) (vgl. [16: S. 226)). Weiter ist-

lwa.(xo))z.es* = f T(az., n,,) (T( s 1y) V(Zo, J)T) (“-p (y) — “p(xo)) a,s,

also . .

ye + ‘ | _yl V : . . ~
“w”"(%_)}*"s*'écf @ =+ (= vl .

S+

=0 ————d,s = 0(Inzy0)). -
fxzo_*_y? Y (lnxz I)

St

. Damit st {20%,(%0)}2es+ € L22(S+) ‘Bei wB () kann man den Grenzubergang
z— xo €8t ebenfalls unter dem Integral ausfiithren, und man erha.lt

-~ i

+ l )
"{ffvu.k(xo)}+l,§ Cfm d!/s =,Q(|ln z0). .

. Also ist {zoB;(xo)};oes+ € Ly% (S*)

Wegen {u,*(y,)}* = {u,” (%o)}~ kann man schreiben s . Sn P
wp(2):= [ T(d,,n,) (T( 1) G(z, y)T) (lep(®))™ — x))dys
s (1) -\ '

= wxg,(x) + wp,(z). . . . v
mit

0n(2) = ] T(@ nz)( (2% ) 6z )"y (lu,.-(zm— — (o) dys, [

wp(x) = ,_f ?(az:, ni-) ( (?y’ n,) G(z, :’/)T) ({'¢‘13+(:’/0)}T - “p(x)) S

In beiden Integralen kann man den Grenziibergang x — x‘, € S8* unter dem Integral -
" ausfiihren, und man erhilt, in einer Umgebung von y, :

I/o ' 1 . 1 '
+ < = - -
HWB‘A('I:O)} = Cf Iz dvs Csf 1Zo — ¥ 4y = Csf z0 — v, 8

: = O(JIn ,0])
und ‘
{wB(Zo)}* | éC lef° 7|2 dys < flx dys = O(|ln z,°)).
‘ s

Also ist (203, (Zo)}5,es+ € -L22(S+ ). Damit ist Satz 2.5 bewnesen |
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- 3. Intevralglelchungen

Zur Losung des Problems II(D 0,0; P 0, 0) machen wir den Ansatz V(z, ¢) (vgl
(2.1)), der a priori die Differentialgleichung und die homogenen Kontaktbedingun-
gen erfiillt (vgl. Satz 2.4). Die Randbedingung (1.2) fiihrt auf Grund der Sprung-
relation fiir das elastische Potentlal der einfachen Schicht (vgl {18: (4.2)]) auf die
Integralglel(,hung :

M(f =g¢(x) + — fK(:v Y) @ly) dys _VP(x) . . (3.0
Somit L o = RN
' T(8,, n;) Gz, y) fijr xeSt, - ,
- . .
K(z,y) = 3.2
(x’y) ’[’(3,, n,) G(x, y) fir z € S™. . (3-2)

“Fir z € 8%, y € S* ist -
‘ .’K(.’L',‘ y) = S(z, y) + F(z, y)

mit ) . - | . Co, o
: § 231 —y (1 0
S(z, y) = —11 ¥+ 24, ’Z ni(x ) —yP? (0 1) ’
o : W ?/z . N 01
ta T o (n‘(x) & — ,?/Iz "Q(x? o = ?,|2)(_1 0)
. M STy Y | '
o IA 1 + 2“1 72 I( I I4 (x 1/ (x J) . ’ .
und t .
e T — Y1 K tny(z) Kytny(z)
Fl@,y).="+ (1 — 11)? + (xp - ?/2)2 (K3+n2(x) Kytny(x) ) )
+— . X ) (K2 nq(x) K3+"L1(x))
(1'_31 — y)? F (22 + ¥2)2 \ Ko ny(x) Ky ng(x)

+ B Y2 (K4+"2(x) st’h(‘”))
(@1 — 11)? + (T2 + y2)2 \ K ny(2) Kgtng(z)
Zy(xy — 11)? (——nz(x) '—nl(x))
H + .
ot @t 7o e e
7 | + o Yol —yy)? B (2M1H117.12(x) K7+"1(x))
[(21 —~?{1).2~“*' (x2 + ¥2)°P 2/‘1Hi:’|n}(?’)' Kg*ny(z)

. ' + 4 Ty — Y1) (T + ¥2) W H .+ (;F"h(@ '—nz(x))_
~ C [(xr — 11)® + (xz + ¥2)%)? by (%) — (%)

~ + Yolxy — 1) (xz + Ys) (K7+7l;(x) —2/11H,+,n2(x))
: [(xl — )+ (2 + yz)z]z‘ Kg*ny(x) —2u1,H ()

ToYo(Ty — Y1) BN N "+ﬁe(x)) | )
120, H? 3.3
@ =0 T+ @ + 5ol F (—nzm () (3:3)
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ZaY2(Z2 + Y2) 4 H (+n2(:v) '_nl(x))
(@ =yt + G+ na(z) +na()

ZoYo(zr — #1)° —ny(x) —nz(x))
[z, — ¥ + (xz + v2)%? 16#1H (‘f*”e(x) —=ny(x)

Tolal(@y — ?/1)2 (:1:2 + ¥2) 16u,H; '(—ng(:v) —{-nl(:l:)) (3.3)

(1 — y1)? + (22 + v2)*P —n (%) —ny(2)

mit : . o
K\ = —(4 + 2u) He* — 1,Hg* + 4, H,", ‘
Kt = m(—Hg* + Hg* + Hy*), . :
Kyt = —0L,Hg* — (X + 2u) Hg* + (4 ‘f‘ 2uy) H9+3
K4+=/‘l(_H6++HS+_H9 —Hu), - :
K = —AHg* — (A4 + 2u,) Hg* L (4 + 2uy) Hy*. — A\ HY,y,
Kef = —(h + 2uw) H¢* — L, Hg* — L\ Hy* — (A4 + 2u,) Hy,,
A K.+ —4(/1-|—,141)H9 +721,Hy,, Kyt = Kt 4 4u,HY,. : !

Fur z€S,ye S erhalt man K(z, y) aus (3.3), indem man g, durch u,, 2, durch'
Ay Hg*, Hf, durch Hy~, Hy; und K,*, ..., Kg* durch K,~, ..., K4~ ersetzt. Dabei
geht K;~ (j=1,...,8) aus K;* durch dle Ersetzungen 2, I)o, | poy Hyt ) Hy™
hervor. Dle Konstant,en H*, Hk (k=1,...,11) sind als Funktlon der Laméschen
Moduln 2y, po, 74, uy in[13] explizit angegeben Als Funktion der Youngschen Moduln

Ey, E, und der Poissonschen Zahlen v,, v, sind sie am Ende der Arbeit aufgeschrleben
Furar:ES+ y €8 ist

o - Ty — Y I
K(x, y) = F(x’ ¥) = (-’51, — yl)z + (232 — ?/2)2 (

Ty — Y, V(Kl_znz(x) Kﬁnl(x))
(1 — y1)? + (22 — ¥2)% \Kpna(x) Kigng(x)

T H,y~ -y Hy™ 2 (I_"ﬁ(x) _nl(x))
(1 = ) + (2, — ?{2)2 ! f”l(x) +ny(x))

@H + yoHy) (11— 91)? (+n2(x) +n,(z>)
VT — 31)E F (2 — 9)PR ' **:nl(x) — ()

(x2H4 + Yo Hs™) (%) = 1) (22 — ¥) 4 (“"’"rl(x) +n2(x))

Ky~ny(z) Kj ohz(x))

11"2("{) Kxo'”fl_(x) ©

+

+.

- [(® — 1)+ (2 — ./2)2]2 Fny(z) +n4(x)
(3.4)

Ky = —(A+ 2u) Hy” + 4,Hy — LH, Ky = /‘1( —H,- — Hy- —H,"),
K5 = —4Hy + (4 + 2u) Hy — (2 + 2uy) H4 » Kz =Ky, + 2mH,",
Ky = Ky + 2uH,, |4—K9 — 2u,H,". ‘

mit

Analog zu oben erhilt man K(x, y)firz € 8-,y € St aus (3 4) durch dle Ersetaun-
gen |y, Hy |Hy*, Hs™ |Hg*, K, .., K;j,lK9 yoooey Kipe Dabei erglbb sich
Kt (j=9,..., 14) aus K;~ durch die Ersetzungen 4, | )0, | oy Hy= | Hyt o

Neben dcm smgularen Kem S(z, y) tritt der Kern F(z, y) auf, der feststehende
Slngu]arltaten bei x = y = y*(41) hat. . .

I3
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S

‘Wir t,ransformleren jetzt das System (3.1) mit Hilfe der Parametcrdarstellung
von S* und S~ auf das Int,ervall [—1, +1], mdem wir seuen:,

_ ({) (t) ‘P12y+(t); 0] Plé?ﬁ(‘))
o K20 pa(y*(2) Pi(t) Pyy*(t))
P(t) = = , = =
POZ o | T o) | P27 Lo | T Pl o) )
APy Aoy~ (1) Pa(?) Pyly~ (t)
k(t’ T) = (kij(t: T)), j=1,..4 ¢ l

*(0)) lz/*(r

- K(y (t), ¥ (r )19~

B ( (0, y
\Ky(0), 9*() 7+
Dann geht (3-1) tiber in, (beachte Satz 1.2, S. 36 in [20])
+1

— o) + = f K, ) @(r) dr = pl0).

—1

BPD

’

| Ky (), () Iy

o)

(3.5)

Mit Frgebnlasen in (22: Ka,p I, §7] folgt unter der Voraussetaung St = Cle,

8- = Ot

k(¢; r)s = (oij) 7—

hu(t,7) a7y O 0
hoi(t, ) hao(t, 7) 0 0 1 A
\ _ - . S - (3.
0 0 hltn) huto |i—e /G 3O
\. 0 0 hyg(t, 7)  haalt, 7))/
— , —_— . o -
0 —_—_— 0 0
. A+ 2py ;
Jad) ' ’ ‘~. ’ .
' 0 0: 0
(xi5) fo A 2 ',uo
: 0 0 0 . —
. ) NSRS
. LMo :
0. 0- —_—
L. . /10 + 2/‘0 _ _
" Dabei ist h.,(t 7)€ H"([—l +1]x [—1, +1]) (s [20 S. 33)), Ri(t,t) =0 und

(¢, 7) hat {feststehende Smgularltaten bei (¢, 7) = (1,
Die Element,e fii(t, ©) von flt, © Lerlegen wir in

1) und (¢, ‘t)——(—l —1)

“nur bei (¢, 7) = (1, 1) und A (7) fi;(t, 7) nur bei (¢ 7y =

fu(t v) = h*(2) fiylts ) + B(2) firlts ). N (3-7.)
Dabei smd k*(r), ~(t) € C=([—1, +1]),hf(r) =0, At () =1 fijrA ‘T € %,- 1],
k+(1)='0 i re |1, ’——;—], h~(z) = 0 fiir . ré[% 1], h( fur.
T€|—1, ——= und. h*(t) + h~(z) = 1 fir v € [—1, 41]. Dann hat hi(z), j,,(t T)

(-1,. —1) eine Singularitat.
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Bei der \Tormlerung ¥ty = F 1, yz EH— .1) = + 1 erhilt man fiir die Gleichung
- der Tangente an Si im Punkt y+(1) ’ . .

G120y = y1%(1) + cot ;2 (t — 1), (?/x+(1) =Y (1))
_ yz*(‘)ﬂ = (1 - l) s
und im Punkt y¥(—-1).

i (t)-1 = yy%(—1) + cot a_l(t + 1), (ot (=1) = 917 (—=1))
O = £ (¢ 4 1)

. Hierbei sind «,*, «,~ die Winkel der Tangenbe an S*, S“ mit der xl-Achse im Punkt
y*(1) und aly, oz, die entsprechendcn Winkel im Punkb y*(— )
Fiithren wir die BeLelchnungen eln (%7=12):

DY) = Filit 0, g/+(r)il) (£ 1,
Pealts ©) = Fi(§* (021, 97(0)1) 157 C 1)),

’

ﬂf&j(t:_'t) = Fii‘(??__(,t)il’ °+(t)11) |y+(il),
f?fz j+2(t T) = ii('g_(t ars G~ T)il) ,y (il)l
dann erhalb man durch eine genaue Analyse aus (3.7) (4,5 =1, ..., 4):
m(t, T)
ftl(t 'Z') fO (t t) +/ ( (1 s t)l_a + (1 [ T)l_a
P - 39

TEy=+ 1T+ o

~wobei’ mi(t, ) fur (¢, v) % (1, 1) und- mq(t ) fir (4, 7) = (—1, —1) stetlg und be-
. schriankt lst Fur die Kerne F;j(z, y) gilt offenbar die Abschatzung

1 ‘. '
Fij(z, —_— 3.10).
. Wil )l = |le + lyol ( . )
,Hieraus fo]gt o N
1 ' _ 1 .

"Aus bekannten Resultaten (s.. [3: 100 S. 85)) schlcht man nun auf folgende .
. Aussage

’

Satz 3.1: Set S* = CLe, §-— Ot (O<:x$1), % %0, « ,#0 ‘Dann zst .@
in (3.5) ein linearer beschrankter Operator von Ly* ([—1, +1]) in LA([—1, +1]) und
" damit M in (3.1) ein linearer besckmnlcter Opemlor von L,%(8) in L2(S).. .

_Der zu o/ adjungierte Operator oI* ist

.o 1 ' . .
S = @) + = f (7 m,) Btz 1Y 1) s
- J . s+ ) M

. 1 . . v o . } .' ) .
4= (T(a,,, n,) G(z, y)T)Tty: (y) dys.. . . (3.12)
o o ) ‘ . .
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' Transformation von &/* auf das Intervall [—1, +1] ergibt fiir

: #(t) wi(y*(®)
Pty = l1’2(‘)_ -1 ‘Pz(?/+(t))
N Wy(t) ’#’1(?/“{‘))‘
) vo(y(0)/ y
. o 41 . . ‘ -
BT = W(t) + ;1!_ f kT(t, 7) ¥(r) dr ‘ . (313)”
S ' ._l . .- )
mit (i,§ = 1, 2) ‘ _
r ey — ey O g gy IO
, Fii(%’ 7) = k;-(” t) I?'I+(t)| N k?; :zUj T) —.k;+42,-(f,‘ t) —I_y*(—t)l’
| - 170 T @l
| k{+2.;.;(ty 7) =.k,',i+2(fx f) W,. k.~T+2.;¢.»z(t, 1) = k;+2,i4l»2(f, t) |g.:?"(:)l .
Der zu % adjungierte Opera.tdr ist;) -
av=w0+ 5 [ e Pma sy
N X -1 N ‘
mlt . . N . o .
S kY =ki(mn. o - R

. ‘ | - '
Satz 3.2: Unter den Voraussetzungen des Satzes 3.1 gilt, daf die starren Verschie-
bungen a,, a,, ag zu N( *) (Nullraum von *) gehiren. Entsprechend gilt '

o — (o) T :
Fiolt) = '(ak(y-m)) < N L.
und’ . \ ! ‘ ) .
oo (@l ) |y+('t)|) : ‘ .
4 = N@B*, . k= , 3. 3.15

Beweis: Wendét man die Bettische Formel (s. [18: (3.13)]) an auf D* \K(:io, £),
‘xo € S* und D™ mit u = u(y) = Gu(%o, ¥) und » = v(y) = a;(y), dann folgt (beachte

*.[18: S.13] und die Symmetrie von G(z, y) [13]) *a;(xy) =0 fiir z, € S*. Analog ‘
zéigt man Z*a;(z,) = 0 fiir z, € S~ § : ' C

Zum Nachweis, daB F{a,, a,, a;} = N(&/*) gilt, bendtigen wir folgenden Satz.
Satz 3.3 (Regﬁlaritdtssdtz) . Es seien die Voraussetzungen des Satzes 3.1 erf'i},llt‘ :

P(z) € LS) n COo8(S\ K,) fiir jedes ¢ >0, 0 < B <« =1, und () € LXS) eine
Lésung von /¢ = P. Dann gilt @(x) € C*#(S \ K,) fiir jedes ¢ > 0.

'Bewéis: Die Anteile in der Integralgleichg‘ng, die' von der Kompensatrix V(z, y)
herriihren, sind fiir |z,| & O gutartig und geniigen auf S\ K, einer H-Bedingung
mit dem Exponenten 1. Bringen wir diese auf die rechte Seite, gewinnt /¢ = P

)
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die Gestalt o ., - .‘ v

P(x) + %f (’f‘)‘(az, hz)ﬁ(E(% Y) 9(y) dys = q(z) fiir T €S,  (3.16)
. S+ * ' -

90 + 2 [ T00m) Mo g s = 9@ fir s 5-
R nJ o (© .

- 8- . . . ) i
mit q(z) € L*S) n C*¥(SN\ K,) (B =1, wenn P(x) = 0). Es geniigt offenbar, den
weiteren Beweis fiir.(3.16) zu fithren. Wir transformleren (3 16) auf das Intervall.
[—1,4+1] und erhalten

o
+

- . +l N
. 2 1
D\(t) + 7 + 2,“1 f ‘pz(f) d" i§ ;f (6, ) Dy(r) dv = ‘Il(‘), )
_l / X
. - .
= f D et 3 2 f Lt ) D) de = 0s0),
. =1

(3.17)
kit T) Ryt T) — k.';'(t,'t) .
t—t t—1 ’

dis(t, 7) =

hij(t, ©) €HA((—1, +1) X [—=1, +1]), . o
Oi(t) € Lo([—1, +1)), ¢:(t) € Ly([—1, +1]) 1 CO4(—1 + &, 1 — €]).

Wir setzen Jetzt ‘das Intervall [—1, #41] zu einer genugend glatben geschilossenen
Kurve L fort und betrachten - . -

v J PO fiir te[—1, +1]
.‘i(‘,)“{o‘ “fir te LN\[=1, +1],

Cdyt Ty = "(t ?_ hit, fir t,rel, - . -
" wobei h(t, 7y € HYL x L) eine Fortsetzung von k,,(t 7) auf L X L ist (zur' Fort-
setzbarkeit s. Kap. 4, man muB noch mit einer geniigend glatten Abschneldefunkt,lon

mult,lpllzmren) . . :

(i) fite 2 € (=1, +1;
. l . +| ) . . 1 +1 .
. . 1 Ce .
) =< — #1 [ N p _/ o>
4.(8) % Tt 2 :T_t"(D_(r)dr—i—é' ~ t r)(D(r
N -1 .
i te LN[~1,+1], .
@ty fir te[—1, +1), L
. - . +1 ) : ' +1° '
2 = = - jr“% [=om dr+’§“ daft, ) B,(2) dr
-1 -1
| fiir tEL\[—l +1]. .
!

6 Analysis Bd. 1, Heft 5 (1982)
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. \
Setzen wir noch

Fu = —l—f ) dr, Viu= -:;f dii(t, v) w(7) dr, o l
. Il ‘ . o

) v—1t
dann kann ‘(3.17) geschricben.wcrden E L Coo
! ¢1+@—T2—/¢2+V11¢1+V12(b ={qy, - ‘.
' f (3.18)
@ — 5 2# -/‘1’1 + 'sz(pl + Va®: = G2
1

it gi € LZ(L n C% ﬂ(L\ (K(1, &) u K(—1; s))) Jetzt wird (3.18) von links mit -

/

_— i :
ag ——a¥\. . :
: ) + 2#1 3 ) 1
N . . a = T
. H“1 : ' : H“y .
sy a¥ af 1— (——)
A + 21“1 : ; ’ \ )~l + 2,“1
lnultlpllzlert dann folgt wegen 2 = S(s. (20: S. 41] !
&, + (a«/fn S . N ay?«/fﬂ) b
_ Sl 2u,
! 123} N N 751 .
+laY ' — i ————a¥Y ) O, = af, — ¢t ——— aSq,,
‘ ( 12 7+ 2#1 22) 2 4 I F 2 .Q2

. (3.19)
‘f’z + (7' —-'——'-_lj %y “5’77/11 + aV“) 1>

: A A . “ A
' z——a&"“// .a“/f-, Yy =t ——— aS§, + ag,.
T( Wty 2) S il B
Durch Vertauschung der. Integrationsreihenfolge (s. [24: S. 104]) folgt

. Mpi(t, vy — Mp;
nziy’y/‘ki¢l =f A l‘]( s Tt) — ky(Ty T)‘ él(‘[) d‘[
- . L
Mit, ) = fﬁ"’(o’ a_f"’(” ")d ¢ He(L x L)
(oc <oc, wenn « = 1 o = «, wenna< 1.~

Zerlegen wir §; = /,(t 4i(t) + z2(1) 4i(t), wobei z(¢) genugend glatt ist und /,(l) >0
fir te L, /,(0)=1 fur t€L\ K 1, —)uK(

. . 2 2 .
n‘(K (1., i) uK (—1§)) 7(t) _.0 fir 1€ L\ ( ( ) (_'1', 5)) 7(0)
=1\fﬁrt€Ln(K’l,£- uK|— i y 71(t) + z2(8) = 1 fir ¢t € L.. Dann ist
) it ) € C%¥(L) und 'Zg(t) .q,«( )y =0 fiir te€ L\ (K (1, ) ( 1,5)). Dar-

. /1(

, ny =20 fur te L



Uber ein Bimetallproblem in der Ebene -~ 83

aus folgt &#§; € Ly(L)n CO. f‘(L\ (K(1,¢&) u K(—l e))) (s [24 S 94)). Also kann mian
(3.19) schreiben

C b = : ’ (3.20)
wobei die Kerne v,,(t 7) des Ma,tnxmtegralopera,tors ¥ die Gestalt haben v;,(¢, 7)
= M € H¥(L x L) und g € LXL) n CO%(L \ (K(1,e) uK(—1,¢ )
gilt. Beachtet man, daB auch ¥gc¢ L(L) n C¥8(L \ (K(1, e nK(—1; a)))
gilt, dann folgt in bekannter Weise durch Iteration von (3.20) (s. [24: S 112—-113])
b e L[—1, +1]) n CW ([—1+ & 1 —¢€]) und damit ¢ € L,2S) n COA(S\K,) B~

"Wir wenden uns nun dem Nachweis der Fredholm-Exgenschaft des Operators & -
(vgl. (3.5)) zu. ‘Dazu setzen wir Jetzt voraus S Cle (vgl. Def. 1.1). Dann ist

(61:)—f“(lr)—0 o ’ P
1 ¥ c AFr L g AFO0F

RO = £ S e T
?;(l, ‘K) = f(l)s_(t: T) =.0,
1 1F¢t- ! IIT
(2 T) nm?%‘h mﬂ:%‘n m, .
e o iF« IFHLFo)
0.& __ + - . - s 7
-2’(-“)_'iK2+,<2¢t¥r‘)2i"“ (Ht%ﬁr)zi‘*"‘H"\(mmr) S
7)) =51 =0, . ' '
: 1 = - 1Fr
0+ — - I —_— —_— s
. /23(8’1)_:t 12 2q:l:f: q: /u'lH4 (2:th:[)2:i:2'ul (2:th:r)27
%t D)= fr(t, ) =0, S
0‘(l 7) = f§i(t, 1) = 0, : . ' YL
, 1 ., 1F¢ 1F v,
faz (¢, f) wm—izuoflq (ZQZt—q:z)?q: ,“035 R CETE
/33(’ T)—fsa(t 7) —0 ' , . -
: _ o 1F¢ - 1Fz _(l:Ft)( F 1)
R e T AR CEE 2 B Cy E
-1F¢ - 1F </
W = ?K:zm;c—ﬂﬂo NI e P T e
'fae(t 7) = f& (¢, 7) = 0, ) : - N
K- "I,ZF‘t ) :FK— lfFr _(1 )'(1 :Ft)

./2:?(‘, )= F 2. CETEDSE

W) = [t )= 0.
Der Operator & ist also von der Gestalt

(:th:)z:F /‘0 i1 (2:;:14:1)3’

+1 .
B = D(t) %fko(l, T) D(r)dr + HPD.
C ) T

“G*



84 L. JENTSCH

-

Dabei ist ein volllstebiger_.Operator von L24([_1, +1J) in L([—1, +1]) und
. ‘ . S
T T F T2ttt

l)(t T) - alft + ﬁlj 2

3 + . 1—t _ , 14¢
)41_(2_ —-1)2 70‘(2 +_t _*__:—,z)z

_(a—2 (141
g MR o

(3.21)

mit o;; nach (3.6),
0. . K* .0 Kn+mHs
K,* . Y Ky + 2mHs” 0
Y —Ky3 — 2pHg* o - - —Kg ' ’
—Kj, — 2.“‘035*'1 Y T —K 0

(Bif) =

: 0 C2(4, + 2u,) H‘f + (4 — 4u,) HY;
11(2Hy* + BHY) | 0- . :
: 0 2Zwu(H* 4 HSY)
uo(Ho* + Hs*) [
.. - 0 < —2u,(Hy~ + Hy") -

—2u(H + Hy7) . 0o .
_ . } E LA —2(% + 2u0) Hy™ — (% — 4po) Hy
o . —wo(2Hy™ + 5HY,) 0 i :

{

(vis) =

’

.0 4wmHy 0 0

— 4y, H o o 0
0 0 0. —4uHy
0 0 4wHy O

(mi5) =

" Die Symbole des Matnxoperators .9? als Operator von L24([ 1 +1])in L24([ 1, + 1])
sind (s. [3: (10 4)]):

Y
!

815 — tocg; tanh A —

1 1
cosh 74 [’6“’ + v ( .M)
1 3 \(1 .. . ) "
+'2—7]L-;(-§-~—1,l) (E—_'LR)] fir —oo <1< 400, 5.:—00,
Aki(;': 5) = ’ - o ) - . N :
6” + ioc“ tanh ﬂ& + m lﬁk, + Vij ( ‘LE) .

)

1 (3 VL] s -
+?nk;(§—zé) (E‘—zé)] fur,/'t:oo, —oo‘<$§+oo.

(3;22)
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\

Wegen’ , : - ' o
’ Tim A2, —00) = & w zoq, = A,,,(oo ) und

A—>—o00

lim dyi(0, &) = 8y — dou; = Ayj(c0, —o0)

E—>—o00
bildet dle \/Ienge der- Punkte AhU &) in der komplexen Ebene eine geschlossene
Kurve, die im Sinne wachsender 4, £ orientiert sei. Ebenso ist dann det (Ak,() E))
.eine geschlossene orientierte Kurve. Wenn 1nf | det (Ak, £))| > 0 ist, dann sel

" ind (As;) glelch der Anzahl der mathematisch posntlven minus der Anzahl der mathe-
matisch negatlven Umfa.hrungen der Kurve det (Ak,(} E)) um die komplexe Zahl

z2=0. - .

Es gilt nun (s [‘3 Sa.tz 12.5, Satz 12. 6]) der folgende Fakt. \

. Satz 3.4: Es ist Bin L2 ([—1 +1]) dann und nur dann ein Noetheropera,tor wenn

inf'|det (di;(4, £)] > 0. - : . (3.23)
¢ . . ' '
Ist (3.23) erfiillt, dann gilt fiir den Index von B P Sy,
. Ind#.= — ind (4y). T
Setzen wir f(4, &) = det (Ak,(}. 5)) dann zelgt man lelcht )
12, —c0) = f(o0, 7). ' , - - (3.29)

Daraus fo]gt dafB f(4):= f(4, —o0), —o0 < A s +oo eine gesch]ossene Kurve ist,
die wir kurz Symbolkurve nennen. Weiter folgt aus (3.24), daB die Kurve f(2, &)
gleich der zweimal mit derselben Orientierung durchfahrenen Symbolkurve f(2) ist.
Man stellt -leicht fest, daB Re f(4) eine gerade und Im f(2) eine ungerade Funktion
ist. Also ist die Symbolkurve f(7) symmetrisch zur reellen Achse. Es ist

B o 1 o | S )

Unter den in der Elastizititstheorie iiblichen Voraussetzungen #; >0, i >0 gllt, .

9
16 < f(oo < 1 Aus diesen Uberlegungen folgt mlt Satz 3.4 eine weitere Aussage

. Satz 3.5: Hs sei S Cle0<a <) uml o Lo

.

Re/())>0 fir 0< 1< oo. oo . o (3.26)
Dann ist B in Lz‘([ 1, +1}) ein N oetheroperator mat Ind .@ = 0. :

I

Wenn nun iy =4, = ¥, gy = p; = p* ist, dann ist

' . I* + Bu* . '1*.;{-' Tl
- = L A S - = L L S —
' vH’ 'H’ 2u*(A* + 2%y’ , H? 2u*(A* + 2u*)’
];13_ = H3+ = 0, N T - .
* * . %
4 Hy = Hy = * 4

.,_=H+=__—
O S T e

B oy
He- = H* =0 fir k=6, ..., 11 )
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und man erhilt
/

. | u* o\
PR
d. h., die Symbolkurve zieht sich auf einen Punkt zusammen, der auf der reellen

16’
durch stetige Deformation aus dem Fall g]elcher Laméscher Moduln erzeugen kann,
ist (3.26) sicher erfiillt, wenn sich u, von #1 und 72, von 2, nicht zu viel unterscheiden.

9 .
.. Achse im Intervall ( liegt Da man den Fall allgemeiner Laméscher Moduln

r

Id

o
(%))

- 83

“Im fA) ——-—

o

01+— / . 82 X

-B1 ‘ As-c0

2

"
©

CL)

10. Re f(2) .

Z:wCD

=05

" Abb. 2

In\ den dre1 fo]gcnden gerechneten Belspxelen war Bedmgung (3.26) erfullt
. (s Abb. 2): '

Bl: g =02, 2= 0,6; 4, = 04, /1—08 >
- B2: E, ="17300, v, = 0,25 (Al); E, = 22000, v1—0‘33(Fe),_ . R
"B3: E, =0,1,v = 04; E, = 100, », = 04. )

Fiir die' Lage des Punktes f(0) im Grenzfall E,/E, = 0 (E’,/E0 =0 heferb dasselbe,
- da sich f(4) bei Vertauschung der Indizes bei den Laméschen Moduln nicht andert)
ergibt sich -

9 — 2411, + 161!12 17 — 48y -+ 32y,2

£(0) =

(1 —»)? 16—z e
‘Daraus folgt '
153 . 11 1, 1
556 = (0 0)29(70,1»1)2()(2 2) 16 fur ngvo,v,'gg., .
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. o N ) 1
. Das legt die Vennutung nahe, dafl (3.26) unter der Voraussetzung E; > 0,0 < »; < 3

immer erfiillt ist. Ein allgemeiner Beweis dieser Vermut,ung ist auf- Grund der Kom-
'plluert,helt von f(2) nicht gelungen. : .

Sats 3.6: s sei S Ce (0 <o < 1) und (3.26) erfiillt. Dann iéc.N(ﬂ*)
= Lla,, a,, az} und entsprechend N(.??*) = ZL{¥5), o o) .

Beweis: Nach Satz 3.2 ist dim N(&/*) = 3. Sei dim N(s7*) > 3, dann wire
wegen Ind # = Ind &/ = 0 auch dim N(&Z) > 3, d. h. in N(&) gibe es wenigstens
4 linear unabhingige Vektoren ¢,, ..., ¢p;. AusSatz 3.3 und Satz 2.1 und Z¢; = 0
folgt, daB V(x, ¢;) Losung des Problems I (D;0,0;0; 0, 0) ist. Aus dem Eindeutig-

- keitssatz folgt V(z, ¢;) € Lla,, a,, a3}. Danngibtes in L@, ..., ¢4} (s. [18: 8. 33])
einen Vektor ¢ 4= 0 mit e ' '

[ods =0, V(z,¢)= Zéa, %) = byiy + b;dp, z €D
TS i=1

Wegen Satz 2.3 ist V(z, ¢)'in CD Losung des Problems I(CD; 0, 0; 6,1, -+ dyi5; 0,0).
Nun ist offenbar auch é,i, + 6,7, Losung dieses Problems, also gilt auf Grund des
Eindeutigkeitssatzes V(z, @) = 6,i, + 6,1, fir x € CD. Wegen Satz 2.2 gilt V(z, ¢)
= o(1), also ist 6, = 0, &, = 0 und somit V(z, ¢) = 0. Aus der Sprungrelation fiir
das elastische® Potential der einfachen Schicht (s. [18: (4.2), (4.3)]) folgt ¢ = 0.
Dieser VVlderspruch zeigt, daB dim N(&7*) = 3 ist und somit N(JI* Zla,, a,, a;}
ist §

/

4. Existenzsitze

‘

Satz 4. 1: Es sei S Cyte, Bedingung (3.26) erfullt, P € L,*(S) n CO#(S\ K,) fir
jedes ¢ > 0, 0 < f < = 1 Das Problem TI(D;0,0; P; 0, 0) besitzt dmm und nur
- dann eine Losung w(x), wenn die Glezchgewzchtabedmgungen

fl’ a,ds =0, k=123 ‘ . o (4,1)

erfillt sind. Es st w(x) darstellbar als Potential u(x) = V(z, ¢), wobez @ € L2 (S)
n C%#(S \ K,) eine Losung von /¢ = P ist. .

Beéweis: DaB (4.1) notwendig ist, haben wir bereits festgestellt (s. (1. 8 )). Sei nun .
(4.1) erfiillt. Dann gilt

+1 +1

/ l1’(/.)(‘) ey dt = [ alyt () 15O - ’f(y'*(t)) dt

-1 -1
+ f “k(J ) l’(?/ ®)a E -

= [a,-Pds + fllk-Pds =fa-Pds=0.

o s* S5t s ‘ ,

Also hat #® = p und damit /¢ = P eine Lésung. AusSatz 3.3, Satz 2.4, L = P

folgt, daB w(z) = V(z, @) Losung des Problems II(D;0,0; P; 0, 0) ist 1

Wir kommen jetzt zum allgemeinen Fall: !
Wir betrachten ein Kurvenstiick S, der oberen Halbebene, so dal S,* = Sy'u 5,
. ,eine beliebig glatte geschlossene Kurve ist und das Inncngebiet D** von §y* das
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Gebiet D* enthilt. Sei D** y D — K(0, R) und D * = K(O R)\])** Sg = {z: |:r:|
= R} Wir betra(,hten folgendes Rand-Kontaktproblem K*(0, 0; w*, P*):

.Au—O in D**; Au=0 in D*
m Q)

fu)* — {u}” =w* auf Sp¥, {(1)(6,, n) u} {17;(6,, n) u}“ = P* auf-
' 0 . C

So¥, w=0 auf Sg. _
Es gilt (s. [18], vgl auch [5]) folgende Aussage . o

Hilfssatz 4.1: Unter den Voraussehuwen w* ¢ G A(86%), P* ¢ C0 B(Se*), O <p
+< 1, hat das Problem K*(0, 0; w*, P*) eine emdeutzge Losung w, fir die gilt:

Ulpes € CHH(D¥) 1 C=(D**),  ulp-s € CLH(D*) 0 C=(D¥).
Gegeben seien die Kontaktdaten b € Cl#( So), P e CO8(S,), die Volumenkraft

F|p+ € C%¥(D"), Fip- € C*¥(D~) und das Temperaturfeld 0|p. € C*4(D*), B]D- .

' € CL8 (D-). Wir setzen w, P auf Sg* fort zu @w* € C14(S,*), P* ¢ COB(S,*), setzen F .

fort zu F*|pie € CO8(D**), F*|p-s € CO8(D~*) und setzen grad 6 fort zu grad 6*|p+e
€ CO8(D*+*), grad 0*|p-» € COf(D~*). Auf Grund eines Lemmas in [4: S. 556] braucht
man die Fortsetzbarkeit vonF (bzw. grad 0) nur in der Umgebung jedes Randpunktes
z* von D* einzusehen. Falls S — C,!%, bilden wir K(z*, ¢) n .D* auf ein Halbebenen-
stiick bzw. ein Quadrantenstiick ab. Imne 08 Funktion der Halbebene kann man

- offenbar fortsctzen; eine CO$-Funktion f(z) eines Quadranten @ mit dem Fckpunkt ’

zz kann man z. B. so fortsetzen, dafl man fir y auf der 4uBleren Normalen-im Rand-

* punkt z, von'Q setzt, /(y) = j(xo) und fiir . in dem @ gegenuberhegendcm Quadranten :

() = f(xg)- :
Wir betrachten ]et7b das Flachenpotent,lal R
(1 . .
o f r (x %) (l«‘* — (2/11 + 34)) «, grad 0*) dy fir z e D¥*;
U, p(2) = § S . ’

2n P(x y) (F* — (2o + 3) o grad 0¥) dy fiir z € D%,

Dann gilt (s. [18: Satz 4.5]):
g bl pre € CAD*) A CLAD™),  ugplpe € CHD™*) 0 CH(D¥),
Aug,p = (2#1 + 34;) grad 6* — F* in D**,

Auo F = (2uo - 34) xo grad 0% — F* in D*,
(0)

- {ug, )t —{u“} =: 0 € CLB(S*), ) . ‘ \’

) {g’(az: n) wy g — (2/“1 + 3/1) 0‘10*"} — {(%’)(8,,? n) wyr — (2po +. 3%) 0‘00*”};

=: P e CU(8,%). '. o B
* Sei ]etzb u* die Losung des Problems K*0,0; w* — @, P* — P), dann hat u,
=u* 4+ U r folgende Elgenschaften ) o
Uyl pes € 02(])7* n O ﬂ(D+* uplo-" € CZ(D‘*) n CL8(D-*),

-

[S
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: Au,, (21, + ‘3)1) &, grad 6% — F* fir z¢ D**,
[¢)] ’ :

| Au, = (2o + 30) % grad 0% — F* fir z € D%,
) . ' ! .

() — fu,)™ = w*, A . - ,

{T(a,, n)u, — (201 -+ 32)) a,()*n}* — {T(a,, n) u, — (2u + 34,) ,xoo*n}—
a I () . R

= P*.

\

Sei nun P ¢ L,(S) n C*#(S \ K,), dann gilt auch fiir ‘
' P— {T(B,, n)u, — (2,u1"—{— 32) o;,Bn}+ auf S+ ' y
) ay . . ; :

0‘: . - ’ - . ’
RS P— {T(@,, n)w, — (2u, + 32) aOGn}‘ auf S7,
, © | ¢ ;
daB Q € L2(S) n CO5(S \ K,) ist. o ' s

Wendet man die Bettische Formel (s. [18: (3.13)) an auf D*, D~ mit u = u,, v = a,
dann folgt ‘ L s

fQ'qkds:fF'akdx*_*_fP“ade.—f—.wazkds, . :
N . s s . . Se - '

.Setien wir also die Gleichgex&ichtsl)'edingun'gen (1.8) voraus, dann hat das Problem -
11(D; 0,0, Q; 0,0) éine Losung wuy. Es ist dann w = uy + u,|p eine Losung des
Problems II(D F.6,P;w, _P). Damit haben wir den folgcnden Fakt.

Satz 4.2: Sez S= C,'*, Bedingung (3.26) erfillt, P € L3(S)n C° B(S \ K,)
fiir jedes £>0, 0<B<a<1, eCW(S,), . PeCO(S,), F|p € COBD*),
* F|p- € CO¥(D-), 0]p € C- #(D*), Ol p- € C+#(D-). Das Problem II(D; F, 0; P; b, P) be-’
sitzt dann und nur dann eine Loswzg, wenn die Glezckgewzcktsbedmgungen (1 8) er/ullt
sind. '

i

. Zum Schlufl geben wir noch eine explmte partikulire Losung an.

Satz 4.3: Sei S C,o, w, P, F, 6 er/ulle die Voraussetzungen des Satzes 42
und es set w(y*(+1)) = 0. Dann ist

\
. N

ug(z) = —f(:(x, 9 [F — (2u, + 37y) oy gra.d 0} dy
+ - f G(x y) [F— (2u0 -+ 3) o) oo grad 0] dy/ A

+ 5 f 6@,y [f’+(2m o+ 30) calO)
(2/10 + 34,) ool0}~ n]

RN '~ _2_‘7! {(T(a,,, n,) G(z, y)T)T'}+ (y) d,s ,

eine’ Losung des Problems I(D; F, 0, {uc} w, P). Fur den Grenzwert [Tuc(xo)} (s.
. Satz 2.5) gilt {Tug(z,)} € L¥(S) n Co. 5(S N K ) , .

. , . . \
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Beweis: Fur die oben konstruierte partlkulare Losung u,, erhéilt man mit Hllfe
der Beztzschen Formel die Darstellung

. ..
u,,(x) = Ug(7) + uy,(x) — wy,(x) fir x€ D*yD-.

Dabei ist . o o : -
, | ' .
u,,l(x) = E f G(.’II, ?/)'11‘(?/) dys . \
. . . S‘ Al . ) .
mit C ’ S
{(112(8,,, n,) u,,(’y)}+ fur y e S* J
) = {T(ay, n,j) ‘u,,(y)}“ fir yesS- .

“und wuy, éSt in Satz 2.5 dcfmlert Aus Satz 2.4 und Satz 2.5 und den Elgenschaftcn
von u, folgt, daB ws(z) Losung des Problems I(D; F, 6; {tg}; w, P) ist. Offenbar
ist {Tup(2)} € Lo*(S) n C%(S \ K,), und es ist {Tuy,(%o)} € L%(S) n CO¥(S\ K,) .
auf Grund von Satz 2.5. Da ¥ € L22(S und {7y, (7)) = & gilt und o cin linearer
beschriankter Operator von L,2(:S) i in L,%(S) ist, folgt auch {Tw, (x,)} € L*(S). Damit
ist der Satz bewiesen B . ; R ) .

Auf-Gr;md von Satz 4.3 1aBt sich eine Losung des Problems 1I(D; F, 6: P; u:;, Py -
darstellen als Summe von u4(z) und einem Potential V(z, ¢) (vgl. [12: (19)]).

-

Anhang ' ,

Die Konstanten H;~ sind:
Hy™ = 4(1 4 wg) (1 + »y)

-El(l + v9) (3 — 4w) (1 — ;) + Ey(1 — o) (1 — »y) (3 — 4my)
[Eo(‘3 —4v) (1 + ) + E,(1 4 %)) [E1(3 — 4v,) (1 + o) + Ho(1 +'1"1)] ’

’

4(1 % ) (1 7y)

Hy =H,~ — ,
’ b B B+ )
_H:; 2(1 4 ) (1—}—v1) ! .
>~<'- By(1 — 25) (1 + ) (3 — 4v1> — By(1 4 %) (3 — 4vg) (1— 2vy)

[Eo(3 — 4v1) (1 + ») + Ei(1 + %)) [£1(3 — 4w) (1 + ""o? + Ey(1 + "’1_)].’

N 91+ w) (1 ) |
Eo(3 — 4v)) (1 + v) + Ey(1 + ”o), '

L A4 4
';, F3(3—4”o)(1+”o)+Eo(l+”1) » ) N

(3 = 4) (,1 )]
. 2Ey(1.— )

Hy = Hy™ — , H =Hy +

' 3
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~

.

A - . (14 %) (?.—' 4v,) [Eo(1 + v)) — Ey(1 + )] “H- : H'—. .
H94 (1 — %) EO[El(g — 4w,) (1 + 7o) + Eo(1 + 1’1)], 0 9 T
T g (L) (Bl + ) = Bl + )]
11

(- vo) Eo[E\(3 — 4”0) (1 4 %) + Eo(1 + »)]’

Die Konstanten Hy* ergeben sich aus H,, durch Vertauschung der Indizes 0 und 1.
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