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Zeitschrift [iir Analysis
und ihre Anwendungen

Lokale Theorie des Reduktionsverfahrens fiir singulére Integralgleiéhungen-

B. SILBERMANN *

Es wird -das Reduktionsverfahren fiir eindimensionale singulire Integralgleichungen mittels
eines lokalén Prinzipes studiert. Unter anderem wird ein Prinzip der Singularititentrennung

hergeleitet und das Reduktionsverfahren fir singuldre Integralgleichungen mit Koeffizienten .

- aus der Algebra PC untersucht.

W3yuaeTcsa' METOR: pemyKUMH JUIA OXHOMEPHHX CHHLYJADHMX HHTErPAILHHX ypaBHEHHH
IIPY MOMOLUM' HEKOTOPOro JOKAJbHOrO NpPHHHUNA. B yacTHOCTM BHIBeJeH NPHHUMI pas-
 HengHuA 0COGHeHHOCTell H M3YYAETCA MeTOl PeNyKLUMH A CHHLYTAPHEX MHTErpajbHHX

© ypaBHeHIH ¢ kKoapduumneHTamu, npunajiexamumu aiarebpe PC.

.~ .. —Using_a lokal 'principle_the.finite_section-_method is_studied.for_onefdiménsioxial.,.singular__.

_ integral operators. In particular a principle of separation of singularities is deduced and the

finite section method is. studied for singular integral equations with coefficients belonging

to the algebra PC.

In [4] wurde -aufgezeigt, wie das von I.Z.GocuBErc und N.J. KRUPNIK vor-
geschlagene (abstrakte) lokale Prinzip in der Theorie des Reduktionsverfahrens fiir
cindimensionale Toeplitzoperatoren mit unstetigem Symbol eingesetzt werden kann.
Dieser Beitrag ist der Ubertragung dieser Methode. auf den Fall singuldrer Integral-
gleichungen gewidmet. . - ' : ' '

Im §1 wird der Vollstindigkeit halber das a:bs_t,rétkte lokale Prinzip von T. Z.

‘Gocusere und N. J. Krupnik kurz skizziert. Der § 2 beinhaltet die Beschreibung
cines abstrakten Naherungsverfahrens und einer Banachalgebra, die eng mit diesem
verkniipft ist. Fiir singulire Integraloperatoren mit stetigen Koeffizienten werden

im § 3 z. T. bekannte Aussagen relativ einfach erhalten. Der § 4 ist der Anwendung

des lokalen Prinzipes vorbehalten. Unter anderem wird fiir das. Reduktionsverfahren
ein Prinzip der Singularititentrennung hergeleitet und das Reduktionsverfahren
fiir singuldre Integralgleichungen mit. Koeffizienten aus-der Algebra PC" studicrt.
Die §§ 5 und 6 dienen der Darstellung analoger Ergebnisse fiir paarige diskrete
- Wiener-Hopfsche Operatoren in den Réumen I, und fiir Systeme solcher Operatoren.

§ 1. Ein al;straktes lokales Prinzip

1. Sei B eine Banachalgebra mit dem Einselement e. Eine Menge M von Elementen
der’ Algebra heillt lokalisierende Klasse,wenn 0 ¢ M und firr beliebige Elemente
uy, a; € M ein Element a € M existiert mit L i T

a;u = aa; = a (=1, 25.

¢
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Zwel Eleméxllte x 'uﬁd Y aus SB heiBel; M -dquivalent,'wenn»
Jnf @@ — y) oll = inf Ja(z — )| = O -

/

' gilt. Ein Element, z € heifit M-mvertwrbar, -wenn solche Elemente 2; € B und
a; € M existieren (7 = 1, 2), daB z,2a, = a,, a,22, = a, ist.
Die Beweise der fo]genden Behauptungen konnen in [3] gefunden werden

SATZ 1.1: Sex M eine lokalisierende Klasse. Seien ferner x und y (E %) M -aqm-
valent. Wenn x M —mvertwrbar st, so gzlt dies auch fiir .

2. Bin System {M},¢r lokalisierender Klassen M heif3t uberdeckeml wenn aus )eder'

Menge {a.}cer von Elementen a, € M, eine endliche Anzahl ausgewahlt werden kann,
deren Summe in ‘B invertierbar ist.- o :

N SATZ 1.2: Sei {M.}ier et uberdeckendes System lokalisierender Klassen: Dann 8¢

ein mit jedem Element y€ U M, vertausckbares Element z€ B in B genau dann -

t€T
m'oe'rtzerbar wenn fiir jedes © € T das Element x M -invertierbar ist.
N ' .

2 Em abstraktes N:‘iherungsverfahren und eine assoziierte Banachalgebra

: Sen X ein Banachraum und ZL(X) der Ring’ der stetlgen und lmearen Operatoren,
in X, o (X) & £(X) das Tdeal der vollstetigen Opcratoren Eme ‘V[oghchkelt, zur

naherungswelscn Loésung von Operatorglelchungen

Ax_y(Ae.Sf‘(X),xeX)' s o ? (2‘1)"

kann wie folgt bcschneben werden. Sei {P,} = Z(X) eine Folge von. Projektoren -

" mit’ P,.— /') und seien 4,:im P, —im P, gegebene Operatoren, die als Elemente

' des nges #(X) aufgefaBt werden konnen, wenn sie mit 4,P, identifiziert werden. - |

Statt der Glelchung (2.1 w1rd die Glelchung
A,,x,, = P,,y, ‘ Ix,, € im P, .

[§

‘betrachtet. Man schreibt 4 € IT{4,}, wenn fiir hinreichend groBe = die Gleichung
(2.2) fiir jedes ¥ € X eine eindeutige Losung z, besitzt und die Folge {z,} in der
Norm von X gegen ein Element. z konvergiert mit Az = y.. Falls A4, =P, AP
gilt, wird IT{4,} auch mit I1{P,}-bezeichnet.
Im weiteren bedeute X* den zu X adjungierten Raum und A* € .9?(X*) den zZu
A€ .Y(X) adjungierten Operator.

' SATZ2.1: Es gelte P, 1, P —>I A4,P, —>AundA*P*—>A* Dze/olgenden

-Aussagen sind aquwalent
1. A€ Il{4,). -
" 2. A st tnvertierbar, /ur hinréichenid grofe n sind die Qperatoren A,, im P, > im P,
. tnvertierbar und sup (4t Pilf = ¢y < o0 7
T30 A* e I{AN y
4. A* ist invertierbar, fir hmrezchend groﬂe n smd dw Operatoren A *:im P * > im P *
‘ mverherbar und . . .

SUP II_(A,.*)'1 P = ¢y < 00.

Y

1y Wir vereinbaren, mit - immer die starke Konvergenz zu kennz¢1chnen die glenchmaBlge,
d. h. die Normkonvergenz von Operatoren wird durch =2 kenntlich gemacht.

(2;2)"". .

-



"~ Beweis: Die Aussage dleses Satzes 1st wohlbekannt wir werden daher den Be-

_ = weis nur andeuten.
Aus 1. /olgt 2.: Aus A € H{A,,} folgt nach ‘dem- Satz von Banach St,emha.us zu-

néchst ' .o L
sup II( P = < oo
R .

. (I . .
und damit auch sup [(4,*)* P.*|] = ¢, < oo. Diese Beiiehungén liefern
. . n R . ~ . ~ . .
4Pzl Z enlizl,  4XPryl Zealyll. . 1
- Fiir n — oo ergibt sich somit .
| Nzl Z e llell, " 4%y Z e liyl .
,und damit dle Invertierbarkeit von 4 und A*. ‘

Aus 2. folgt 3.: Wir vermerken zunichst, da§ 2. und 4. aquxva.lent sind.. W1r
- stutz.en uns daher auf 4. Sei y € X* beliebig. und

(An*)an'y, x:(A*
Dann gllt .

(:1: —P*x) P *A*x — 4,*P; *:z: und
P*A*x—A *P*x—>0 fiir. n—»oo

Unter Berucksnchtlgung der Beziehung [|4,*z,|| = ¢ ”x,,” Z, € im P, *) llefert; dies

[ X — P*z -0 fir n — oco. Mithin gilt (4,%)! P, *y——> (A*y 'y und “somit
g .

A,
. Analog wird nun noch gezelgt daB aus 3. die Behauptung 4. und aus 4. a.uch 1.
“folgt W : ‘

Seien nunmehr neben den Projektoren P noch Operatoren W E Z(X) gegebcn

o mit folgenden Elgenschaften

.1 We2= P,,,PW—W(n—Ol L) : '
2. Die Folgen {W,} und {W.*} konvergleren schwach gegen Null.

Bemerkung 2. 1: Wegen W, P, = W,3=P, W kommutieren die Operatoren

IW und P,. Daher gllt auch W P = W,. Aus der Bedmgung 2. folgt auBerdem
sup W, < ce. S

v

Sei &7 die Menge aller Folgen {4,150, \A,,:'in.l P,—im P,, fiir die stetige Opera-

" toren 4, A*¢ Z(X) existieren mit ' ,
. A,P,>A, A*P*—>A* AP, =W, AW, > 4,
. A Prsdr. o
]\3Iezijglich ‘der Operationen {4+ {B;,}. = {4, + B}, {4,} {B,,‘} = {A,;B'"} und der
Norm , - . , . -

A = sgp.uA,.u

)

ist o eine Baﬂﬁchalgebrdmit'Einselement..
Wir benétigen noch folgenden Hilfssatz.

- Reduktionsverfahren firr singuldre Int,egialglgicixungen ' 47,



48 B."SIL:BERMANN.

Hilfssatz 2.1.: Sei T € .X’(X) , ' «
1. Fiir beliebige Folgen {4}, {B,} = LXymit A, — A B,* -~ B* gtltA TB,- :,’ ATB ’
2. Wenn 4, schwach gegen A konvergiert, dann gilt TA, — TA.

T Aus Hilfssatz 2.1 folgt, daB fiir jeden vollstetigen Operator TeX (X ) die Folgen.
"{P,TP,} und {W,TW,) zu & gehoren. ’
Sei J = & die Menge aller. Folgen {4,} E & mit

A =PI P+ WL, G L
wobe1 T, Ty € #(X) und C, 30. Der folgende Satz WlI‘d wie in [4] bewiesen.

SATZ 2.2: J ist ein zwezsemges und abgeschlossenes Ideal in . _ .
Mit &/* bezeichnen wir die Faktoralgebra s7/J. Diese ist-ebenfalls eine Banach-
algebra. Es gilt folgender grundlegcnder Satz. ’

SATZ 2.3: Ser 4 € A(X) ein Operator, fiir den eine Folge (A} € existz'ert mit
- A,P, — A. Dafiir, daf A € II{A,)}, ist notwendig und hinreichend, daﬂ die Operatoren

A, A invertierbar swd und die Restklasse {A4,}", zu der {4,} gehort n L mvertwrbar
2st. I .

~ .

Bew01s Notwertdzgkezt Diese ergibt sich aus Satz 2. 1 und der Bez1ehung A p,.
= W,A4,*W,.

Hznlanglzckkezt Weil {4,)" in #* mvert;lerbar ist, existiert einc Folge {B,} E R4 mlt,"
A,B, —P + P, TP, +WT2W {—C und
T, T, € X (X)), C,30.

A Fiir n — o ergibt sich hjeraus '

AB-I—{—T,, AB—I—}-Tz

Mithin nnterschelden sich A 1 von B und A-tvonB jeweils durch’einen vollstetlgen '
Summanden:- 47 = B + Ty, A-1=B + T,. Die Folgen {B,} und {B,} = {B,
+ P,T\'P, + W,T,’W,} licgen in eincr Restklasse und cs gilt

A,B, =P, +C/, C;/30.
Analbg wird die Existenz einer Folée {B,"'} mit .
"B"A, =P, +C,", C,30 .

gezeigt. Fiir hinreichend groBe n sind die Operatoren P, + C,’', P, +C,"” *(in
im P ») invertierbar. Folglich gllt dles auch von 4, und B,, ; auBerdem ist

B,y A, =P, +C,/", C/30.

~Multlpllz1ert man die letzte . Bemehung mit B,’, so crglbt sich die glcmhmange'
- Beschriinktheit der Normen ||4,71P,||. Aus Sau 2.1 erglbt snch A E A

Verschiedene Pro;ektxonsvcrfahren fiir Faltungsglelchungen (wne dlskrete Wlener-

" Hopfsche Gleichungen, Wiener- Hopfsche Integralgleichungen, smgu]ar(, ‘Integral-
gleichungen) erfiillen die Vorausset,mngcn dieses Punktes. Den Fall der singuliren
Integralglelchungen werden wir u. a. in den nichsten Punkten niher bebrachten

o '



. PrOJektoren in L2 mit PQ QP =0 und P + Q.— 1. ~
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a

§3. Das Reduktionsverfahren fiir singulire Integra;loperﬁtoren
Sei I'={te C: |t = 1} und S der in L? = LZ(F) durch . 1

. '(S(p)(t)_—___./‘L(r)_:dt . | '_"\v,_ _ o
' T —t ' . .-
IR r L3 \ . . . N ) . [ B ‘ R ] N
def:mertc smgu]are Inbegraloperator Bekanntllch ist dleser Operator stetlg, und es

gxlt 82 =1 (vgl [3]). Daher sind P =— (I + 8) und- @ = 1 (I —9) stetlge

- Wir betrachten welterhm dic durch _
P Ene)=Lne N

in L? deflmert,en und stetlgen Prmektoren (n=0,1, ). Diese sind selbstadjungiert, '
und es gilt P, — I.
- SchlieBlich sei W, (n = 0 1, ) der durch

(Z/kl")—/ l"+/ t‘"“+ +/_t1+/n+/n il + ‘ '-‘*A'/ot".‘

e R e 2

e e

‘ deflmerte Operator. Die folgenden Behauptungen smd lelcht, uberprufbar

1. W2=P, P,W,=W,; - )
2. W= W,,, und die Folge W, konvergiert schwach gegen Null. . S

Somit konnen die im § 2 angefiihrten Ergebnisse benutzt werden .und msbesondere
dle A]ge,bren o/, " und das Idea,l J eingefiihrt werden ’ y

A}

Fur beliebige Elemente a,b E L= L>(I") sind die smgularen Tntegraloperatoren
Al_aP—i—bQ Az_——Pa—[—Qb, . 4; = PuP + QbQ
Ele'm'ent'e von & (Lz).,Welterhin.gilt,: A |
AP AP}, (W AW e (1—123)

‘ ‘er zeigen dies fiir 4,. Dieser Operator kann als 4, = PaP - QaP + QbQ + PbQ '
dargestellt werden. Dann gilt W, PaPW,= P,PaPP, und W.QbQW = = P,QbQP,,
" wobei wir hier und im weiteren fiir jede Funktion ¢ € L* mit & di_e'Funkfion c %
bezeichnen. Ferner kann man sich leicht von W, QaPW, — 0, W,PbQW, — 0 iiber- '
zeugen. Aus diésen Uberlegungen folgt unschwer obige Behauptung und :

" A, = PaP + QbQ (6=1,23). L (3.1),

Wir benétigen noch den folgenden Hilfssatz.
Hilf ssatz 3. 1 (vgl [ 1, 3)): Die /olgenden Behauptu'ngen sind aquwalent

. PaP + QbQ st mvertzerbar,

. @P + Q, P + bQ sind invertierbar; ) -
. aP + @, P + bQ sind vnvertierbar; ‘ - . e \
a 1P + Q, P + b71Q sind invertierbar. ) o -

R TR

'S

Analysis Bd. 1, Heft 6 (1982)
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FOLGERUNG.3.1: Aus Satz 2.3 ergibt sich somit, daB aP -+ bQ ¢ IT{P,} die
Invertierbarkeit. von aP 4- bQ, aP + Q und P 4+ bQ liefert. Due anuloge Behauptung
gilt quch fiir die Operatoren Pa + Qb und PaP + QbQ.

SATZ 3.1 [2]: Seien die Funktionen a, b€ C = C(I'), d. h. stetige und im . all-
gemeinen komplexwertige . Funkitionen. Dann gilt aP + bQ € TI{P,} genau dunn, wenn
die Operatoren aP + Q und P + bQ tnvertierbar sind. '

Neuer Beweis: Die Notwendigkeit erglbt sich sofort aus den vorangegangenen
Uberlegungen:

Hinlinglichkeit: Aus den Voraussetzungen folgt zunichst, daB die Funktionen «
und b auf I mrgends verschwinden (vgl. [3]). ‘Ncben dem Operator 4 = «P 4 b@
betrachten wir noch den Operator B = Pa™'P -+ @b~'@. Wir behaupten:-

{PAP}{PBP} (P} €J und {(P,BP,) (P,AP,} — (P} € J.
Zunichst gllt l ’
{P.AP,} {P,BP,} o . :
— (R, PaPP Pc;—lPP,,} + (P A,’,‘Q'bQP"Qb—IQP"} + {P.QuPP,Pa~'PP,). ' |
+ (P, POQP,QVIQP,) . |

Da fiir ¢ € C(I') die Operatoren PcQ, QcP vollstet,lg sind (vgl. [3]), gehéren die beiden
: letLten Summanden zu J. Unter Berucksnchtlgung der Bcznehungen

P PchP = P,PcPP,PdPP, + P PCQdPP + W PchP W,,,
P,QudQP, = P,QcQP,QQP, + P.QePdQP, + W.QePiQW,
(c, d € L™ beliebig gewahlt) . . : -

(3.2) -

ergibt swh nunmehr die erste der obigen Behauptungen. Dic aweite wird analog
bewiesen. Folglich ist {P,AP,}" invertierbar. Da wegen der Stetlgkelt von a und b
auch aP + bQ invertierbar ist, liefert Satz 2.3 nunmehr 4 € IY{P y '

SAT? 3. 2 Sez .
A= Z A“Al& cen Akm mait Akj = ak,-P' + bka,_ gy bk] € C(F),
k=1, . - -~
und sel - ’ ‘ i

i [
An = Z PnAklpnAkzpn PnAkarv

Dann gzlt A e IT1{4,) genau dann, wenn die Oberatore;b A und

B = 2 Pay, Pa,,P .. Paka + Qblebsz Qbka PR

snvertierba¥ sind.
BeWeis:‘ Wegen {4,} € & ergibt sich—die'Notwendigkeit aus Satz 2.3.
Hounlinglichkeit - Wege'n de;‘ Stetigkeit der Kocffiziénto‘sn g bkj gilt '
. A—A,€X(L?, B-BexX(d, :
.wobei

— (ST P+ (ZM5,)Q, . By=P(Z Ha) P + QI M) Q.
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Damit gilt ind 4, = ind Bl = 0. Folglich sind die Operatoren A;{ und B, invertierbar
(vgl. [3]). Nach Satz 3.1ist 4, € [I{P,}; insbésondere ist dann’das Element {P,4,P,}"

in &/* invertierbar. Wegen der Stetigkeit der Koeffizienten )y b; gilt auBerdem
{P AP, — {A ) E J. Satz 2.3 liefert nunmehr Aell{A,) 1. ‘ -

/

§4. Ein lokales Prinzip in der Theorie des Reduktionsverfahrens

* Wir beweisen zunichst eine fiir das Weitcre grundlegende Beziehung.
SATZ 4.1: Sei - _ , o
. A \="aP 4+ b6Q und B = PcP 4 QcQ mit a,bc L°° und ¢ € C(I).
~Dann gilt : o . o
6= (PAPY (PBP) — (PyacP + 4eQ) Pi) €./, i
¢o = (PuBP,} {PyAP,) — (Py(acP + beQ) Poj € J. -
B'ew.eis: Zunichst g@lt ¢, =1, + I, nllit; ‘ . '
I, = {P,PuPP P:PP o+ (P.QbOP.QeQP,) — {’P,,PabcP-P,, + P,QbcQP,)
I, = ({P.QuPPPcPP,) (1 ,,QacPP} T (P.PP.QQPy T T
© — {(P,PbcQP,}). L T ' -
Wegen der Beaehungen (3.2) gehort, 1, zu J. Wir betrachten nunmehr den ersten
Summanden in /,: Wegen der Stemgkelt von c ergibt sich

~ (IP,QuPP,PcPP,) — (P,QacPP,} € J . S (4.2)
mit,
| = (P,QuP,cPP,} — {P,QacPP,). e
Fiir beliebige Elément;e d, e € L ist B
P,QdePP, = QP,deP,P = Q(t™P,,PdePPy,i") P .
' — QU"Py, PAPP,t"t-"P,,PePP, i) P
' + QU Py, PdQePPy,t™) P 4 Q(e" Wy, PAQEPWot) P.
~ Somit g'ilt' P - '
' - P,QdePP,
e = P,QdPePP, + P,Qt- "PyuPdQeP Pyl PP, + PQU W, PAQePW, 4" PP,
(4.3)

Wenn eine der Funktionen d, e stetig ist, konvcrgleren die beiden letzten Summanden
in (4.3) in der Norm gegen Null. Dies iolgt aus Hilfssatz 2.1 und

1

(("PY* = (PiP)* = PU"P >0,  QUoW,,P = Q- PW,,P — 0 (n - o).

Somit gilt,‘ Iy € J, und wegen (4.2) liegt der erste Summand von I, im ]dcal J.
Analog wird die Zugehorigkeit des zweiten Summandcn von I, zu J und die /u-
gehorigkeit von C, zu J gezeigt 1 ?

4* . ‘.
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- . FOLGERUNG 4.1: Unter den Vomwsetzungen des Satzes 4.1 gilt {P,AP,}
X \PuBP,} — (P,BP,}{P,AP,) € J. : : - ,
Sei PC die Klasse der stiickweise stetigen Funktionen mit endlich vielen Unspetig-
keitsstellen erster Art auf I'. Mit PC bezeichnen wir die AbschlieBung- von PC in
der Norm [l¢floc = sup |a(t)]. Bekanntlich besitzt ein Element der Algebra PC héch-
stens abzihlbar vu,le Unstetigkeitsstellen 1. Art. W1r werden uns zunachst mit dem
- Reduktionsverfahren fir singuldre Integraloperatoren mit Koeffizienten' aus der
Algebra PC bcschaftlgen Die Uberlcgungen‘stutzcn\
'lokale Prinzip und den in (6] bewicsenen 1

SAT/ 4.2: Dze Funktionen a, b € PC mogen der Bedzngung

alt + 0) "bit + 0) | : D
w0 " Epe—0)| <" -‘\.EF’ L ()

geniigen: Dann vst aP + bQ € II{P,} gjemu dmm,' wenn die -Operatoren aP + Q und
. P + bQ invertierbar sind. ‘ . ' .

SAT/ 4.3: Fur die Funktwnen a, b.€ PC sei. die Bedingung (4.4} in jedem Punkt
t € I'erfillt. Dann vst aP -+ bQ € IKP, } genaw dann, wenn die Operatoren aP -+ Q-
und P 4 bQ mvertzerbar sind.

Bewels Die Notwendzgkeu ergibt. sich aus Folgerung 3.1
Hmlwu]lwhkezt Sei N, fiir jedes 7 £ T die Menge aller stetigen Funktionen auf I"
mit folgenden Elgenschaiten ‘ .

. Fiir jede Flunktlon/ € N, existiert eine Umgcbung des Punktes 7, in der f gleich 1 ‘
. ist. \
20</t)£1furalletET

Mlt M, bezeichnen wir die Menge aller hlementc aus /", die von der, Gestalt
{P,PfPP, + P.QfQP,)" mit f € N; sind. Die Beziehungen (3.2) liefern, daf M eine
Jokalisierende Klasse-ist. Weil aus-jeder Menge {f.}.er von Elementen /, € N, eine
endliche Anzahl /.2, .. / k von h]ementen ausgewihlt werden kann mit’

k

() = Z/..(n =1 (=1
und somlt P/P + QfQ ¢ II{P,} gilt, stellt {M .}, ein ASystem lokalisierender und
iiberdeckerider Klassen dar. Wegen Folgerung 4.1. kommutiert fiir beliebige a,b € L*®
das Element {P,(aP + b@Q) P,}" mxt jedem Element von' U M,.

. :er :

Jedem Punkt 7 € I" ordnen wir nun Funktionen a.(t), b.(t) wie folgt zu: Wenn T
ein Stetigkeitspunkt der Funktion a (b) ist, dann setzen wir a,(t) = a() (b.(t) = b(z)).
Tst 7 ein Unst,etlgkeltspunkb der Funktion a (b), so-sei a,(t) (b (¢ )) eine gewisse Funk-

.+ tion,.die in jedem Punkt t=$= © stetig und ungleich Null ist sowie im Punkt; 7 den

Bedmgungen

ar) = az), . (r:tO)—a(r:tO)
(b(r)—b(r), . (riO)_—b(r:}:O))

enugt, und fiir- die der Operator a P 4 Q (P + b.Q) mvertLerbar ist. Sa.bz 4.2 llefcrt,

'dannaP—i—b,QE”{ n}e v

[}

®) Hier und im weiteren ge]t,e afg z€(—n,n](z€C,z=+0).

sich auf das im § 1 daroeleote' -
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Weil fur jede Funktlon / € N,, deren Trager sich in einer hinreichend kleinen Um-
gebung des Punktes 7. befindet, die GroBen - - -

suplﬂn(at)—-axnﬂ, sup [/(8) (6 — b.(®)|
hmrelchend kiein smd ist die Norm )

/(a—a)P+/(b—b)Q

hinreichend klein. Aus Satz 4.1 ergibt sich die #,-Aquivalenz von {P,,(a.]’ + bQ) P,)*
und {P,(a.P + b,Q) P,}". Somit ist wegen Satz 1.1. {P,(aP + bQ) P,}" M- -invertier-
bar (z € T') und wegen Satz 1.2. in &/* invertierbar. Bedingung (4.4) garantlert
auBerdem die Invertierbarkeit von aP + bQ. Sau 2.3. liefert nunmehr A4 € I1{P, }

e In der Theorie der singuliren Integraloperatoren -ist das Prinzip der Smgulan-
tdtentrennung einc wichtige Untersuchungsmethode, um Aussagen iiber die normale
Auflssbarkeit solcher Operatoren zu gewinnen (vgl. [3]). Andererseits ist es einfacher
anzuwenden als lokale Prinzipien. In der Theorie des Reduktionsverfahrens kann

. ein solches Prinzip ebenfalls formuliert werden. Sein Beweis wird allerdings mittels -
- des oben béschricbenen Iol\alen Prinzips gefiithrt. Wir geben zuniichst noch eine '
Definition: :

Fur f € L™ bezeichnen wir mit sing supp / den Smgulantutentrager von f, d. h. das
. Komplement, der groBben offenen Texlmcnge von I, auf der f sbetlg 1st

SAT7 4.4: Fs gelte a; € L (=12 ‘3 4) Wenn .

'

mP+w%ﬂ{} wP+aQEMP). @49
und S v ,

sing supp a; n sing supp ;=0 (=12,7=34) - - - - \(4.6.)
gilt, so ist auch ajasP + a,a,Q € IT{P,). T, o

Beweis: Aus Folgerung 3.1 und (4.5) ergibt sxch nma.chst die Invertlerbarkent
- der'Operatoren a,P 4 a,Q, azP + a,,Q aiP +Q(i=1,3)und P + aQ (¢ = 2,4).
Nach [3] sind dann die Funktloncn a;(=1,2, ? 4) in L°° invertierbar. Wegen (4 6)

" *sind die Operatoren

o . Pa,a;P — Pa,PaaP Qa,a,Q — Qa.Qu,Q : L L i

voliStetig (vgl ‘[3] . Hieraus ergibt sich (vgl. [3: Kap. VII]) die In;rerbierbarkeiﬁ
von a,a3P + @, P + aya,Q. Somit ist auch (a,a)"1 P + Q invertierbar. Wiederum . -
" wégen (4.6) ist P(ayu,)™? a,asP — P(aya,)™! Payas P vollstetig und somit (@,a,)"! ayayP
+ @ bzw. ) : : . . '
’ CwazP +- a2a4Q

invertierbar.

Wir fithren nun die lokalisierenden Klassen wie im Bewels des vorigen Satzes gin.
‘Aufgrund 'der Voraussetzung (4.6) existiert fiir jeden Punkt z € I' einc Umgebung U,
in der entweder die Funktionen «,a, oder die Funktionen as, a, stetig sind. Fiir Jeden
Punkt t € I' definieren wir nun Funktionen a;, (¢ =1, 2, 3, 4) folgendermaBen:.

. Wenn a,, «, in einer Umgebung von 7 stetig sind, setzen wir

| an () = ai(t), @) = ay(v), as () = as(t), aalt) = au(t).
Sind die Funktionen a,, a, in keiner Umgebung von 7 stetig, so sei-

) =a), ) =), ) = @), wl) = ).

~ e
. H
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. . . i .
‘Dann . ist {P(a,asP + auQ) P}~ ]ll élquivalen’t zu {P,,(d,,as,P 4agaaQ) P
und entsprechend {P, (a,P—{—azQ P}, {Pa(asP + a,@) P} * zu {Po(a, P + a, Q)Y P},
{Palas, P + a4,Q).P,}". Die letzteren Elemcntc sind wegen (4 5) auch M ,-invertier-
bar. Weil sich die Funktnoncn @) 03y, Ogollyy VON @y, U, Oder sy, ty, cntsprechend nur
durch von Null verschiedene konstante Faktoren unterscheiden, ist somit auch
{P, (a,,as,P + a0, Q) P, M, mvertlcrbar Satz 2.3 liefert nun die Behauptung |

Bemerkung 4.1: Unter der Voraussctumg, daB ‘die Funktionén a, b € PC keine
gemeinsamen Unstetigkeitsstellen besitzen, kann Satz 4.3 unter Anwendung des-
lokalen Prinzips auch aus den Ergebnissen iiber die Konvergénz des Reduktions-
verfahrens fiir Toeplitzoperatoren' hergeleitet werden, wie sie in [2] enthalten sind.

. Eine weitere. Mogllchkelt besteht darm snch auf Satz 4.4 und die’ Resultate von [4]

zu stiitzen. : . .

FOLGDRUI\ G 4.1: Seten a; € L™ reellwertzge Funktwnen /ur die0¢ [css inf a;,
ess sup ;] gilt, 7 = 1, 2. Aus . ) _

sing supp a, n sing supp «, =& -
folgt damn a,P + a,Q € IT(P,}). L ' © -

. §5. Das Reduktio'nsverfahren tiir diékrete pharige Wiener-Hopfsche Gleich'ungen

Sei l,, l<p< oo) der Banachraum aller Zahlenfolgen &= {Ek},‘__°° mit der Norm
£

<
=14 %

i/p
I,k]P} . Es sei weiter a € L eine gegebene Funktlon und

a = 2‘_” fa(ejv) e-ikody  (k=0,£1,...)
; .

ihre Fourierkdeffizienten. Ferner bedeute M, dic Menge aller derjenigen Funktionen
a € L=, fur die die- unendliché Matrix {@;_1)3%-—co in I, einen beschrinkten Ope- .
rator 4 erzeugt. Die Funktion a heiflt Symbol des Operators. Schlielich sei My, die
Menge aller Funktionen aus L, die zu M fiir alle $ ‘aus einer Umgebung von p
gehdren.

In der Banachalgcbra .S,p(é,,) smd die durch

1){$k}foo — i 0 50» 51; A Em -"} .
Paléd®e = 1o Oy vy b oo i 0, 0)

_ definierten Projcktoren P und P, enthalten. Analog. zum.vorigen Paragraphen
werden dic Operatoren W, und die Algebren &7, &/* cmgefuhrb Die lokale Theorie
" 1afBt sich unter Berucksnchtlgung der Ergebnisse von [3: Kap. XIV].auch hier ent: -
wickeln. Als Folgerung aus dieser Theorie und den Ergebnissen von [4] oder [5]
erglbt sich z. B. der folgende ‘Satz. g

'SATZ5.1: Es gellc a, b € PCn M (py und die Funktionen a, b mogen kevne gemein-
samen Unstetigkeritsstellen besitzen. Dann qilt (Q =1 — P) R

AP + BQe IRP,}  (PA+@Bc IIiP,}) -
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genau dann, wenn die Operatoren AP + BQ, /i' '+ +Q, P + BQ (PA + QB, P4 + Q, -
P+ BQ) mverlwrbar sind. Dabei bedeuten A, B, A, B die oben beschricbenen Operatoren
1
—), b

emsprechend mat den Symbolen a(t), b(t), a ( t) (%

§ 6. Das Reduktibnsverfahren fiir Systeme sir;gu]z’irer Integralgleichungen

Sei 1,2 das topologisc‘he Produkt von & Exémplaren des Raumes L2. Seien ferner
B = (6i;‘P)§,;'-1:‘ =1 B,
SB (6:11) )l]-l’ - B, = (6iiWn)o?j- .

Fur bellebxge Matrixfunktionen a; b € (L), s smd dann die smgularen Integral-
operatoren a5 + bR, Ba + 0b, PaP + QY. im Raum L2 erklirt und stetig. Die
Uber]egungen der §§.3 und 4 kénnen ohne Schwierigkeiten auf diesen etwas allge- -
meineren Fall iibertragen werden. Es gilt z. B. folgender Satz.

'

SAT7 6.1: Sezen a,be¢ (I’C)kx v und diese Funktumen mogen keine gemeinsamen
__Unstengkeusstellen besitzen. Dann ist

AR PR CIUB) (Pat DbE MBI
genau dann, wenn die Operatoren - , , o
oB +50, aB+Q, B+ (Pa+ Db, Pa+Q, B+ 0h)
1nvertierbar sz'ﬁd, wober a(t) = a ( ! ) b ) = b ( ) st.
Dieser Satz ergibt sich mittels des lokalen Prmups aus [4] Als lokallslerende

‘Klasse wird dabei fiir jedes 7 € I" die Menge
M, = {(6ija)fjen): @ € M)

1

gewiihlt. .
Abschlieflend sei vermerkt, da3 die Ergebnisse des § 5 ebenfalls mittels des lokalen
Prinzipes auf den Systemfa]] iibertragen werden kénnen,
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