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Lokale Theorie des Reduktionsverfahrens für singulare Intëgralgleichungen-

B. SILBERMANN 

 Es wird -das Reduktionsverfahren für eindimensionale singuldre Integraigleichungen mittels 
eines lokalén Prinzipes studiert. Unter anderem wird ein Prinzip der Singularitatentrennung 
hergeleitet und das Reduktionsverfahren für singulhre Integraigleichungen mit Koeffizienten 

•	aus der Algebra PC untersucht. 

•	I43y1aeTcfl' MeTO peyiii •girn ouiosiepirux dMHryJJHpHbzx 1THTerpa.31bHI1x ypaBileilhin 
npii nOMOuhI: HelcoToporo JIoxaJIbHoro npuHhluna. B 'IacTHocTH BbIBeen npuuiitn paa-

•	. peJ1eHHR ocoüHeHHocTefl 11 HayaeTcfl meTOA peyxuMH AJIHcHHryIapuuX HllTerpa.JlbHhIx 
ypaBiIeiIul C Ioa4Ia[HeITaMh1, npmjiaA jicmaLQiimu aire6pe PC. 

• _Usinga lokal principle-the -finite -section -method is_studied, for_one-dimensional . singular_. 
• integral operators. In particular a principle of separation of singularities is deduced and the 

finite section method is. studied for singular integral equations with coefficients belonging 
to the algebra PC. 

In [4 1 wurde . au.fgezeigt, wie das von I. Z. GOCHBERG und N.J. KRUPNIK vor-
geschlagene (abstrakte) lokale Prinzip in der Theorie des Reduktionsverfahrens für 
eindimensionale Toeplitzoperatoren mit unstetigem Symbol eingesetzt werden kann. 
flieser Beitrag ist der ]Uhertragung dieser Methode. auf den Fall singularer Integral-
gleichungen gewidmet. 

Tm § 1 Wird dei VolIstndigkeit halber das abstrkte lokale Prinzip von I. Z. 
GOCHBERG und N. J. KRUPNU kurz skizziert. 'Der § 2 beinhaltet die Besehreibu'ng 
cines abstrakten Naherungsverfahrens und einer Banachalgebra, die eng mit diesem 
verknupft ist. Für singulare Integraloperatoren mit stetigen Koeffizienten werden 
im § 3 z. T. bekannte Aussagen relativ einfach erhalten. Der 4 ist der Anwendung 
des lokalen Prinzipes vorbehalten. TJnter anderem wird für das. Reduktionsverfahren 
ein Prinzip der Singularitatentrennung hege1eitet und das Red uktionsverfahren 
für singulare Integraigleichungen mit Koeffizienten aus 'der Algebra PC' studiert. 
Die § 5 und 6 dienen der Darstellung analoger Ergebnisse für paarige diskrete 

• Wiener-Hopfsche Operatoren in den Raumen 1 und fir Systeme soicher Operatoren. 

1. Ein. abstraktes lokales Prinzip 

1. Sci eine Banachalgebra mit dem Einselement e. Eine Menge M von Elementen 
der Algebra heiBt lokalisierende Klasse,wenn . 0 q M und' für beliebige Elemente 
a 1 , a2 E M ein Element a E M existiert mit	 •	 S - 

a1a = aa = a	(j = 1, 2).	 '	 -
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Zwei Elemente x und y aus 0 hei3en M-aquivalent, wenn 

inf I(,x —,y) All = inf IIa(x - ) IE = 0 
oEM	 oEM 

gilt. Em Element x € 0 heiBt M-invertierbar, wenn soiche Elemente z1 E	und

a, € M existieren (1 = 1, 2), dalI z 1 xa1 = a 1 , a2xz2 = a2 ist. 

Die Beweise der folgenden Behauptungen können in [3] gefunden werden. 
S A T Z 1.1: Sei M eine lokalisierende Kla.sse. Seien /erner x und y (€ 8) M-aqui-

valent. .Wenn x M-invertierbar 1st, so gilt dies auch für y. 
2., jFin System {M,} TET lokalisierender Kiassen M, heillt überdeckend, wenn aus jeder 
Menge {a,},ET von Elementen a, € M, eine endliche Anzahl ausgewahlt werden kann, 
deren Summe in 8 invertierbar ist.- 

SAT Z 1.2: Sei {M,} rET ein überdeckendes System lokalisierender 'Klassen Dann 1st 
ein mit jedem Ele?Ilent y € 'U M, vertaushbares Element x E 58 in 0 genau dann 

	

rET	 .,	 S 

invertierbar,tL'enn /ür jedes r € T due Element x M,-invertierbar 1st.	 - 

• § 2. Ein abstraktes Naherungserfahren und cine assoziierte Banachalgebra 

Sei X ein Banachraum und 2'(X) der Ring der stetigeñ und linearen .Operatoren. 
in X, "(X) c: 2'(X) das Tdeai der volistetigen Operatoren. Eine Moglichkeit zur 
naherungsweisen Losung von Operatorgleichungen	.	S 

Ax = y(A € 2'(X),x € X) I	 ..	 (2.1) 

kann wie folgt b'esehrieben werden. Sei {P} 2'(X) eine Foige von Projektoren 
mit P,, . -> 11 ) und seien A,,: im P,, --> im P. gegebene Operatoren, die als Elemente 
des Ringes 2'(X) aufgefall't werden können, wenn sic mit A,,P,, identifiziert werden. 
Statt der Gleichung (2.1) wird die Gleichung  

A ,,x0	Pfl,	imP,,.	... .. . 

betrachtet. Man schreibt A C H{A,,}, wenn für hinreichend grol3e n die Gleichung 
(2.2) für jedes y € X eine eindeutige Losung . x,, besitzt und die Folge {x,,} in der 
Norm von X gegen ein Element x konvergiert mit Ax = y. . 'Falls A. = PAP,, 
gilt, vird II(A.1 auch mit H{P,,} ' bezeichnét.	 - 

un weiteren bedeute X* den zu X adjungierteri Raum und . A* € 2'(X*) den zu 
A E 2'(X) adjungierten Operator.	 . 

	

SATZ 2.1: Es gelte	I, P,, - I, A,,P,, A und A,,*P,,* - A*. Dfe folgende 

Aussagen sind aquivalent: 
1. A € 171 A,,). 

• 2. A let invertierbar, für hinrichend grope n sind die Operatoren A,,: im F,, z-- im P. 
invertierbar und sup fl(A,,)' P = c 1 < 00.  

• 3. A € fl{A,,*}	n 

4. A icE invertierbar, für hinreichend grope n sind die Operatoren A,,*: im P,,'1"--> im P,,* 
invertierbar. und	.'	.	.	 • 

Sp II(4n")-' Pn II = C2 < 00.  

I '	 1) Wir vereinbaren, mit - immer die starke 'Konvergenz zu kennzçichnen; die gleichmáBige, 
A. h. die Normkonvergénz von Operatoren wird durch 3 kenntlich gemacht.
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B ewe is: Die Aussage dieses Satzes ist wohlbekannt; wir werdeñ daher den Be-
- weis nur andeuten.	 -	- 

Au8 1. -/olgt 2.: Aus A € 1I{A 0} folgt nach dem - Stz von Banach-Steinhaus zu-
nächst  

•	 sup II(AI) P' II = c 1 <Co	 -	- 

und damrt auch sup t!(A*),- 1 P, *JJ = c2 < co. Diese Beziehungen liefern 

IJAPxII	Iix!J	DAP'yII	r-2 1 1Y11- 

• Für n —* Co ergibt sich somit	 - - 

IlAxll ^ c lx ii,	IJA*yll	C2 ilYil 

und damit die Invertierbarkeit von A und A'* . - - 
- Aus 2. /olgt 3.: Wir vermerken zunächst, dalI 2. und 4. äquivalent sind.. Wir 
• stützen unsdaheruf 4. Sei y E X beliebigund 

x. = (An*)-' P,!y,	x = (A*)-1y.  
Danri gilt'-	 -	 S


- P*x) = p *A*X - A*P,*x - und.  
p *A*x_A*p *x * o für, n-+oo.	 -	 - 

•Uñter Berücksichtigung der Beziehung iIA*xiI	c jjx.1j (x € im P*) liefert dies 
- P1 *X -->: 0 für n —* 00. Mithin gilt (A*)_1 P, *y * (A*) y und soniit 

' . A € I7{A}.	 - 
Analog wird nun och gezeigt, daB aus 3. die Behauptung 4. und aus 4. auch 1. 

'folgtl	 -	:-
• Seien nunmehr neben den Projektoren P. noch Operatoren W, € 2(X) gegeben 
mit folgenden Eigenschaften:	 -•-

, 1. W, 2 P,, F,, W,, = W. (n = 0, 
2. Die Folgen { W,,} und { W,,*} konvergieren schwach gegen Null. 

Bemkung 2.1: Wegen W,,P,, = W,, = P,, W,, kmrnutieren die Operatorn 
• W. und F,,. Daher gilt auch W,,P,, = W,,. Aus der Bedingung 2. folgt auBerdem 

supW,,J<oo 
Sei d die Menge aller Folen {A,,}0 0 , A,,: ill.  P. — im F,,, für die stetige Opera- 

toren A, K€ 2(X) existieren mit	 S 

-	

A,,P,, -A,.	
A,,*P,,* —* A* ,	A,,P,, = W,,A,,W,, —* A,. 

.(A)* )* 	( A ) * .	- 
BeugIich -der Operationen .{A,,}+ {B,,} = {A,, + B,,}; {A,,} {B,,} -= {A,,B',,} und der 
Norm 

-	iI{A ,,}ii = sup IA,,Ii  

1st . elne Banchalgebra - iii it 'Einselenient.	 5	 •'	 - 

Wir benotigen noch folgenden Hilfssatz.	• •	 -
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1-Iilfssatz 2.1'.: Sei T E 't'(X). 
1. Für beliebige Folgen {A,,}, {B,,} £°(X) mit A n A, B,,* B" gilt A,,TB,,4 ATB 
2. Wenn An schwach gegen A konvergiert, dann gilt TA,, - TA. 

Aus Hilfssatz 2.1 folgt, daB fur jeden volistetigen Operator T E .)t"(X) die Folgen 
{F,,TP,,} und {W,,TW,,} zud gehoren. 

Sei J d die Menge aller, Folgen {A,,} E .W mit 

'A,,'= P,,TI P,, + WT,W,, + C,,,
 

wobei T1 , T2 € .1"(X) und C, 3 0. Der folgende Satz wird, wie in [4 1 bewiesen. 

S A TZ 2.2: J ist ein zweiseitiges und abgeschlossenes 'Ideal in d.  
Mit d bezeicimen wir die Faktoralgebra s1/J. Diese ist ebenfalls eine Banach-

algebra. Es gilt .folgender grundiegender'Satz. 
SATZ 2.3: Sei A E d(X) ein Operator, /ür den eine Folge {A,,} E d existiert mit-

A,,P8 -* A. Da/ür, dap A E H{A ,,}, 1st notwendig und hinreichend, dap die Operatoren 
A, A invertierbar sind und die ,Restklasse {A ,,} , zu der {A,,} gehort, in d invertierbar 
1st.  

Beweis: Notwendigkeit: Diese ergibt sich aus Satz 2.1 und der . Beziehung A-'P,, 
= W,,A,,:'W,,.	 - 

Hmnlanglichkeit: Weil {A,,}" in.2" invertierbar ist, existiert eine Folge {B,,} E d mit', 

A.B. = P. + P,,T1 P,, + W,T2 W,, -F C,, i.rnd 

C,,30.  

Fir n - oo ergibt sich hieraus  

AB=I+T1 , A=I+T, 
Mithin unterscheiden sich A von B und A' von R jeweils durch'einen volistetigen 
Summanden:' A-' = B + Ti', A' = B + ' 2 Die Folgen {B,,} und {B,,'} = {B,, 
+ P,,7' 1 'P,, + W,T2 'W,} liegen in einer Restklasse und es gilt 

A,,13,,' = P,, + C,,',	C,,' 30. 
Analog wird die Existenz einer Folge {B,,"} mit 

= P +C,,"	C,," 4 0' 

gezeigt. Far hinreichend groBe n sind die Operatoren P + C,,', P,, +C,," '(in 
im F,) invertierbar. Foiglich gilt dies auch von A n und B,,'; aullerdem ist 

-	(B,,')-' A s-' = P + Ce", ' Cn" 3 0. - 

'Multipliziert man die letzte Beziehung mit B,,', so ergibt sich die gleichinaBige 
Besehränktheit der Normen JA,,'P,,j[. Aus Satz 2.1 ergibt sich A E IJ{A,,} I 

Versehiedene Projektionsverfahren für Faltungsgleichungen (vie diskrete Wiener-
Hopfsche Gleichungèn, Wiener-Hopfsche Integraigleichungen, singulare Integral-
gleichungen) erfüllen die Voraussetzungen dieses Punktes. Den Fall der singularen 
Integraigleichungen werden wir u. a. in den näehsten Punkten näher betrachten.
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§3. Das Reduktjonsyerfahren für singulãre Integraloperâtoren 

SeiF= ( tE C : I t I =1 } ufldS der inL2L2(fldurch 

(Sp) (t) = ± /
	

Sr 

definier'te siñgulare Integraloperator. Bekarmtlich ist dieser Operator stetig, und es 

gilt .S2 =1 (vgl. [31) Daher snd P =	(I + 8) und- Q = (-I - 8) stetige 

Projektbren in L2 mit PQ = QP = 0 und P ± Q I. 
Wir betraehten weiterilin die durch	 - 

Pfl (') =Efkt' 

in L2 definierten und stetigen Projektoren (ii = 0, 1, . . .). Diesé sind selbstadjUngiert, 
und es gilt P -> I.	 - 

Schliefllich sei W,, (n = 0, 1,...) der durch	. 

- - -	 n (tktk) = ,_ 1 t n + ,_2 t n+1 +	+ f_ nt l + in + in_ i t 1 +	+ fot 
------------------I ----------- - ------------------ - -----	0 

definierte Operator. Die folgenden Behauptungen sind leicht uberprüfbar: 
I. W 2 =Pn, PnWn = W;	-	-	--	-	- - 
2. W,= W, und die Folge W,, konvergiert schwach gegen Null.	 - 
Somit können die im § 2. ang'efuhrten Ergebnisse benutzt werden .und insbesondere 
die Algebren d, d und das Ideal J eiñgefiihrt werden. - -	 -	- - 

- Für beliebige Elemente a, b. E L= L(T) sind die singularen Tntegraloperatoren 

A 1 =aP+bQ, A 2 = Pa+Qb, A=PaP+QbQ 
Elemente von S9(L2 ). - Weiterhin gilt:

 

{PnA 1Pn},	{WnA 1 Wn} E .' -	(i = 1, 2, 3).	-	-	- 

Wir zeigen dies für A 1 . Dieser Operator kann als A 1 = PaP + QaP -F QbQ+ PbQ' 
dargesteilt werden. Dann gilt WnPaPWn o PnPPPn und' WnQbQWn = PnQ&QPn, - 

- - wobei vir hier und im weiteren für jede Funktion c E L mit 6 die Funktion c (I) 
- - bezeichnen. Ferner kann man sich leicht von WnQaPWn .± 0, WnPbQWn —* 0 über-

zeugén. Aus diesen tYberlegungenfolgt unschwer obige Behauptung und 
-	- A 1 = PaP + Q&Q	(i = 1, 2, 3).	 - 0	 -	 ( 3.1)


Wir- benotigen nbc'h den folgenden Hilfssatz.
 

Hilfsstz 3.1 (vgl..[1, 3]): Die folgendem Behauptungem 8ind aquivalent: 
1. PaP + QQ ist invertierbar;  
2. ãP + Q, P + bQ sind invertierbar; -	- 

•	3. aP + Q, P + bQ sind invertierbar;  
4. aP + Q, P + b-1Q .sind invertierbar.	-	-	- • -	- 

4 Analysis Bd. 1, Heft 6 (1982)	 -
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FOLGE PUN G. 3. 1: Aus Satz 2.3 ergibt sich somit, dap aP + bQ E 17f P.) die 
Invertierbarkeit. von aP + bQ, aP + Q und P + bQ lie/en. Die analoge Behauptunj 
gilt anch /ür die Operutoren Pa + Qb und PaP + QbQ. 

SATZ 3.1 [2]: Seiert die Funklionen a, b E C = C(P), d. h. stetige und im all-
gemeinen komplexwertige Funktionen. Dann gilt aP + bQ E H{P} genau dunn, wenn 
die Operatoren aP + Q u,nd P + bQ invertierbar sind. 

N e u e r Be w is: Die Notwendigkeit ergibt sich sofort aus den vorangegangenen 
.t)berlegungen: 

Hinlänglichkeit: Aus den Voraussetzurigen folgt zunächst, daB' die Funktionen a 
undb auf P nirgepdsverschwinden (vgl. [31). Ncben dern Operator A = uP +-bQ 
betrachten wir noch den Operator B = PaP + Qb- 1Q. Wir behaupten 

{PAP} {PBP} - {P,j E J und {PBP} {PAP} - {P} E J. 


	

Zunachst gilt:	 - 

{PAP}{PBP} 

= RPaPPPa'PP} + {PQbQPQb'QP} ± {PQaPPPa'PP}. 

+ {PPbQPQb-'QP}. 

Da für c E c(r) die Operatoren PcQ, QcP volistetig sind (vgl. [31), gehoren die heiden 
let'zten Summanden zu J. Unter Berücksichtigung der Beziehungen 

PPcdPP = PPcPPPdPP + PPcQdPP + WPQãPW, 
-	 (3.2) 

PQcdQP = PQcQPQdQP + PQcPdQP + WQEPdQW 

(c, d E L beliebig gewahlt) 

ergiht sich nunniehr die erste der obigen Behauptungen. Die zweite wird analog 
bewiesen. Folglich ist {PAP}, invertierbar. Da wegen der Stetigkeit von a und b 
auch uP + bQ invertierbar ist, liefert Satz 2.3 nunmehr A € I7{P} U 

SATZ3.2:Sei . 

	

A =	Akl Ak2 ...	mit Akf	akJP + bkJQ,, ak) ,bk E C(F),- 

und .sei

PflAkIPflAk2P,, ... PnAmPn. 
k=1 

	-	
0 

Dann gilt A E H{A} geñau dann, wenn die dperutoren A und 

-	
B	

. .
	+ QklQk2Q ... Q&mQ 

k=1  

invertierba sind.	 - 

Beweis: Wegen {A} E d ergibt sich.die Notwendigkeit aus Satz 2.3. 

I-ivnlanglichkeit:. Wegen der Stetigkeit der Koeffizienten a,, bkj gilt 

A - A 1 E .(L2),	B - B1 E .((L2), 

wobei	 . 

A = ( E TJak) P + (E Hbk,) Q,	B1- = (E 17C41 ) P + Q(E H kJ ) Q.
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• Darnit gilt .ind A 1 = md B1 = 0. Folglich sind die Operatren Aj und B1 invertierlar 
(vgl. [3]). Nach Satz 3.fist A E I7{P} ; insbèsndere ist dannedas Element {PAIP} 
in .W invertierbar. Wegen der Stetigkeit der Koeffizienten ak1 , bk1 gilt aul3erdem 
{PA 1 P} - {A} E J. Satz 2.3 liefert nunniehr A E H{A} I 

4. Ein lokales Prinzip in der Theorie des Reduktionsverfahrens 

Wir beweisen zunächst eine für das Weitere grundlegende Beziehung. 
SATZ4.1:Sej	 .	S 

A = aP + bQ und B = PcP + QcQ mit a, b C L und c C C(fl. 

Dann gilt 

	

• c 1 = {PAP} PBP) - (P(acP + bcQ) P,) C J	
(4

.
1) 

	

= {PBP} PAP} - {P(acP + bcQ) P} (J.	 S 


Bveis: Zundchst gilt c1 = 1 1 + 12 mit 

- - •-

	

	= {PPaPPPèPP} + {PQbQPQcQP} - {PPacPP + PQbcQP}, 


12 = ({PQaPPPcPP} - (P,QacPP,j) + ({PPbQPQcQP} 

- {PPbcQP}). 

Wegen der Beziehungen (3.2) geho 'rt 1 zu J. Wir betrachten nunnihr den ersten 
Summanden in 12 : Wegen der Stetigkeit von c ergibt sich 

12 - ({PQaPPPcPP} - {PQacPP} E J.	•	 (4.2)

thit

- 12 = PQaPcPP} -. {PQacPP}.	 . 

Fur beliebige Eleniente d, e E LOO ist	 . 

PQdePP = QPdePP = 0r t1P2 PdePP2 tn) P. 

=	 P 

+Q(r'P2 PdQePP2 t") P + Q(r"W2 PaQePW2 t) P. 

Sotiiit gilt 

PQdePP	 .

tn = PQdPePP +	 + J)Qgn

(4.3) 

Wen  eine der Funktionen d, e stetig ist, konvergieren die beiden letzten Sum nianden 
in (4.3) in der Norm gegen Null. Dies folgt aus Hilfssatz 2.1 und	•	

1 

(t lP)* = (PtnP)* = PtP'  0, Q1"W2 P = Qt-'PW2 l  0 (n oo). 

Somit gilt 12 ' C J, tind wegen (4.2) liegt der erste Summand von 12 mi Idea] J. 
Analog wird die Zugehorigkeit des zweiten Sunmianden von 12 zu J und die Zu. 
gehorigkeit von C2 zu J gezeigt I 

4*	 S	 -
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•	F 0 L GE RUNG 4. 1: Unter den Vrau.ssetzungen des Satzes 4.1 gilt {PAP} 
X {PBP} - {PBP}'{PAP} € J. 

Sei PC die Kiasse der stiickweisestetigen Funktionen mit endlich vielen Unstetig-
keitsstellcn erster Art auf 1'. Mit PC hezeichnen wir die AbsehlieBung von PC in 
der Norm f j = sup Ia(t)). Bekanntlich besitzt ein Element der Algebra PC höch-

tel .	 S	 - 

stens abzählbar viele Unstetigkeitsstellen 1. Art. Wir werden uns zunàchst mit dem 
Reduktionsverlahrcn für singuläre Integraloperatoren mit Koefizienten aus der 
Algebra PC heschaftigen. Die 1Jberlcgungen'stutzenich aif ds im § 1 dargelegth' 
lokale Prinzip iind den in [6] bewiesenen	 S	 - 

SATZ 4.2: Die Funktionen a, b € PC rnoqen der Bedingung 

arg	±	- arg b 
± 0)1< ,2)	t€ r, 

genügen: Dann i.st uP + b  € H{P} genau dann, wenn die 'Operatoren aP + Q und 
P + bQ invertierbar sind.	 S 

S A TZ 4.3: Für die Funktionen a, b € 'PC sei. die Bedingung (4.4) in jedem Punkt 
€ F' er/üllL Dann 1st aP ± bQ E 17{P} geiau dann, wenn die Operatoren uP + Q. 

und P + bQ in-vertierbar sind. 

•	Beweis: Die Notwendigkeit'eribt sich aus Folgerung 3.1.	
.	S 

Hinlängliehkëit: , Sei N, für jedes r .E F die Menge aller stetigen Funktionen auf F 
mit folgenden Eigenschaften: 5	 •	

. 

I. Für jede Fiinktion / E N, existiert eine Umgebung des Punktes e, in der / gleich 1 
•	ist.	 S 

2. 0. :!E^ /(t)	I für alle.t € 'F.	 • 

Mit M, bezeichnen wir die Menge aller Eleniente aus d, die von der 'Gestalt 
jP.PfP - .1- P,,Q/QP,,} mit / N; sind 1)ie Beziehungen (3.2) liefern, dat) M, eine 
lokalisierende Kiasse-ist. Weil aus jeder . Menge .{/}er von Elementen /, € N, eine 
endliche Anzahl /,1 , .. ,

 
1'k von Elementen ausgewahlt werden kann mit	-	•	 S 

k 
/(t) =	 ,,(t)	1	(ItI = 1) 

U	 •	
1=1	

-	S	

S 

• und somit PIP + Q/Q € H{P} gilt, st'ellt {M,},er em' System lokalisierender und 

uberdeckender Kiassen dar. Wegen Folgerung 4.1. kommutiert für beliebige a,b € Ii-
das Element {P(aP + bQ) P} mit jedem Element von: U M,. 

S	 Tel	,	S 

Jedem Pünkt r € F ordnen wir' nun Funktionen a,(t), b,(t) wie folgt zu: Wenn r 
em Stetigkeitspunkt der Funktion a (b) ist, darn setzen wir a,(t) =a(i) (b(t) = b(r)). 
let -rein Unstetigkeitspunkt derFunktion a (b), sosei a,(t) (b,(t)) eine gewisse Funk-
tion, die in jedem Punkt t + r stetig und ungleich Null ist sowie im Punkt -r den 
Bedingungen	 S 

	

a,(-r) = a(r),	a,(x ± 0) = a(r ± 0) 

	

• (b,(r) = b(r),	b,(-r + 0) = b(T ± 0))'	•	 S	 ' 

•


genugt, und für die dr Operator a,P + Q (P + b,Q) invertierbar ist. Satz 4.2 liefert 
darn a,P + b,Q E 17{P}.	 ' S	 S 

9 her und im weiteren gelte arg z E ( — at, z] (z E C, z 4 0).
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•	Weil für jede FunktionjE N,, derenTrager sich in einer hinreichend kleinen,Urn- . 
•	gebuiig des Punktes r befindet, die Gröl3en  

•	sup J/(t) (a(t) — a(t))I ,	sup /(t) (b(t) - b,(t))I	-	V 

tEl'	 tEl' 

hinreiehehd klein sind, ist die Norm 

/(a —a,)P,+'/(b — b)Q-	V	 V	 V 

hinreichend klein. Aus Satz 4.1 ergibt sich die M,-Aquivalenz von {P(aP .+ bQ) P} 
und (P(a,P + b,Q)	Sornit ist \vegen Satz 1.1. {P(aP + bQ) P}' M,-invertier-




bar (r C P) und vegen Satz 1.2. in d invertierbar. Bedingung (4.4) garantiert 
V •: auf3erdern die Invertierbarkeit von aP + bQ. Satz 2.3. liefert nunniehr A C 11{P} I 

In der Theorie der singilaren Tntegraloperatoren Vist das Prinzip der Singulari- 
• tatentrennung eine wichtige Untersuchungsrnethode, urn Aussagen Uber die norinale 

Auflösbarkeit soicher Operatoren zu gewinnen (vgl. [3]). Andererseits ist es einfacher 
anzuwenden als lokale Prinzipien. in der Theorie des Reduktionsverfahrens kann 

V em soiches Prinzip ebenfalls formuliert werden. Sein Beweis wird allerdings mittels	- •	des oben bëschriebenen lokalen Prinzips gefuhrt. Wir geben zunächst noch eine	
V 

Definition:	
V	

V	 V	 V	

V	

V 

Für/ C Lm bezeiclinen wir mit sing supp / den Singularitatentrager von /, d. h. das 
Komplement der groBten dffenen Teilmenge von I', auf der / stetig ist.	 S 

SATZ 4.4: Es gelte a, C L ( = 1, 2,'3, 4) Wenn  

	

•	 a1P + a2Q C H{P},	a3P + a4Q C H{P}.	V V V	

V	
V	 (4.5) 

und	 •	 " S 

sing suppa 1 nsingsuppa,=ø (1= 1,2;	31' 4) V	 V	

V 

gilt, so 1st auch aa3P + a2a4Q C 11{P}.	V V V

	 • •
	 S 

	

Beweis: Aus Folgerung 3.1 und (4.5) ergiht sich zunächst 'die Iñvertierbarkeit	V 

• der' Operatoren a 1 P •+ a2Q, a3P + a4Q, a 1P + Q (1 = 1, 3) und P + a 1Q (1 = 2, 4). V 

Nach [3] sind dann die Funktionen a (1 = 1, 2, 3,4) in LOO invertierbar. Wegen (4.6) 
V sind die Operatoren	

V	

S	 •	 • 

• • 
V Pa 1 a3P — Pa 1 Pa3P,	Qa2a4Q — Qa2Qa4Q	 V	 • - 

• volistetig (vgl. V[31) Hieraus ergibt sich (vgl. [3: Kap. VII]) die invertierbarkeit 
von a 1 a3P + Q, P + a2a4Q. Sontit ist auch (a2a4 )_' P . + Q invertierbar. Wiederum 
wdgen (4.6) ist P(a2a4 ) 1 a 1 a3P — P(a2a4 ' Pa 1 a 3 P volistetig und soinit (a 2a4)' a1a3P 
+Qbzw.	 '	V	

V	
V 

	

•	 -• a 1 a3P + a2a4Q	 •	•	' S V	 -	

•	 V	 •	 • 
V 

invertierbar.	•	 S	

S	 •	 •	 V 

Wir fuhren nun die lokalisierenden Klässen wie irn Beweis des vorigen Satzes em. 
Aufgrund der Voraussetzung (4.6) existiert für jeden Punkt r E f'eine Umgebung Ur, 
in der entweder die Funktionen a 1 a2 oder die Funktionen a 3 , a4 stetig sind. Für jeden 
Punkt -r C F definieren wir nun Funktionen a, (1 = 1, 2, 3, 4) folgenderniaBen:. 

• Wenn a1 , a2 in einer Umgebung von r stetig sind, setzen wir 
V	

S 

•	a 1 ,(t) = a 1 (t), a2 ,(t) = a2(r), a3, (t) = a3 (t), a4 ,(t) = a4 (t).	'	• 
Sind die Funktionen a 1 , a2 in keinerUmgbung von t stetig, so sei	- 

•	a1 ,(t) = al (t), - d2 (t) = a2 (t) , a3 ,(t) = a3(r), • a4 ,(t) = a4 (-r) .
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Dann ist {P(a 1 a3P + a2a4Q) P}' M,-äquivalerit zu {P(ci 1 ,a3 ,P "+'a2,a4,Q) P}" 
und entsprechend {P(a 1 P + a2Q) {P(a31' + a.Q) zu {P(a 1 ,P + a2,Q)P}', 
{P{a3,P + a4 Q) P}". Die letzteren Elemente Sind wegen (4.5) auchM,-invertier-
bar. Well sich die Funktionen a 1 ,a3 ,, a2 ,a4 , von a 1 ,, a2 , Oder a3,, a4 , entsprechend riur 
dureh von Null versehiedene konstante Faktoren unterscheiden, ist sornit aneh 
{P(a1 ,o 3 ,P + a0,a4 ,Q) P} M,-invertierbar. Satz 2.3 liefert nun die Behauptung I 

Bemerkuig 4.1: tInter der VoraussOtzung,dal3 'die Funktionèn a, b ( PC keine 
gemeinsanlen Unstetigkeitsstellen besitzen, kann Satz 4.3 unter Anwendung des' 
lokalen Prinzips au-eh aus den Ergebnissen über die Konvergènz des Reduktions-
verfabrens für Toeplitzoperatoren' hergeleitet werden, vie sie in [2] enthalten sind. 
tine weitere . Mogliehkeit besteht darin, sich auf Satz 4.4 und die' Resultate von [4] 
u stützen.  

F 0 L G ER UN G 4. 1: Seien a 1 E L reeliwertige Funktionen, /ür die 0 [ess inf a1, 
ess sup a 1 ] gilt, I = 1, 2. Aus 

sing suppa 1 n sing supp a 2 =	- 

/olgt dann a 1P + a2Q E I7{P}.	•.	 . 

§'5. bas Redukionsverfahren Yür diskrete paarige Wiener-Ilopfsche Gleichungen 

Sei l (1 <p < oo) der Bánachraum aller Zahlenfolgen = mit der Norm 
00	1/p 

iiii = {
	

kV)} . Es sei weitera E L°° eine gegebene Funktion und 

2.

e-ikT 	(L=0 ±1, ) 

ihre ]ourierkóeffizienten. Ferner hedeute 'M die Menge allerderjenigen Finktionen 
a E L00 , für die die' unendlieh Matrix {aj_k}., in 1p einen hesehrankten Ope-
ratorA erzeugt; Die Eunktion a hei8t Symbol des Operators. Schlie13Jich'seiM() die 
Menge aller Funktionen aus L00 , die zu M fur alle 'aus einer Unigehung von p 
gehoreri.  

In der Banachalgebra 2'(l) sind die dureh 
/)i00 —f	(	. -	,	, O, '1, . ., ^n,. . . 

pcl	 0 nl'kI—cooo	-	. , , ',-n,	, "0, . , - fl	, 

definierten Projektoren P und P, enthalten. Analog, zurn vorigen Paragraphen 
werden die Operatoren W und die Algebren d, d eingefuhrt. Die lokale Theorie 
Iäi3t sich tinter Berucksichtigung der Ergebnisse von [3: Kap. XIV] auch bier ent- - 
wiekeln. Ms Fo1geiung aus dieser Theorie und den Ergebnissen von [4] Oder [5] 
ergibt sibh z. B. der folgendeSatz.	- 

S A TZ 5. 1: Es gelte a, b € PC n M() und die Funktionen a, b rnogen keine gemein-
&tmen Untetigkeitsstellen besltzen. Dann gilt . (Q = I . — P)	 - 

- - AP+BQ€P}	(PA +QBEH{P})
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genaudann, wenn die Operatoren AP + BQ, AP+ Q, P + BQ (PA + QB, PA + Q, 
I' -f- BQ) invertierbar sind. Dabei bedeuten A, B, A, die oben beschriebenen Operatoren 

entsprec/Lend mit den Symbolen a(t), b(t), a (_), b (-'
). 

6. Das RedukUonsverfahreii für Systerne singulArer Integralgleichungen 

Sei "k2 das topologisehe Produkt von k Exemplaren des Raurnes L 2. Seien ferner 

( 11P,,)_ 1 ,	S.= (611V,,)1_1. 

Für heliebige Matrixfunktionen a, b E (L)kxk sind dann die singularen Integral-
operatoren a'43 + bQ, '43a + C.b, '43a3 + ZbU im Rauni Lk2 erklärt und stetig. Die 
(Jherlegiingen der §.3 und 4 können ohne Schwierigkeiten auf diesen etwas allge-

•	rneineren Fall iibertragen werden. Es gilt z. B. folgender Satz. 

SATZ 6. 1: Seien a, b E (PC) k x k , ind these Funktionen mogen keine gemeinsamem 
Unstetigkeitsstellenbesitzen. Dann ist  

a '43 + b E Ili '43,,}	('43a+bEI7{,,})  

genau dann, wenn die Operatoren  
•'	

a9 + b, a	fl, q3 + bCL	('43a ± Qb, '43ã + Q, '43 +	) 

invertierbar sind, wobei ã(t) = a (1) , (t) = b (__) 

Dieser Satz ergibt sich rnittels des lokalen Prinzips aus [4]. Als lokalisierende 
'Xlasse wird'dahei fir jedes r E  die Menge 

9Y, = ((5 1a).): a E M,} 

gewahlt.  
Abschliel3end sei verrnerkt, daB die Ergebnisse des § 5 ebenfalls niittels des lokalen 

Prinzipes auf den Systemfall iibertragen werden können. 
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