— ~—~die-Anwendung-des Zuganges auf andere_Problemstellungen werden diskutiert. .
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Betrachtet wird im Rahmen der_ Elastostatik sowie fir, stationére elastische Schwingungen
der elastisch homogene und isotrope Vollraum mit einem cinfach zusammenhingenden Eins/
schluB aus anderem Material. An der Kontaktfliche L sind die Spriinge der Verschicbungen
.und der Spannungen vorgegeben. L sei homéomorph'zur Oberfliche eines reguliiren Torus und-
gehore der Klasse Cf an. Unter Verwendung des elastischen Einfachschichtpotentials ‘wird
ein Integralgleichungssystem erhalten, auf welches ein Beltramischer Differentialoperator
Q2 angewandt wird. Das resultierende zweidimensionale singulire Integralgleichungssystem
ist normal. 16sbar und besitzt den Tndex 0. Das Studium des Nullraumes und des Wertebe-
reiches von ‘Q erlaubt, den Beweis firr die Existenz und Darstellbarkeit einer Losung der
Ausgangsprobleme als Einfachschichtpotential zu fithren. Einige Verallgemeinerungen iiber

N . ) . . R

- PaccMaTpHBAETCA KOHTAKTHAA 3ajlaya B MBOTPOMAOM' it yNPYrOOAHOPOAHOM NPOCTPAHCTBC
¢ OMAOCBASHHM BKIIOYCHMEM 13- IPYrOro MaTepuaja B pPaMKax JJIACTOCTATHKH, A TAKHKC
YCTAHOBMBIUMXCA yNpyrux xoneGanui. Ha o61Luelt TOBEPXHOCTI! KOHTAKTA L 3alaAbl CKAYKH
CMeweHnil 1 Hanpssenun. [Ipennonaraercs, 4To MoBepXHOGTH L romeomopdua rpanuue’
perysIApHOTO, TOpa’ H. NPHHAMJICHHUT wnaccy C1.A. Peienie uuerca B Buje moTenuuana

npoctoro c¢noA./ CHcTeMa MHTErpabHBIX YPaBHeNUNt npeofpasyercd MOCPEACTBOM mbde- . -

. peHuHMaNLHOro omeparopa Benprpamu 2 B cHCTeMY NBYXMEpHHX CHHFYNAPHHX MHTETPasib-
+° HHX ypaBHEHUll, ABJIAIOUIYIOCA HOPMAIBHO paspémunmoit u nyetowyio uuziexs 0. C nomousio
peayJiLTaToB 0 AApe U 06IacTH 3HAUEHHMH OMEPATOPA §2 MOMHO 0KA3ATH TeOpeMy O CyluecT-
BOBAHMM pelieHUA MCXOXHuX npobiem. B paGote Taie_06CYHAANTCA BO3MOMHBE 0606-
IMEHUA MOCTABJIEHHHX npobnem. ’ ’

The problem of the elastic homogeneous and isotropic whole space with a simple connected
inclusion of other material in elastostatics and for stationary elastic vibrations is considered.
- On the contact surface L the jumps of displacements and tractions are given. L is assumed
‘to be homeomorphic to the boundary surface of a regular torus, and to belong to the class
C1.8. Using the elastic gingle layer potential, a system of integral equations is obtained, which
is transformied to a twodimensional singular integral equation system by the aid of a Beltrami
differential operator 2. The singular system is normal solvable and has the index 0. Studying

the kernel and the range of the operator £, the existence of solutions of the original problems: -
can be proved. Some gencralisations of the approach on otheér problems are discussed. .

3

N

1. Einleitung

Die Arbeit beschiftigt sich in der Hauptsache mit der Untersuchung des fundamen-
talert Kontaktproblems der Elastostatik bzw. fiir stationare elastische Schwingungen.
L sei stets eine geschlossene Ljapunowfliche, kurz L € 8 (0 < B < 1), die das
- einfach zusammenhingende endliche Gebiet D* — R, baw. das einfach zusammen-
hingende unendliche Gebiet D~ < IR; beranden, mége. Wir nehmen an, die Gebiéete
D+ und D~ seien ausgefiillt von elastischen Medien, die durch die konstanten Lamé-

: : Y. ’

~
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N

schen Moduln 4%, u* > 0 charjakterisiert werden und die ebenfalls konstarite Massén-
dichten g* besitzen. Gesucht sind nun Lésungen vi(x,f) (X = (a, Z,, 23) € IRy,
.. t — Zeit) der_beiden Differentialgleichungssysteme : )

Lk CAvE(X, f)
WAV, &) + (2% + ) grad div Vi, 0) + 0#F(x, ) = gr 20 (1)
fir x € D* bzw. x € D~ (die Operationen grad, div und 4 beziehen sich auf die
x-Variablen), die auf L den folgenden Kontaktbedingungen geniigen:.

Vi(n, 8) — vo(z, t) = 1(z, 8), . . . .
_ : F*Q*(z, 8) — T v (z,t) = gla, l) fir 2 EL ) . B

. , . . \ _
" Hierbei sind f(z, ), .g(z, ) gegebene Vektoren der Klasse Cl7(L) bzw. Cor(L), -
F(x; t) der Vektor der Volumenkrifte, der aufBlerhalb eines beschréinkpen Gebictes
identisch verschwinden und zur Klasse C%?(IR;) gehéren moége (0 <y < B < 1).
Z* ist der Differentialoperator, der den Vektorfeldern der Verschiebungen v(x, )
den Spannungsvektor. in Richtung der duBeren Normale n an L zuordnet. 7+ wird
bekanntlich gegeben durch o . _ 5 A Lon

v+ o :
- CTEvE = 2uE % + Z#n div v¥ + un X rot v+, N - (3)

~ Wir betrachten speziell den statischen Fall, bei'dem alle vorgegebenen Vektoren
von der Zeit unabhingig sind, und den Fall stationdrer elastischer Schwingungen.
Dabei sind alle vorgegebenen Vektoren harmonischen Schwingungen mit ein- und
derselben "Kreisfrequenz w > 0 unterworfen, was sich auf die Lésungen’ v(x, ¢)
tbertrgt. Man kann hier also. annehmen v(x,t) = Re (e“tux(x)), F(x,t)
= Rq(e‘“"F(x)), ..v Man zeigt leicht, daB die Amplituden u* dahn Losungen des
Kontaktproblemes . co ‘ -

wEAUEX) + (2 + ) grad div uE(x) + g*wPut(x) = —o+F(x)

fir. x € D* bzw. x€ D-. . (4)
cut(z) — u‘(i) = f(z), A _ ‘ . . - . .'
Trut(z) — T u(z) =g(z) fir. . z€ L ‘ ' ) NG

sind. Setzt man hierin @ = 0, so erhilt man das oben erwihnte Problem im statischen
Fall. (4), (5) bezeichnen wir kurz als Problem K(w) (fiir o =10). Das entsprechende
homogene Problem (d. h. F(x) = f(z)~<= g(z) = 0 fiir alle x ¢ D+ bzw. 7€ L) wird
kurz Problem Ko(w) genannt. - ‘ ‘ .
Das Problem K(0) wurde von JENTSCH [5] unter der Voraussetzung L € C?® behan-
_ delt..In fritheren Arbeiten von KUPRADZE (vgl. [10] und die dort angegebene Lite-
ratur) konnte noch nicht die Regularitit der konstruierten verallgemeinerten Losung

nachgewiesen werden, wihrend die Arbeit [4] Liicken enthalt. JENTsch sucht die . -

- Lésung des Problemes K(0) zum Zwecke der Aufstellung von Integralgleichungen
- in Form eines speziell konstruierten Potentials, in das Terme des elastischen Einfach- .
wic des Doppelschichtpotentials ecingehen. In [6] verallgemeinert JExTscu die
Resultate auf den Fall stationirer thermoelastischer Schwingungen, wovon unser
Problem K(w) (w > 0) einen Spezialfall darstellt. Es sei schlieBlich noch erwahnt, daf}
analoge Kontaktprobleme natiirlich auch iiber Hilbertraummethoden zuginglich
sind ([1, 3, 7]). ' : ~

’
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Anliegen dieser Arbeit ist es, eine Verallgemeinerung des im ebenen Fall [11] (vgl.
auch [12—14; 8)) fiir verschiedene Modelle der Elastizitits- und. Thermoelastizitits-
theorie und unterschiedliche Rand- und Kontaktprobleme ausgearbeiteten Zu-

ganges zu geben bei dem nur ‘Einfachschichtpotentiale bendétigt werden. In der

Arbeit wird eine solche Verallgemeinerung vorgestellt, allerdings unter der zuséitz-

lichen' Voraussetzung, daB die Kontaktflache L homéomorph zur Oberfliche eines -

_reguliren Torus ist, was wir im folgenden stets annehmen werden. Um ein singu-
»lares Integralgleichungssystem auf der Fliche L zu erhalten, wird analog zu [11]

ein Differentialoperator £ konstruiert. Studiert man die erkung von £2 tiber der

Ebene der Flichenparameter !, u?, so kann {2 als Beltrarmischer Differentialoperator
[17] interpretiert’ werden. In dieser Auffassung lassen sich unter Verwendung von
Resultaten aus [17] ‘Aussagen tiber den Nullraum und den Wertebereich dés Ope-
rators 2 beweisen, welche ihrerseits zur vollstindigen Untersuchung der Integral-
glelchung und zu Existenz- und. Regularitidtsaussagen fiir das Kontaktproblem
fithren. ‘Auf Grund der besseren Differenzierbarkeitseigenschaften des Einfach-
schichtpotentials im Vergleich zum Doppelschichtpotential [10] geniigt bei dem
neuen 7ugang (fir Kontaktflichen L vom Torustyp) die Voraussetzung L € C'#,
um die Existenz einer reguliren Losung des Problems zu sichern. Das entspricht
- einer Abschwachung der Voraussetzungen an die Randflache um mindestens eine
Ordnung im Vergleich zu anderen Zugingen. -

Wir stellen noch einige im Text verwendete Bezelchnungen zusammen. Ist & ein’
-linearer_Operator,.so .bedeuten.die Symbole N(&7) bzw. R(.sz{) den Nullraum (Kern)
bzw. den Wertebereich (range) des Operators /. Ist D ein Gebiet des R, 50 bedeu= " —

ted 9D seinen Rand, D seinen AbschluB und CD = R, \ D das Komplement im R,,.
Die imaginire Einheit wird mit 2 bezeichnet.

In der Arbeit wird die Michlinsche Theorie mehrdimensionaler singulirer Integral- -

gleichungen verwendet, die bekanntlich im L, 'bzw. den L,-Riunien entwickelt
wird. Auf Grund von Einbettungssitzen kénnen unter in unscrem Fall stets erfiillten
Regula,ntatsforderungen an die Kerne .der Integralgleichungen die Noetherschen
Sitze auch in Holderrdumen formuliert werden (15, 10, 16]. Da fiir unsere Zwecke
“aber nur im klassischen Sinne regulire Losungen des Kontaktproblemes interessant
sind, speznallsleren wir die erzneltcn Resultate von vornherein auf Ho]derraume

2. Parametrisicrung von L

Wie bereits bemerkt, sei dic Ljapunowfliche L homdomorph zur Oberfliche T eines
regula,ren Torus. Um eine -globalé Parametrisierung von L zu erhalten, nehmen wir
an, es sei ein Diffeomorphismus y: 7' — L gegeben, der der Klasse C*? (0 < f = 1)
. angehort, d. h., die Abbildung v ist bijektiv und iberfithrt jede auf T' erklirtc
Funktion f der Klasse CY#(T) in eine Funktion /E Cv#(L). Dabei verlangen wir
noch, daB der Diffeomorphismus ¢ in keinem Punkte ausgeartet ist, d. h., die Funk-

tionaldeterminante der zwischen den lokalen kartesischen Koordinaten auf 7' und -

auf L durch y vermittelten Abbildung ist iiberall von 0 verschieden. Das System der
lokalen kartesischen Koordinatensysteme in T bildet dann Karten der Klasse C*#
iiber L, dic insgesamt cinen Atlas der Klasse C'# iiber I darstellen, wobei wegen der
_Kompaktheit von L ein fester Kreiszylinder Z,(d) mit der Hohe 2d und dem Radius ¢
der Grundfliche existiert, der die folgenden Eigenschaften besitzt. Man heschreibe
dazu um einen beliebigen ‘Punkt z € L als Mittelpunkt den Zylinder Z,(d), so daB

dessen Achse mit der Normalen an L im Punkte z zusammenfillt. Bezeichne weiter y *

einen beliebigen Punkt von L n Z,(d), § = y~1z, 57 =~y die Urbildpunkte auf T
.und 2!, 22 die lokalen Koordinaten des Punktes 77 in dem in §,errichteten lokalen
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kartesischen Koordmatcnsyst,em auf T. Dann existieren unabhang!g von Z zwei
positive Konstanten m, M, so daB die Bezxehung

(o 9\ | (0 )\ | (05 g0\ .. s
0<ms= (6(1)1, vz)) + (6(01 v2)) + (‘8(?)1 vz)) - M : 0

gilt. (6) zeigt u. a. dxc p081t1ve Definitheit der ersten Fundamentalform in den lokalen
Koordinaten !, v%. Es seien nun zwei sich im Punkte § € T rechtwinklig sclineidende
_Kurven auf 7 geg(,bcn Aus (6) folgt dann lelcht daB cine_ Konst,ante &g Mit 0 < o

< ? -existiert, so daf} unahh’mom von Q fiir den k,chmttv'mkel P dcr Bllder dlEaef ‘

Kurven auf L die Beuehung xo S & S T — & gilt.
Wir parametrisieren die Standardfla.che T nun auf folgende Weise:

. § = §(ul, u?) = (Cn (e, u2), fz(ul, u?), Ca(ut, uz))

mit B B ) . . . ot \
Gl u?) = (Rt cos u?) cos u!, - NN A
Lo(ur, u?) = (R + 7. cos.u?) sin @, . : . (7N

G u) =rsinwt (r <R —a<ul< . —n < ut < =),

Die Koordinatenlinien »! = const und %2 = const schneiden sich auf 7' orthogonal.
Thnen entsprechen iiber den Diffeomorphismus 1 zwei Scharen von Kurven auf. L,
dic L liickénlos iiberdecken. Der Schnittwinkel « je zweier Kurven dieser Scharen
geniigt nach den cobigen Uberlegungcn den Ung]cnchungen ao Sas7w— K Durch
dxe Formeln ) .o I
| =g L 2y ctg ¢ S5 =8 XSy

- = —_—, = - —_— S N =

N 27 sin o [Z,) '.ga! e L
- . (8

oz o4 07 0z\ © . .
_(Z’f-—w)—-(auva—w'w)’~ =12

wird in allen Punkten von L ein lokales kartesisches Koordinatensystem erklart )
-wobei s, und s, in der Tangentialebene liegen. Die Koordinaten der Vektoren. §;

sind aulerdem hélderstetig iiber dem betrachteten Parameterbereich wie auch a]s
Funktionen iiber L.

3. Regularitit, Eindeutigkeit )

Wir interessieren uns fﬁ'pre_gix]élpe ‘Lésungen u* von K(w) im folgenden Sinne: :
‘Es sei-u* € C¥(D*) n C1(D#). Fiir groBe |x| gelte dariiber hinaus im Falle w=0 "

S ut(x) = O(|x|7?). und uj(x)= O(|x|"?) (j = 1,2,3). Im Falle w >0 fordern wir
dagegen die elastlschen Ausstrahlungsbedingungen. Unter Benutzung der wegen

der vorausgesetzten Finitheit von F fiir groBe |x| giiltigen Z erlegung u- = u(P) + u@--
mit . '
A s -
u(P)‘ + % grad divu- u®- = ’i‘ 5 ro_t rot u~.
" w? . ?

fiir die man leicht die Schwmgungsglexchungen ’

o w?

. . S,
g 4 —2 2 - =0 bzw., Au@- + L - — 9
F+ 2 L T -

-
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bestitigt, lassen sich die Ausstrahlungsbedingungen wie folgt formulierej'n:

N . : au(P)—(X) . oTw? o __ _
w-in = o, |25 i )] = oy, -
e,- — ) au(a)—(x) 'Q—wZ . ‘_ _ . ’
‘ uf )(‘) = 0(1), [_N—XI— - _?4'—/7 P( ) (x)] = O(|x|™)
(vgl. [10)- P B

‘Satz 1 Das homogene Problem Ko(w bemtzt keine mchttrwwle regulare Losung

Beim Beweis, den wir hier nicht im einzelnen fithren werden, benotlgt, man die

‘erste Greensche Formel der Elastizitéitstheorie sowie die Bedingungen an u~(x) fir

grofe [x|. Man vergleiche auch [5] fiir den Fall = 0 und [10] firr @ > 0. .
4. Giﬁnd}ﬁsungsmatrix,' Einfachschichtpotential B

Dle Matrlx I'(x —y) mit

2 .+3,u 1 At u 2z

T =I5 E?]_'_*__‘_Es wnd Tult) = TR T B B
P T T T “'(10)" -

ist bekanntlich eine Grundlésungérnaﬁrix des betracfltetén'leferent,lalglelchungs- '
systems im statischen Fall w = 0. Ebenso wird durch I'(x — y; ) mit

(25 w) = [Til(z; 0)]je=1,23

. 2 ’ ‘ 02, exeplz[
Iy(z; w) = 2 (5;’1:0‘;; + B, _32 62) —|z|
. 1 .

p_ .
(1 = w2, Lt = gy = ™, By = (—1) (00 Y)

eine ' Grundlosungsmatnx des DLfferent1alglelchungssystems fir >0 gegeben
Hlerbel sind in den Gebieten D*. bzw. D~ natiirlich die Konstanten A*, u*, ¢* bzw.

" A7y w7, o einzusetzen. Die mit diesen GroBen gebildeten Grundlosungsmatrlzen

werden auch durch I'*(x —¥), ' (x —y; w); ['"(x — y) bzw. I'"(x — ¥; w) beson-,

any

ders gekennzeichnet. Die Matrizen (10) und (11) sind fiir X = y bezitiglich X regulare -

Lésungen der zugehorigen Differentialgleichungssysteme. Insbesondere erfullt,
T~ (x — y;w) fiir groBe x| die Ausstrahlungsbedingungen.

Wir bilden nun mit den Grundlésungen I'(z;.») (w = 0; es wird hier T(z 0) = F(z)'

gesetzt) fir ein gegebenes Gebiet D < IR3 dlC Ezn/achschwhtpotenuale .

\

Vix; w)——fI‘(X—y,w)tp(y)d/u ‘ '_ o Coag)

v
. . 1

Satz 2: Es set @D € C” und (p € C° -¥(0D) (O <y < B = 1). Dann st das Poten-
-tal (12) regulire Losung des zugehirigen homogenen Dz//erermqlglezchungssystem m

Hlerbel ist ¢ ein gegebener chhtevektor, der auf 9D deflmert ist. Es gllt, der folgende :
Satz. _ '
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Gebiet D und in CE, und /iér X =2¢€¢0dD gelten /olgénde Formeln:

Ll TG ) = o)+ o jkTu i) g d, (13)
'x—’:;é)ab ’

xeCh
x—»zeab

lim TV(x; ¢) = —«p(z)+———f“*I‘Z—y, w) P(y) d/y

’ (H terbet bedeutet den Spannungsopemtor (3), gebzldet mu den betrachteten Moduln
A und p). .

.2 Ist v eine chhtung der Tangentzalebenc von 0D tm Punktc z¢€ 6D s0 gzlt '

r (z,q)) =%f6v P(z —y w (p( afy, - (14)
) £ : '

1

d ki, in tangenheller chktu’ng zat die Dz//erentmtzon unter dem Integral moglzch o '

3. ] st v eine vm’ Punkte z€9D tangentzelle chktung, 80 geht die Funktwn V(x @)
am Punkte Z stetig durch 2D hmdurch o

‘Die Behauptungen dieses Satzes folgen leicht aus den Satzen 5.1 und 5.2 der Mono-
grafie [10: S. 223]. Béhauptung 2 ist natiirlich eine Folgerung von 3.,.1i4Bt sich aber -
unabhédngig von 3. sehr einfach zeigen (vgl. etwa den analogen Sata fir das ent- '
" sprechende ebene Potentnal [11]).- :

Be merkung Satz 2 blezbt nchtzg fir Potentiale des Typs

7

Ejﬁmwww%,. - | a2y
oD -

wenn G(X,y) = (X —y;w) + R(X,y) gilt, wobei R(x, y). beziiglich x € B fiir alle
Y € B evne regulire Losung des betrachteten Dz//erentwlglewhungssz/stems ist, wenn B,
eine offene Menge mit D C B ist.

Die Behauptung folgt leicht daraus, daB dann der durch R(x, y) bewnrkte Tell
des Potentials (12 ) reguldr in‘einer Umgebung von 8D ist.

Die bei der weiteren Behandlung von Problem K(w) notwendigen Uberlegungcn "

werden sehr vereinfacht, wenn man in D* bzw. D~ Potentiale vom Typ (12) bzw.
" (12) zur Verfiigung hat, die die folgende Aquwalenzezgenscka/t (Vollstandzgkeu des
Kernes) aufweisen: . \

. Aus V(x; ¢) = 0 fiir alle x aus dem betrachteten Gebiet, D soll folgen (p()) 0
fiir alle y € 0D (wenn ¢ noch als hélderstetig vorausgcseut wird). .
" Wir zeigen zuerst, da} das Potential .

1
LV @) = nfl‘*(x—y o) @(y) dfy
L

die Aquiva]enzeigenschaft hat. Sci _héimlich V+(x; @) = 0 fiir alle x € D*. Wir be- N
trachten die durch das Potential dargestellte Funktion W(x) = V*(x;-¢) fiir z € D-.
' INach Satz 2 ist W(x) in D~ eine regulire Losung des leferent,la]glelchungssystems

wrdu + (A +,a+)gra.dd1vu+g w?u —0 ‘
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Andererseits gilt wegen der Stetigkeit des Einfachschichtpotentials auf L W(z) = 0
fiir alle z € L. Hieraus folgt nach dem Eindeutigkeitssatz fiir die erste Randwert-
aufgabe [10] W(x) =0 fur alle x € D~. Unter Beachtung von Satz 2 ergibt sich nun
firallez € L

= lim J+V*(x; (p) — lnm "“*V*(x ®)

X€D*
x—>z€L x—>z€L

1 ' , '
= ¢(2) +£ff*l‘*(z—y;w) @(y) dfy
T , ,

1° - ‘
- (—w(z) t o f,%l’*(z =¥ @) 9y) d/y) = 2¢(z),

d h., V¥(x; ¢) erfiillt tatsichlich die Aquivalenzeigenschaft. '
- 'In D- kann das Potential nicht auf die gleiche Weise gewihlt werden, da die erste
Randwertaufgabe in dem endlichen Gebiet D* bekanntlich Elgenwerte besitzt. Wir
setzen hier

Vo(x:9) ———f X, y;0) ey dfy, - ‘ . B _ '
wobei G(X, y; w) der Greensche’ Tensor der ersten -Randwertaufgabe -in-einem. Gebxet_. o
D ist, das den folgenden beiden Elgenschaften genugt .
1. D= D. N

2. Die homogene erste Randwertaufgabe fiir das Differentialgleichungssyst,em
. u~du -}—’ (2~ +n) grad div u 4 g~w?n = 0 im Gebiet D-\ D-
beS|tLb nur die triviale Losung. ’

Die erste Eigenschaft 148t sich leicht erfiillen. Damlt, auch die zweite zutrifft, braucht
D nur so_gewihlt werden, daB mes (D\ D-) hinreichend klein ist. Mit Hilfe der
‘beiden Eigenschaften zeigt man wie oben leicht, daB auch das Potential V-(x; (p)
die Aquivalenzeigenschaft erfiillt.
Wir bemerken noch, da man im Falle = 0 wegen der hier stets statthabenden
Eindeutigkeit der ersten Randwertaufgabe in D‘ ebenfalls stets das gewohnliche
Emfachschlchtpotentml verwenden kann. :

5. Uberfi_ih'rung des Problems K(w) in ein singulires Integralgleichungssystem

. Wir verstehen von jetzt an unter dem Problem K(w) das Problem (4), (5) mit F = 0.
Auf diesen Spezialfall 4Bt sich das allgemeine Problem unter Verwendung des elasti-
schen Volumenpotentials zuriickfiihren, dessen Elgenschaften in [10] ausfiihrlich
untersucht sind. Die Losung u von Problem K(w) wird in Gestalt eines aqunvalentcn
Einfachschichtpotentials :

us(x) = VE(x; %) = 21—” jK*(x;y) P=(y) d/y< fur a\céDt ' (15)
L, )

mmdcn noch zu best,lmmenden chht(,vektoren @+ bzw. ¢~ gesucht ‘Hierbei wird von

vornherein vorausgesetzt, daBl die Potentiale (15) die Aquivalenzeigenschaft erfiillen

(man hat also dic Kerne K*(x, ¥) nach den Uberlegungen des letzten Abschmttcs
{ .
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wie folgt zu wihlen: K*(x, y) = I'*(x —y; o) fir o =0, K-(x,'y) = G(x, y; ) fir ;
w >0 bzw., K~(x,y) = I''(x —y)-fir o =0). Nach Einsetzen in die Kontakt-
bedingungen (5) der Aufgabe ergibt sich folgendes Integralgleichungssystem fiir die
© Vektoren ¢*: - : o
1 ' . .
o [&@ o — K@ o) dh = 1o
L - g 4 (16)
f (F*K* (2, y) 9*(y) — T K (2,) 9~ (V) dfy = &(2) .

o/

: 1

$*(2) + ¢7(2) + o~
. ' ’ : Il

firz € L. Unter Béachtung voni _ _

4, = l/( Ay, a) )? + ( 3(ys, %a) )2 +.(' 3(ys, yl))2 wid ()

o(u!, u?) o(ut, u?) o(ut, u?)

kann (16) als Integralgleichungssystem iiber dem fundamentalen Rechteck der Para- '
meterdarstellung (7) aufgefaBt werden. Die zweite Gleichungsgruppe von (16) ent-
hilt - singulire ynt,egra,le\, wihrend die erste aus Fredholmschen Integralopera-
toren erster Art gebildet wird. Wir wenden auf alle drei Gleichungen dieser ersten
Gleichungsgruppe den.Differentialoperator . :

S A IR A N £
ou

Tt T lost T [z, But '
o 1 1 2 v 1 a9 i -
R _ ~ . . -7
‘+,?.{sina TR T aul} . 0

. an (vgl. Formel:(8)): (Im Gegensatz zir Formel () sind %!, %? in (17) auf den Punkt z
" und nicht auf y bezogen. Wir fithren jedoch trotz dieser Zweideutigkeit keine beson-
dere Kennzeichnung durch, da: bei Beachtung der konkreten Situation MiBverstdnd-
nisse ausgeschlossen sind.) Dieses Vorgehen wird dadurch motiviert, daB die nach der
beschriebenen Differentiation entstehenden Integrale singulir sein werden; denn man
kann unter Beachtung von Satz 2 (Behauptung 2) némlich unter dem Integral diffé-
renzieren und erhdlt z. B. - . e S

g0 -

i e a1
'le—‘yn“‘Wz'—y\*[i?“z"y'f’f?s_z-‘z_y']_'lz—ytzi

wenn 0 der Wihkel ist, den die Prqjektion der geraden Verb'indungslinie'zhy' auf die
_‘Tangentialebene .im Punkte z-mit der s,-Achse (im Punkte z) bildet. Man erhilt.

gchlieB]ich das, Integralgleichungssystem . ,
. ."‘l.v_ : . ‘. - . ,‘
Az) P(z) + 5 f K(z, y) Ply) dfy = F(z) S L
mit . . N
000000
. 0.0000.0 ‘ )
- . 000000 | - [QK*(z,y) — QK" (z,Y) -
AW =l100r00p K&N= Py - T
' 010010 i .
001001 -
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' Q1(z) w*(y)J ’
F = . i1 —
- [g(z)]’ W [<p' Wl

das im folgenden weiter zu unters'uchen seih wird.

6. Normale Lisharkeit und Index des Systems (18)

Ziel dieses Abschnittes ist der Nachweis, daB das System (18) ein stark smgulares v

normal lésbares Integralgleichungssystem ist, auf das die Theorie von [15] anwendbar
ist. Hierzu muB man den charakteristischen Teil dieses. Systems abspalten. er ver-
wenden dabei die bekannte Formel

(yr(z _ y))jk =¢ cos (n) 2")_ (Zk - ylkz)__;l(:s (n’ 2k) (Z"‘— y;)
+ Ollz —y|7**) ' ' (19)
€ > 0,"die unter der Voraussetzung L E Cc1# gultlg ist. Da sich

mit"c— '+ 2' ,
die Matrizen F(z — ¥) einerseits und I'(z — y; w), G(z, y; w) andererseits nur durch
additive Terme mit schwicherer Singularititenordnung unterscheiden, wird atich
dle Ordnung der Singularitit der Kerne I'(z — y; w) und J6G(z, y; w) durch den

- mit der Konstante ¢ behaftet,cn Teil der Formel (19) bestimmt. Wexterhm ergibt

sich S
[ ,a)]‘(z—y)])k—uézk(a—il—{f la_iz)l_z'—l—_yl o PN
N [ R = [ RO N
T (LI IR

mit“iﬁundb_yll&—:‘—% |

'Wir stellen nun die charakteristische Matrix auf. Dazu wiihlen wir das Ausgangs-
koordinatensystem im IR, so, daB der betrachtete Punkt z zum Ursprung des neuen
Koordinatensystems wird und die Koordinatenachsen parallel zu den Vektoren s,
8, und* s; verlaufen. Bei éiner solchen Transformation bleibt das Symbol des Ope-
rators ungedndert. Fiihren wir in der Tangentlalebenc zum Punkt z an die Fliche L
den Po]arwmkel 6 ein,-so gilt :

Yo — 2

L= no=

ly — 2" Sy =zl
. Unter unseren Voraussetzungen und wegen L € C*. ist-H = 0(1) in der Um-
gebung von y = z. Damit lift sich leicht die charakteristische Matrix- i(z, 0)

des Kernes im betrachteten Punkte z ablesen; es gilt _ )
™ 0 0 7]

cos 0 =

+y . . ) : .
D | 0 . D o 0
1 0. 0 ate® 0 0 —a”e’
2ni(z, 0) 1 0 —ctcosbh 1 0 " ¢ cosd
.o 1 —c*sinf 0 1 ¢ sin @
[ c* cos 6 ctsinf® 1 —c cos @ —~c"sinf 1 |

5 Analysis Bd. 1, Heft 6 (1982)
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mit’ . . o .
. T a(cos 6 + 4 sin ) — 2b% cos 6- 3bx(cos? 0 cos § + 7 sin 0 sin% 0) |
P — +-3b*(cos® 6 4~ 2 cos? 6 sm 6) - “bx(zcosf + sin0) -
‘3b*(cos2 6 sin § + 7 sin? 0 cos §) .a*(cos 6 + 7sin 0)- — 2b%i sin 6
| —b*(¢cos O + sm B) .7 43b*(cos 0 sin% 0 + zsin? §) .
B b b b - be . 8bre
+ 0 __ ao — — P30 S a 0 _ g o388
(a_fz_)e 4e 4e Tl e .z_4e.
B br - ,3bs S o bE s 3be
—7 — 0. __ 5 p3i0 16 Z_ o8 30
Lz}lle .?'46, o (a*+ )e —{—4e‘—i—_‘l1
Damit-hat die symbolische Matriz 6(z, ) [15] fo]gende Gestalt: . '
—_ . . I,O ~ X . 0 » -’
D+ S —D- ,
: 0 D 0 ,
6(z,6) = 0 . 0 - t.z*ie"“ 0. L0 ,—.u.‘ie“’ ‘
. 1 0 —2ct cos 0 1 ; 0 ' ¢~ cos.0 |
0 -1 —1c* sin § 0~ 1 ic” sin 0
.| %t -cos 6 ic* sin 6 1 —ic” cos® —icT sin 6 ‘1 B
mit , ; ‘ o
Cobt Db : bs . :
o a2 de D) i g o (o8 gSi6 2 (om0 30
) z'(a'-{_-2)e'. 44(6 + €39) .4‘(6 €%9)
D= = ' S .
Z_ (e-.a — 63“,’) . ; N - 2 (ai +_) AL + i— (e-lﬂ._+_'le‘3l0)~

Aus der Theone von ! \'IICHLI:\ [15] ergeben sich bekanntlich die folgenden Aussagen

o Die Bedingung' det'6(z, 8) = 0 fiir alle 0 <6 < 2n-ist hinreichend dafiir, daB das

vSystem (18) als Operatorgleichung iiber dem Lo(L) bzw. iiber C%*(L) normal 16sbar
ist. Hinreichend dafiir, daB das System den Index O besitzt, ist die Bedingung, dag.
die Betrdge aller Hauptminoren deér symbolischen Matrix groBer als eine gegebene

positive Zahl smd L o -

\

Wir berechnen zuna.chst dle Determinante der symbohschen Matrix. Dazu entwnckeln wir
diese unter Benutzung des Laplaceschen Entwncklungssatzes nach den ersten drei Zeilen.
. Die aus den ersten drei Zeilen und der i-ten, j-ten und k-ten Spalte gebildeten dreireihigen
Unberdetermmanten “erden mit A4, bezexchnet, Man erha.lt dann nach einfachen Rechnungen

szs = —z(a+)2 ("'+ +b%) €38, Aa.\s = 1(”- Y (e~ + b- ) €30,
" Ay = tata—(at 4+ b%) 3, A = iata-(a— + b )e3'9,'

¥: o9 Pl Aoy = Aygs = A_245'= Ay = Agge = Az;s,= Agse = 0,

Ay = (b*a* — b"a*.) a_:_ (€10 — €5i0) = — A, .

Ags = (b*a‘ - b—-’ﬁ)_az_ (e¥ — €di0) = '—Azss’ -
: ) . .

L . . DA . SR -
A,y = (bta~ — b-at) oy (ef0 + edi0) — dat (u+a‘ + ?.(aj‘b" + a‘_b*)) 6318
. . o, . N . - . . Lo . .
Ay, = (b*a~ — b-a*) @%(eio + 3i0) + g+ (a+a7 + % (atb- -+ a‘b*)) £3i0



Ayge = (b*a~ — bra*) ,“T_ (€% + e5i0) — iq-

.

\
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(a,+a‘ + -;— (atd— + a—b‘*)) e3i0

Agye = (b*a~ = b-a¥) iaz_ (€% 4 €590) 4 ia~ (a*a‘, + % (a+b- + a%b*)) 310,

Wenn ji;‘k die},. zu Ay adjungierte'Unterdeberminaqtc bezeichnet, so haben wir:

d.et a(z, 0) =

/schheth

2 (_1)""“‘ AukA l;k
1si<j<kss
| 1 0 " i¢- cos 6 |1 0
=Aps| 0 1 ic"sinf| — Ay, |0 1
—ic-cos® —ic-sinf® 1 tct cos O dctsin 6
. —ictcosO -1 0 1 "0
— Ao | —ict 5in® 0O 1 + Az |0 1
1 —ic-cos @ —ic-sin ict cos B ict sin 6 ‘1
- o 0 ic-cos 0| 0 . _i¢* 8in 6 .
+. A134 1 (' 1 " tc—sin 0 _Aus 1 —‘LC"" sin @
ictsin® —ic-sin'6 1. ; ict sin 6 1
S T —._—tccosf) ____ |1 _ —w*{g_sg__
+ Azas 0 - 0 . tc- sin 9 - Aoss 0 .—1ct sin 6
ictcos § —ic—cosf 1. - ic*t cos 0 1
. 0 1, ic~ cos 0 10 —ictcos 6
— A |1 (03 ic”sin 0| + A“?“. 1 —1ict. 8in @
ictsin@ —ic-cos0 1, ic*'sin 0 -1
1 0 ic- cos 6 . T —1ct cos 0
_Az:u 0 l . ic"sjn 6|+ Auo 0 —ictsinf -’
ict'cos§ —ic sinf 1 ictcosf 1

h zu

det, cr(z, 0) .
*
4

4 =
4

’

~'\

~

[

—ic* cos 6

—ictsin0f

1,

ic~ cos 0

ic— sin 6

0
l .
—1c—sin 0

L

0

—1c™ cos
1
0

67 -

—dc- cos 0

0
1

—ic~sin 0

e“’(cos2 6 — sm2 0 + 2¢ sin 0 cos 0) (b+a — b= a*) (ct + c) (a ct —ater )
€519(cos? 6 — sin? 6 — 2i sin  cos 0) (bta=. — ba*) (c*.+ ¢°) (‘a.‘c+ —~ atc)

— 1e340 {(1 + c;c‘) [(a+ +-a”) (2a+a‘ -+ % (atb + afb+)) + a+a‘.(b+ + l?*)]

(=) [(a*t)‘z (a* + b* + o) + % (a*b~ + ajbf)]‘+' (1 = ()

x[@r @ 4 b e+ Tl ]}

= —igdiofar £ a= + b + ) [@)° (1 — () + @ (1 — )],

4+ a*a‘('l + cte~

) (20 + @) + (a* + a= + 1) (bF + 6]

2

) Dle weitere Ausrechnung dieses Ausdruckcs und recht- aufwendlgc Umformungen fuhren
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‘Wegen 0 <ct < % und a#, b+ > 0 ist die in der geschweiften Klammer stehende Konstante
groBer als 0, und es folgt ‘ .
|det a(z, 6)] + 0,

also ist das Integm]glcnchungssystem (18) normal lésbar.’ :
Wir untersuchen nun die Hauptminoren, die der Reihe nach mit Al, 2+, Ag =det 6(z, 0)
bezeichnet seien. Man erhilt sofort bzw. nach éinfachen Rechnungen

s . L T Y s T +\ +
R L L ey Lo (N R
A, = —e%fgt(at + b+),l A, = —i(a*)? (@* + b+) e3i0. ' '

Unter Auénutzung der friitheren Rechnungen ergibt sich_weiterhi’n A

4, = —1i %e"(’ {(b*a= — bra*) 4 + (4a*(a* +a= + b¥) + 2(a*b™ + a-bt)) ¢2i0

. .

+ (bra~ — b‘a/“)}

A, = —i Ee"’{(a*b‘ —a- b*) eti + 2(a+(a+ + b*) + a- (a + b)) e2i® 4 (a*b‘ — a- b+)}

|A2| % 0 und |44] + O ist sofort zu sehen. Die Bcdmgung |4g] == O fur alle 0 < 6 < 2n lst
- dquivalent dazu, daB das Polynom N

w(z) = (ath- — abt) 2% + 2[at(at -+ bF) + a~(a~ + b7)] z+ (d+b' - a‘b*)

keme ,Wurzeln vom Betrag: 1. besnt/t Letzteres ist im Falle (a*6~ — a- b+) = 0 sofort klar.
Gilt hingegen (atb~ — a~b¥) = 0, so hat man fir die beiden Wurzeln z,, 22 von w(z) offenbar

at(a* + bt) +a(a= + b) — o4 ‘ (o)

_zz‘,=l,'z 2, = —2 -
S A R

, \
\

(die Konstante A mrd durch die obxge Glelchung definiert). Wegen der gencrellen Vora.us- '
setzung 2%, u* >0 gilt stetsa*, b* > 0 und at > b, a= > b, Set7en wir nun N =at(a*t + bt)
+a(a= + b ), so gilt stets* . N .
‘ T o e roo- :

N > a+b + a,—b+ . . L N . - ‘t)
" Das _ercnnt man mlttels Falluntcrscheldung Wenn namhch at 2 a- und b* = b~ bzw.
b+ < b7, so st ,

a*‘(a,+ —+— b+) Z a‘*a, + a*b > a~b* + atb-
bzw.. . . M

- a*(a*‘ +' bt). 2 a"‘a‘ + a7b* > atb~ + a~bt. . - C ° ‘

! ‘

Ist .mbcr a*‘ <a und bt 2 b~ bzw. b+ < b, s0 gilt
a” (a + b)) = a"a + a"‘b' > a bt + atb=
bzw.
a~(a~ + b~) =2 a-at + abt > atb~ +.a-b*.
 Mit (+) folgt nun '

atb— - a"b+

A S .
41> | s
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Es sei nun |z| = 1. Dann gilt
lw(2)] Z |atb~ — a=b*| (2 |4] — |22 + 1]) = 2 |a*b— — a~b*| (|4] — 1) > 0,

womit auch |{4,| % 0 evident ist. . .
. Die restlichen Ungleichungen [4;] = O und |4,] ¥ O zeigt man analog.

Folglich ist das System (18) iiber Ly(L) bzw. C°%¥(L) normal 1sbar und besitzt
den Index O. B ’ -

4 1

7. Der Nullraum des Operators &

Bei der in den folgenden Abschnitten durchzufithrenden Untersﬁchung 'des Systems

(18) werden Aussagen iiber den Nullraum des Operators 2 benétigt. 2 wird durch .
(17) gegeben. Der Definitionsbereich des Operators 2 besteht aus -i. a. komplex- -

wertigen Funktionen der Klasse C*(L) (0 < y < f) oder, in ‘anderer Auffassung,
komplexwertigen beschrinkten Funktionen der Klasse C1.#(R) iiber dem fundamen-
talen Rechteck C : ' o '

R_'{—,ﬂéul§ﬂ} '

—mSut < n

die gewisse Periodizititseigenschaften besitzen. Offensichtlich kann man im Rahmen

der zweiten Deutung die Betrachtungen auch iiber der gesamten u-Ebene durch-
‘fithren, indem die Funktionen des Definitionsbereic¢hes von Q doppeltperiodisch auf
die ganze Ebene U fortgesetzt werden. Die solcherart fortgesetzten Funktionen’
-haben dann die Eigenschaft, in jedem kompakten Teilgebict B — U der Klasse

C'7(B) anzugehéren. Beide Auffassungsweisen sind dquivalent ; wir werden vor allem
von der zweiten Gebrauch machen. - :

- Es sei nun’ w(u) = w,(u?, u?) + Tw,(ul, u?) (wi(1t‘, u?) — reell) eine Funktion .d,es
Definitionsbereiches 2(£2) von Q. Die Gleichung : :
Sw=F

bedeutet daﬁn ausfiihrlich:

1 o1 1 - + ot 1 : F .
T W T o T W OB —— wy, = I
IZ)I| sin « ]Zy2|. [Zrll - ’
—octg « S B - L ,
wy,y —— W +— Wy, =F, :
}zyll ) sin « |Z,'2| . lzrll vl ’
oder . R :
‘ L |z o
Wy — o T Was -+ ctg aw = |z,| F .
1.1 sin « |Z,2| 2,2 *_ g 2,1 l )‘ll 1
. ’ 12| . (21)
z’l :
— ctg aw, - —w Wy, = |2, Fy.
~ Chg awWiy + 7.4l 02 + We = [2,1] Fe.

Komplex geschricben nimmt '(21) die folgende Form an:

1 |Z,1| . - 1 |Z,]| .
Dl 1=t g — [—— Pl _ t = |z, F
(s.ina PR R et P R T

—_—
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0 . X Z, - R . . \ . . : ,
A we' = glu) w, = — Fa) - C e
’ . . . 411 '
. 1 — 7 ct; .
smzx|z,2| + ch“
mit,
; 1 |z
] ;II 1 + ’LCtg & |Z,1| ‘z92| + 229 COS(X .
gy = sin « Iﬂz,| |7yl IZ,1|
' : 1 |I’l| l7$l| |Z,2| . )
. +1—zot + — + 2sin«x _
S X {2, €% ot T T2l S

~

" Nach elementaren Umformungen bestablgb man, daf (21) auch in der Form

N B ’ LN .
<1z, : . . v
—w, — W, — Ctg aw; . = |2 sin «F;, — cos aF,) = F,*
2,2 T+ sin o |z, 1t g oWy 2 = |7y ( 1 - 2) 1
. o U gy (21"
Z .
\ wz,l‘—Ct'go‘wu‘*‘_ - 12—17,1|F2—F2
Sin & |Z,9|

geschrlcben wcrden kann

. Das System (21) ist ein Beltramnsches leferentm]glmchungssysbem dessen Eigen- 4

"schaften z. B. in [17] ausfithrlich untersucht werden. Wie man aus dem ersten Aus-

© druck fiir'q(u) sofort sieht, existiert eine Konstante k mit lg(u)] < k <-1. Aus den

*, Sitzen 2.4 und 2.15 der Monograixe (17 folgt die Existenz eines globalen Homoo-
morphismus: {(u)- der komplexen u-Ebene auf die komplexe v-Ebene, der u = oo -
invariant 148t und in jedem kompakten Gebiet B der u-Ebene zur Klasse C*#(B)
gehort. Dieser Homoomorphlsmus hat weiterhin die grundlegcnde Eigenschaft, die
leferentlalglelchung Qw(u) =0 in d1e ])1ff<,rcnb1alglelchung ai_w(v) =0 (mit

, w(v) = w( 1(v))) zu transformncrcn Folgllch kann.die a.llgemcme Losung der Glel-‘
chung (21) in einem bclleblgen Gebiet B in dcr Form

wlw) = ¥(ew) S (225;

geschrxeben wcrden wobe1 ¥ ecine belleblge im Gcblet B = {(B) analyblsche Funk- _
tion ist.

Wie bereits bemerkt, mteresswren wir uns auf Grund des Zusammenhanges mit
'der Integralgleichung (18) nur fiir solche Losungen w(u), die in der gesamten u-Ebenc
beschtankt sind. w sei nun eine solche Lésung von (21). In' jedem Kreis
K, = {u: |u] < n} existiert dann eine analytische Funktion ¥, mit w(u) = ¥, (C(u))
. furalle u € K,. Offenbar ist weiter die analytische Funktion ¥,,, analytische Fort-
setzung von '1/ Da die Mengen K, = ¢(K,) wegen der Elgenschaft,en des Homdo-
morphismus ¢ die gesamte v-Ebene ausschopfen, existiert, eine’ in der gesamten
v-Ebene analytische Funktion ‘¥, die die maximale FortSCLzung der ¥, ist. ¥ muf
- auBerdem in der ganzen v-Ebene beschrinkt sein. Also ist ¥ nach dem Satz von
~ Liouville eine \Vlllkurhche komplexe Konstante Hieraus folgt auch

w(u) = const

- Wir haben somit den folgenden Satz hergeleltct

Satz 3: Der Nullraum des Operators 2 is reell zwezdzmenszonal und besteht aus

allen iiber-dem fundamentalen . Rechteck (bzw. tiber der gesamten u—Ebene) Lonstanten'
Funktionen.
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Da der Operator 2 auf 3 skalare Glelchungen des Systems (16) angewandt wurde, )
ergibt sich leicht eine weitere Aussage. , N

Folgerung: Das homogene System (180) (der Buchstabe o in Forineln sollistets die:
homogerie’ Gleichung bedeuten) besitzt hochstens 6. reell linear unabhingige- Losungen
oder, tn anderer Sprechweise, der Nullmum des Operators von G’lezchung (18) st hoch-

- stens 6-drmensional. . . .

In der Tat, die Aqulvalenzelgenschaft der verwendeten Potentiale fithrt mit Satz 1
dazu, daB das homogene System (160) nur trivial 16sbar ist. Der Nullraum von (18)
fallt nun zusammen mit dem Losungsraum von (18) fiir g(z) = 0 und einen beliebigen °
konstanten komplexen’ Vekt,or f(z), woraus die Rlchtlgkelt der F olgerung sofort klar
wird.

8. Untersﬁchun’g des homogenén Systems (180)

Tn diesem Abschnitt wird zu Lelgen sein, daB der. \Iullraum des Systemes (18) genau
reell 6-dimensional .ist. Bisher wissen wir aus der Folgerung zu Satz 3, da,B dieser
. Nullrauim héchstens die Dimension 6 haben kann.

Da das System (18) den Index O besitzt, wiirde die Behauptung iiber den Nullraum
" von (18) offenbar aus der Existenz von 6 reell linear unabhingigen Losungen ‘des

. adjungierten _homogenen Systems folgen. Aquivalent hierzu aber ist die Existenz

von 6 linear unabhingigen ‘Vektoren auf der rechten "Selt,e von (18), so daB (18) fiir
belleblge nichttriviale Linearkombinationen dieser 6 Vektoren unlésbar ist. Um dies
zu zeigen, genugb Wlederum der: \'achwels, daB. dle Glelchung ’ :

Qw__F—F,-{—ze S , : N O
~ fiir zwei (reell) linear unabhanglge ho]derstetlgc Funktlonen Fa, F® unlosbar 1st

"d. h., daB} der Wertebereich von Q mindestens die Kodnmensxon 2 hat.
Wir betrachten dazu das System . ‘

. Quw=F

o

in der _z'a‘.quivalgnf;en Form (21"") und fiihren die Variablensubsbi.tutio'n v = {(u) baw. .
“in reeller Schreibweise : o : . : '

vt -—-‘S(ull u2$ A vé—h(u‘ ‘u?) S ,

_.mit dem g]obalen Homdéomorphisnmus =&+ ) dcs letzten Abschmttes aus. Dabel'
erhalten wir mit den Bezeichnungen e

Wy (v) -+ 1hy(0) = B(v) = w(tNw),  FHw) = F_*(c-l(v)),

by . R
'ﬁ(v),_. §"~—8u"’: i = 5 (1,271,2)

'.""-‘(v) = out

¢ - .
das Diffefentia]gleichungssystem

- 1 IZ 2
— 1y, 15»2 — Wy, oMp2 + ——— .

(W11 &1, + Wy, 277:1)

sin « |z,,|

C— ctg “(wl 1652 + Wy,9752] = Fl I -

A}

|Z,||
sin -« |7)2|

12)2-,15,1 + w2_277,, - ctg Of(wl.lfu + wl.277)l) + (w1 15»2 + w,, 27],2) = F2 .



.. der obigen Bemcrkungen folgt hieraus die folgende Aussage

727 I Mam o . -
Nach .12)2,2 bzw. ,,, aufgeldst ergibt sich das System

S e + an’@,li 4 @iy 0 = Fl’ -
|- o (23) -

: Wy, + apiy,; + Qgythy 2 = Fz
mit T
. F,(v> == (n,l .1 77»2F *)
S A - -
£ Pyo) = 7 EaFix + EaFi,
| Fro) = F*2w) und T = & — Eanae
Auf Grund .der. definierenden Eigenschaft des Homdomorphismus C wird in der
obigen Glelchung @y = gy = 1 und @y, = a4, = 0 gelten. Wir haben in den neuen

Varlablcn v!, v*also das folgende inhomogene Cauchy-Rlemannsche System erhalten:
—u22+w”_—F’1, :

— B (29
w21+’w12——F o . ' :

\

Wir behaupten nun, daf} das Systcm (24) unlosbar ist fur dlc belden linear unab-
hingigen rechten Selten

P =1, F<2>=0 bzw. F(?):b 1?’<2>~1

v

Wire namllch w = w, + zwz eine in der. gamen v Ebene regulare und beschrankto,
. Funktion, die die Gleichung (23) etwa, mit, der rechten Seite £ befriedigt, so wiren
w, und w, offensichtlich auch beschrinkte Lésungen der Laplacegleichung in der
ganzen v-Ebene, woraus. w, = C, = const, Wy = C, = const folgt. Dann wiirde
, aber auch #,® = 0 scin, im Widerspruch zur Voraussetzung. Es ist sofort. klar,
-daf} das System auch fir eine belleblge nichttriviale Linearkombination der F“)
F® nicht 16sbar ist. Nun kénnen wir schluBfolgern, dafl das System (21) fiir alle '
nlchttnvnalen Lmearkombmatlonen der beiden rechten Sciten ‘

/s

g . , .
Fl*“"= -5 b F_g*m =5 & baw.  F*O = = s
. o 1 i s
SRy — —5 M

" unlésbar ist; folglich ist auch das ursprunghche System (21) nicht. losbar fiir a]lc
' mchtbnvnalen Lmearkombmatlonen der beiden rechten Seiten , =~ - .

. 1 51 1 45:'2 1 5’1 .

. = = |t Sz F,0 — b
o BY=7 [Cg 2] S a jzgl|’ T T T

111 e L 17,1] o - 1 9,

F® = |—— 2 __ oty F<z>=___,

T [sma R T 2" T 2]

~ was man nach Auflésung gema,B (21") lelcht, verifiziert. Die Kodimension des’ Werte-
bereiches des Operators 2 ist damit gréBer oder glcnch 2. Unter Beruckswhtlgung

Satz 4: Unter den angenommenen’ Voraussetzungen besitzt das homogene I ntegral-
gleichungssystem (18 0) genau 6 reell linear unabhangzge Losungen
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9. 'Existenzsatz fiir das Problem K(w')

N -

7um Bewels des Ex:stenzsaues fur das Problem K(w) benotlgen wir noch zwei
" - Lemmata. .

Lemma L: 4D, ..., Dy seien 6 linear unabhangzge Lésungen des homogenen Systems -
(180) Dann kann ohne Fmschrankung der Allgemeinheit angenommen werden.:

. V(2 ) — V(25 @) =a, (j=1,23), o (28a)
V(2 @7) — V(25 9)7) =i; (j=4,5,6), . (25b)
TV @9t — TV (2,97)=0  (j=1,2,..,6 - (2

/ur z € L, wober - . ' . . .
=010, 0,0,0, O)T 2, =(0,1,0,0,0,00", a,=(0,0,1,0,0,07 -
© gesetzt ist. 2 ’ 4

. Beweis: Bezeichnen wir das System (16) mit dem Symbol LD = w, so kann
(18) kurz

L ()M(I) = |.-

- __ ._geschrichen werden (das Zeichen » iiber & deutet an, daB hicrbei nur die ersten

drei Gleichungen von' (16) gcmaB Formel (17) zu differenzieren sind). £2 und & sind
lineare Operatoren. Wegen' der Aquivalenzeigenschaft der Potentlale V* und V-
und auf Grund von Satz 1 gilt dim N(s&Z) = 0.

Wir kommen nun zum Beweis der Behauptungen (20&)—(250) (20c) ist sofort
klar, da diese Beziehung die.letzten drei Bedmgungen der Systeme (16) bzw. (18)

ausdriickt. v
Die ersten drei Glelchungen des Operators LD crgeben nun offenbar geradc die
Differenzen V*(z; @*) — V= (z; ¢~) (7 € L). Die Komponenten dieser leferena_

miissen aber fur Vektoren P € N(& .s{)\ wegen N(&/) = {0} dem Nullraum N(£2
des Opera,tors 2 angehéren. Da dieser Nullraum von bcllcblgen konstanten Vektoren-
_ gebildet wird, gehéren die Differenzen V*(z; @iy =V (z;9,7) (z € L), (9;*, ;)T
=®d;, (j=1,2,...,6) tatsichlich der reell 6-dimensionalen linearen Hiille der
Vektoren a,, a,, as an. Die Behauptung des Lemmas ist nun gleichbedeutend damit,
daB die (komplexe) lineare Hiille der Vektoren a,, a,, a; von den Differenzen
V*(z; ;) — V~(z; ;) vollstindig aufgespannt wird. Wire das nicht der Fall, so
konnte man -einen nichttrivialen Vektor P = ((p ¢ )T als mchttnvna]c Linear-
Lom‘bmatlon der gegebenen Basns D (j= 1 6) des Nullraumes N(£2s¢) kon-
struieren, fir den

VG 9 =V 9) = 0, TV @) — T V(g )=0.

gelten wiirde. Das bedeutet nach Satz 3, daB die Potentiale V*(x; ¢*) und V- (x; ¢¢~)
regulire Losung des homogenen Problemes Ko(w) sind, woraus nach Satz 1 V+(x; ¢*)
=0 und V-(x;¢") =0 folgt. Somit kann wegen der Aqunvalenzelgenschaft der
Potentiale auf ¢+ = ¢~ =0, also @ = 0 geschlossen werden. Das ist ein Wider-
spruch zur lmearen Unabhanglgkelt der ®; und beweist,indirekt das Lemma |

{

Wir bemerken daB man im statischen Falle w = 0 iiber die Losungen D; des
homogenen Systems (180) noch weitergehende Aussagen machen kann. Man k&nn .

‘némlich auf Grund des Eindeutigkeitssatzes hier die Losungen der durch die Formeln,

~
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(253)—(250) deflmerten Kontaktaufgabe sofort angcben Diese Losung(,n sind-
Vi) =a; (j=1,23), V* (x @;t) =1a; (j=4,5, 6), ,
CVE ) =0 (=1,2,...,6) '

. Hieraus fo]gt insbesondere 9 =0 fiir j=1,2,...,6. Die (p,* miissen dann aber

. Losungen des singuliren Integralglelchungssystems der 7we|ten Randwertaufgabe
[10] sein. . . N

Lemma 2: Dze Integralglezchungssysteme (16y und (18). sznd /ur alle fe C" Y(L),
g € C™ "(L) stets losbar.

s

- Beweis."Wenn ‘wir die glelchen Bezelchnungen wie belm Bewels von Lemma, 1 '
verwenden :so folgt aus den belden letzten Abschnitten lelcht dle Beziehung

codlmR( )—6 : o ) e (‘?‘S')-

‘welche die Existenz von 6 komponentenwcxse holderstetigen linear una,bhanglgen

Vektoren FO, ..., F® nach sich zieht, so daB alle nichttrivialen Linearkombinationen .. "

der F® nicht zu R(.Q) gehoren. Wiire nun die Behatiptung des Lemmas iiber das
System (16) nicht richtig, so wiirde cin Vektor w = (1, g)T mit f € C*»(L), g € CO»(L)
existieren, der nicht zu R(&) gehort d. h. die Gleichung &/ = w wiire nicht lésbar. -
‘0.B.d. A. kann w % 0 angenommien werden, denn 0 € R(d) Um die Existenz’
einessolchen'w zum Widerspruch zu fithren, unterschexden wir zwei Fille: a) w, E N(--)
und b) w § N(£ ) .
~ Fall a). wiirde einen dlrekten Wlderspruch zur Aussage von Lemma 1 blldcn und
kann daher ausgeschlossen werden. ) :
Im Falle b) bilden wir- den Vektor FO = Qw = (.Qf g)T. Es gilt FO = 0 Wir
zeigen, dafi dic Vektoren FO,F®, . F® linear unabhanglg sind. Aus COF(") + C,Fo

+ -+ CF® =0 fo]gt namlich wegen FO E R(.Q) und FO, .. F® 6 R(£2) sofort - .

COF(") =0 und C,FO 4 ... 4+ CF® =0 und hieraus C, = C' = Cs. Weiter-
hm ist klar da,B auch die Glexchung : :

Qyd =¥ . - e (#5%)

’

unlésbar ist. Denn wire (%) 16sbar, so wére mindestens eine Gleichung
d4'=W+wo, “oeN( Q)

. losbar da aber dxe Pot,ent,lale mit den Losungen D, .., Pgder homogenen Gleichung
(180) nach Lemma 1 den Nullraum von £ aufspannen, wire dann auch die Gleichung

.;X/'II' =W _
‘ l6sbar, i VVlderspruch zur Annahme W 4 R(ﬂ) Folglich ist die Glelchung
Qb =F ‘

unlosba,r fiir alle nichttrivialen Lmearkombmatlonen der’ Vektoren F(") FAO, ., F®,
- d. h. codinr R( 247) = 1. Da aber £ Qs ein singulirer Int,egraloperator mit dem Index
- 0 ist, -wiirde hieraus dim N(O.y/) > resulticren, im Wlderspruch zu Satz 4. Wir -
miissen die Annahme der Existenz eines w ¢ R(&7) deshalb fallen lassen, woraus dle, .
Behauptung des Lemmas iiber das System (16) folgt.

Wir nehmen nun an, das System (18) sei unldsbar fiir ein FO = Qw = (Qf )T

aus dem Werteberelch des Operators Q. F<°) 1st dann naturhch nicht der \‘ul]vektor
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Fiir die Vektoren F®_ FO, ... F® besteht jetzt die glelche Sltuatlon wie oben und

wir erhalten schlieBlich den Wlderspruch -dim N(.Q.d) =7, der indirekt auch die
Behauptung iiber das System (18) beweist‘B*

‘Wir bemerken noch, daBl man aus den Formeln von Abschmtt 8 die Vektoren

- Fo, ., F® unter Verwendung des globalen Homoomorphlsmus ¢ sofort auf-

.

schrelben kann. -

A}

Lemma 1 und 2 erméglichen nun den Beweis des Exxstenzsatzes

Satz 5 (Existenzsatz): Es set L€ o8, f¢ Crr(L), g€ COYL) (0 <y < B =<
Dann besitzt das Problem K(w) stets erne rcgula're Lésung. Diese kann als Em/ach-
schichtpotential (15) dargestellt werden, wobez (p @~ die Losung ‘des Systems (18) #st,
die glezchzemg (16) erfullt. .+

Der Beweis dieses Satzes folgt sofqrt, aus der Konstruktlon dcr Integralglelchung
(18) in Verbindung mit Lemma 2. . ~ .

Wir wollen hier.noch kurz auf emlgé auf der Hand liegende Verallgemeinerungen.

eingehen. Enthilt das Gebiet D~ endlich viele Einschliisse-D,*, ..., D,*, so dafl jede
der Randflichen,2D,*,..., @D,* homéomorph zu 7' ist, so lassen sich die Uber-

legungen der Arbeit unmistelbar uberbragen Man hat auf Grund des Ergebnisses

der Arbeit-auch die Moglichkeit, wie in [5] bzw. (6] die gekoppelte Grundldsungs- -

matrix oder wie in [13] Greensche Kontakttensoren zu definieren. Bei der Unter-

— suchung der-ersten- Randwertaufgabe.fiir. Gebiete. vom Torustyp kann man ebenfalls

" mit dem Einfachschichtpotential arbeiten. Das erhaltene Integralglelchungssystem

wird  unter Benutzung des Operators 2 von'(17) in ein ‘normal 16sbares singulires
Tnt,egralglelchungssystem itberfiihrt. Die. zugehorige symbolische Matrix 6,(z, 6) ist

die linke obere (3, 3)-Untermatrix der Matrix o(z, 0) aus Abschnitt 6, deren Haupt-
- minoren die Werte 4,, 4,, A;.haben. 6,(z, 0) erfiillt damit ebenfalls die in Abschnitt 6

angegebenen Voraussetzungen der Michlinschen Theorie. Wie im Text kénnen auch

" hier- die Uberlegungen zum Operator £2 zur Untersuchung des singularen Integral-

gleichungssystems ausgenutzt werden.

. Dié Anwendung des Zuganges auf weitere Randwert, bzw Randkontaktaufgaben. .

mlt Randflichen vom Torustyp erscheint prinzipiell méglich. Die Uberlegungen der
Arbeit zum Operator £ kénnen hierbei cbenfalls ausgenutzt werden, wihrend noch
zu priifen ist,.ob fiir dlC smgularen Integra]glelchungen dle Fredholmschen Sitze

. z,ut,reffen
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