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Betiachtet' wird im Rahmen der Elastostatik sowie für stationàre elastische Schwingungen 
der elàstisch homogene und isotrope Vollraum mit einem einfach zusammenhängenden Ein 
schiuB aus anderem Material. An der Kontiiktf1che 'L sind die Sprungc der Verschiebunen 
und der Spannungen vorgegeben. L sei homoomorph'zur Oberfläche eines reguliLren Torus und 
gehore der Klasse C'.P an. Unter Verwendung 'des elastisehen Einlachschichtpotentials 'wird 

•	

-

 

cin Integralgleichungssystem erhaten, auf , weiches em Beltra-mischer Differentialoperator 
Q angewandt wird. Das resultierende zweidimensionale singulare Integral gleibhungssystem 
ist normal. Iosbar und besitzt den Index 0. 'Das Studiun des Nuliraumes und des Wertebe-
reiches von Q erlaubt, den Beweis für die Existenz und Darstelibarkeit einer' Lasung der 
Ausgangsprobleme als Einfachschichtpotentiâl zu führen. Einige Verailgemeinerungen über 

---die-Anwendungdes Zuganges auf . andereProblernstellungefl werden diskutiert. 

PacceaTpIaBaeTcn I01ITawruan 3aJa'1a B naOTpOrTHOM' it ynpyrooWl0p0HoM npocTpaHcTse 

C 0H0CBH3Hb1M BKJI}oq eHHeM 113 Apyroro Mavepilaila B paMRaX 3JIacT0CTaTHKII, a Tamice 

ycTaHoBBl3lJJHxcH ynpyrux xoJ1e6aHI4ü. Ha o6uAeft nonepxHocTu IC0IITaKTa L 3/Hb1 c}ca4KH 
cMeweHMf it HanpaeHuh1. llpenonaraeTcH, qTO noBepxHoQrb L roMeoMoprna rpaue 
peryirnpHOrO.TOpa' a npnaaiieuT icJlaccy CI.. Peuienne HUWI'Css B aae 1-10TelIII1a1a 
npocToro cjloa!CIlcTeMa , rniTerpaJlbHbix ypaBHeiu4fl npeo6pa3yeTCfl nocpejcTBoM jui4afe-

penIaanbHOrO onepaTopa BeJnTpaMu Q B ducTeMy BXMHh1X dunryJiMpHaIX HilTerpaJib-
HUX ypaBHeHHtl, HBJUnoluyloca nopMa!bno pa3peuniMofl H HMlOEuYlO [cHe}co 0. C flOM6llb10 

pe3yJIbTaToB 0 Figpe a o6JlaCT11 aHaqeHuft oneparopa Q MOH(H0 J0Ra3aTb 'reopeMy 0 cyaecT- 
•	BoBalluic peuieHI4H HdXOHb1X npo6iieM. B pa6oTe Ta}cHe o6cyaa1oTcH B03510nHa1e 0606- 

WCHMH nocTanLaeHHbjx npo611eM.  

The problem of the elastic homogeneous and isotropic whole space , with a simple connected 
inclusion of other material in clastotatics and for stationary elastic vibrations is considered. 
On the ccntact surface L the jumps of displacements and tractions are given. L is assumed 
to be homeomorphic to the boundary surface of a regular torus, and to belong to the, class 

• C'- P. Using the elastic single' layer potential, a system of integral equations is obtained, which 
is transformed to .a twodimensional singular integral equation system by the aid of a Beltrarni 
differential operator Q. The singular system is normal solvable and has the index 0. Studying 
the kernel and the range of the operator Q, the existence of solutions of the original problems' 
ca. . n be proved. Some generalisations of the approach on other problems are discussed. 

1. Einleitung 

Die Arbeit beschaftigt sich in der Hauptsache mit der Untersuchung des fundamen-
taleñ Kontaktproblems der Elastostatik bzw. für stationäre elastische Schwingungen. 
L sei stets eine geschlossene Ljapunowflache, kurz L E C1.5 (0 < ^ 1), die das 

•	einfach zusammenhangende endlichQ Gebiet D. 1R 3 bzw. das einfach zusammen-' 
hangende unendliche Gebiet D	1R3 berandén, möge. Wir nehmen an, die Gebiete 

•	D und D eien ausgefullt von elasti schenMedien , die durch die konstanten Lamé-	, -
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sehen Moduin 2±, ± > 0 charakterisiert werden und die ebenfalls konstante Massen- 
diehten	hesitzen. Gesucht sind nun Losungen v(x, t) (x = (x 1 , x2 , x3 ) E 1R3,
I - Zeit) der beiden Differentialgleichungssysteme

a2v±(x I) 4v± (x, I) + (2± +	) grad div v± (x, I) + 0F(x, I) = o	a12	 (I) 

für x E D 1' bzw. x E D (die Operationen grad, div und 4 heziehen sich auf die 
x-Variablen) die aufL den folgenden Kontaktbedingungen genugen:, 

v(7 I) - v(z, I)	f(z,	'	
(2) 

I) - Tv(z, I) = g(z, I) fur z E L. 

'Hierbei Sind f(z, I), g(z, I) gegebene' Vektoren der Kiasse Cl.V(L) bzw. CO(L), 
F(x, I) der Vektor der Volurnenkrafte, der:auf3erhalb eines beschränkten Gebietes 
identisch versehwinden und zur Kiasse C°(R3) gehoren m6ge(0 < ' y < 1). 
3 ist der Differentialoperator, der den Vektorfeldern der Verschiebungen v±(x,'I) 
den Spannungsvektor. in Riehtung der äul3eren Normale n an L zuordnet. Y wird - 

S	
bekanntlieh gegeben durch  

bv 
S	 9±y± = 2u	+ 2n div y + n X. rot , v± .	 (3)an 

Wir betrachten -speziell den statischen Fall, bei dem alle vorgegebenen Vektoren 
von der Zeit unabhangig Sind, und den Fall 9tationdrer elastiseher Schwingungen. 
Dahci sind alle vorgegebenen Vektoren harinonischen Schwingungen mit em- und 

• derselben Kreisfrequenz co > 0 uiiterworfen, was sich aul die Losungen v(x, I) 
übertragt. Man kann bier ' alo annehmen v(x, t) = Re' (e1'u±(x)), F(x, I) 
= Re(eF(x)), ...' Man zeigt leicht, daI3 die Amplituden u dañn Loungen des 
Kontaktproblemes	 S 

S	

Au(x) + (2+ L ± ) grad div u(x) + w 2u(x) = 
•	für, x E D bzw. x E D-.	

S	

'	 ( 4)

u(z) - u(z) = 1(z),  

Yu(z) -	u(z) = g(z) für z C 1,	 (5)

sind. Setzt man hierin w = 0, so erhält, man das oben erwähnte Probleni im statischen 
Fall. (4) (5) bezeiclmen wir kurz als Problem K(w) (für co	0). 1)as entsprechende 
homogene 'Problem (d. h. F(x) = 1(z)	(z) = 0 für alle x  D .bzw. z'E L)'wir'd 
kurz Problem Ko(w) genannt.	 S 

Das Problem K(0) wurde von JENTSCH [5] unter der \ Toraussetzu0 ng L C C3 behan-
delt. In früheren Arbeiten von KUPRADZE (vgl. 1101 und die dort ngegebene Lite- 
ratur) konnte noch nicht die Regularitat der konstruierten veraligemeinerten Losung 
naehgewiesen werden, während die Arbeit [4] Lücken enthält. JENTSCH sucht die - 
Losung des Problemes K(0) zum Zwecke der Aufstellung von lritegralgleichungen 
in Form eines speziell konstruierten Potentials, in das Ternie des elastisehen Einfach-,. 
wie des Doppelschichtpotentials eingehen. -In [6] verallgemeinert JENTSCIE die 
Resultate auf den Fall stationarer thermoelastischer Schwingurigen, vovon unser 
Problem K(w) (co > 0) einen Spezialfall darsteilt. Es sei sehlie8lich noch erwalmt, daB 
analoge Kontaktprobleme natürlich auch über Hilbertraummethoden zuganglieh 
Sind ([1, 3, 7]).
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Anhiegen dieser Arbeit ist es, eine Verailgemeinerung des im ebenen Fall [ii] (vgl. 
auch [12—,14;.81) für verschiedene Modelle der Elastizitäts- find. Thermoelastizitäts-
theorie und unt.erschiedliche Rand- und Kontaktprobleme ausgearbeitcten Zu- 
ganges zu geben, bei dern nur Einfachschichtpotentiale benotigt werden. In der 
Arbeit wird eine solche Verahigerneinerung vorgesteilt, allerdings unter der zusätz- 
lichen Vorausset.zung, daB die Kontaktfläche L homoomorph zur Oberflache eines 
rcgularen Torus ist, was wir im folgenden stets annehrnen werden. Urn ein singu-
läres lntegralgleichungssystem auf der Fläche L 'u erhalten, wird analog zu [11] 
ein Differentialoperator Q konstruiert. Studiert man die Wirkung von Q über der 
Ebene der Flächenparameter u', u2, so kann Q als Beltramischer Differentialoperator 
[17] interpretiert werden. In dieser Auffassung lassen sicti unter Verwendung von 
Restiltaten aus [17] .Aussagen fiber den Nuliraum und den Wertebereich des Ope-
rators Q beweisén, welehe 'ihrerseits zur vollstandigen Untersuchung der Integral-
gleichung und zu Existenz- und Regularitatsaussagen far das Kontaktproblern 
fuhren. Auf Grund der besseren Differenzierbarkeitseigenschaf ten des Einfach-
schichtpotentials irn Vergleich zum Doppelschichtpotential [10] genugt bei dem 
neuen Zugang (far Kontaktflächen L vom Torustyp) die Voraussetzung L E C, 
urn die Existenz einer regulaien Losung des Problems zu sichern. Das entspricht 
einer Abschwachung . der Voraussetzu.ngen an die Randfläche urn mindestens eine 
Ordnung im Vergleich zñ anderen Zugangen. 

Wir stehlen noch einige im Text verwendete Bezeichnungen zusanimen. 1st d em 
- -- .linearer-Operator,.so bedeuten die SymboleN(d) bzw.R(d) den Nuhiraum (Kern). 

bzw. den Wertebereich (range) des Operators d. 1st D ein Gebiet delR s6bédèu - 
ted bD semen Rand, .b semen Abschl,13 nndCD = R. \ D das Kompleinent im 1R. 

'Die imaginareEinheit wird mit i bezeichnet. 
In der Arbeit wird die Miehhinsche Theorie mehrdimensionaler singilarer Integral-

gleichungen verwendet, die bekannthich irn L2 bzw. den L-Räunien entwickelt 
wird. Auf Grund von Einbettungssatzen können unter in iinsereni Fall stets erfüllten 
Reg ulaiitatsforderungen an die Kerne -der Integralgleichungen die Noetherschen 
Sãtze auch in Hölderräumen formuliert werden [15, 10, 16]. Da far unsere Zwecke 

• aber nur irn klassischen Sinne regulare Losungen des Kontaktprohlenies interessant 
sind, speziálisieren wir die erzielten Result .ate von vornherein auf Hölderraume. 

2. Pararnetrisierung von L 

Wie hereits bemerkt, sei die Ljapuno ,wfläche L hornoomorph zurOberfläche T dines 
regularen Torus. Urn eine glohale Paraineti'isierung von Ii zu erhalten, nehnien wir 
an, es sei ein Diffeomorphismus : T - L gegeben, der der Masse C' (0 < 1) 
angehort, d. h., die Abbildung V ist hijektiv und überführt jede auf T erklärtc 
Fiinktion / der Kiasse C1 (T) in eine Funktion / E U' .8(L). Dabei verlangen wir 
noch, daB der Diffeornorphismus 7p in keinein Punkte ausgeartet ist, d. h.,. die Funk-
tiOnaldeterminante der zwischen den lokalen kartesischen Koordinaten auf T und 
auf L durch ip vermittelten Abbildung ist uberall von 0 versehieden. Das System der 
lokalen kartesischen Koordinatensysterne, in T bildet dann Karten der Kiasse U'8 
über L, die insgesamt einen Atlas der Kiasse C1 Uber Ti darstellen, wobei wegen der 
Kompaktheit von L ein fester Kreiszylinder Zf (d) mit der Höhe 2c1 und dern Radius 
der Grundfhiche existiert, der die folgenden Eigensehaften hesitzt. Ma'n hesehreibe 
dazu urn einen behiebigen 'Punkt z E L als Mittelpunkt den Zylinder Ze(d), so daB 
dessen Achse j.-nit der Normalen an L im Punkte z zusarnmenfällt. Bezeichne weiter y 
einen behiebigen Punkt von L n Z(d), -'z, i =,V- 1y die Urbildpunkte auf T 
undv1 , v2 die lokalen Koordinaten des Punktes Pj in dem in gerrichteten lokalen
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kartesischen Koordinatensystem auf T. Darn existieren unabhangig von z zwei 
positive Konstantenrn, M, so daLI die Beziehung	 - 

•	 0 <,?fl 
G(V"

(y	))2	 V37 
+	

Y)) = M	 (6) 

gilt. (6) zeigt u. a. die positive i)efinitheit der ersten Fundanehta1form in den lokalen 
Koordinaten ', v2 . Es ,seien nun zwei sich im Punkte g C ,T reehtwinklig sehneidende 

•	Kurven aul T gegeben. Aus (6) folgt dann leicht, daB eineKonstante X 0 mit 0 < x0 

^ j-existiert. so daB iinahhingig von g für den Schnittwinkel a dcr Bilder dieser 

'Kurven aul L die Beziehung	 - gilt. 
Wir parametrisieren die Standardflache T nun auf folgende Weise: 

= (u', u2) = ( (ui , u2), 2 (u', u2 ), 3(u', 2)) 

mit	 •	 ' 

(u, u2) -= (II ± r cos u2 ) cos u',	,. 
2 (u1, u2 ) = (R ±r, cosu2 ) sin ü',	 ,	 (7) 

'3(u1, u2)= r ' sin u2	(r< R, -	u' -!E^
 ar,. -  	 i). 

Die Koordinatenlinien u1 = eonst und u2 = eonst schneiden sich auf T orthogonal. 
Thnen entsprechen 'iiber den Diffeomorphismu's 7p zwei Scharen von Kurven auf.L, 
die L lückenlos uberdecken. Der Schnittwinkel cc je zweier Kurven dieser Scharen 
geniigt nach den dbigen tiberlegungen den Ungleichungen ao ' - xo. Durch 
die Fornieln  

	

1	z, 2	- 
S 1 = —, S2 =	— - ctg S, 83 = S 1 X S2 

l z 11I	sin oc iz,2l	 S	 '	 '	

'	 (8) 
/	az\	/az	&z2 ez3\	

2'  

wird in allen Punkten von L ein lokales krtesisches Koordinatensystem erklärt, 
'wobei S 1 und S2 in der Tangentialebene liegen. Die Koordinaten der Vektoren s; 
sind auBerdem holderstetig Uber dem betrachteten Paraineterbereich wie auch als 
Funktionen tiber L.	• •	 S 

3. Regularität, Eindeutigkeit -	- 

• Wir interessieren uns fur regulare -Losungen u von K.(a) im folgenden Sinne:	- 
'Es sei u C C2 (D± ) n CI(D). Für groBe lxi gelte darüber hinaus im Falle (0 = 0 

u(x) = (i xL'), und uj(X)= (i x i 2 ) (j	1,2,3). Tm Falle co >.0 fordern wir 
dagegen die elastischen Ausstrahlungsbedingungen. Unter Benutzung der wegen 
der vorausgesetzten Finitheit von F für groBe lxi gultigen Zerlegung u =	 + u(8)-- S 

mit	-	 •	 S	 •	 S	 S	 •	 • 

U(P)-
A- ±2,r 

= —	 -	 grad div u,	u' =	 rot rot u. 

	

'S	
'S 

für die man leicht die Schwingungsgleichungen'	
- 

- 11P)- +	 u(P)	0 bzw.	+	= 0	• '- • 

-	 A- + 2,u
-	

S 

S	 S
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bestatigt; lassen sich die Ausstrahlungsbedingungen wie folgt formulieren: 

= P(1), 
[au(P)(x)- 

i	
+ 11	

I = ! ( IxL'),
(9) 

U( 8)_ (X) = 2(1), 
•[ 
au(x) -	U(8) ( X )  = O(xI1) 

aiXI 
(vgl. [101). 

Satz 1: Das hoinogene Problem Ko(w) besitzl keinenichtlriviçtle regulire Losing. 

Beim Beweis, den ir hier nicht im einzelnen fiihren werden, benötigt man die 
erste Greerischc Forinël der Elastizitätstheorie sowie die Bedingungen an u(x) für 
grot3e lxi. Man vergleiche aüch . [5] für den Fall co =0 und [10] für to > 0. 

5'	 S 

4. Grundlösungsrnatrix, Einfachschichtpotential	S	 . 

•	Die Matrix F(x - y) mit	 ..	S 

- S -	

I(z) = [F k (z)I i.k = 12.3 und Pk(z) = 
A + 3p

&k + 
A ± 

-- - - - - - - - - -- - - - - - - - - 2u(± 2u) izi	24u02 + 2i) i 

•	ist bekauntlich eine Grundlosungsmatrix des betrachteten Differentialgleichungs-
•	systems mi statischen Fall ü = 0. Ebenso wird durch F(x - y;o) mit 

r(z; w) = [ •r)k(Z; W)]jl23	 S 

und
2

	

92. giePIzI	
S 

-	 •. 1k( z ; w) = E(ik P +	3Z	 -•	 (11) - 

• - (1 2 = ew2 (A ,+ 2t)', 122 = e0j2 ;	= ô2 ', p = (l) (2)_i) 

eine Grundlosungsrnatrix des Dtfferentialgleichungseystems fur co > 0 gegeben 
Hierbei sind in den Gebieten D. bzw. D naturlich die Konstànten )	e bzw. 

IA-, A,	, .	einzusetzen. Die mit diesen Grof3en gebildeten Grundlosngsmatrizen 
- •	werden auch durch F(x . ), F(— y; co); 1'-(x); r-(*	

u 
- y) bzw.- ,(x 	- y; co) beson-, 

ders gekennzeichiet. Die Matrizen (10) und (11) sind.fiir x + y bezuglich x regulare 
Losungen der zügehorigen Differentialgleichungssysteme. Insbesondere erfüllt 
F- (x - y; co) für groBe lxi die Ausstrahlungsbedingungen.	 S 

Wir bilden nun mit den Grundlosungen r(z ;.w) (co 0; es wird hier F(z ; 0) = 
gesetzt) für ein gegebenes Gebiet D JR3 die Ein/achschichtpotentiale S 

	

fr(x—y;.j)T(Y)dl *	S	 .	 ( 12) 

OD 

•	Bierbei 1st q ein gegebener Dichtevektor, dér auf c9D definiert ist. s gilt der folgende 
Satz.	 S	 .	 -	

5	 S 

Satz 2: Es sei aD E C' und çp E C0.v(aD) (0 <y <.	1). Dann ,it das Poten- 
• •	hal (12) reguläre Losung des zugehorigen homogenen Di//erenlialgleichungssystems im 

•5	 0	\
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Gebiet D und in C1, und für x = z E t9D gelten /olgende Formein: 

1. urn YV(x;p) = (p(z) +	
f

g-r(z - y; w) p(y) d/,	 (13) 
XED  

80 

lin1 V(x;(,P)= (p(z)+— fr(z_y;w)(y)d/ 
D XEC 

X-ZEOD	 00 

(Hierbei bedeutet 3 den Spannungsoperator (3), gebildet mit den hetrachieten Moduin 
•2undu). 

2. Istv eine Richtung der Tangentialebene von F)D mi Punkte z E aD, so gilt 

V(z;	
=	

"(z -	w) p(y) d/,	 (14) 
SD  

d. ii., in tangentieller Richtungist die Di//erentiation unter . dem Integral niöglièh. - 

3. 1st veine imPunkte z EeD tangentielle Richtung, so geht die Funktion - V(x; ) 
mi P

\
unkte z stetig durch D hind urch.	

,- 
 

Die Behauptungen dieses Satzes folgen leicht aus den Sätzen 5.1 und 5.2 der Mono-
grafie [10: S. 223]. Behauptung 2 ist naturlich eine Folgerung von 3.,1ä13t sich aber 
unabhangig von 3. sehr einfaeh zeigen (vgl. etwa den analogen Satz für das ent-
spechende ebene Potential [111).-

e me r k u rig: Satz 2 bleibt. richtig für Potentiale des Typs 

f
G ( x , Y) T(y ) dly,	 (12') 

wenn G(x,.y) .= T'(x - y;w) + R(x, y) gilt, wobei It(x, y) beziiglich x E B für zlle 
y E B cine regulare Los'ung des betrachteten Di//erèntialgleichungssysteins ist, wenn B, 
eine o//ene Menge mit D C B ist.	 - 

Die Behauptung foigt ieicht, daraus, daB dann der durh R(x, y) bewirkte Ted 
des Potentials (12') regular ineiner TJrngebung von c9D ist. 

Die bei der weiteren Behandlung von Problem K((0) notwendigen Cherlegungen 
werden sehr vcreinfacht wenn man in D hzw. D Potentiale vorn Typ (12) bzw. 
(12') zur Verfugung hat, die die folgende Aquivalenzeigenscha/t (Vollstdndigkeit des 
Kern es) aufweisen: 

Aus V(x; ) = 0 für alle x aus dern betrachteten Geht D soil folgen q(y)
11

	= 0 
für alle y E aD (wenn (,p noch als holderstetig voraüsgesetzt wird). 

Wir zeigenzuerst, daB das Potential 

.,V+ ( X; w) = - jir+ (x —y ; (o) q(y) d/0 

die Aquivalenzeigenschaft hat. Sei hämlich V(x; ) = 0 für alic x E D. Wir be-
trachten die durch das Potential dargesteilte FunktionW(x) = V + (x;(p) for x E J)T. 
Nach Satz 2 ist W(x) in D eine regulare Losung des Differentialgleichungssystents 

-	1iAu + () +,a+ ) grad div U ± w 2u = 0.	-
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Andererseits gilt wegen der Stetigkeit des Einlachschichtpotentials auf L W(z) = 0 
für alle .z E L. Hieraus folgt nach dem Eindeutigkeitssatz für die erste Randwert-
aufgabe [10] W(x) = 0 für alle x E'D. Unter Beachtung von Satz 2 ergibt sich nun 
fUrallezEL 

0 = urn YV(x; (P) . - lini 5V(x; p)	- 
XE0	 XED-

	

•	-	 X-ZEL	 X-+Z(L 

= (p(z) +	 - y;) (p(y.) d/	 - - 

	

•	 S	
- (_wz +	 - 

y; co) p(y) d/) = 2çc(z),
2 
f

d. h., V(x; çp) erfüllt tatsachlich die Aquivalenzeigenschaft. 
In D kann das Potential nicht auf die gleiche Weise gewahlt werden, da die erste 

Randwertaufgabe in dem endlichen Gehiet D bekanntlich Eigenwerte besit.zt. Wir 
setzen hier 

	

•	
- V:(x;(f,)=_fG(xY;w)(P(Y)d/ 

- - - 
ol5eiG(, ; )dei GieeischeTensor-der ersten-Randwertaufgabe -in -einem• Gebiet_. -	-- --

• - D 1st, das den folgenden beiden Eigenschaften genügt:	 - -. 
•	i.cD.	 - 

2. Die homogene .erste Randwertaufgabe für das Differentialgleichungssystem 

ic1u + .- +,u-) grad div u + , e_6)2u = 0 mm Gebiet D\ 

hesitzt nur die triviale Losung.	 - 
Die erste Eigenschaft láf3t sich leicht erfüllen. Damit auch die zweite zutrifft, braucht 

- D -nur so gewahlt werden, daB nies (D \ D) hinreichend klein ist. Mit Hilfe der 
heiden Eigenschaften zeigt man wie 6ben leicht, dal3 auch das Potential V(x; 
die Aquivalenzeigenschaft erfüllt. 

Wir bemerken nbch, daB man ml Falle co = 0 wegen der hier stets statthahenden 
Eindeutigkeit der ersten Randwertaufgabe in D ebenfalls stets das gewahnliche 
Einfachschichtpotential verwenden kann.	-	S 

5. VberYiihung des Problems K() in ein singuläreslntcgralgleichungssystem 

• Wir verstehen von jetzt an unter dem Problem K(w) das Problem (4), (5) mit F = 0. 
Auf diesen Spezialfall läl3t sich das ailgemeine Problem unter Verwendung des elasti-
schen Volu men potentials zuriickführen, dessen Eigensehaften in [10] ausfuhrlich 
untersueht sind. Die Losung u von Problem K(w) wird in Gestalt eines äquivalenten 
Einfachschichtpotcntials	-	-•	 •	.	S 

-.	 u(x) = V±(x(P±) = 
i-f 

K ±(x;y) çp(y) d/ ' für x E D	 (15) 

rnitden noch zu bestimmenden Dichtevektoren bzw. qr gesueht. 'Hierhei wird von 
vornherein vorausgesetzt, daB die Potentiale (15) die Aquivalcnzeigenschaft,erfiillen 
(man hat also die Kerne K(x, y) nach den Oberlegungen des letzten Abschnitte 

S	 S 

-I
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vie folgt zu wählen: K(x, y) = r+ (x - y; co) für to o, K(x,Vy) = G(x, y; to) für 
co > 0 bzw. 1((x, y) = F(x - y) für to = 0). Nach Einsetzen in die K.ontakt- 
hedingungen (5) der Aulgabe ergibt sich folgendes Integralgleichungssystem für die 
Vektôren

_. f 
(K + (z, y) çp(y) - K(z, y) (p-(y)) d/ = ( z) 

L	 .	 (16) 

(z) ± q(z ) ±- f (Y+ K+ (z, y) (y) - 5K-(z,'y)piy)) d/ = g(z) 

• für z C L. Unter Beachtung voni 

•	 d/ = V(	:	) +	) )2 + (

	

)2 du
l du2	•.	(*) 

kann (16) als Tntegralgleichungssystem über dern fundamentaien Rechteçk der Para-
meterdarstellung (7) aufgefaBt werden. Die zweite Gleichungsgruppe von (16) ent-
halt singuläre Integral während die erste aus Fredholmschen Integralopera-
toren erster Art gebildet wird. Wir wenden auf alle drei Gleichungen dieser ersten 
Gleichungsgruppe den .Differentialoperator 

\	0	.0	1'-

	

C982	1z,11'au, 

• .1i	1a	 10	el	-	-

	

•	(17) 
Lsin x Iz, 2 1 0u2	Iz,11 Ou'J	.	.	

V 

- 
an (vgl. Formel:(8)). (Tm Gegensatz ziir For mel (*) sind u1 , Vu2 in (17) auf den Punkt z 
und nicht auf y bezogen. Wir fiihren jedoch rOtz dieser Zweideutigkeit keine beson-
dere Kennzeihnung durch, da- bei Beachtung der konkreten Situation MiBverstän- 
nisse ausgeschlossen sind.) Theses Vorgehen wird dadurch motiviert, daB die nach ,der - 

•

	

	beschriebenen Differentiation entstehenden Integrale singular sein werden; denn man 
kann unter Beachtung von Satz 2 (Behauptung 2) nämlich unter deni Integral diffé- 

- renzieren und erhält z. B.	•.	-•	 - 
a	1 ___ 

•	
y	 y2 L	

IZ - y l ± i	- Yl] 
'Iz - 

y12' 

wenn 0 der Winkel -ist, den die Jrojektio der geraden Verbnduigslinie zy auf die 
.Uangentia1ebeneim Punkte zmit der s 1 -Achse (im -Pun1te z) bildet. Man erhalt. 

•	schlieBlich das , Integralgleichungssysteth 

A(z) 111(z) + _ f.K(z y) (P(y) df = F(z)	 •	
(18) 

mit .
0 0 0 0 0 0 
0.0 . 0 . 0 0,0 
000000 

V	.1	 1.00 fOO 
010010 

V	 •	 • . . - _

0 01001

V.'

- 1QK(z, y) - QK(z, y) 
K(z, y)	[y+K+ (z, .y) - YK(z, y)
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F ( z ) = [Q1 z.1	(J)(y) = 
g(z) J'	 [çr(y)j' 

das im folgenden weiter zu untersuchen sein wird. 

6. Normale Lösbarkèit und Index des Systems (18) 
Ziel dieses Abschnittes ist der Nachweis, daB das System (18) ein stark singulares 
normal lösbares Integralgleichungssystem 1st, auf das die Theorie von [15] anwendbar 
ist. Hierzu muB man den charakteristischen Tell dieses Systems abspalten. Wir ver-
wenden dabei die bekannte Formel 

• (9F(z - Y))jk = 
cos (n, Zj)(Zk	Yk)	cos (n, zk)(z — y) 

Iz—y13 
+ e az —yL2 ')	 (19)

JU  mit c =2' € > 0,die unter der Voraussetzung L C C'giiltig ist. Da sich 
• die Matrizen r(z - y) einerseits undF(z - y; (o), G(z, y; co) andererseits nur durch 

additive Terme mit schwächerer Singularitatenordnung untcrscheideri, wird aiich 
die Ordnung der Singularitat de! Kerne 9F(z - y; co) und Y co')(z, y;  durch den 
mit der Konstante c behafteten Teil der Former (19) bestimmt. Weiterhin ergibt 
sich

F /	-	 Ia	a \	1 1
jk	081	a82	i) Iz —yI	•	• 

•	b	I y--z'18	.\	• yk — ZI 
1 + ! Z_yI 2 lly ZJ1 +	zk_iy_z+i)zi 

+. 3b 
Yj - Z, Y,	Z	

+ 1 • - j'	 (20) 
y — Z Jl y — Zj \ as	as/IY — zI 

•	A+u flIlt(t	 undb= •24u().+2u)	21u(A+24u) 
Wir stellen nun die charakteristische Matrix auf. Dazu wäbJen wir da Ausgangs-

koordinatenystem im 1R 3 so, daB der betrachtete Punkt z zurn Ursprung des neuen 
Koordinatensystems wird und die Koordinatenachsen parallel zu den Vektoren s1, 
S2 und' s3 verlaufen. Bei èiner soichen Transformation bleibt das Symbol des Ope-
rators iingedndert. Fiihren wir in der Tangentialebene zum Punkt z an die Flache L 
den Polarwinkel 0 ein,-so gilt 
- 

Cos  o = Y — Z1 ,
	sin o = Y2 — Z2• 

•	 y — zI	' ly — z i •	 - 

	

- Unter unseren Voraussetzungen und wegen L C C' ist-	= (1) in der Urn- 
gebung von y	z. Damit läBt sich Ieicht die charakteristische Matrix (z, 0)
des Kernes im betràchtetcn Punkte z ablesen; es gilt 

•	 •	 •	
—I	• 

0 •	 0	 a+ebo •	0	 0	—ae' 2izI(z,0)=	 S •	 1	0	—ceos0	1	0	ccos0 
•	-	0	1-	—c sin 0	0	1	c sin 0 

•	 c cos 0	c4 sin 0 • 1	—c cos 0	—c sin 0	1 

•	5 Analysis 13d. 1, Heft 6 (1982) 

\
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•	mit	 - 
'	a±(cos 0 + i sin 0) —.2bi cos 0- 3b(cos 2 0 cos 0 + i sin 0 sin2 0) — 

±3b (6s30 ± icos2 0sin 0)	-b±(i cos 0 + sin 0) 

3b± (co82 0 sin 0 -f I sin2 0 cos 0) a(cos 0 + i sin 0)— 2bi sin 0	- 
•	 _—b(i cos 0 + sih 0)	.	+3b(cos 0 sin2 0'+ i sin3 0) 

F3b	 3b- • ,	_I	 --i---e1° 
— I	 . 3b.!:. 	 ' 

•	
e1— I ---è°	 (a± + b±), + -- e 9 +	S - 

i)amit'hat die syrnbotische Matrix 6z,.0) [15] folgende Gestalt:	'.	V 

•	 •	
,•0	 -O 

0	 0 

(z 0) = 0	0	aie° ':	0	0	•-aie10 
1	0	—ic cos 0	1	0	i cos-0 

•	

V	 0	-	1	•.	—icr sin 0	0-'	1:	-	ic sin 0 
V	

-V iccosO	ic"'sinO	1	—iccos0 _ic_Vsin0	1 
mit	V	 -	 V	 -.	 V - 

D:h= [
 (a±'+	e' — "i	(e'° + e3 '°)	 - (e_° — e3°) 

(e- io — e3i0 )	,	V	 -.	 i ( a± ±	+i T (e°V± 'e°) 

• - '. , Aus der Theorie von.MICHLIN [15] ergeben sich bekañntlich die folgenden Aussagen. 
Die Bedingung detG(z, 0) 0 für alle 0 :!&- 0 <2xV ist hinreichend dafür, daB das 
System (18) als Operatorgleichung iiber dem L2() bsw. über CO - Y (L) normal lösbar 
ist. Hinreichend dafur, daB das System deh Index 0 besitzt, 1st die Bedingung, daB 

V	 die Betrage aller Hauptminoren dér symbolischen Matrix groBei als eine gegebene 
positive Zahi sind.	,	• V	 V	 V 

Wir berechnen zursächst die Determinante der symbolischen Matrix. Dazu entwickeln wir 
these unter Benutzung des Laplaceschen Entwicklungssatzes nach den ersten drei Zeilen. 
Die aus den ersten drei Zeilen und der i-ten, j-ten und k-ten Spalte gebildeten dreireihigen 
Unterdeterminanten werden mit Aim bezeichnet: Man erhält dann nach einfachen Rechnungen 

V	 V V

 

Ali3 = — i (a ) 2 (a+. ±b) 00 ,	A46	i(a-) (a- + bj 00 , -	 . V 

V 

A 16 = iaa (a+ 4- b') e3 i8,	A5 = ia+a-(a + b-) e310, • -	 - . - 

V	 Al24 = A l25 = A 145 = A245 .= A 136 = A2 = A 6 = A 356 = O	• -	- 

A 13 =,(ba — ba) — (e1 — e50 ) = —A2351	
,	V	

V 

V	 4	 V	 V 

V	 V A = (b+a - ba+) - ( e 0 -	= —A251 
•	 V	

V	
V	 -.	 V 

V	 V	
•	 V,	

•	
V	

(a+a   A135 = (b+a — ba1V) i	 (e0+e510) —ia 	+ .......V(d+b ± a_bh ) ) e 3$o	
V 

-	 V	 V	 a	 ..I 
V 

4
234 = ( b+a - ba0) -- (e1° ± e5iO) + i' (a+a_ ±	(a 3 b- -- a_b + )) e3iO,	 V



Lasung räurnlicher Probleme der Elastizitätstheorie	67 

A 156	(b+a— lra+) i s-. (e1°.+ e50 ) - ia_ (a+a_ + I (a+b + a_b+ )) e316, 

A 245 = (b+a	ba+) i - (€16 + e510) + ia (a+a ± -i-- (a+b ± a_b+)) 310 

Wenn A,k die,. zu A Jk adjungiertelinterde term inante bezeichnet, so haben wir: 

det a(z, 8) = ,' (-1)+i+"AJkAIJk 
-.	1i<j<k6 

I.	•	0	ic- cos 0	1	0	—ic cos 0 
= A 1 , 3	0	1	icsin0 —A 456 0	1	-Lie sin  

-	—5C COS 0 — lc- sin 0 1	 ?C COS 0 iC sin 0	1 - 
.1	 —ic cos 0	1	0	 1	0	ic cos 8 

•	 —A16 —ic sinG	0	1	 +'A ass 0	1	ic- sin 8 
•	 1	—ic cos 0 —ic sin 0	ic cos 8 i + sin 8 1 

0	0 ic cos 0	0 -	—ic sin 8	0 
+ A 1	1	1	ic sin 0 —A145 1	—jc- sin 	1 j5fl 0 —ic sinG 1	 ic sin 8	1	—ic sin .0 

	

--------------'-1_.__1j Cos O 1	—iccos0 1 
+A235 Q	0	ic- sinG —A056	 +' 

ic+ cos 0 _icL Cos O i	 ic" cos 0	1 -	—ic- cos 0 

•	 0	1	i cos 0	0	—ic cos 0	1 -. 
—A 135 1	0	ic- sin8 + A 156 1	—ict sin 	0 

icsin0 —iccosO 1	 icsin0	1	—iccs0' 

1	- 0	iccos0	1	—iccosO	0 
—A 234 0	1	jcsjn 8 + A246 0	—ic" sin 8	1 

ic-"'cos 0 —ic sin 0 1	 ic óos 0	1	—ic- sin 0 

Die weitere Ausrechnung dieses Ausdruckes und recht aufwendige Umformungen führen 
/schlieBlich zu 

•	 deti(z,8) 

-- e10 (cO8 0 - sin2 0 ± 2i sinG cos 0) (b+a- - ba+ ) (c+ + cj (a-c+ - a cj 

- L€5ie( O52 0 - sin 2 0 - 2i sin  cos 0) (b+a. - ba+) (c.± cj (a-c+ .- ac-) 

/	

- 5g310 {(1 + cc( a+ +-a-) (2a+a_ +	(ab + a_b+)) + aa-(b+ + b_)] 

-	
±(1_'(ci2)[(ak)2(a+±b+±ai±(a+b±ab)]'+(1(c)2) 

•	•	x	(a- + b + â) + -ab + a_b+)]} 

-. __1c3i0{(a+ ± a + b+ bj [(aj 2 (1 - (C+)2) + @1 2 (1 - (cj2)J. 

+ aa(1 + cc-)[2(a+ + 4- ) +(a+ a + 1) (b + bj]}	• 
0 

' 5 $	•	 1	,	 •-	 ,•	 I.
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Wegen 0< c± 
<+und a±, 

b± > 0 ist die in der geschweiftcn Kiammer stehende Konstante 

groBer als 0, und as folgt 

det (z, 0)1 + 0, 

also ist das Integralgleichungssystem (18) normal lösbar.	 -	 - 
Wir untersuchen nun die Hauptminoren,,die der Reihe nach mit A1,A2,...,A6=deta(z,0) •	bczèichnet seien. Man erhiilt sofort bzw. nach éinfachen Reôhnungen 

= i (a . +	e - i	- -i	=	 L 	+	+ - e41). 

- A 2 = _e2i8a+(a+ + bk),	A3 = —i(a+ ) 2 (a+ + b+ ) e31°. 

Tjnter Ausnutzung der früheren Rechnungen ergibt sich weiterhin	- 

A 4 =—i	{(b+a - b .-a+) e410 + (4a+ (a+ ±a ± b) + 2(ab + a-b+ )) e20	-. 

- ± (6a —ba+ )},	 S 

A 5 = —i e10 {(a+b - ab) e4iO + 2(a+ (a+ + b+) + a(a + bi) e210 + (ab - ab+)}. 

• A2 1	0 und JA.J	0 ist sofort zu sehen. Die Bedingung JA,J =F- 0 für alle 0	0 < 2n ist-- 
• äquivalent dazu, daB das Polynom 

w(z) = (a+b - a-b+) z2 + 2[a± (a+ -F- b+) ± a-(a + bj] z (a+b - ab+)

keine •Wurzeln vom Betrag- 1 leitzt. Letztcres ist im Falle (a+b - ab+) = 0 sofort kiar.
Gilt hingegen (ci+b- - ab+)	0, so hat man für die beiden Wurzeln z1 , z2 von w(z) offenbar 

-	 a+(a+ + b+) ± it(a- + bj •. •	•. z 1z2 = 1, z 1 + z = —2	 =	 (.) 
•	

•	 a+b_ab+ 

(die Konstante A wird durch die obige Gleichung definiert). \Vegen der generellen Voraus-
setzung A±, a± >0 gilt stet.&a±,b± >0 und a+ > b, a-> b. Setzen wir nun N = a+(a + b+) 

- + a(a -F- bj, so gilt stets	 •
(	- 

- N> ab + ab. -  

	

- - Das_erkennt man mittels Fallunterseheidung. Wenn namlich a	a- und b	b bzw. -; 
b-, so ist	 •	 - 

a+(a+ + b) a^ aa + ab > ab + ab-	 -	 - 
bzw..	•	 -	? 

• - a+(a+ + b+) aa + ab> ab + ab..	 • 

1st aber a	a und b	b- bzw. b+ s- b, so gilt -	•	 -	
.• -	 5'	 - 

a(a + bj aa + ab> ab + ab	 • S 

bzw.	 •	 - 

•	a-(a + bj a^ aa ± ab1> ab +,a-b+.	 - 

- Mit () folgt nun 

IAI >• 
atb + ab  -	

•	ab - ab+
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Es sei nun IzI	1. Dann gilt	
V 

w(z)> Iab - ab+I (2 JAI - 1z2 + 1)	2 ab - abl (lA— 1) >0, 
womit auch JA.J + 0 evident 1st. 
- Die restlichen Ungleichungen JA, + 0 und IA 4 r 0 zeigt man analog. 

Foiglich istdas System (18) (18) uber L2 (L) bzw. C°(L) normal lösbar und besitzt 
den Index 0. 

7. Der Nullraum des' Operators Q 

Bei der in den folgenden Abschnitten duichzufuhrenden Untersuchung des Systems 
(18) werden Aussagen über den Nullra,um des Operators Q benotigt. Q wird durch 
(17) gegeben. Der Definitionsbereich des Operators Q. besteht aus -i. a. komplex-
vertigen Funktionen der Masse C'.v(L) (0 < y <fi) oder, in 'anderôr Auffassung, 

komplexwertigen heschränkten Funktionen der Elasse C' - Y (R) fiber dem fundanien-
talen Rechteck

-	 V	 ,• 

die gewisse Periodizitàtseigensehaften besitzen. Offensichtlich kann man im Rahmen 
der zweiten Deutung die Betrachtungen auch fiber der gesamten u-Ebene durch-
fiihren, indem die Funktionen des 'D•efinitiónsbereiches von Q doppeltperiodisch auf 
die ganze Ebene U fortgesetzt werden. Die soicherart fortgesetzten Funktionen 
haben dann die Eigenschaft, in jedeni kompakten Teilgebiet B c U der Kiasse 
C' v (B) anzugehoren. Beide Auffassungsweisen sind aquivalent; wir werden -vor allem 

•	von der iweiten Gehraueh'niaehen.	V V	 '	 V 

Es sei nun' w(u) = w 1 (ut , u2) + iw2 (u 1 , u2) (w 1 (u1 , u2) - reell) eine Funktion des 
Definitionsbereichcs (Q) von Q. Die Gleichung 

•	 Qw=F 

hedeutet daiin ausfiihrlich:  
•	'	1	'1	1 •V 

—u'11 —'---------w22+etgx—w21 =F1, 
- '	 lz,il	sin	lz,21	 lz,11  

—ctgc	.1  

	

W1.1 +	w12 + - w2,1 = F21 •	sin c lz,2 I	z,11 
•	oder  

V	

1	I 
•	

z,1l 
1	-••:•---

	
W2.2	ctg xw2•1	= Jz,iJ F1,	

V 

-	 (21) •	 - ctg cwi . 1 +	
ff 

u'1 
V 2 ± W21 = I z, fl F2. sin a 7,2 

Komplex gesehrieben niinrnt (21) die folgende Form an:	 - 

• 
(sin	

iz,l	
(sin	

lz,I \
 z,2 1	 / 	Iz,21	 -	V/
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bw.  

wij IzL - q(u) w = F(u)	 (211) 
_L + 1 - I ctg 

sin a Iz,21 
mit

–H!i._1+ict.gx	IZ,11 ,- 1--+2icos 
q(u)	

Slfl a 1 Z 21I	 lz,21	lZ111 

•	L tII +	I etg	+ --- + 2 sin 
sLn x	-	 z121	IZ121 

Nach elementaren tJniforinungen bestãtigt man, dal3 (21) auch in der Form	. .

X21 
W1.1—tv22 + -----	- ctg aW1.2 = Iz, 2 1 (sin aF, - cos F2 ) = F1* 

sin x I Z ,iI	 . 
-	

'	i	z 1	 :	
( 21") 

	

- ctg cXW11 +	 = Iz, 1 1 F2 = F2* 
sin oc Iz,21 

gesehrieben werden kann.	 S 

Das System (21) ist ein Beltramisehes Differentialgleichungssstem, dessen Eigen-
• schaften z. B. in [17] ausfuhrlich untersucht werddn. Wie man aus dem ersten Aus- 

• druek fürq(u) sofort sieht, existiert eine Konstarite k mit q(u) k <1. Aus den 
Sätzen 2.4 und 2.15 der Monografie (17] folgt die Existenz eines giobalen Homo-o- 
morphisnius: (u) . der komplexen u-Ebenè auf die komplexe v-Ebene, der u = 00 - 
invariant laf3t' und in jedem kompakten Gebiet B der u-Ebene zur Kiasse C'(B) 
'gehort. :Dieser Homoomorphismus hat weiterhin die grundlegende Eigenschaft, die 

Differentialgleichung Qw(u)= 0 in die. 1)ifferentialgleichung	iv(v) = 0 (mit 

	

• ,	. i(v)	w( 1 (v))) 'zu transforniieren. Foiglich kanndie aligemeine Losung der Glei-
chung (21) in einem beliehigen Gebiet B in der Form	 - 

	

•	,	w(u)	 -	:	 (22) 

	

•	geschrieben werden, wobei 1' cine beliebige im Gebiet B = C(B) analytisehe Funk-

	

•	tion ist.	 •	-	. 
• Wie bereits hemerkt, interessieren wir uns auf Grund des Zusamrnenhangeà mit 

derintegraigleichung (18)nur für soiche Losungen w(u), die in der gesamten u-Ebene 
beschränkt sind. w sei nun cine soiche Losung von (21). In jedern Kreis 

= {u: Jul <n} existiert dann eine analytisehe Funktion Yf,, mit w(u) = 
für alie u E K,. Offenbar ist weiter die analytisehe Funktion IF,, analytisehe Fort-

	

•	setz1ng von W. Da die Mengen K	(K) wegen der Eigenschaften des Tlomöo-
morphisnius	die gesamte v-Ebene ausschopfen, ekistiert eine in der gesamten
v-Ebene analytische Funktion P, die die maximale Fortsetzung der W, ist. W Il1UB 

	

•	auBerdeiii in der ganzen v-Ebene heschränkt scm. Also ist W nach dem Satz von 
- Liouville eine willkürliche komplexe Konstante. Hieraus folgt auch 

	

• w(u) = const.	• •, - 5-	 - 

Wir haben soinit den folgenden Satz hergeleitet.  

	

-	,

 

Satz 3: her Nuliraum des 'Operators Q Is reeli zweidirnensional und besteht aus 
alien über- dern /tndanientaien . Rechteck (bzw. ilber der gesa?nten u-Ebene) konstanten 
Funktionen.	•	 .	-	 -	

-
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Da der Operator Q auf 3 skalaré Gleichungen des Systems (16) angewandt wurde, 
ergibt sich leicht eine weitere Aussage. 

Fo 1 g e rung: Das homogene System (180) (der Buchstabe o in Forinein soil' stets die; 
homogen Gleichung bedéuten) besitzt h6chsten,9 6 . reell linear unabhangige . Losungen 
oder, in anderer Sprechweise, der Nullraum des Operators von Gleichung (18) ist höch-
stens 6-dimen8ional.	 .	 . 

In. der Tat, die Aquivalenzeigenschaft der.verwendeten Potentiale führt mit Satz .1 
dazu, daB das homogene System (160) nur trivial lösbar ist. :Der Nuliraum von (18) 
fällt nun zusammenmit dem Losungsraum von (16) für g(z) 0 und einen beliebigen 
konstanten komplexen' Vektor f(z), woraus die Richtigkeit der Folgerung sofort kiar 
wird.

'S 

S. Untersuchung des homogenen Systems (180) 

In diesem Ahschnitt wird zu zeigen sein, daB derNuliraurn des Systemes (18) genau 
reell 6-diniensional ist. Bisher wissen wir aus der Folgerung zu Satz 3, daB dieser 
Nullrau höchstens die Dimension 6 haben kann.	.	.	.	S 

Da das System (18) den Index 0 besitzt, wUrde die Behauptung über den Nuliraum 
von (18) offenbar aiis .der Existenz von 6 reell linear unabhangigen Lasungen des. 

-- adjungierten homogcnen Systems cJg'.. Aquivalent hierzaber ist die Existçnz 
von 6 linear unabhangigen Vektoren auf der rechten Seite von (18), so diB (18) für 
beliebige nichttriviale Linearkonibinationen dieser 6 Vektoren unläsbar ist. Urn dies 
zu zeigen, genügt wiederuin der Nachwëis, dal3.die Gleichung	.	

5 

92w=F=F1 ±iF2	 , S 

für zwei (reell) linear Unabhangige hoiderstetige Funktiorien F('), F(2) unlosbai ist; 
d. h., daB der Wertebereich von Q niindestens die Kodirnensioñ 2 hat. 

Wir betrachten dazu das System	 . 

Qw=F	 . 

in der äquivalenten Form (21") und führen die Variablensubstitution v	(u) bzv.
in reeller Schreihweise

v' =(u', it2 ),	v2 = (u1 , u2 )	.	.	.. .	 .	. 
mit dern globaleñ Hornoornorphisnius = ± i-q des letzten Abschnittes aus. Dabei 
erhalten wir mit den Bezeichhungeri	.	.	 . 

ü(v) + iü 2 (v) = ü'(v) = w(-'(v)),	.F*(v) = F*(4(v)), 

wi •	a	..	 . 
w5(v)	'-(v),	"=	.Th	(i,) = 1,2) av?

das Differentialgleiehungssysten	 -	.	.	. 

-	-	1	lz121  
- -w21 ,2 .- w22i,2 -f- -------- ------- (w11 e,1.	w12 , 1 )	 .	. . sin cc
— ctg a' 11 , 2 ±w1277 , 2 1 = F",

 

w2	+ W2 .27711 - ctg a( 1 i,i + ti 2'? ) +	 (t? I 2 + W1 2'? 2) =
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Nach w2,2 bzw. iV2,, aulgelost ergibt sich das System 

— w22 + a 11 ü, 1 , -I-- a 12 ',i'12 = PI P	 -
(23) 

U'2 1 --• a21 t,11 + a22 ü, 2 = P2  

mit

P 1 = P 1 (v) =	(ThiPi* + 77,22*),	 - 

P'2 = P'2 (V) = - (,ii* + 

= F*( i1(v )) und J = 'ITh2 - '2ThI 

Auf Grund der definierenden Eigenschaft des Hom6omorj5hismus wird in der 
obigen Gleichung a ii = a22 = 1 und a 12 = a21 = 0 gelten. Wir haben in den neuen 
Variablen v 1 , v2 also das folgende inhomogene Cauchy-Riemannsche System erhalten: 

•	 W22 ± w1,1 = P 1 ,:	 - 
•

	

	 -	 (24) 
W2 ,1 + Wi .2 = P2. 

Wir behaupten nun, daB das System (24) unl6s1ar ist für dTh beiden linear unab-
hangigen rechten Seiten	 . 

	

= 1,	P'2 = 0 'bzw. p1(2)	0	(2) = 
Wärenärnlich W= w1 + iw2 eine in der, jafizen v-Ebene regulare und besehränktc 
Funktion, die die Gleichung (23) etwa mitderechten Seite P(') befriedigt, so wären 
w 1 und w2 offensichtlich aueh beschrànkte Losungen der Laplacegleichung in der 

• ganzen v-Ehene, woraus- w 1 C1 const, • w2 = C2 = const folgt. Dann würde 
aher auch p1(1) = 0 scm, im Widerspruch zur Voraussetzung. Es 1st sofort kiar, 
daB 'das System auch für eine beliebige nichttriviale Linearkombination der p(1), 

(2) nicht lösbar ist. Nun können wir schluBflgern, daB das System (21) für alle 
- nichttrivialen Linearkombinationen der beiden rechten Seiten 

F,	-7	 F2*4) = -,- E, 1 hzw. F1*(2) 
=-- m 

- F2* (2) = - ThI 

unlösbar 1st; folglich 1st auch das ursprüngliche System (21) nicht. lösbar fur alle 
nichttrivialen Linearkombinationen der heiden rechten Seiten	 - 

-	F1(1) =.-i—Ictgoc 	---4-- --1,	F2() = ------ bzw. 

	

Iz, i I	sina IZ, 2 1j	-	 J Iz,11 

F1 (2) = I 

	

[^4̂ -- - ctg a --1,	p2(2) = - I 

	

J	 in a I 1 121	z,11j	 •J 1 z,1 1, 

was man nach Auflosung gema3 (21") Ieicht verifiziert. Die Kodimension des 'Werte-
hereiches des Operators Q ist damit groBer odei.gleich 2. Unter Berucksichtigung 
der obigen Bemerkungen folgt hieraus die foigende Aussage.. 

Satz 4: Unter den angenammenen' Voraussetzungen besitzt das hornogene Integral-
•	gleichungssystem (18 o) genau 6 reell linear unabhangige Losungen.
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9. 'Existenzsatz für das Problem K(w) 

Zuni Beweis des Existenzsatzes für das Problem K(w) bénotigen wir noch zwei 
- Lemmata.	 - 

L e mm a 1: (J),.•••, 4J6 seien 6 linear unabhangige Losuiigen des homogenen Systems 
(18o). Dann kann ohne Ein.schrankung der Ailgemeinheit angenommen wérden: 

V(z;	) - V(z; -)	=a1	(1 = 1,2,3) 2	 (25a) 
- V(z; p - )	= Ia1	(j = 4, 5, 6),	 (256) 

•	. 9V 4 (z; p, 4 ) - 9--V-(z; q - ) = 0	(j = 1, 2, ..., 6)	 (25c)
" für z E L, wobei 

aj=(1,O,O,O,O,O)T,	a2 = (0,1,0,0;0,0)1 ,	a3=(0,0,1,0,0,0)T 
• gesetzt 1st.  

Beweis: Bezeiclinen wir das System (16) mit dem Symbol d = w, so kann 
•	(18)kurz

S2f'P, = 2w  

- -- _.geschriebenwerden (das Zeichen ±_uber _an, AaBierbinur die ersten 
drei G1eichungen von' (16) gemaB Formel (17) zu differenzieren sind). 2 und d sind 
lineare Operatoren. Wegen der Aquivalenzeigensehaft der Potentiaje V und V 

•	und auf Grund von Satz 1 gilt dim N(d) = 0. 
Wir kommen nun zum Beweis der Behauptungen (25a)—(25c). (25c) ist sofort 

kiar, da these Beziehung die. Ietzten drei Bedingungen der Systeme (16) bzw. (18) 
ausdrückt.	. 

Die ersten drel Gleichungen des Operators d!' ergeben nun offenbar gerade die 
Differenzen V(z; çpf)	V(z; p ) (z € L). Die Komponenten dieser Differenz. 
müssen aber für Vektoren 'P € N(2d)' wegen N(d) = (0) dem Nullraüm N(2) 
des Operators 2ngehoren. Da ieserNullraum von beliebigen konstanten Vektoren 
gebildet wird, gehoren die 1)ifferenzen V(z; ) - V(z; -) (z E L), q)' 
= 'Pj (j = 1, 2,..., 6) tatsãchlich der reell 6-dimensionalen linearen Hülle der 
Vektoren a 1 , a2 , a3 an. Die Behauptung des Lemmas ist nun gleichbedeutend damit, 
daB die (komplexe) lineare Rülle der Vektoren a1 , a2, a3 von den Differenzen 
V'(z;	- V(z; (pr) vollständig aufgespannt wird. Ware das nicht der Fall, so 
könnte man einen nichttrivialen Vektor- 'P = ( (p+, p)T als nichttrivia1 Linear-

* koin,bination der gegebenen Basis 40 i (j = 1 . .., 6) des Nuliraumes N(2d) kon-
struieren, für'den	 - 

V(z; q)	V(z; p- ) = 0 2	.V(z; (P) -	V(z; p-) = 
gelten würde. 1)as bedeutetnach Satz 3, daB die Ptentia1e V(x; jib ) undV(x; q-) 
regulare Losung des homogenen Problemes Ko(a) sind, woraus nach Satz 1 V(x; ) 

•

	

	0 und V(x; (,p) 0 folgt. Somit kann wegen der Aquivalenzeigenschaft der
Potentiale auf (J) = qr = 0, also 'P = 0 geschlossen werden. Das ist ein Wider-

•	pruchzur linearen Unabhangigkeit der 'r' 1 und bewcistindirekt das Lemma  
Wir bemerken, daB man im statischen Falle co = 0 iiber die Losungen 'P des 

• hoinogenen Systems (180) noch weitergehende Aussagen machen kann. Man kann - •	namlich auf Grund des Eindeutigkeitssatzes hier die Losungen der durch die Formein
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(25a)—(25c) definierten Kontaktaufgabe. sofort angeben. Diese Losungen sind 
V(x	=	(j	1 2,' + 3),	V(x;	) = ia1	= 4, 5, 6), 
V(x; ,-) = 0 (j = 1, 2, ..., 6)' 

Hieraus folgt insbesondere cpi = 0 für j 1, 2,..., 6. Die (p, niüssen dann áber 
Losiingen des singularen IntegralgIeichunssystems der zweiten Randwertaufgabe 
[10] sein. 

Lemma 2: Die Integraigleichunyssysteme (16) end (18).sind /itr alle i € CI-)(L), 
g € C°(L) stets lOsbar. 

Beweis. Wenn wir. die gleichen Bezeichnungen wie beim Béweis von Lemma 1 
verwenden;so folgt aus den beiden letzten Abschnitten leicht die Beziehung 

codim R(.2) = 6, 

welche die Existen7. von 6 komponentenweise halderstetgen linear unabhangigen 
Vektoren F(1 ), . .., F(°) naeh sich zieht, so dalI alle nichttdvialen Linearkombinationen 
der F() nicht zu R(.2) gehoren. Ware nun die Behauptung des Lemmas uber da 
System (16) nicht richtig, so würde cin Vektor w = (Y, g)T mit I E C1 (L), g €  
existieren, der nicht zu R(d) gehört,d. E. die Gleichung dP = w ware nieht lösbar. 
0. B. d., A. kann w 0 angenommen werden, denn 0 E R(./). Urn die Existenz 
eines solchenw zum Widersprueh zu führen, urterseheiden wir zweiFälle: a) w.E N(.2) 
und b) w 4 N(.2). 

Fall a)wurde einen direkten Widerspruch zur Aussage von Lemma 1 bilden und 
kann daher ausgeschlossen \yerden.	- 

Tm Falle b) bilden wir . den Vektor F(°) = 2w = (SA, g)T. Es gilt F(°) == 0. Wir 
zeigen, dalI die Vektoren F(°), F('),..., F(6) linear unabhangig sind. Aus C0F(°) + CIF(l) 
+ ...± CF(6) =/0 folgtnamlich wegen F(°) € R(.2) und (1), ..., F(6) R(.2) sofort 
C0F(°) = 0 und C1F(1 ) +' + C6F(6) = 0 und hicraus C0 C1 = ... = C6 . Weiter-
hinist klar, dalI auch die Gleichung 

	

= F(°)	 '	(**)

unlösbar ist. Denn ware (**) lösbar, so ware miridestens eine Gleichung 

d'P=w+WO ,	w0€N() 
.Iösbar; da aèr die Potentiale mit den Losungen 4j- 1 ,	a der homogenen Gleichung

(18o) nach Lemma 1 den Nuliraum 'von .2 aufspannen, ware darn auch die Gleichung 

d=W 

•	iösbar, im Widerspruch zur Annàhme w 4 R(d). Foiglich ist die Gleichung 

$2dP=F 
•	unlösbar für alle nichttrivialen Linearkombinationen derVektoren F(°), F.('), .. 

•	d. h. codiniR(2d) 7. Da aber 2d ein singularer Integraloperator mit dem Index 
0 ist,, wiirde hieraus dim N(.2d) > 7 result,ieren, im Widrspruch zu Satz 4. Wir 
mflssen die Annahme dér Existenz eines w R(d) deshaib fallen lassen, *oraus die 
Behauptung des Lemmas über das System (16) folgt. 

Wir nehinen mm an, das System (18) sei unlösbar für em F(Q) = .2w = (QI, g)T 
•	aus dem Wertebereich des Operators .2. F(°) ist dann naturliçh nicht der Nullvektor.
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Für die Vektoren F(°), F('),	,F(6) besteht jetzt die gleiche Situation vie oben; und 
wir erhalten schliel3lich den Widerspruch dim N(.2d)	7, der indirekt auch die 
Behauptung über das, Syster (18) beweist'I'	 - 

Wir bemerken noch daB man aus den Formein von Abschnitt 8 di Vektoren 
F('), . .., F(6) unter Verwendung des loba1en HómoomorphismusC sofort auf 
sehreiben:kann.	.	 . . 

Lemma 1 und 2 ermaglichen nun den Beweis des Existenzsatzes. 
Satz 5 (Exi.stenzsalz): Es si Ii E C, I E C' Y(L), g E CO - Y(L) (0 < y < 1). 

Dann besitzt das Problem K(w) stets einereguläre Loung. Diese kann als Ein/ach- 
schichtpotential (15) dargestellt werden, wobei (p+ , - die Losung des Systems (18) it, 
die gleichzeitig (16) er/iillt.	 . 

Der Beweis dieses Satzes folgt sofrt au der Konstruktion der. Integraigleichung 
(18) in Verbindung mit Lemma 2.  

Wirwollenhier-noch kurz auf einige auf der Hand liegende Vera] lgemeiiwrungen. 
eingehen. Enthalt das Gebiet D endlich viele EinschlüsseD i F , ..., Dm 4 , so daB jede 
der .Ranclflächen aD 1 1 ,..., aD,, 4- . hornoomorph zu T ist, so lassen sich die tYber-
legungen der Arbeit unmittelbar ubertragen. Man hat auf Grund des Ergehnisses 
der Arbeit auch die Moglichkeit, vie in [5] bzw. [6] die gekoppelte Grundlosungs-
matrix Oder vie in [131 Greensche Kontakttensoren zu definieren. Bei der 1.nter-

-- suchung der ersten Randwertaufgabc-fur. Gebiete vomToristypkann man ebenfalls 
mit dem Einfachschichtpotential arbeiten. Das erhaltene Jntegralgleichungssystenf 

• wird,untr Benutzung des Operators Q von (17) in em' normal lösbares singuläres 
lntegralgleicliungssystem uberfiihrt. Die zugehorige symbolische Matrix G 1 (z, 0) ist 
die linke obere (3, 3)-TJnterrnatrix der Matrix a(z, 0) ausAbschnitt 6, deren Haupt-
minoren die Werte A 1 , A 2 , 4 3 .haben. 61 (z"O) erfüllt darnit ebenfalls die in Abschhitt 6 
angegebenen Voraussetzungen der Michlinschen Theorie. Wie im Text können auch 
hier die Uberlegungen zuni Operator Q zur Untersuchung des singularefl Integral-
gleichungssystems ausgenàtzt werden.	 . • -

	

	Die Anwendung des Zuganges auf weitere Randwert- bzw. Randkontaktau.fgaben,
mit Randflächen vom Torustyp erseheint prinzipiell nioglich. Die Oberlegungen der 

•	Arbeit zum Operator Q können hierbei ebenfalls ausgenutzt werden, während noch 
zu prufen ist, ob für die singularen Intigralgleichungen die Fredholmschen Sätze 
zutreffen.	. .	.	. 
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