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Optimalitätsbedingungen !ür Proiesse in Evolutionsgleichungen n-ter . Ordnung 

W. KAMPOWSKY 

Die Arbeit beschaftigt sich mit Problernen optimaler Steuerung, die durch nichtlineare, ab-
strakte, gewohnliche Differentlalgleichungen höherer Ordnung mit Anfangsbedingungen be-. 

*, schrieben werden. Charakteristisch für die betrachtéten Evolutionsgleichungen höherer 
Ordnung sind die Zuruckiuhrung auf Evolutionsgleichungen 1. Ordnung und die Losung im 
Rahmen der Theorie monotoner Operatoren. Für die Steueraufgaben werden notwendige 
Optimalitätsbedingungen hergeleitet, die in cinem Spezialfall auch hinreichend sind. 
HacToIuaB paöoTa nocBnueHa npo6JIeIaM ourHMaJIbHoro y[IpaBJIeHllH, }<oTop&e ornc&-
Ba!oTcn HeMhhIhefiHbIMu a6cTpaKTh-IbIMIt O6bK1IoHeHIthIMIi H4epeH[aaJIbHhIMB B1[}WFhM11 
mcwero uOpnica C hIa4aJIb!hb1M1 ycJIoBUH.9I. Peineiutci DTIIX aBomo[uouL,Ix ypauueinifl 

,Bbzctuero nopnii,ia rzoJIyaIoTcn IlyTeM CBeeuhtH IIX B 3BojuoluoHuhIe ypaeuei-fwi nepboro 
nopRKaHB pa.%iKaX Teophtil MouoToHuhIonepaTopoB. JJ1H I13yaeMbzx HpO6iIeM iãB-
nehlMaycTaHoBJIeHb! ueoOxouMbIe YCIOBW OHTHMaJmIIOCTII, FOTOb1B B O}IOM qacTHoM c.ayae HBJIIIIOTCF! TaHHe AOCTaTO I IHbBIII.	-	 - 
This paper deals with optimal control problems governed by nonlinear abstract 'odinary 
differential equations of higher order with initial conditions. The considered evolution equa-
tions of higher order can be transformed into evolution equations of first order and can be 
sived then u'sing the theory of monotone operators. For the control problems necessary 
optimality conditions are derived which are also sufficient in a special ease. 

In der Arbeit werddi optimale Prozesse untersucht, die durch abstrakte gewOhnliche-
Differentialglei clungen n-ter Ordn ung, sogenannte Evolution.sgleichungem n-ter 
Ordnung beschrieben werden. Die Arbeit schlieSt dirckt an cine fruhere Arbeit des 
Autors [8] an, in der Prozesse in Evolutionsgleiehungen 1. Ordnung betrachtet und 
irn *esentlichen notwendige Optimalitatsbedingungen hergeleitet wurden. Charak-
teristisch für die hier betrachteten Evolutionsgleichungen n-ter Ordnung ist die 
Zurückfuhrung auf Evolutionsgleichungen 1. Ordnung. Diese Tatsache und die 
Anwendung von Resultaten aus [8] Iiefern'die gewünschten Optinialitátsbedingungen. 

1. Augabenstcliung, Bezeichn uiigcn, Definitionen 

Wir betrachten die folgende Aufgabe optimaler Steuerung: 
F(x, u) = mm! bei	() + A(x(''), x(' 2), . . , x, u) = 0, 
x()(0) = (u) (1 = 0, 1,..., n — 2), x( 1 )(0) = h(u)	(x E. W, u € U0).


Wir setzen folgendes voraus: 
V sei ein reflexiver (und separabler) Banach-Raurn, der stetig und dicht in êinen 
Hilbert-Raum H eingebettet ist. H wird mit 11* identifiziert, so daB die stetige 
und dichte Emnbettung V H=' V gilt; (. ;.	bezeichne das Skalarprodukt von
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• H, (. ;.) die • Anweridung von Elementeñ aus V auf Elemente aus V. S sei das 
Zeitintervall [0, T]. Es sei X = L2(S; V), mithin ist X* = L2('S;'V*). Die.An-
wendung von Elemeriten aus X auf Elemente aus X werde mit K - ; . ) bezeichnet.') 
W sei der Raurn aller x E X mit einer Ableitung x' E X'. Wir verstehen die Ableitung 
im Sinne der 1)istributionen fiber Smit Werten in V, wobei x E X über V c H V' 
.V*wertig ist. W,, sei der Raum jener x E C( l_2 )(S; V), für die x(' 2) f. ii. (im gewohn-
lichen Sinne) differenzierbar ist und die Ableitung x ('1T 1) zu W gehort. W und W. 
sind Banach-Räunie mit den Normen 

hxlv : = kIx + IIx 'Ux* 'bzw. lIxliw : = l XJc_(s;v) + 

n-2 
'obei wir als Norm fürC(' 2 )(S; l) gerade ._T . max lIx(t)IIv verwenden. Zur Ab-

10 tES 
kurzung bezeichnen wir mit' den Raum [C(S; V)]'; normiert durch 

n—i	 ,	S	 •, 

JI x IL :=	' max IIxi(t)IIv,	,c = (x1 , ..., x_ 1 ) E	. 
1=1 fES	-

n—i 
- Für [C(S; V)]"' benutzen wir noch eine zweite Norm,: ' x; wir bzeichnen 

• - disen Raum mit Xx und desen Norm mt . JJT ,. U0 bezeichne die Menge der, 
• zulassigen Steuerung u des metrischen Raumes aller Steuerungen U. Schl,ieBlich 

mogen die Abbildungen F, A, v1 und h, wie foigt gegtben.sein: 

'F:Wn XU—iR, A:XX.TXU X*, v . :U V und h:U-- H. 

Der Fall n = 1 Iäl3t sibh formal deuten 'als die in [8] betracht4e Steueçungsaufgabe. 
rniteiner Evolutionsgleichung 1.Ordnung, wie wir sie in Abschnitt 3 unter (6) 

•	' angében.	 •	•	-	'. • 

•	Wir definieren im folgenden -eiñe Reihe von Operatoren, die in den kommeriden 
Absehnitten benotigt'werden: D 2 : X x V1 ->C(S; V) wird induktiv definiert durch 

•	,	D (x, v) (t) : = v + f x(s) ds (t E 5, x E X, V E V) 

und	 '	 ' S 
• ,	D1(x, v 1 , . . , v) := D1 (D 1 _ 1 (, v1 , ..., v1_ 1 ), v) (x EX, v1 , .., v1 E V).	- 

Es gilt gerade für tE:'

ti_i 
D(x. v1 ,.., v) (t).= (1-1)! ' + (i — 2)! '2 +	--P V	' 

+ f (t 

D:Xx 1"-' —T wird definiert durch 

•	 D(x,v1, ..., v_ 1 ) :	 2(x (Di (x, v 1 ), D, v1 , v2 ), . ., D_,(x, v 1 , ..., v_1)) 

(XE X, v1 ,...,	E V).
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Speziell setzen ir:.	
0	 - 

°D: Y4	C(S; V) für. °D(v1 , ..., v,)	D(0, v 1 , ..., v1), 

D 10 : X	C(S'; V) für D°x := D(x,O, ..., 0), 

•	°D:	 für °D(v 1 , ..., v_)	D(O, v 1 , ..., vL 1 ),	 S 

-	 D°: X -	 für D° := D(x, O,..., 0).	•	 • 
I	- 

•

	

	Offenbar sind die OD j urid D° linear and sttig, mithin existieren die adjungierten 

Operatoren: 

(OD , )* C*(S V) -- (V*)i (D ,O)* C*(S V)	x"	(OD)*	*	(v*)n-1 

und (Do)*: *	X* .	 - 

•	Es gelten gerade die folgenden Beziehungen:	 S 

7'	-.	 S 

•	((Do*z) (t) =f (s—t)' z(s) ds	(t ES, zE X*	C*(S; V)), 

- - - - - - (OD)*z (Is	- f) -	- - --(z E X* 	G*(S; V)), 

•	 (D0)* (z, . . . z 1 ) = (DO)* z1	(D2)*	+ .. + D 1 * z_1' 

((z 1	z_1) E ()_1 c 

(D) (z 1 ,..., z1)  

.1 T	 7'	 0	 7' 
/ f.n-1,  

=	(i - I)!'	
ds,
 f,n—1 

(1— 2)! z(s) ds...fz 1 (s)sds ,	0 

•	•	
•	..., z_1 ) E (X*)-1	,*)	 S 

2. Zur Lösung von Evolutionsgleichungcn n-tcr .Ordnung	-	S	 • •
	 •	

0 

• Ergebnisse uber Klassennichtlinearer Evolutionsgleichungen 2. Ordnung findet man 
zuerst bei LIONS und STRAUS [12] (siehe auch in der Monographie [9]) und bei 
BROWDR [3], für unifassendere Kiassen bei GAJEWSKI [5] SOWICGAJEWSKI und 
OROGER [6] Dabei werden bestinimtc Regularisierungsverfahren verwendet, die die 
Ausgangsaufgabe durch eine Folge cinfacherer Aufgaben approximieren. GRöGER 
führt in [7, 4] spezielle Gleichungen 2. Ordnung auf Evolutionsgleichungen 1. Ord 
nung zurUck und gewinnt so, Existenz- und Eindeutigkeitsaussagén für Losungen 
dieser Gleichungen. Wir verallgemeinern dieses Vorgehen für Evolutionsgleichungen 

0 

•	n-ter Ordnung in naheliegender Weise.	•	 •	

0 

I	 •	 •	 0	 0
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• Wir betrachten folgende Evolutionsgleichungen, séhen von der Steuerung u in 
diesem Abschnitt ab: 

x() + A(x(:'), z(_2 ) , ..., x) = 0; x()(0) = b	(i= 01 ..., n - 2), : 2 - 
= a	 S 

(A: X X - X, b1 E V, a E H geeben, x  W ge8ucht). 

Z' + a(z) = 0, z(0)= a	 (3) 

(d: X -+	a E H gegeben, z E W gesncht).  
Den Zusammenhâng zwischen den Aufgaben (2) und (3) liefert die folgende Fest- 
setzung:

	

	 '	S	 -	 - 

d(z) = A(z, D 1 (z, b 2 ), 1)2 (z, b_2) b_3), ..., D_1 (z, b_,, ..., bo)) 

- '	= A(z, D(z, b_2, ..., be)), z E X.	 (4) 

1st nun x ç Wn Losung von (2); so ist = x"' E W Losung von (3), und lost um-
gekehrt z E W Aiifgabe (3), so lOst x =D,,-,(z, b_,, ..., b) E IV Gleichung (2). 

Für die Evolutionsgleichung (3) geben wir den folgenden Existenzsatz an, siehè 
• z., B. in [4] oder [9] oder vgl. in [8] Satz 5.	 S	 S 

Satz 1: Seid: X --> X" radialstetigund er/ilhle die /okjende Bedingung 

f 2 ((x) (s)	d(y) (s)+ 21(x(s)	y($))x(s) T y(s)) ds 

m. lix - ilix 2	V x, y E X	 (5) 

• mit Kon8tanten 2 0, m > 0. 1) Dann hat die Evolutionsgleichung (3) für jeden An-. 
langswert a E H genan eine Lo=ng z E W.	 S 

Mit Hilfe dieses Satzes erhalten wir für die Evolutionsgleichung (2) den folgenden 
Existenzsatz, veraligemeinern damit Resultate von GROGER ([7: Satz 2] bzw. [4:, 
Satz 1.2, S. 239]).  

Satz 2: Sei A: X X 	X ein Volterra-Operator mit den folgenden Eigenscha/ten: 
a) A( , ): X - X sei radialstetig und er/ülle Bedingung (5) mit Konstanten 2	0, 

m> 0 unabhangig von x E T.	
S 

b) A (x,. ): x5 - X" sei Lipschitz-8tetig niit einer Konstanten M > 0 unabhangig von 
xEX.	 S 

Dann hat die Evolutionsgleichung (2) für jeden Satz von An/an gs'werten b 0, ..., b_, E V, 
a E H genau eine LOsung x E W,. 

	

S	

Beweis: Wir zeigen, daB der in (4)definierte, den Zusammenhangzwischen (2) 
und (3) liefernde Operator d: X --> X* den Voraussetzungen des Satzes 1 genügt. 

Die Radialstetigkeit von d ergibt sich aus der Rádialstetigkeit von A im ersten


	

•	Argument und der Lipschitz-Stetigkeit irn zweiten Argument sowie dr Stetigkeit. 

')I bezeichne die stetige Einbettüng von Xin X, definiert durch die Inklusion V	H 
Für 2 = 0 ergibt sich die übliche Bedingung der starken Monotonic. 1st d ein Volterra-
Operator (d. h. für t E S gilt: aus x(8) = y(8) für f. a. S E [0, t] folgt 1(x) (s) = d(y) (8) für 
f. a. 8 E [0, 1]) und ist d + Al: X - X t stark monoton, so ist die Bedingung (5) erfüllt. 

-	 .	 S
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v9nD. Da A ein Volterra-Operator ist, erhalten wir aus a) 

f e(A(z, ) (s) — A (y, .) (s) + 21(x(s) -. y(s));x(s) - y(s))ds 

^ mf liz (s) - y(s)liv2 ds	m  e228 liz (s) - y (s)ilv2 ds 

VtES, z,yEX, xE, 

unddamit  

f e{(A(x, ) (s) - A(y, x) (s) + °2I(x(s): y(s)); x(s)	y(s)) 

• — m. liz (s) — y (s )11v2 1 ds ^! 0. 

Mit partieller Integration (genauer, mit Lemma 1.6 aus [4], S. 211) ergibt sich 

/ e 2 '){ } ds ^ 0	V u'^ 0 

---..und.schlie13Jich_i_ 

fe 2 (A(x, z) (s) — A(y, ) (s) + zI(x(s) - y(s)) x(s) — y(s)) ds 

rn fe	k(s) - y(8)11172 ds	V ^ A, z y € X x C T. (0 

Aus der Lipschitz-Stetigkeit von A im zweiten Argument und mit der Schwarz-
- schen Ungleichung erhalten wir. 

I 11A (x,. ) (s) - A(x, x2) 
(8)112. ds ^ M2(n — 1)f 1k11(s) - x2 ,(s)11v2 ds 

V x E X, x = (x11 , . .,  x15_1)', 92 = (x21 ; ..., x25_ 1 ) C	.. 

Wir zegen, daB auch die Abschatzung 

	

- I II A (x, ) (s) - A(x, x2) (
8)11 

V . ds	M2(n — 1)f Iix (s) + x(8)i1v2 ds 

gilt, und zwar fur jedes t C S. Dann ergibt sich auI analoge Weis6 wie oben die 
Beziehung 

J -28 liA (x, ) (s) T,	(s). ds	-	 • 

n—iT 

^ M2 (n - 1) E f e28 iix (s) - x2s(s)ilv2ds 
i•=iO 

V /L	0, x 	X1, X2 E	••	 S	 - (ii) 

	

6 Analysis Bd. 1, Heft 6 (1982)	 -
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Sei also t fest gewahlt,O <t < T, sei weiter E. > 0 so, daB t + e	T ist. Wir setzen: 

0	s < t	 . 

	

= t +; - S	 s t + e 

10.,	 .	t -l-€s<T 

(für j = 1, 2, i = 1, 2, ..., n - 1)undfassen entsprechend zusammen: V, = (Yii, ... , 
Yin-O, 'J2 = (Y21,	y.,,,-,). Offenhar sind y, und '/2 au X. Da A einVoltcrra-Ope-

•rator-ist, gilt:	- 

- A(x, X2) (s)IJ ds	 .	. 

fIIA (x, ) (s) - A(x, '/2) (s)II . ds  

•	!^-,M2. (n - ')f 11Y1(s). — Y21(8)11V2 ds  
i=iO 

^ M2 (n - 1) 
n_i{ 

f 11x11(8)	x2,(8 )11v2 ds + J	+ e - 8)2 

X Ifx (t) - x2(t)Ijv2 ds  

• Das letzte Integral ergibt sich gerade zu e/3 lxi ,(t) - x21(t)l1v2. Mit e -+ 0 'ergibt sich 
die gewiinschte I Abschatzung.	 .	• - 

Wir können weiter zeigen-unter Verwendung der induktiven Darstellung von D,: 

S	 .	

f-2	JD(x,'v1 , ..., v 1 ) (s) T D(y, v i , i.., v) (8 )11v2ds . S	

S 

•	 .	 JP/1	r	 • 
S	

(-i -j e28 'llx (8) - y(s)v2 ds	V u > 0,, •x, y E X,	1; ..., v E V. 
•	 \2/2/J 

-	
-	0	 -	.	•	 .	 (iii) 

Wir deuten den Tnduktionsbeweis an: Für I = .1 erhalten wir: 

•	
llDi(x, v) (s) —D 1 (y,-v 1 ) (S)llv2 ds  

T = f e2p8
 

110(x() — y(T)) dr v2 ds 

^ T  e_ 2/ 8 fllx( Sr) - y(r)1lv 2 dr ds
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fe-2,- ax(s) 
- y(8)11v2 d8 -	e2Tf Ilx(t) - y(r)11v 2 dr 

<	 lIx(8) - y(S)11v 2 ds. 

Für i 1 sei die Behauptung richtig. Dann 1st mit 

- T e	IID (z v1 , ..., v) (s) - D 1 (y, v 1 , ..., v1) (8 )11 V2 ds	- 
0

=fe 2 IIDi (D_i (x, v 1 , ..., v1_ 1 ), v1) (s) —D 1 (D_ 1 (y, v 1 , ., v 1 ), v1) (s)jIv2ds 

I f e 28 I1D_ 1 (x, v 1 ,..	(s) - D 1 _ 1 (y, v 1 , .., v1_ 1 ) (8)II 2 ds 
0 

der Induktionsbeweis volistandig. 
—Insgesamterha1ten_wirnunmiL(i),(ii).und(iii):	 -	 -	- 

fe-2(d(x) (s) - d(y) (s) .+ I(x(s) - y(s)); x(s) —y(s)) ds 

= J e(A(x, D(x, b 2, .,b0)) (s) -- A(y, D(z, b 2 , ..., bo)) (s) 

+,.uI(x(s) - Y(S)); x(s) - AS)) ds 

•	 ± f e 2 (A(y,D(x, b21 .., be)) (s) - A(y, D(y, b_ 21 ..., be)) (s); 

•	 x(s) - y(8)) ds	 •1 

mJ c2p8 IIx(s) - y(s)11v2 ds -
	

2p8 lIx(s) - y (S )11 y2 ds - 72 f 

•xfea IIA(y, D(x, b 2 , ..., bo)) (s) - A(y, D(y, b 2 ; ..., b0)) (s)II . ds	• 

Z^	f e-2p. x(s)— y(s)11v 2 (18	-	

0	

0	 • 

3f2(n, - 1) "'	- 

-	-	2rn	f e 28 lD(x, b_2, ..., b_ 1 ) (s). 

D(y, b 2 , ..., b 1 _) (S)II 2 ds - 

6*	 0
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T 
M	M2(n - 1) 'I' 

2rn	' F) )f e28 k(s) - y( S )jIv2 (iS 

(;	

M2(;_1) n_l(T)i) e-'' 
JJXy11x2. 

Für hinreichend gro!3es >'A ergibt sich damit die' Bedingung (5), und der Satz 
ist vollstandig.bewiesen I 

3. Notwendige Optinia1itt.sbedingungen S 

Wir wenden dns nun unserer Steuerungsaufgabe (l)zu, werden sic in eine äquivalente - 
Aufgabe mit einer Evolutionsgleichung 1. Ordnung als Prozef3gleichung.iiberfuhren 
und die Optimalitatsbedingungen für Jetztere Aufgabe. aus [8] ubertragen. Das 
Grundkonzept zur Gewinnung der notwendigen Optimalitatsbedingungen wurde in 
[8] dargelegt, wobei ein ModeJ1von Bittner [1 21 modifiziert wurde. 

Wir betrachten zunächst die folgende Steuerungsaufgabe mit einer Evolutions-
gleichung I. Ordnurig:  

.(z, u) = mm! bei z' ± d(z, u) = 0, z(0) = /L(U), U ( U0	
6 

(: WXU&,d:XXUX*,/i:UIJ). .	
. 

'Für die Aulgabe sei (z0 , u0) E W X U0 optimal im folgenden. Wirdefiniren Rich-
tungsgrenzwerte wie folgt: 

•	- A	IiM Yk'((ZO, uk) _3(zo;uo)),  

Ad = lirn yk'(d(zO Uk) - d(zo u0 ))	 (7), 

J4' := him Yk'(h ( uk) - /L(UQ)),  

wobei {Uk}	U0 mit Uk -	in U und {Yk} elne Nuilfoige positiver Zahlen ist. Die

Grcnzwerte Ad ühd A/ sind nur in der schwáehen Topologie von X bzw. H ge-

•

	

	fordert. QI bezeichne die -Menge jener Folgen {Uk} c U0 mit Uk —>'U0 in U, die die 
Existenz säintlichér Richtungsgrenzwerte A., Ad und-A4 sichern. 

Zur Gewinnung einer notwendigen Optimalitatsbedingun für die Aufgabe (6) 
machen vir- folgende Voraussetzungen: - 

Voraussetzung a): d( . , u): X -> X*sei radialstetig und erfUlle die Bedingung (5). 
•	: mit Konstanten A 0, m> 0 unabhangig von u (aus einer Umgebung von U0). 

Voraussetzung b): d: X x U -* X sei schwaeh Gâteaux-differenzierb'ar nach 
z E X (in einer Umgebung von (z, u0)). Es gelté foigende punktweise Stetigkeit: 
Aus Zk —k z0 in X und (Uk) E 'W folge stets: dz*(zk, Uk) w -- d*(zo, u0) w in X* für 
jedeswE . X.	 -	 .	- 
-. Voraussetzung C):	: W x U -*-IR sei Fréchet-differenzierbar nach z E' W (in

einer Umgebung von (zn, u0)). Es gelte folgende Stetigkeit: Aus Zk zo in W and 

•	•
 

NO E	folge stets . z(zk, Uk) --	n0) in W.	 -	 -
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Vorau.ssetzung d): Es gelte folgende Darstellung:	.	V 

	

V	
$2(z0, n) Z.	(1*; z)°--(z'; 1)	Vz E W - 

V 
mit Elementen 11* € X, E X.)	 V	 V	 V 

Untr diesen Voraussetzungen gilt der. folgçnde Satz, 'siehe [8; Satz 10].	V 

	

V	 Satz 3: Aus der. Optimalitat von. (z0, u).E W x U0 für die Au/gabe (6) /olgt: Für 
alle Tripel (A g, zld, zlh) gernein.samer Richtungsgrenzwerte gilt	

V 

- (4d; y + h + (L1hy(0)),f V 0,	 V	 (8)	
V 

wobei y E W die eiildeutig bestimmie LSsung der adjungierten Evolutionsglichung 
V	

V 

y' ± d(z

, ) 
y = j . - d*(zo, u) 1,	y(T) = 0,.	

V	

V (9) 
V	

V 

, d und h setzen wirnun wie folgt an:	
V	

V 

	

V V

	 V	

(z u) := F(P1(z v_(z), ..., v(u)), u), z E W, U E U,	V 

d(z, u) . : 	A(z, D(z, v_ 2 (u), .., v0(u)), u), z E X, u .E U,	
V	 (10) 

/(u) :=h(u),	U. '	 V 

• -- - V_ VMitdiesenV Festsetzungenist-AufgabeV (6) äquivalent. unsererAufgabe.( 1 ),.das heiBt, 

	

V	 1st (x0, u0) E W,, X U6 optimal für (1), so 1st (x0 (' 1 ), u0 ) € W X U0 optimal für (6), 
und umgekehrt f,oIgt aus der Optimalitat von (z0,' u0) € W. X U0 für (6) die Opti- 
malität von (D_ 1 (z0 , v_2 ( 0), ..., v0(n)), uo) E W)< U0 für Aufgabe (1).	V 

Tm folgenden sei (4, u0) € Wx U0 .optirnal für die Aufgabe (1). Zur Abkiirzung 
bezeicime	den Vektor (x0 ( 2), . .., x0). Zuerst führen wir die folgenden Richtungs-

V

	 grenzwerte cm:	 V	
V	 V	

V V
	 V V

	 - V 

•zlF :=limyk (F(xO , Uk) - F(x0, u0)),	
V	 V 

V V V	 V	

iJA :m lim Yk . 1 (A(xo n 1), , Uk) _Axo_l), , u0)),	'	V	 V	 V 

	

k^oo V V	 (ii) 
•	

'	 4v 1 := lim Yk'(Vi(Uk) - v(u0))	(i = 0, 1, ...;n : 2),	 V 

- V	

h :=lImyk '(h(uk ) - h(vo)),	 V	 V	 . V 

wobei die Folgen {Uk},. {Yk} wje vorher seien. Die Grenzwerte AA, A j und uk werden 
nur in der schwachen Topologie von X, V bzw. H gefordert. QI' bezeichne bier die- V 

Menge jenel' Folgen {Uk}, die die Existenz särntlicher , Richtungsgreniweite sichern. 
'Wir foriiiulieren jetzt eine Reihe von Voraussetzungen an den Volterra-Operator 

A und an das Funktiona1 F:	 V	

V	 V 

Vorausseizung a): A( , x, u): X —>x sei radialstetig underfuIle die , Bedingung (5) 
mit Konstanten A ^ 0, in> 0 uuabhangig von . € und u (aus elner U.mgebung 
von	)	'	-	'	 V	 V	 V	 V 

	

V	

V.Vorausselzung ): A: X xx x U—* X" sci schwach Gâteaux-differenzierbar nach 
(z, 4 € X x Tx. Aul3erdenr gelte: 

V 

#1 1): IIA (x, x, u)II(x;x.) :!^ K V x EX, x E T, U (aus eincr Umgebung von 
n0), wobei K eine positive Konstánte ist.  

2) Jedes lineare, stetige Funktional über W hiA3t sich in dieserWeise darstellen. 

V	
V	 V	 '	 (
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fl; 2): Es gelte folgende punktweise Stetigket:	 S 

	

•	Aus Xk - x0('') in X,xk	in T, (Uk} E old' folge stets: 

•	 Xx, U,) w -*	 x, u0) w in X 

und	- 

Ax*(xk, xk, u,) w - A*(xo (v ), x0, u0) w in 

für jedes w E X. 

Voraustz'ung y): F: W. x U -* R sei Fréehet-différenzierbar mach x E W,, (in 
einer Umgebung von (x0, u0 )). Es gelte folgende Stetigkeip: Aiis Xk - x0 in W,, und 
{Uk} E QI' folge stets: F(xk, Uk)	F(x0, u0) in W. 

Diese Voraussetzungen erlauben es tins, auf die Aufgabe (6) mit den Festsetzungen 
(10), also auf unsere zu (I) aquivalente Steuerungsaufgabe mit einer Evolutions-
gleichung 1. Ordnung, den Satz 3 anzuwenden. 

Wir uberprüfen zunachst die Voraussetzungen a), b) und c,): 
d(. , u): X --> X" ist radialstetig und erfüllt die Bedingung (5) mit Konstanten 

• ,' > 0, m' > 0 unabhangig von u (aus elner Umgebung von u0), und zwar wegen ) 
und der Lipschitz-Stetigkeit von A irn zweiten Argument gleiehmaBig. bez. • der 
anderen beiden Argumente als Folgerung aiis fl, 1) - der Beweis erfolgt wie in 
Satz2. 

•	Offenbar ist d: X x U -> X schwaeh Gâteaux-differenzierbar nach z E X, dies 

	

•	fo)gt aus ).Es gilt gerde:	 - 

d(z, u) w = A(z, 1)(z, v 4_2 (u), ..., v(u)), u)w + A(z, D(z, v_2(u), 

v(u)), u) D°w, (z, w E X, uE U)-..	 (12)


sowie für den adjungierten Operator 

d*(z, u) w = A*(z, D(z, V ,-2(U), ..., v(u)), u) w 

•	 S.	 • •	 +- 
(D0 ) A*(z, D(z, v_2 (u), ..., v(u)), u) w,	- 

•	•	-	• (z,wEX, U  U).	 -•	 (12') 

Gelte nun Zk -> z0 in X und { Uk} E Qé =Qi'. Dann haben wir zu bestatigen: 
d.*(zk, Uk) W - d*(zo, u0) w in X*. Dies folgt aber aus fl, 2), aus v(uk)-+ v(u0), 
denn {Uk} E Q/',und aus der Stetigkeit von D. 

T: W>< U -* R ist offenbar Fréchet-differenzierbar nach z E W (in einer Urn-
gebung von (z0 , u0)) wegen y). Dabei gilt: 

u)'w	F(D_1 (z, v ,-2(u), ..., v(u)), u) D°_1w, (z, w  W, U E U). 
•

	

	 •	 -(13)


Die geforderte Stetigkeit in "(z0, u0) ergibt sich ähnlich wie bei d. • 
ZurFormulierung der notwendigen Optimalitatsbedingung benotigen wir- noch 

eine Darstellung von 5(z0, u0) E W' gemaB d). Es ist F(x0, u0) E W,,". W ist 
offenbar isomôrph einem abgeschlossenen Teilrauni von [C(S; V)}' X X X X". 
Der Isomorphismus ist durch q(x) := (x, x ' , ..., x(' 2 , x("' ) , x('") (x E W) gegeben. 

•	- Der Raum L = {(x, x' , .. .,x(')): x  W,,) ist abgeschlossen in [C(S; V)1'' X  XX*, 
cia W,, ein Banach-Raum ist Jedes Element aus [C*(mS; V)]'' XX* x X definiert 
• ein lineares, stetiges Funktional über W,,. Umgekehrt definiert jedes Element aiis	- 

•	•	W,,' über den Isomorphismus ein lineares, stetiges Funktional flber L, das nach dent



Optimalitiitsbedingungen für Prozesse in Evolutionsgleichungen	87 

Hahn-Banach-Theorern auf ganz [C(S;. V)J' x X X X fortgesetzt werden .kann. 
Folglieh IäBt sich F(x0 , u0) (nicht in eindeutiger Weise) darsteflen in der , Form: 

F(x0 , u0) x =/.*x(i) + *; x('')) +(X() ; /)	V x E W,	(14)


wobei /o*, ••• /n-2 E C*(S; V), /* E X', / EX ist. Mithin erhalten wir 
n-2	 -	V 

3(z0 , 'us) z = E /,*D_iz + (/*; z) +.(z'; /) 

•	 /n-2 

= ( E (D_1_1)* / + 1*; z ' .+ (z'; /), 

das heit3t, vir haben folgende Darstellung: 

u0 ) z = (1*; z) + (Zr:, )	Vz E W,	 (15) 

wobei 11* '	(Do)* (/_2, ..;, /o") + /, j = / ist.	-	V 

•	Bemerkung 1: Für zwei spezielle Funktionale wollen wir j' und 1 bestimmen. 
1. F(x, u) := F0(x, x', ..., x(n2 ) , x (' 1) , x (", u) (x € W,, u E U), wobei P0 : XX X 

-x U - R ist. F° sei stetig Fréchet-differenzierbar na•ch den ersten n + I Kompo-
•	nenten x0 , x 1 , . .., x,. Dann gilt:	-	- 

•	 n-2 
 

j	f (n - 2 - 1 F(
0 , x0(": 1), 0() , u0) (s) ds  

+ F?., (xo, xO ( 1 ), x0<'3), u0) (t)	(t € 2);	 - 

,f(t) = F( 0, x0 (" 1 ), x0 (', u0) (t)	(t € 8). 

2. F(x, u) := k(x(to), x ' (t 1 ), ..., x('2)(t_2), u) (x € W, u E U), wohei. Ic: V'2 -'X U 
- 1?, t, L, ..., t,_ 2 C 8 lest gegeben sind. Ic sei stetig Fréchet-differenzierbar nach 
den ersten ?i - I Komponnten, v0, v1, .., v,_2. Dann gilt: 

n-2 Ig	g'sn-2-i 
= E	

s - 2' - i ó(1) k 5 (x0 (t0), .. ., x0('2)(1_2), uo) (t C 8), 
1=0 (n-	).  

1 '. 0 < t ^ :	 .	V 
ohciô1(t):=  0, t i	is

 /(t)	0 (E 8). 

•

	

	Sehliel3lich herechnen wir noh die Richtungsgrenzwerte 4., Ad und ih aus (7).

Fur Q/ = Qf' gelten folgende Zusamrnenhange: 

= AP +F(x0, u0) °D -,(AV -2 , ..., v0),	 S 

Ad = AA + A(xo("'), ., v0) °D(Av 2 , ..., zIv),	 - (16) 
V	

'Ah =.Llh.	•	 -.	 V 

Mit (14) ist
n-2 

F(x0 , n0) °D_ 1 (LIv_2 , ... , Ave) = ' /,*OD_1(/1v_2) .; Av) 
1=0 

-	
=:20Dfl_L_0 /1 *(Av_21 ..., Av),	•	 -

\ -
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also gilt

= LIF + (OD)* (/_2, ...,fo*) (4v_2 , ..., Ave).	 (16') 

Bemerkung 2: Für unsere Funktionale. aus Benierkung 1 rech.nen • wir 
(OD)* (/-21 ... f*) (Av_2) ., L1v0) aus. 

1. Es ergibt sich unter Benutzung der Darstellung von ( OD)* aus Abschnitt 1: 
T j	sj—i 

I 
n-2j f' 

I J	'	F,(,c0; x0 (' 1 ), x0 (", t0 ) (s) ds; Jv .	- 
j = 0	=o U - 

\O. 

2 her ergibt sich unmittelbar 

n-2 I I 
Z.	'k(xo(fo), ..., x0('-2)(t_2), -uo); Av5 
j=0	=o U - i). .	 . 

Wir können nun Satz 3 auf die Au.fgabe (6), mit den Festsetzungen (10) anwenden 
und érhalten für Aufgabe (1) die folgende notwendige Optimalitätsbedingung. 

Satz 4: Es sei (x0,u0) E W,,>< U0 optimal für die Aufgabe (1). Es m6gen die Vor-
ausseizungen cx), fi) und y) er/üllt sein. Für F(x0, -u0) E W,' moqe eine Darsteliung der 
Form: (14) mittels (/_2, •,/*, 1*, I) E [C*(S; V)]"' X X x X bèkannt sein. Dann 
gilt für alle (n+ 2)-Tupel (AF, 4A,-Av_ 2 , ..., Ave, Ah) gemeinsamerRichtungsgrenz-
werte:  

zlF/+ (OD)* (f_-21 ..., /) (Av_ 21 ..., Ave) - (JA; y + /) 
-	- (OD)* A*(x0(), x, u0)(y + /y(Av 21 ., Ave) + (y(0); Ah) 11 Z> 0, (17) 

wobei y E W die eiIdeutig bestimmte Los'ung der adjungierten Evolutionsgleichung 
(1.Ordnu).	 5-

+ [A(x0("_1), x, u0) + (Do)* A*(x0(), X0 , u0)] y = 
y(T)=O,	 . 

mit	 \.	 (18) 
g	(J)0)* (/_21 .., /*) '+	[A*(Xo(),xo, u0) 

+ (Do)* A*(x0(t-1), , u0) /	. . . 
ist.	 .	.	.	.	. 

-.	Beweis: Die Behauptung ergibt sich aus Satz 3 und' (12'), (15), (16) und (16') I. 

Folgerung 1: Das Ziel/unktional 'iioge explizit vom Endzustand der (n -m-1)-ten 
Ableitung x("-1)(P) abhungen, des heif3t, wir betrachten für die. Au/gabe (1) ein Ziel-
/unktional	 - 

P(x,u) =g(x('') M, u) + F(x, u) ' (x E W,, u E U), 

wobei g: H x U —>R und F: W,, x U - R gegeben sind-.-. Unter der Voraussetzung, dap 
g (in ciner Uingebung. von (x0_ 1 )(T), u) Fréchët-di/ferenzierbar' nach h € H I 1st 
und die Fréchet-Ableituig g,, (ideiitifiziert mit ihrern erzeugenden Element am H) 
stetig im-Purtkt (x0 " 1 )(T), uo)ist, gilt die Aussaqe des Satzes 4, nur in der Varia- - 
tionsungleichung (17) kommt additiv der entspr'echende Richtungsgrenzwert Ag hinzu, 

- und die End bedingung der adjungierten - Evolutionsgleichung (48) lautet 
y(T) = g(x(°l) , -uo)(vgl. [8: Satz I.Q.	-	 - 

I.	 -
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Fo I g e rung 2: Für den /olgenden Spezial/all lafJt .sich die adjungierte Evolutions-
gleichung als Evolutionsgleichüng n-ter Ordnung schreiben. Es sei	- 

n-2 
A(x( z 1) , x(n2), 	u) = B(x(''), u) -F- Z. B(u) x) +C(u), 

1=0 

wobei B: X X U	X', B1 : U — .'(X; X*) durch (B1(u)x)(t),:=b1(u) x(t) 

(t E 8, x E X, u € U) mit b 1 : U —* F( P;, V) und C: U  r gegeben sind. 
In diesem Fall lautet die notwendige Optimalitatsbedingung: 

AF + (OD)* (/-2, ..., /*) (Av 2 , ..., 4v)	 S 

n-2 I	 - 
(AB + Z L1Bx0() ± AC;	+ 

/	j=o I 

— n2/ j	 : 
— ' I	' ( — I)+i+' b*(uo) z_2_i+1)(0)• Av	-	S 

I ,,=o\=o 
— .( OD)* (B_2(uo) /, ..., B 4'(u0) I) (Av,, 2 , :-.., 4v0 )	 S 

±(z' (0); Llh)11	0,  
wobei. z ( W8 die eindeutig bestimmte Losung der adjungierten Evolutionsgleichug 

—() + B*(x0 ( l) u0 ) z('') — B(u0 ) z(12) +	+ ( _ 1)1 

X Bo"(uo) z = g, 

z()(T) = 0 (1 = 0, 1 ..., n - 2),	z("-')(T)=O, 

mit

g =(DO)* (t2 — B_2 (u0) I, ..., /0*_o*(Uo) /) .+ 1*	B*(xo(), U) 

Beweis: In unserem speziellen Fall ergibt sich gerade in der adjurigierten Evo-
lutionsgleichung (18):	 - 

T 
((D0)* A*(xo(), , U) y) (I) =E b_2(u0) J' (s

	
y(s) d&	(t-E 8). 

T 

dffenbar gilt für z(t) := (-1) 	j '	y(s) ds (tES). die obige Evolutions-.die
 n-ter Ordnung.	 (n ' - ) 

Die obige Variationsungleichung ergibt sich aus der Variationsungleichung (17), 
wobei AB, 1JB 1 und zIG die entsprechenden Richtungsgrenzwerte sind, und aus der 
foigenden Urnrech'nung: 

(OD)* A*(x(_i), xO, u0 ) y (AV- 2 , ..., 4v0 )	-	-	 - 

= (OD)* (B_2(uo) Y, .., B0*(0) y) (Av_2, ..., Av)	 - 

n_2/
T 
f  

= Z I I	 b1"(u0) y(s) ds; z1v	 S	 S - 

	

j=0 \ J 1=0 2 - a).	 -	 - 
0	 -) .
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T 
n-2 

( f
y(s) ds; Av) 

n-2(=0 

j 

'  '(_1)i' b1*(uo)z(')(0);L1v
j=0  

Bemerkung 3: 1st u ein normierter Raum und ist U0 eine konyxe Menge, so 
ist eine Realisierung der Richtungsgrenzwerte aus (11) über (schwache) Richtungs-
ableitungen bez. u moglich: 

wobei u € U0 und {yk} pine Nulifolge positiver Zahien ist,
 

4F = Fu ((X0' n0); u - u0),	44	A((x('), xo, u0); u — uo), 

5 4v = v(u0 ; u —'U0)'	4k =	u — u0). 

4. Die notwendige Bedingung als hinreichend 

In einem einfachen Speziallall.ist die notwendige Optimalitatsbedingung auch hin-
reichend. Unsere spezielle Aufgabe lautet:	 I., 

F'(x) + F2(U) = mm! 

.hei
Bx('') + B 2x(' 2) + ... + B0x+ Cu 4-c = 0, 

-	x()(0) = vu + v, 0	(i == 0, 1, ..., n — 2),	 -	 (19) 
x(0_1)(0)=hu+ho,	

x  w, u  U0. 

• •'	'Wir setzen hier folgendes voraus: 
U sci ein norm ierter Baum, (J	U sei konvex. F': W. - R und F: U — R 
seien konvex. F' sei stetig Fréchet-differenzierbar und	..., /0*, 
E [C(S.; V)]'' XX* XX stelle F'(x0) E W gemaB (14) dar. F2 sei Gâteaux-

• differenzierbar. B: X — X* sei 
'

ein linearer Volterra-Operator und geniige der Be- 
dingung (5). Die B: Cx(S; V) - X' seien lineare, stetige Volterra-Operatoren.3) 
C:U —> X sei linear und c  X sei gegebn. Ebenso seien v 1 : U — V und h: U —es-B 

linear sowie V 1 0 E V und h0 E H vorgegeben. 
Dann gilt der folgende Satz. 

Satz 5: (x0 , -u0) € W XU0 ist genau dunn optimal für die Au/gabe (19), wenu qilt: 

F 2 (uo) (u	u0 ) + (OD)* (4_21 .:., to*) (v, 2 (u — u0 ), . .., v(u — uo)) 

— (C(u — U) ;y + / - .(OD)* (B.-2(Y ± /), ..., B(y + I)) 
X (v_,(u - u0), ..., v0 (u — u0)) 

±(y(0);h(u—uo))n0	VuçU0,.


3) Cx(S; V) sei mengenrnaf3ig der Raum C(S; V), normiert durch
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• .wobei y E W die eindeutig bestlinnite Losung der ad jungiert en Evolutionsgle.ichung 
(1. Ordnung)	 . 

—y' + B*y + (D°)' (B_2y, . .., Bory) 

= (Do ) * (/-2 - B 2/, . .., /o* - B/) ± 1* - B/, y(T) = 0 

Beweis: Wir.uberführen die Aufgabe (19) in eine Aufgabe (6).niit einer , Evolu-
tionsgleichüng 1..Ordnung analog wie mi vorigen Abschnitt. Die Notwendigkeit der. 
Optimalitatsbedingung ergibt ich mit Satz 4, wobei die Richtungsgrenzwerte wie in 
Bepierkung 3 erzeugt werden. Die Hinlanglichkeit der Bedingung erhält man mit 
Satz 12 aus [8] I 

Wir gehen zu-einem Demonstrationsbeispiel iiber.. 
• Während Anfangswertaufgaben für Evolutionsgleichungen 1. Ordnung bestimrnte 
Kiassen von Rand-Anfangswertaufgaben für parabolisehe Differentialgleichungen 
erfassen, sind Anfangswertaufgaben für Evolutionsgleichungen 2. Ordnung als eine 
funktionalanalytische Verailgemeinerung gewisser Kiassen von Rand-Anfangswert-
problemen für hyperbolisehe Differentialgleichungen au.fzufassen (vgl. [4] und [91). 
Ein sehr einfaches Beispiel für letzteres ist die Aufgabe x" - a 1 zix ' - a0LlX - p 
= 0, x(0) = , x'(0) = ±, x = 0, wobei G ein beschränktes 3ebiet des R2, 

	

.__.x-=r-x(t, s 1 ,.s2),_t E jO,.T], s = (s 1 ,s2)E 0, p = j3(t, s, 2), a, a,	Konstanten 
(a 1 > 0) sind, die die Schwingungen einerir iaiirftüriPlätte ausvisko-elastischeni— — 
(Voigtschem) Material beschreibt (siehe [51). 

Wir wollen zwei einfache Steuerungsaulgaben betrachten, zuni einen eine Steue-
rung in den' Anfangsbedingungen, zum ánderen eine Steuerung durchdie Funktion p. 
Wir setzen zunachst für beide Aufgaben:  

V = 1V2 0 (G),	H = L2(G),  

Fr) := T IIx '(T) -	+	IIx( 7 ) -	 '(x E W2), 

mit gegebenen w1 E H und w0 € V, 

(Bx) (t) := a 1 ax(t)	(t E 8, x  X), 

wobei a: V 4 V's' durch 

	

na	 a.) 
(av; w)':=j	- V(s).'-	w(s) +	v(s) -b-- w(s)1 ds (v, w  V)

as,as,

definiert 1st,	 -.
/ 

(Box) (t):= a 0ax(t)	(t E 8, x E X). 

I. Steucrung in den An/angsbedingungen: 
Wir. wählen U = V x H, U0 = V0 x H0 U sei konvex,; und setzen für, 

u = (u', .u2) € U: 

F2 (u) : = -- II U'I1v 2 + -- lu2 1111 2 ,	(Cu) (t) : = 0	(1 € 8), 

^ou:=Ul ' . v00 := 0,.	hu := u2 ,	h0 := , . •	 •
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S	 V 

c  X áeidefiniert durch	 V	 S. 

(c(e); w) := __fp(t, s) . w(s) ds	(1 E S,w E V). 

Unsere Aufgabe lautet nun:	 -	 V 

•	 {IIx'(') — whiR2 + 11-0') woiiv2 + 1i u1 1iv 2 + 1u211,12} = mm!. 
•	bei	 V	 /	

(20)	V 

x + Bx + B0x +'c = 0,	x(0) 	X' (0) = 

V	 V	

x 6 W2 ,	u1 6 V0 ,	u2 6 H0	
- V 

Für die Optimalitat von (x0 , n) = (x0 , no1 , u025 6 W2 X U0 für die Afgabe (20) sind 
nun die folgenden Bedingungen notwendig und hinreichend:	/	

V 

(u0' ± x0(T) - w0 + 0az(0); u1,- u09 0	V u1 E V0 ,	 V 

V	

V	 (2+z'(0);u2 _u02 ) 11 ^0	Vu2 EHo,	
•	 V 

wobei z E W2 die eindeutig bestimmte Losung der adjungierten Evolutionsgleichu.ng 
(2. Ordnung)	 V	

1	
V	 . 

V	

—z" ± Bz'— Bz x0(T) — w0 ,	z(T) = 0,	z'(T) = x0 '(T) - w1 

2. Steurung dureh 1ie Funktion p:	V 

her wàhlen wir U = L2([0, T} X G) und U0 = {p E U: p(t, .) 6 H0 f. ii.), :wobei 
H	H konvex sèi. Die Anfangselemente o 6 V und E H seien gegeben. Wir 
setzen nun fürp E U:	

V	 V 

F2(p) = -- iipiiu2 

((Cp) (t) w): 	—j9fp(t, s) w(s)ds	(tE S, wE V) 

c: = Ô,	 v0p:=0,,	v00 :=±0 ,	hp:=zO,	h0:=±1.	 V 

Unsere . Aufgabc lautet:	 •	 -	 V 

V	 - 

{iix '(T) - WI iiii2 + 11x(T) - WoiIv 2 + ftp Iju2i = mm! 

bei	.	 V	 -	

(20') 

V	 x"+VBX'+ Box +Gp=O,	x(0)=i,V .x(0)±0, V 

xEW2 ,	pEU0 .	 S •	
• 

Für.' die Optinialitat von 
V 
(x Po) 6 W2 x U2 für die Aufghe (20') ist die folgende 

V	

Bedingung notwendig und hinréichënd:	 V 

(po(t) +z(t);u —po(t))H ^0 furf.à. tES undalleuEHo, 

wobei z E W2 die eindeutig bestimmte Losung der obigenV adjungierten Evolutions-
V gleichung (2. Ordnung) ist.	

-•	 V	 V	

•• 

•

	

	

VJ 

beiden Fallen ergeben sich die Optimalitatsbedingungen aus Satz 5 mit Ver-




wendung der Aussàgen der Foigerungen 1 und 2 sowie der Berecknungen für das 

zweite spezielle Zielfunktional in den Bemerkungen -1 und 2.	V 

S	

•	 V	

I
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•

	

	 g der Variationsungleichung im' zweiten Fall erhält 
ibie punktweise Formulierun  
man, indem bei der Rea1isierug der Richtunsgrenzwerte wie in Bemerkung 3 
gesetzt wird:  

Iu	tE[t1 t2] 
Pk: Po + Yk(P	Po) mit p(t)	

1Po(t), -t ES \ [ t 1 , £2],	 S 

wobei u E H0,'t 1 , 2 E S mit £ 1 < t2 'beliebig sind	 S	 -	 • 

Wir merken noch a, daB fflr beide Aufgaben die Existénz einer eindeutig be-. 
stimiiten optinialen Steuerung gesichert ist, falls für U0 neberi der.Konvexität noch 
die Abgeschlossenheit gefordert vird.	

S 

5. SchluBbemerkungen	S	 S 

Mit der Betrachtung der Aufgabe (1) werden Aufgaben optimaler Steuerung erfaf3t, 
• die dürch gewisse Klassen partieller Differentialgleichungen beliebiger Ordnuiig 

beschrieben werden. Dabei -werden die ProzeBgleichungen in abstrakter Form' als 


	

Evolutionsgleichungen behandelt, das heil3t, die Losung der Differeñtialgleichung	S. S 

wird als verallgemeinefte Losung im Sinne der. Evolutionsgleichungen betrachtet. 
Die in ailgemeiner Weise vorgelegten Optirnalitatsbedingangen tragen Modell-. 

	

chaktr undmüssen im 'gegebenen--Fall-entspr'echend-prazisiert werden, das betriffL	- 
das Zielfunktional F, insbesondere die Drstel1ung von F(x0 , u0), den Operator A, 
die Realisierung der Richtungsgrenzwerte, so vie dies im vorigen Abschriitt ange-  
deutet wurde. Weitere konkrete Beispiele für Aufgaben optimaler Steuerung, die 
durch einfache Evolutionsgleichungen 2 Ordnung beschriebçn werden, findet man 
hei LioNs [10, 11]. Neben Optimalitat-sbedingungen werden dort auch Existenz-
aussagen gegeben.	

S	

S - 
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