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Optimalititshedingungen fiir Prozesse in Evolutionsgleichungen n-ter- Ordning

W. KaMPOwsKY

)

_Die Arbeit beschiftigt sich- mit Problemen optimaler Steuerung, die durch nichtlineare, ab-
strakte, gewohnliche Differentialgleichungen héherer Ordnung mit Anfangsbedingungen be-.
schrieben werden. Charakteristisch fiir die betrachtéten Evolutionsgleichungen héherer
Ordnung sind die Zuriickfihrung auf Evolutionsgleichungen 1. Ordnung und die Lésung im
. Rahmen der Theorie monotoner Operatoren. Fiir die Steueraufgaben werden notwendige
Optimalititsbedingungen hergeleitet, die in einem Spezialfall auch hinreichend sind.

HacroAwas paGora mocsAmesa npoGaemMaM ONTHMAIbHONO YNPABIEHHA, KOTOPHE OIMUCH-
BAIOTCA HEMIHEHHRMU AGCTPAKTHEIMH 0OHKHOBCHHEMH MUDEPEHLUHATBHLIMY Y PABHEHWAMH -
BHICWEro MOPAKA C HAYANBHAIMH YCHOBUAMH. PeUIeHUA DTHX 3BONIOUMOHHHX ypaBHeHHil
+BHICUICTO [I0PAIKA MOJIYYAIOTCA MyTEM CBEGHHA MX B OBOJIOI[HOHHAIE ypPABHEHUA MEPBOro’

TOpA{kA W B padKax TeOpuM MOHOTOHHLX omeparopos. J[iA Hay4aéMex NpOGIcH ‘yopas-

JIeHUA yCTAHOBJIEHB HEOOXOAMMBIE YCIOBHA ONTHMAIBHOCTH, KOTOpPhHe B OZHOM YAaCTHOM .
ciy4ae ABJAIOTCA TAKMKe LOCTATOMHBIMI. . : . -

This paper deals with optimal control problems governed by nonlincar abstract ‘ofdinary

" differential equations of higher order with initial conditions. The considered evolution equa-’
tions of higher order can be transformed into evolution equations of first order and can be . -
solved then using the theory of monotone operators. For the control problems necessary
optimality conditions are derived which arc also sufficient in a special case.

" In der Arbeit, werdén optimale Prozesse untersucht, die durch abstrakte gewohnliche

- Differentialgleichungen n-ter Ordnung, sogenannte Evolutionsgleichungen n-ter
Ordnung beschrieben werden. Die Arbeit schlieft direkt an eine friihere Arbeit des -
Autors [8] an, in der Prozesse in Evolutionsgleichungen 1. Ordnung betrachtet und
im wesentlichen notwendige Optimalititsbedingungen hergeleitet wurden. Charak-
teristisch fiir die hier betrachteten Evolutionsgleichungen n-ter Ordnung ist die
Zuriickfiihrung auf Evolutionsgleichungen 1. Ordnung. Diese Tatsache und' die
Anwendung von Resultaten aus [8) liefern'die gewiinschten Optimalititsbedingungen.

. . .
fl I'd

1. Aufgabenstellung, Bezeichnungen, Definitionen

Wir betrachten die folgende Aufgabe optimaler Steuerung‘:
F(zx, w) = min! bei 2™ 4 A(z®-D, za-2) vz, u) =0,
2O(0) = bilw) @=0,1,...n —2), 2D(0) =h(w) (€ W, ue Up).
. : v . (1)
Wir setzen folgendes voraus: | - : . A :
V sei ein reflexiver (und separabler) Banach-Raum, der stetig und dicht in einen.

Hilbert-Raum H eingebettet ist. H wird mit H* identifiziert, so daB die stetige
und dichte Einbettung ¥V < H= V* gilt. ( - 5.~ )ur_bezeichne das Skalarprodukt von

.
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H, (-;.) die Anwendung von Llementen aus V¥ auf Elemente aus V. S sei das
/extmtervall [0, 7). Es sei X = Ly(S; V), mithin ist X* = Lz(S ‘V*). Die. An-
Wendung von Elementen aus X* auf Elemente aus X werde mit (- ;) bezeichnet.,
W sei der Raum aller z € X mit einer Ableitung 2’ ¢ X* Wir verstehen die Ableitung
im Sinne der Distributionen iiber 8.mit Werten in V*, wobeiz € X iilber V- H— V*
V*-wertig ist. W, sei der Raum jéner 2 € C®~ 2(8; V), fir die z®? {. ii. (im gewoShn-
lichen Sinne) dxfferenmerbar ist und die Ableltung x("'1> zu W gehort‘, W und W,
sind Banach- Raume mit den Normen

liziiw := liellx + [l€'llxs bew. il‘ﬂvliwn = llxllcm—-us';m + #EVlw,

Wobei‘ wir als Norm fiir *C®*=2(S; V) gerade 2 max |z®(t)||y verwenden. Zur Ab-
i=0  teS : '
kiirzung | bezelchnen wir mit Z den Ra.um [C(S; V)]*=1, normiert durch
- ] B
. ' v

Il = ,;ma-x ey, x = @ 7 €.

’ : n—1
© Fir [C(S; V b benuuen .wir noch eine zweite \Torm 2 llzillx; wir bezelchnen
C l
diesen Ra,um mit .?Z' x und dessen Norm mit || larx- Uo belelchne die Menge der_

zuliissigen Steuerung w des metrischen. Raumes aller Steuerungen U. Schllethh
mogen die Abbildungen F, A v; und & wie folgt gegeben sein:

“F:W,xU >R, A XXEIXU — X, U—>V und h: U H,

-Der Fall n = 1 148t snch formal deuten ‘als dle in [8] betrachtete St;euerungsaufgabe .
. mit " einer Evolutlonsglelchung 1. Ordnung, w1e wir sie in Abschmtt 3 unter (6)
* angeben. : : o, ‘

- Wir deflmeren im folgenden -eine Relhe von Operatoren, die in den kommenden
Abschnltt,en benotlgt, werden D;: XX V‘ - C(8; V) wird mdukt,lv deflmert durch

D;(x,v)‘(t):=v+ f-x(s)ds (tES,xE X,vE V)
. - . 0

und - b ' : | : N . (
D(:z: Viy ooiy ‘) = D(D‘ I(Z '01,... 5_1), ’D,) (x E?X, Ul,;.., v; € V).
.bs gl]t geradc fiir ¢ € S ' o

ti— ' t(—?

) Di(x, Vyyleny U;) (t) = — vy + = 25! v, + +;Ui‘ .
- . (t-l‘s)‘:l. .
o ) | . —(z"—l)! z(s) ds.
: 0. -

D: XX V” 1> wn'd dcflmert, durch

'D(x"vl) .- vn l) = (Dl(x vl)’ D2(x 1)1, '02) (RS Dn—.l(x: pl: ~\'-: vn—-l')) -
(z€ X, vl,..., a1 € V)

-
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‘ Speziell setzen . RN B : . o
¢ oD V‘—»d(S-V) fiie °Dy(vy, ..., v v) = D0, 01, -, 1),
. D° X - C(; 7) fir Doz = Dyz,0,. ,0),
oD yn- 1_>9[ fiir D(v,,. o Va_y) = D(O, v,,; o a)s
DX / fir D% i= D(z,0,"..,0), |

\ /

Offenbar sind die °D; und. D o0 lmear und stebng, mithin exnst,xeren die ad]unglerten
Operatoren

CDiY*: C¥(S; V) - (V¥), (DI OH(S; V)—»X;*, '(‘_’D)*:Sl"':,—?(V*)""jl
und (Do)* .%“*—)X* ‘ ) B 4

Es gelten gerade dle folgenden Beziehungen s

(8 l)ll S PR : . .'.
Do*z) t)—f 1)' z(s)ds . (téS,zeX*CC*(S;I_/')),

o

T N\ e

(OD z = f( 1)'2(3 ds,f( s z(s fz(s) ds.

(z € X*¥— C*(S? 7)), )
: ‘(DO)*. (21, .’ z”‘;l) = (Dlo)* z,l + (‘D2 ) 22 + + ( n—l) Zn 1
.o E ~ : ((z,, ceny z’..‘_l} E\ X*):—IC Q"*) .
‘(oD)* (gl;“ Zar) S : . :

.. T - ) T
1 8{—2

/'1 : = fZ (z i :(8 ) ds, :;Z—Q"Amziv(s)d's,'“ufzn;l(s)'ds ,\
) o 0 g

((gl: LX) zn—l) E (X*)" lc .%‘*)

2. Zur Losung von Evolutionsgleichungen n-ter .Ordnung

-t

"Ergebnisse iiber Klassen nichtlinearer Evolutlonsglelchungen 2. Ordnung fmdet man
zuerst bei LroNs und Strauss [12] (siche auch in der Monographle [9]) und bei *
BROWDER [31, fiir umfassendere K]assen bei GAJEWSKT [5] sowie GAJEWSKI und
GRGGER [6]: Dabei werden bestimmte Regularlsnerungsverfahren verwendet, die die
Ausgangsaufgabe durch eine Folge einfacherer Aufgaben approximieren. GRGOGER
- fithrt in [7, 4] spezielle Gleichungen 2. Ordnung auf Evolutionsgleichungen 1. Ord-
nung zuriick und gewinnt so Existenz- und Eindeutigkeitsaussagen fiir Lésungen
dieser Glelchungen Wir verallgemeinern dieses Vorgehcn fur Lvolutnonsglcnchungcn
n-ter Ordnung in naheliegender Weise. , "
. \
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. Wir betrachten folgende Evolutlonsglelchungen sehen-von der Steuerung u in -
diesem Abschmtt ab: :

. ﬂ”+A@“%ﬂ*%un@=0{ﬁ%®=QaU=0prn—2x(m
L g@D(0) =g - . ‘ ' o

(4: X X — X* bcV,ac H ge'gében, x€ W,‘ gesuckt).

¢+ 4@ =0, 200=a ),

(& X»X*,aEnggeben zEWgesucht) o o R
Den Zusammenhang 4W1schen den Aufgaben (2) und (3) liefert die folgende Fest-
setzung : o . - : I

(Z) :: A(Z’:D 2z, b;—z)x Dz(za_ bn—2‘: bn—a)’ vy Dn—l(z"bn—b vy bo)) »
~A@Dumm” m)zex. ' R T(4):

Tst nun z € W, Lésung von (2), so ist z = 2D ¢ W Loésung von (3), und lést um--
~gekehrt z € W Aufgabe (3), so 16st = D,4(z, by, ..., by) € W, Gleichung (2 ).

Fiir die Evolutlonsglelchung (3) geben wir den folgenden Existenzsatz an, snehc'
2 B. in [4] oder [9] oder vgl. in [8] Satz 5. :

Sata 1: Sei d X X * mdwlstehg und erfiille dze /olge'nde Bedmgung

f e—z"( ) (8) — 52(y) (5) + M(als) - (s»fx(s) = y(s)) de \'

Zm-”x—?/llx Vz, yE’X ' - ' ' (5)

mit Konstanten A = 0 m > 0. 1y Dann hat dw Fvolutwnsglezchung (3) fir jeden An- .
fangswert a € H genau eine Losung zEW.

~

Mit Hilfe dieses Satzes crhalten wir fir die Lvolutlonsglelchung (2) den folg(,ndcn
Existenzsatz, verallgemeinern damit Resultate von GBOGLR ([7 Satz 2] bzw. [4 L
Satz 1.2, S. 239)). .

Satz 2:8ei A: X X T — X * ein Volterra- Opemtor mit den folgenden Eigenschaften:

“a) A(-, x): X > X* sev radialstetig und er/ulle Bedingung (5) mzt Konstanten 2 = 0,
m > 0 unabhingig von « € &.

b) A(x, - ) T x - X* sen szschltz stettg mzt emer Kcmstanten M >0 unabkangzg von
z€ X.

~ Dann hat die Evolutzmsglezckung (2) fiir jeden Satz von An/angswerlen bos s by €V,
u € H genau etne Losung x € W, : .

Bewels Wir zeigen, daB der in (4) defmlerte, den 7usammenhang zwnschen (2) '
und (3) licfernde Operator &/: X — X* den Voraussetzungen des Satzes 1 genugt

~  Die Radialstetigkeit von 2. ergibt sich aus der Radialstetigkeit von A im ersten

Argument und der LlpschltL-Stetngkelt im zweiten Argument sowie der Stetigkeit .

1) I bezeichne die stetlge Einbettung von X in X*, defmlerb durch die Inklusion V < H — V*, .
Far 2 = 0 ergibt sich die iibliche Bedingung der starken Monotonic. Ist &7 ein Volterra-
Operator (d. h. fiir ¢ € 8 gilt: aus 2(s) = y(s) fiir . a. s € [0, t] folgt’ s7(z) (s) = S (y) (s) fiir
f. a. 8 € [0 t)) undist & + AI: X — X* stark monoton, so ist die Bedingung (5) erfiillt.

1
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’

von.D.Da 4 ein Volteri'a-Operapor ‘ist, erhalten wir aus a)’
too _ o o
J e e(A(z, x) (5) — Ay, ) ()4 2 (a(s) — y(s));.2(s) — y(s)) ds
0 - - : S '

: -t * . ¢ h
2z m [ flals) — y(s)llsP ds = m [ e fla(s) — y(s)llv2ds
0 - 0 ‘ .
TVeeS, zyc X, x€Z,
und damit . ) - - A , B ’ N
1% '

fe-w (A(x <) (s) = A(y, () 4+ M(als) — y(s» z(s) ~ y(s))

— - x(s) — YoMy ds = 0.

Mit part,lellcr Integrablon (gena.uer mit Lemma 1.6 aus [4] S. 211) erglbb sich

fe—ww{ Jds=0 Va0,

0

J e (A, ©) (s) — Ay, x) (s) + pI(2(s) —y(s)); 2(s) — y(s)) ds
; s / )
T. ~

. gm..fe—%f”x(s) —y(s)ny2 ds ~V/),gl‘, x,ye X, .xE.@'.i - (l)

Aus ‘der Lipschitz- Stetlgkelt, ‘von A im zwelten Argument und mit der Schwarz-

- schen Unglelchung erhalten wir

a

: . :
f'llA(xf x;) () — A‘(x, xz) (e ds < Mrn = 1) X [ |l 8) — 2y )”V2 ds
S g

- |=1
S

Vx €X, = (xu: ceey xln 1): CxXg = (le; , Zon-) €L

) n— 1 t . T
: f-]]A(z, x) (8) — A(z, xg) (s I3 ds s M¥n—1) 3] f e, i(s) + 752‘(8)“,,2 ds

i=10 |

gilt,.und zwar fiir jedes ¢ € S. Dann ergibt snch auf analoge Welse wie oben die

N

'f e [[A(z, 1) (5) = A(z x3) (5)}» ds

"n—-1T

CEME(n—1) 3 [eme ||x..( 8) — zyi(s)lIv? ds
i=10
v,;zo :z:EX w2 € L. - (i)

6 Analysns Bd. 1, Hc!t 8 (1082)
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Sei also ¢ fest gewihlt, 0 < ¢ < T, sei weiter ¢ > 0so, daB ¢t + ¢ < T ist. Wir setzen:

Z;i(s), . 0ssst F

- t-}—e—s . : o
yjils) = —_— Zi(t), t<s=<t-+e
o, 4 e<s<T

(fiirj=1,2,{=1,2

‘rator-ist, gilt:

¢ " .
J lfé‘l(‘x}xx) (8) = A=, x5) (S)lI}» ds
[ . .
\

r .
= f ||A(:1: 71) (3) x, 72) e d3 o '

: a1 T -
=M. (fb -3y Ily,;(s).f Yails)lvrds o
: =10 .
_ - t . Lt
w021 [l - momts+ [
. 0 ' ’

¢

XMM—%mwa. - i

Das letzte Integra] ergibt sich gerade zu &3 llzi(t) — 2i()llv?. Mit ¢ > 0 erglbt, gich

die gewiinschte- Abschataung

Wir kénnen weiter zeigen-unter Verwendung der induktiven Darstellung von D;:

T

f‘ 8_2#8 ”Dl(x: ‘vl’ ey vi) (8) - Di(yx vl) "_"9 vi) (3)"72 dS

T

Wi'r deuten den Induktionsbeweis an: Fiir ¢ =1 érhalt,en wir:
f ?_2”’ 1D (=, v1) (8) - Dy(y, ) (5)llv® ds
0 . .

[ (z(z) — y(v)) dx

y? ds

T 8 :
=T fe™ [|lz(r) — y()2 dr ds
e

&

ey M — 1') und fassen entsprechend zusammen: 4,
Yin-1)s Y2 = (Ya1s «o: Yonmy)- Offenbar sind 4, und 4, aus Z. D2 4 ein Volterra-Ope-

< (i) fe‘zf"~l|x(s) — y(s)llv* ds Vu> 0, z,y¢€ »X, 1),‘, ceny
0 . ’ . , ) . ' -

=.(yu, ..

t e‘—. s)“’ '

(R € . V.
(iit)

.y
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l , : - g 2” e—2m8 ”x(s) - ?/(8)"1'2 ds — 2— e~ 2T f ”x(t) - y(T)"V2 dT
o .

T [ ' ) -
= % f e 2 [lz(s) — y(s)llv® ds.
N .0 ' . . .
Fiir 7 = 1 sei die Behauptung richtig. Dann ist mit :
. T v :
f €2 ||Dy(=, vy, ..., v;) () — Di(y, vy, ..., ;) (8)lv2 ds) -
\ 0 o . . : : .
. A , ) g
= f e_z“a-”Dl(Di—l(x) (ZPREE vi—l): vi) (S) - ,Dl(Di—.-l(y: Uy e ':vi—l)r vi) (s)i|V2 ds
e . .

\

'
‘

T

= ﬂ e ||D;_((x, v, ..., ?i—l) (8) — Di_y(y, vy, ..., viy) (8)ly2 ds

der Induktlonsbewels vollstandxg

~—— — Insgesamt. erhalten _wir_nun_mit_(i),_(ii).und (iii);__" i
/T ) '
J e-w(mx> (6) = /(0) (6) + el (als) — y(s)); als) —y(9)) ds
J : _

= f e-z*"(A(x D&, bacss -+, 80)) (s) A(Y, D(@, by_g, .., b)) (8)

)yl z(s) — y(s)) ds

¥
Al

+ f 8_2’”( I‘/, D(x b n=23 * ¢y bo)) (8) - A(y! D(?/, bn—z: LR} bo)) (S), ’ . ’
2(s) — y(s)) d ds o S,
: T : . T .
>m [ et () = ys)lvtds — = [ e afs) — ylo)lyPds — o
= e v 2 vl 2m.
0 ) 0 .
. T R LT B
x f e=28 || Aly, D(=, ba-s, - -, b0)) () — A(Y, D(Y, bas -, b)) ($)|[3+ ds
.0 - .
o T . ' . . Cey
25 [ e lale) — vl ds
S .

T E
M2(n — 1) n=!1 i
- % ;; f-e_2”, .”Di(z: bn—z, e bn—l—i) (3)
Y . |

—'Di(ya Dpzy ovey buoizi) (s)||;2 ds

6%
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!

o
. M2 — 1)y =1/ y
2 (52 ( ))f e la(s) — y(s)ly* ds
~ . 0 - "

g(%n , w - ( )) g — 2.

M

ul\q

2m

[

Fur hinreickend grofles u > ‘A ergibt snch damit dle Bedmgung (5), und der S_é.t,z
ist vollstandig. bewnesen I _ , o

3. Notwel,ldige Optinlalitﬁisbe'dingungen' :

Wir wenden uns nun unserer Steucrungsaufgabc (1)'zu, werden sie in eine aqulvalente
. Aufgabe mit einer Evolutionsgleichung 1. Ordnung als ProzeBgleichung.iiberfiihren
und die Optimalitatsbedingungen - fiir letztere Aufgabe. aus [8] iibertragen. Das
Grundkonzept' zur Gewmnung der notwendigen’ Optimalititsbedingungen wurde in
(8] dargelegt wobei ein Modell‘von Bittner [1, 2] modifiziert wurde.

Wir bctra.chten zunachsb -die fo]gcnde Steuerungsaufgabe mit - einer Lvolutlons-
glexchungl Ordnung: -

" Flz,u) = min! bei 2+ d(z, u) =0, 200)= huy, w'e U,

, : 6
(5»‘-W><U—>1R M'XXU—»X* /uU—>H) (0

C Fur die Aufgabe sei (zq, ug) € W >< Uo optlmal im folgenden Wir defmleren Rlch-

tungsgrcnawerbc wie folgt:

- A4F :: llm Yk _l(g(zOy uk) - (ZO; uo)),

At = hm 7N (20, ) — e, o)), g 4 (7),
Ak = lim y,~ (/c (u) — /L (ug ),
. \ k—>o0 . .
wobei {u} — Uo mit U, = %o in U und {y;} eine \Tullfolge positiver 7ahlen ist. Die
Grenzwerte A</ und Ak sind nur in der schwachen Topologie von X* bzw. H ge-
fordert. % bezcichne die Menge jener Folgen {w,} = U, mit %, —>u, in U, die die
" Existenz simtlicher Rlchtungsgremwcrte AF, Asf und Al sichern.
Zur Gewmnung einer notwendigen Optlmalltatsbcdmgung fir die Aufgabe (6) ‘
machen wir folgende Voraussetzungen: -

- Voraussetzung a): (-, u): X — X* sei radialstetig und erfiillle dic Bedingung (5).

mit, Konstanten 2 = 0, m >0 unabhanglg von u (aus einer Umgebung von ).
Voraussetzung b): & XX U->X* sei schwach Gateaux-differenzierbar nach

z € X (in einer Umgebung von (zg, %,)). Es ge]te folgende punktwelse Stetlgkelt
Aus z;, > 25 in X und {u) € % folge stets: (zk, uk) w— M +*(2o, uo) w in X* fiir
]edes w e X.

. Vorausselzung c): F:WXU—>R sei Fréchet- d1fferenz1erba.r nach z¢ W (in
“einer Umgebung von (zg, %,)). Es gelte fo]gende Stetigkeit: Aus 2z, — 7o in W und
{m} € % folge stets F (2, ux) — F (2o, uo) in W*. - .

. . o
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‘Voraussetgum d): Eslr, gelte fblgende Darstellung:
F 2o, ug) 2 = bl*' 2y +. (éi; bl> NVze W .
_mlt Elementen bl* € X*, {E X.?) :
“ Untér diesen Voraussetzungen gilt der. folgcnde Satz 'siehe [8; Satz 10].

Satz 3: Aus der. Optimalitdt von. (z0, %o).€ W X U, fiir die Aufgabe (6 ) folgt: Fiir 1

alle Tripel (AF} Ast, Ak) ) gemeinsamer chhtungsgrenzwerte gult - Y

A./—(Aﬂy+{)+(A/;,y(O),,>0_ o e

wobez 1/ 4 dze emdeuhg bestzmmte Losung der ad;ungzerten Fvolfutwnsglezchung

k3

ast.
f, & und /; setzen wi\r:nun- wie folgt an : . . . .
] . .f*'(z, u) := F(Dyl5(z, Vp_a(@)y +e o, v(w), u), z€ W, weU, :
. : Az, u) = A(z, D(z, v, e(uj, oeer Do(w)), u), 2z€X, weU, _. (10)‘
A(u) = h(w), e U. ' - S

"\/Ilt; diesen- Festsetzungen ist- Aufgabe (6) dquivalent. unserer. Aufgabe (1),_das henBt

ist (%o, ug) € W, XU, optimal fiir (1), so ist (2,"V, uo) € W X U, optimal fiir (6), : ‘
und umgekehrt folgt "aus der Optlmalltat von (2o, uo) € W.X U, fir (6) die Opti- -

" malitit von (D,-,(2g, Vp_a(d), - - -, Vo(to)) » Ug) € Wo X U, fiir Aufgabe (1).

Im folgenden sei (zg, ug) € W X U,. opt,lmal fur die Aufgabe (1). Zur Abkiirzung

- bézeichne xo den Vektor (z,"~2), ..., x,). 7uerst fiihren wir die folgenden Rlcht;ungs-
'_-grenzwerte ein: . : S

AF = llm -y,, h (F(xo, u) — F(x,, uo)),:
.' ' 44 :=lim )’k_'l(A(xo("_l): Xo; ) — A(@e®™ D, x, uo)),
’ k—oo N . . co.

Avi :=lim }’k_l(”i(u‘k) - 'vi(uo)) (7: = 0, ]_~, "',.n — 2)’ .
- koo ) oo N 1.‘

4h = lim y, h(w,) — h(.uo)),
i k—>00 .

~

wobei die'FolgenA {we},. {yx} Wie vorher seien. Die GrénzWerte A4, Av; und 4k werden

nur in der sciwachen Topologie von X*, V bzw. H gefordert. %' bezeichne hier die' -~

Mcnge jener Folgen {v}, die die Ex1stenz simtlicher Richtungsgrenzwerte sichern.

- . Wir forinulieren jetzt eine Reihe von Voraussctzungen an den Vo]t(,rm-Opera.tor
| und an das Funktional F:

Voraussetzung «): A(-, 2, u): X - X* sei radla]stctlg und. erfiille die Bedmgung (5)
mit Konstanten 2 =2 0, m > 0 unabhanglg vonx € X und u (aus einer Umgcbung
~ von u).

~Voraussetzung B): A4:X XZx XU f—> X* sei schwach Gateaux-dlfferenuerbar na.ch N

(x, x) € X X .%”X AuBlerden gelte:

B, 1) ||A (z, x, u)ll_g(gx g = K Vze X, x ¢ 52’ % {aus einer Umgebung von .

), wobei K eine posntlve Konstante ist.

?) Jedes lineare, stet.igp Funktional iber W liBt sich in diesgr\\Veise darstellen.

Y (zo,uo)y—{* Sru fy YD=0 @)

Lo,
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“B;2): Esgelte fo]gcnde punktwelse Stetigkeit :
' Aus z, > 2,V in X, 4 > x inZ, {y} € %' folge stets:
A (@ e 1) 0 > 4@, xq, u) 0 in X
und .
A *(:vk,xk,uk)w—>A *( -1 xo,uo)w in &* .

1
'

fur jedes w € X.

Vomuooetzung y): F:W,xU —>R sei Fréchet-differenzierbar ‘nach z€ W, (in
einer Umgebung von (x,, uo)) Es gelte fo]gcnde Stetxgkelt Aus 7, — x, in W und -
{u,‘} € U’ folge stets: F (xy, uy) — F (o, uo) in W, * .

A

“Diese Voraussetlungen erlauben es uns, auf die Aufgabe (6) mit den Festsetzungen
(10), also auf unsere zu (1) dquivalente Stcuerungsaufga.be mit einer Evolublons-
gleichung 1. Ordnung, den Satz 3 anzuwenden. o

Wir itberpriifen zunéchst die Voraussetzungen a), b) und c)

(-, u): X - X* ist radialstetig und erfiillt die Bedmgung (5) mit Konstanten
2’ > 0, m' > 0 unabhingig von u (aus einer Umgebung von u,), und zwar wegen «)
und ‘der Lipschitz-Stetigkeit von A4 im zweiten Argument gleichméBig bez. ‘der
- anderen beiden Argumente als Folgerung aus f,1) — der Beweis erfolgt wie in

Satz 2. .

Offenbar ist Z: X XU —> X* schwach Gateaux differenzierbar nach z € X dies
folgt aus B). Es gilt gerade: '

d:(zs u) w = A (Z» ])(Z vvi—z(u)’ v vo(u)), u)w + A,(Z, D(Z, vn—?(u)’ ;--:)

vo(u) u) D, (2, w€ X, u'€ U)'x . (12)
~ sowie fiir den a'djfmgxerten Operator . ' ‘ k
"o ¥z, u) w = A *(z, D(z, Vaa(w) u)
. S+ (DO)* A%z, D(z vn-z(u), e Vo(w)), %) W, _
(2, we X, ue U). . (12 .

. Gelte nun z — 2z in X und {w,} € 4 =Y’ Dann haben wir zu b(-:stat,lgen'
ol 2 ) W —> . ¥(2o, o) w in X*. Dies folgt aber aus B, 2), aus v;(ug)i—> vi(%o),
denn {u,} € %’, und’ aus der Stetigkeit von D.

F . WXU—>R ist offenbar Fréchet-differenzierbar nach z ¢ W (in einer Um-
" gebung von (z,, uo)) wegen ). Dabei gilt:

./:(2, u) w = F:t(Dn—l(z, vn—2(u): _'">'v0(u)): u) Dg—lw» (Z wE W u € U)
~ v . (12)
D1e geforderte Stetngkcnt in (zo, Ug) erglbt sich dhnlich wie bei &, *

Zur “Formulierung der notwendigen Optlmahtatsbedmgung benot,lgen wir: noch
eine Darstellung von ZF,(zy, %) € W* gemilB d). Es ist F,(z,, uo) €W W, ist -
offenbar isomorph einem abgeschlossenen Teilraum von [C(S; V)]*~ 1><X X X*.
Der Isomorphismus ist durch ¢(z):= (, 2’, ...; z®~, =D, ™M) (x € W,) gegeben.
" Der Raum L = {(z, z', ..., z™): x € W,} ist abgeschlossen in [C(S; )"t X X X X*,
da W, ein Banach- Ra.um ist. Jedes Element aus [C*(S; V)]*! X X*x X deflmert,

- ein lineares, stetiges Funktional iiber’ W, Umgekehrt definiert jedes Element aus .
W * uber den Isomorphlsmus ein lmeares, stctlges Funktional iiber L, das nach dem
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Hahn-Banach-Theorem auf ganz [C(S;. V)]"h‘l X X X X* fortgesetzt werden .kann.
Folglich 1aBt sich F (2, uo) (nicht in eindeutiger Weise) darstellen in der Form:

F 1(xo, uo) z ="2_3-/.-*x<"’ F D) + (25 Ve W, (14)
. ) . i=0 . : -
wobei fo*, ..., f2 . € CX(S; V), f* € X*, f € X ist. Mithin erhalten wir

F oo w0) 2 = 2 D+ %) + @

. - - <Z n—l—; /i*+/*;z>_+<2';[>’

das heifit, wir haben folgende Darstellung: o ' .

, Flepu)z=(f*2)+ i f)y VzeW, ) (15)
_wobei f* = (DO (fo_y, ..., fo¥) + f*, § = fist.

Bemerkung 1: Fir zwei spezielle Funktlonale wollen wir {* und { bestlmmen

1. F(z, w):= FOz, ', ..., 22, =D 2™ u)(x € W,, u € U), wobei FO: XV X X*
X U — R ist. FO sei stet,lg Frcchet dlfferenmerbar nach den ersten » 4 1 Kompo-
nenten zy, Z,, ..., Tn Dann gllb .

o e
“‘)-.: %:%,szxo,xow b, 2, ) (5) ds o

\ . ¢
+ Fo (Yo, 2o®~ b , To™, ug) (t) ¢ 6 S)»
$0) = F3 (o, xo<" D zg™, wp) (1) (LES).

2. F(z, u):= L(x to), "(81)y .o ZTA(L, ), u) (xe W, uE ), wobel k:Vrix U '
— R, ty, ¢, oo bng € S fest gegeben 'sind. k sei stetig Fréchet- dlffercnmerbar nach ‘
den ersten 7 — 1 Komponenten, v, vy, "eey Vp_g. Dann gllt -

"2(t t)_2'

PO=2 s

(t) kv.(xo(‘o), Ty xq("_2)(tn—2)y uo) (t € S) ’

3

Lo=st=4 ist, 4 =0(eSs).

.WObei_és(t)i={0 <tsT

. SchlieBlich berechnen Wir noch die Richtungsgrenzwerte 4%, 4 und Al aus (7).
Fiir % = %' gelten folgende Zusammenhinge: : ,

CAF = AF 4Tz, 1) Das B, -y Av0),

A5 = 84 + Az, w0, ) DV ..., Avo), ' ey
Ak = Ah - '
Mit (14) ist

n-2 :
Fz(xo’ Ug) ODn—l(Avn—z: ey Avo) = Z/i*oDn—l—i(Avn—m ey Av)
. . i=0

= Z-(oDn—l—-.i)* /i*(Avn—z’ -y'AvO:

4=0
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1

‘e

also gllb : » ) - O
AF = AF + (OD)* /n—z» ,fo (A'vn—z, oo AVy). . (16)

Bemerkung 2: Fir unsere Funktlonale aus Bemerkung 1 rechnen wir

( ) (/n—?» . fO (Avn—2: Avo) aus.
1. Es crglbt, sich unter Benutzung der Darste]lung von (°D)* aus Abschnitt 1: :

. T
2

P
-

0. Z — 9!
0.

Fg.(’fo, 1150('l D, 2o™, o) (s )d3§ dv; .

-
I

2. Hier ergibt sich unmittelbar:

(£ bt )
/

Wnr koénnen nun Satz'3 auf die Aufgabe (6). mit den’ Festsetaungen (10) anwenden :

“und erhalten fiir Aufgabe (1) die folgende notwendlge Opblmahtatsbedmgung

Satz 4: Es set (2o, ug) € W, X Uo optimal fiir die Au/gabe (1). Es mégen die Vor-
aussetzungén x), f) und 'y) erfiillt'sevn. Fiir F,(xy, ug) € W, * moge eine Darstellung der
Form (14) mittels (fp_q, -..,.fo*, [*, ) € [C¥(S; V)]*- 1><X*><X bekannt sein. Dann
gilt fiir alle (n + 2) Tupel (AF 44, Av,, 25 -+ vy Ay, AR) gemeinsamer” Richtungsgrenz- -
werte: . . : ’ \ .

CAP A DI (g s fo¥) (B0 e dvg) — (A45y + ) L
<°D * 426D, w0 w0 (Y + ) ) (Avn, .4, v0) + (3(0); Bh)y 2 0, - (17)

wober y € W die emdeutzg bestzmmte Losung der adyungwrten Evolutwnsglezchung
(1. Ordmmg) .

Sy A, g u) + (DO)* 4, *<x0<" Y, x, uo)]y =g,
' (T) 0, , A
mit P i ‘ o (18)
g = (DO (fogs -0s fo*) + f* — [A* (@™, x0 %) -
5 DY ALK ™D, o, %)
18t. . s . .

Beweis‘ Die Behauptung ergibt siéh aus Satz 3 und' (12’) (15), (16) und (16") .

. Folgerung 1: Das’ Zielfunktional mage explizit vom Endzustand der (n — 1)-ten -
Ableitung DT abhiingen, das herft, wzr betrachlen fair die. Aufgabe (1) em Zrel-
funktional n

Pz, u) = e (T), w) + Flaw) " (z€ Wy, we T),

‘ wobez g:-HXU— R und F: W, XU —>]R gegeben sind. Unter der Voraussetzung, dapf

g (in einer Umgebung. von (xo(" W(T), uo) Fréchet-differenzierbar’ nach h € H st
und die Fréchet- -Ableitung g, (identvfiziert mit ihrem erzeugenden Element aus H)
stetrg vm- Punkt (o~ (T), o) ist, gilt die Aussaqe des Satzes 4, nur in der Varia--
tionsungleichung (17) kommt additiv der entsprechende Richiungsgrenzwert Ag hinzu,
und die Endbedingung der adjungierten Fvolutwnsglezchung (18) lautet "~
y(T) = ga(zo®™V, uy) (vgl. [8: Satz 11]). . A
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Fol gerun g 2: Fiir den /olgemlen Spezzal/all laﬁt sich die adyungzerte Evolutwns
gleichung als Evolutwnsglezckung n-ter Ordnung schreiben. Es set  *

Az, g2 :z‘:, u) = B(z™D, u) + ZB,(u) z® + C‘(u) ' : o '
wobei B: XX U — X* By U — PL(X; X*) durch (B () 2) (). = by(w) ()
(te S, z€ X, ue O) mu bi: U —L(V;, V¥ und C: U — X* gegeben sind.
_In diesem Fall lautet die notwendzge Opmnalztatsbedmgung

AF + (OD)* (/n—-2’ . :/0 ) (Avn—‘b .o Avo)
(AB + 5 ABa® + AC; 26D + />

4 4=0 [

wn—2

-z ( S-(—'1>f+i+l bi* () zf"‘-'efﬁ")(m; Aé;)
R (OD)* (Bn_2(’ub) fr e Bo*(ug) f) (v, : ’. dvy) :
+ (2-(0); Ah),, =0, '

wobei, z €W, die emdeutzg bestzmmte Losung der ad;ungzerten Evolutwnsglezchung
- (n-ter Ordnung)

e e e e -
—_— e e e o

—z(") + B *( (n 1’ uo) 2(n=1) _ (uo) 2("—2) + + (_l)n— )
X l?o*(u )z =g, '
2O(T) = 0 (G=0,1,..,n — 2), 2 H(T)=0,
mal . ) L ’ A
= 0O (e B:_z'(uo') fo +ver fo* — Bo¥(to) /) + /*. = B X (2, uo) f
z'st.’

\ . A

-Beweis: In unserem spezxellen Fall erglbt sxch gerade in der ad]unglertcn Evo-
lutlonsglelchung (18) ’

- f A

s —
((Do>* Agr‘(xo“' ‘% <05 ) y) () = Zb 2 i(u) f ( R (s) ds (€ S)
N n-2 . . ) ' N I -
* Offenbar gllt fu(; (zl(t —1)1 f( t)2), y(s) ds (t€ S). die obige Evolut‘io_ns-.‘
gleichung n-ter Or nung '

Die obige Va,rmt,lonsunglelchung ergibt sich aus der Vanatlonsunglelchung (17),
- wobei 4B, AB; und AC die entsprechenden Rlchbungsgrenzwerte sind, und aus der °
folgenden Unirechnung:

(OD)* 4 "‘(flfo('l 1’: X0» Uo) ?/ (A”n—z, <oy Avo) )
(OD)* ( n—2(%o) Ys ooy By*(ug) ./) (Avpeg, ..., Avg)

. i=0

T ] . .
=jo ( 2 bi* (o) y(s) dS;_Av;) S
2 ‘o) Y(8). o

0 B : . . ) :
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z

E’?(Zb*uo)f 8) ds; Av;

5( ZJ (_1)”’” bi¥(ug) 2n2-7+0(0); Am)~. A
=0 . ) ’

j i=0

S

I

Bemerkung 3: Tst U ein normierter Raum und ist U, eine konvexe Menge, so" v
- ist eine Realisicrung der Rlchtungsgrenawerte aus (11) iber (schwache) Richtungs-
ableitungen bez. u moglich: -

= ug + yilu —'Ilo)y _
'\vobej u € Uy und {y,} eine Nullfolge positiver Zahlen ist, ' .
AF = F,((x, o); w — ug), A4 = Af(Z™D, xo, o) ' — ),

Av; = v; (ug; u — %), Ah = hy(ug; % — Up).

4. Die notwendige Bedingung als hinreichend

In einem einfachen Spezialfall-ist die not“cndlge Optlmalltatsbedmgung auch hin-

reichend. Unsere spez1elle Aufgabe lautet : . ‘ e

. FY(z) + F%*(u) = min! - S o
bei - . o B ‘ ‘
™ 4+ Bzl { B, ,x®? 4 ... - Bix +Cu+c¢c=0, -
x(i)(O);'vu+v,o  @€=0,1,...,n —2), 3 " 19)
x(n 1)(0)_hu+h0, -x € W,, ’(LE U,. . .

‘er setzen hier folgendes voraus:

U sci ein normierter Raum Uy <= U sei konvcx Fr:W,—~R und F2: U—>]R
seien konvex. F! sei stetig Fréchet-differenzierbar und (/,,_2, ceo JoXs 15 D)
€ [CH(S; "1 X X* XX stelle F,}'(x,) € W,* gemal (14) dar. F? sel Gatea.ux-
differenzierbar. B: X — X* sei ein linearer Volterra-Operator und geniige der Be-

. dingung (5). Die B;: Cx(S; V) > X* seien lineare, stetige Volterra-Operatoren.?)

'C: U — X* sei lincar und ¢ € X sei gegeben. Ebenso seien »; :U—>Vundh:U—>H
_linear sowie vy € ¥V und hy € H vorgegeben. oo
" Dann gllt, der folgende Satz.,

Satz 5 (o, uo) € W X Uo ist. genuu dann optmal /ur die Au/gabe (19), wenn gult:

F 2 (ug) (w — ug) + (*D)* (/" oy weor fo*) (Vacalte — ua), . > Vol — - up))
(O — w0y + f) —CD* (Bioly + ) By + )
>§ (vn—2(u - Ug)y +e vy ”q(u - 'uo)) )

+ (4(0); ke —u))y 20 Vu€ U,

“‘) Cx(S; V) sei n.1engcnmiil3ig der Raum C(8; V), normiert durch i llx-

~
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wobet y € W die eindeutig bestimmte Liosung der adjungierten Evolutionsgleichung
(1. Ordnung) © - L Lo -

—y 4 By + (DY* (B_ot ... Bo*y)
— (DY (fog — Biaf, - fo* — Bo*f) + /5 — B, y(T) =0

Beweis: Wir. iiberfitlhren die Aufgabe (19) in eine Aufgabe (6) mit ciner Evolu-
tionsgleichung 1. Ordnung analog wie im vorigen Abschnitt. Die Notwendigkeit der
Optimalititsbedingung ergibt sich mit Satz 4, wobei die Richtungsgrenzwerte wie in
Bemerkung 3 erzeugt werden. Die Hinlinglichkeit der Bedingung erhdlt man mit

_ Satz 12 aus [8] 1 ' \ '

Wir gehen zu-einem Demonstrationsbeisprel iiber.. _ .
. Wihrend Anfangswertaufgaben fiir Evolutionsgleichungen 1..Ordnung bestimmte
Klassen von Rand-Anfangswertaufgaben fiir parabolische Differentialgleichungen

" erfassen, sind Anfangswertaufgaben fiir Evolutionsgleichungen 2. Ordnung als eine

funktionalanalytische Verallgemeinerung gewisser Klassen von Rand-Anfangswert-
problemen fiir hyperbolische Differentialgleichungen aufzufassen (vgl. [4] und [9]).
Ein sehr einfaches Beispiel fiir letzteres ist die Aufgabe 2 — x;42" — apdz — B -p
=0, z(0) = 2o, x'(0)=2,, 2loc = 0, wobei G ein beschrinktes Gebiet des Rz,

-x_=.x(t, 81,_82),__‘[ E[O:T]: s = (§l’_'s2)_€_ _G) P = p‘(t: S1, 82)’ Xy, X ﬂ Konstanten '

(«y > 0) sind, die die Schwingungen ciner eingéspannter Platte aus visko-elastischem—- — —-— —.
(Voigtschem) Material beschreibt, (siche [5]). o S :
~ Wir wollen zwei einfache Steuerungsaufgaben betrachten, zum einen eine Steue-
rung in den’ Anfangsbedingungen, zum anderen eine Steuerung durch-die Funktion p.
Wir setzen zunichst fiir beide Aufgaben: ’ : ' ’

V=W,N@),  H=L(&),
S o -
Fi(z):= 5 (1) — willa? + 5 (D) < woll? (= € Wa),

mit gegebe.nen w, € Hund wo € V, ‘
(Bx) (t) = oc,a:c(t)' (te S, x € X),

—

wobet a: V -+ V* durch . ' o . . _ .
- ] o d o .
)= i 2 < .2 ds™ (v, 1%
i) fﬁym%ym+%w>®m%swwe»
. G . :
dcfiniert ist, _
(Boz) (1) := souz(t) (L€ S, z€ X).
L. Steuerung in den Anfangsbedingungen: . ]
- Wir. wihlen .U = VXH, Uy,= VyXHy—= U sei Konvex, -und setzen fiir..
u = (ul,u?) € U: .
- 1 L L
Fru) = 5 ltlly® + 5 le¥lle® (Cu) (t):=0 (t€9),

vou 1= ul, . Vg := 0, hu 1= u?, ho: =10,
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. c'é X* sei definiert durch ' .
' ((t) w): ——ﬂfpts) w(s)ds (tES,,we‘_V).

~

~

" Unsere Aufgabe lau_t;et, nun :

5 {Il=(T) — w|!|n2 + (1) — wolly® + [[wtlly® + [lu?|[x? = min!.

Cbei T / | (20)
z’ + Bx’ + Boi +¢c=0, 2(0) = wl,  2'(0) = 2, Y :
.leWz, uleVo," uzeﬂo _— , o ;o
Fiir dle Optimalitdt von (2o, Uo) = (%o, U, Uo?) € Wy X Uo fiir die Aufgabe (20) smd
nun die folgenden Bedmgungen notwendig und hinreichend: , :
(uol -‘L xo(T) — Wy + aoaz(o), ul'f Uo ) g 0 . V ’ul E Vo,
(uo +2(0);u —uoz)HZO' Vure Hy,

wobei z € W, die emdeutlg bestlmmte Losung der adJunglcrten Evolutlonsglelchung

(2. Ordnung) ( ) v :

: 2"+ BZ - Boz oy xo(T) —wp, Z(T) =0, Z(T)==T) —w
ist.- g _ .

2. Steuerung durch die Funktwn p:

Hier wihlen wir U = Ly([O, T]XG und U, = {pe U:plt,.) € Hy £ i1}, wobei .
Hy,— H konvex sei. Die Anfangselemente £9€ V und 2, € H seien gegeben. Wir
sctzen nun firpe U:

Fp):= 5 lplo?,

((0@ (1) w):= —Bf plt, 5) -w(s)ds - (€ S, we V),
¢ . .
¢t —0 vop:=0,. v4:=1%, ‘hp:= 0, ho:=2,."

Unsere Aufgabc ]autet

. le (T) - w.l[u + le(T) - wollv + |lPIlz72} = min! A _
bei - : A (20"
O z" + Bz’ + Bo-’p + CP =0, x'(O) =2, -‘F(O) = &, A '
z E Wz: T’ E UO

. Fur die Optimalitdt von (%o, Do) € Wy ><U2 fiir die Aufgabe (20) ist die folgende
*  Bedingung ‘notwendig und hinréichend: S :

(pot)—i-ﬂ t)u—po(g)),,zo furfatesundaneuelfo‘,.

~

wobei z € W, die emdeutlg bestimmte Losung der obigen- adJunglerten Evolutlons- “'.

gleichung (2. Ordnung) ist. .

Tn beiden Fillen ergeben sich die Optxmahtatsbedmgungen aus Satz 5 mnt Ver- ,
wendung der Aussagen der Fo]gerungen 1 und 2 sowie der Berechmmgen fir das
zweite spez1elle Zlelfunkt,lonal in den Bemerkungen 1 und 2.

. .
t : . N
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“Die punktwelse Formullerung der Varlatlonsunglelchung imr zweiten Fall erhilt

, man, indem" bei der. Realisierung der- Rlchtungsgrenzwertc wie in Bemerkung 3

gesetzt w1rd /

- B . U, t'é {41, 52] .
1= py + — t p(t) = 1
D= po + yu(p Po) mit  p(t) {7’0(‘?’ ~tES\[t,,t2],

wobel u € Hy,ty, ¢, € S mit ¢, <ty beliebig sind:
‘Wir merken noch an, daB fiir beide Aufgaben die Existenz einer cmdeutlg be-
stimmten optlma,len Steuerung gesichert ist, falls fiir U, nieben der. Konvex1tat noch’
die Abgeschlossenhelt, gefordert, w1rd : : o , .

Mit der Betrachtung der Aufgabe (1) werden Aufgaben optimaler Steuerung erfaBt,
die durch gewisse Klassen partieller Differentialgleichungen belicbiger Ordnung -
beschrieben werden. Dabei -werden die ProzeBgleichungen in abstrakter Form-als '
Evolutionsgleichungen behandelt, das heiBt, die- Losung der Differentialgleichung

wird als verallgemeinertc Losung im Sinne der. Evolutionsgleichungen betrachtet.

Die in allgemeiner Weise vorgelegten Optimalititsbedingungen tragen Modell-. v
— charakter und miissen im gegebenen-Fall-entsprechend-prizisiert werden, das betrifft_ . .~ _ _.
das Zielfunktional F, insbesondere die Darstellung von F(xo, %), den Operator A, -
die Realisierung der Richtungsgrenzwerte, so wie dies im vorigen Abschnitt ange- .-
deutet wurde. Weitere konkrete Beispiele fiir Aufgaben optimaler Steuerung, die .
“durch einfache Evolutionsgleichungen 2, Ordnung beschrieben werden, findet man
bei Lroxs [10, 11]. Neben Opmmahtatsbedmgungen werden dort auch' Existenz-

V.
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